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certains paraméires, reoiztifs au systéme distr ibus (topolicgie) et
aux critéres sur lescuels est basée la maéthode BLR {(fonction
d’évaluation).

Notre thése est composée de six chapitres

Dans ie chapitre {, ricus .nitroduisons d'aberdg ie calaul paralléle
ainsi que le modéie tnéor que standard la PRAM. Nous donnons
ensutte quelques définitions et concests ut;liszs. Nous avons
spécialement introduit !e concept de procescus, déefini de maniére
générale les résesux et donné les orincipales structures des

algorithmes parailéles (structure svnchrone, dsynchrone et
maitre-esclave). Nous donnons auss: un bref &oergu  sur le
probléme de la aétection de 13 terminaison dans |

es a‘gorithmes
distribués et enfin, nous nous intéressons & i‘apport des

machines paralléles en optimisation combinatoire.

Le chapitre ! est consacré 3 la cescription des méthodes de
recherche arborescente. Celles-c ze tasent sur une exploration
d'urie arborescence. Dans ce méme chapiire, sera présentée ge
fagon aétailiée la méthode B&R, cas particuiier de ces méthodes.

L' impiémentation séquent elle des métihodes PLB est deécrite dans
le chapiire V1. Leur complexité en Tampe 2. en espace sont
également définies, mettant en évidence 1'influence de la
fonction d’évaluation et de la stravig:a de re-herche. Nous
présentons aussi dans ce chapitre unp modé!ls théorique : le modéle
probabiiiste de Wan-Yu, qui permet !a recherche 4'une complexité

moyenne en temps et en espsace.

Dans le chapitre ¥, nous exposons des schémas générasux de
construction ces algorithmes B&S distribués. lan. |a premier, dit
synchrene (maitre esclave), chaque processus ‘fescliave) explore un
seul sommet de l'arborescence chaat'e f0i3s au'ii iui est confié
par un processus particulier (maitre) ogérant ie divelonpement de
l’arborescence, Tandi: que dans le deuxidme, dit asynchrone, les
processus jouent ie méme réle et développent chicun une partie de

ltarborescence, Ce dernier schema est lg mieux acapté A
1Vimpiémentation sur un réseau, car ie nombre do messages ¥ est
réduit. Nous formaiiscns ce schéma, 'une fagcn générale,
permettant ainsi de |‘'adapter 4 tout oprobléms d'eptimisation

combinatoire, 3 {'aide d'un langage algerithmigue, =t donnons les
mécanismes permettant |3 termina:scon de ces algoritnmes, Nous
proposcns ensuite une opt misation du nomore de M2s6ages, vue son
influence sur le temps d'exécuticn.



Quant aux performances des algorithmes B&B paraliéles, eiles sonc
étudiées au chapitre ¥, o0 une nouvelle notion propre aux

algorithmes paralléles, ltaccélération, est introduite. On
pourratrt penser gue !’augmentation du nombre de nrocesseurs
accélérera:t la recherche de la solution optimale, mais il niern
n'est pas toujours ainsi. Des anomalies peuvent surveair : on
peut trouver la solution dix fois plus vite avec seulement trois
processeurs qu'avec un seul processeus (anomal:e favorable},
comme on peut la trouver en  un temps plus grand en utilisant
plusieurs nprocesseurs {anomalie défavorable). ODes conditions

d’existence de telles anomalies sont exposées oans ce méme
chapitre.

Enfin, les résulitats et les tests EXDEr iMentaux de
1"impiementation d’aigor ithmes B&B distribués pour le probléme du
voyagedr ae commerce sont exposés et commentés au chapitre Vi.



CHAPITRE |

LE CALCUL PARALLELE

1.1 INTRODUCTION

L’apparition de machines paraltléies, si elles permettent
dans ta plupart des «c¢ss, de substanciels gains de performance,
posent un probléme majeur : le séquencement des opérations dans
le temps n'est plus respects. i1 devient alors impératif de
développer une nouveliie algorithmique adaptée 3 cette réalite,
Cette nouveile maniére de conception introduit 3 son tour de
nouveaux concepts. Dans ce qui suit, i1 sera donné un apere¢u sur
ces différents concepts,

i.2 CALCUL PARALLELE ET CALCUL D!STRIBUE

Le calcul paralléle peut étre considérée comme la coopération
d’un  ensemble de processus exécutant chacun un algorithme
séquentiel qui lur est propre (éventuellement e méme) et se
communiquant des informations, par échange de messages ou par
accés 3 une mémoire commune.

Motivée par i'existence de réseaux d’ordinateurs et i’apparition
de machines composées de processeurs inter-communicants, la
démarche algorithmigque nécessaire est nouvelle et ne peut
s’inspirer que partieliement de !?!important savoir faire accumulé
Jusqu’a présent qui repose essent:eilement sur la séguentialiteé
des opérations d'un algorithme et l'ex:istence d'une mémoire dans
laguelie sont centralisées les donnees du probléme 3 traiter
[RAY 83].

Le probléme ma eur va Etre de pouvoir identifier des processus de
traitements élémentaires qui vont coopérer a la réaiisation d'une
tiche commune ma:s ne pouvant & un  instant aonné, obtenir
d’informat:ons que sur I*évolution antérieure de leurs
partenaires et non sur leur cituation 3 cet instant. En effet, le
caractére asynchrone des systémes concernés, et l'absence de



mémoire partagée pour les réseaux distribués fart qu’:(l est
impossible & un processus d’observer un état global et instantané
des autres processus

Une autre caractéristique de ces informations est qu’elles sont
obtenues par é&change de messages. Un algorithme distribué est
donc déf:ni comme un ensembie de processus qui, communiquant
exlusivement par envo: de messages, coopérent & la réaiisation
d’un but commun.

Le modéle théor ique standard pour le caicul paralléle est 1la PRAM
(paraliel random access machine [AHO T74)). Briévement, elle peut
dtre définie comme une machine, avec un potentiel infini de
processeurs identigues et une mémoire partagée de tatlte infinie.
Une variante généralement uti(lisee de ce modéle est la CREW PRAM
{(concurrent read exclus:ve write} ol les lectures simultanées
sont permises, mais les écritures simultanées sont interdites.

Le calcul dans ce type de machine synchrone commence dé&s gqu'un
processeur est activé ! & <chaque pas, un Dorocesseur actif
effectue une opération stangard ou active un autre processeur. Le
calcul s’arréte lorsque le processeur initial starréte. Les
ratentissements dis aux conflits d’accés mémoire sont négligés.
Mais ce modéle reste tout de méme pas trés réatiste [LAV 8861,

1.3 LE CONCEPT DE FPROCESSUS

Un processus est l’activité résultante de !’exécution d’un
prograrmme et de ses données par un processeur séguentiel
(machine de Turing par exemple), il peut éventuellemeni &tre
muni de primitives de communicaticns lur  permettant d'émettre et
de recevoir des messages., Dans un contexte paralléle,
informeilement, on cons dére un processus comme étant 1'unité
d’exécution élémentaire d’un algorithme paralléle.

1.4 LE RESEAU

Le medium de communications entre processus est le réseau,
entité phys:ique permettant de connecter des processus entre eux
et capable de vénhiculer des nformations échangées par ces
derniers. !

on peut associer au réseau e concept de graphe de
communications, graphe representant les potential ités de
communication de processus & processus. Si on note F, l’ensemble



des processus mis en oeuvre dans un algorithme distribué, on
notera alors

6 = {P,L), L % PxP,

le graphe de communications. Ains; (P, Pz} € L, signifie gue le
processus py peut communiquer avec le processus P

Une aréte (Py.P2) (ou éventuellement un arc) de € peut
représenter 501t une posstbijité phystgque de communications entre
les processus exécutant py et pp. Dans ce cas Ilapéte (ou

éventueilement 1’arc) schématise !'existence par exemnle diune
ligne bi-directienneile (ou &ventueliement uni-directicnnetile}
ou simplement wune possibilité virtuelle de communication entre
les processus py et Py indépendamment des moyens phys:igues mis en
ceuvre pour accomplir la transmission afférente.

Parmi les configurations ou topologies particutiéres de réseaux,
on trouve I’anneau (bidirectionnel, unidiretionnel), 1'étoile,
i‘arborescence. Dans ces deux derniers Cas, un noeud particulier
{centre de 1'étoile, racine de I'arborescence) joue un rdle
privilégié et des fonctions d’ailocation 1lui sont en déneral
dévoiues. Un réseau, dans lequel chaaque noeud est reiié 4 tous
les autres est appelé réseau complet.

1«8 LES STRUCTURES PARALLELES

La caractéristique la plus importante du calcul paralléle
est s5a structure représentant la fagon avec laguelle les
différents composants sont reliés entre eux. Elle représente la

structure logique des taches effectuant le calcul, on peut citer
les structures synchrones, asynchrones, maitre-esclaves,
pipeline,

1.5.8 Les structures synchrones

Les processus travaillent de fagon synchronisée, c’est &

dire qu’ils exécutent leurs taches en un "lock step" (blocage
en attente), en utilisant un mécanisme de synchronisation
expliicite. Tous les processus ont les mémes autorités et

contrdles. Nous pouvens représenter cette structure par e graphe
des tiches suivant :
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ot les W, représentent une séquence de calcul, par le processeur
T entre deux points de syncnhronisation. B

Cette structure est la moins utilisée en pratigue, eile entraine
une inactivité plus grande des processeurs physigues dde au
fait que ces derniers sttendent les points de synchronisation en
étant inactifs. De plus 5 le code exécuté par les processus est
le méme, le temps de conflits &augmente encore leur temps
d'inactivité. Cependant cette structure est considérée comme un
cas particulier de la structure maitre-escliave.

i.8.b La structure asynchrane

Dans la structure asynchrone, les processus travaillent
indépendamment les uns des autres. Tous ces processus ont 1a méme
et égale autor ité et contréle. La coopération entre ies processus
est effectuée ©par partage de données ou par envoi de messages,
cela suppose que de telles communications ne provoquent pas une
dépendance entre les t3ches, mais seulement des attentes et des
conflits pour l'accés aux ressources partagées.

Les tdches exécutiées par ies processus peuvent étre considérées
comme étant indépendantes, sans contraintes de précédence.
Généralement, cette structure est la plus performante.



o5 ¢ Les structures maitre-esclaves

Dans 1ta structure maitre-esclave, plusieurs processus
esclaves travaillent de fagon synchrone sous le contrélie du
processus maitre., Ce dernier a le contréle absolu sur les
traitements effectués par les processus esclaves durant leurs
activiteés.

Cect peut &tre representé par ie graphe des tadches suivant :

(maitre’
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"“"‘c{’ /—"\“ L .’f"‘ ~
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fig.2. Le graphe des tiches de la structure
maitre-esciave,

Chaque itération contient wune tache maitre puis les tiches
esclaves E, en paralléle. On remarque alors que Jlorsque le
processus mairtre est actif, les processus esclaves sont inactifs,
ce qui diminue ie degré de parallélisme et par conséguent les
performances de cette structure,

kB LES COMMUNICAT!ONS INTER-PROCESSUS

Dans un algorithme parailéle, les processus se communiquent
des informations. Dans certains cas, cela pourrait &tre
unigquement !*envot du résultat final au processus maitre . Dans
d?autres, des communications plus fréguentes servent & guider les
processus pour atteindre pius vite ta solution,



Une instance de comnunication consiste en 1'envo: d!'informations
d*un processus 3 un autre, celles-ci peuvent &tre des données ou
des informst:ons de contréte. L’itinéraire de ces informations
peut influencer sur les performances de ('algorithme,

Le passage de messages peut é&tre fait osrincipalement de deux
maniéres différentes: en mode asynchrone. permettant au processus
en communication de reprendre ie contrdle dés gque les primitives
de communication sont exécutées et en mode synchrone, od le
processus qui envote un messade est bloguée  jusqu'id ce  que le
récepteur a1t accusé réception. Ce mode permet non seuliement
Ttenvoi de messages mais auss: la synchronisation entre les
processus.,

I.7 PARTAGE DE RESSQURCES

Dans un environnement parallé&ie, de:z ressources peuvent étre
partagées entre plusieurs procgessus pour 1’accomplissement d'une
certaine tiche. Ce partage peut créer des conflits entre les
processus {attente, interblocaae, ...), atnsi un processus peut
rester inactif lors de !’attente d'une ressource utilisée par un
autre. Un mécanisme de contrdle dl'accés aux ressources sers
nécessaire pour assurer une exécution correcte du programme.

t.8 DETECT!ON DE LA TERMINAISCON D!ALGORITHMES DISTRIBUES

tn algorithmique distribuée, 1a dgétection de ia terminaiscn
est une préaccupation majeure. Eile recouvre en faii deux
problémes

a. Détecter s« tous les processus sont & 1larrét,
b. S'assurer que !e calcu!l demandé a été bien accompli.

Résoudre ceci, consi5te 3 permetitre 3 tout processus de détecter
qu’il a "bien" terminé, et que tous les autres ont atteint cet
état,

Plusieurs solutions ont été proposées peour 13 résolution de ces
problémes. Eiles se basent toutes sur une structuration de
l*ensemble des processus de fagon & pouvoir visiter chacun des
processus du caicul distribué et vérifier la propriété de
terminaison. Les struciures de base utilisées pour effectuer le
parcours du graphe de communications sont 1 'anneau
unidirectionneij, le ¢ircust hamiitonien ou encore le circuit
eulérien ou également i’arbre couvrant sur le graphe associé au
réseau. Le mode de parcours est fonction de 1z topologie de

-g-



contréle. Ainsj, St1 cette topologie est un arobre couvrant, |
mode de parcours Util:5€ est celu: dy calcul diffusant dont e
Principe a éteé INTrodutt par DijKkstra et Scholten, Lorsque j:
topoicgie de tontrdie est un anneau (ou wun circuit) de processus,
on utilise plutst un Jeton circulant.

Il existe beaucoup d'autres modes de parcours que nous ne
citerons Pas, Dbasés tous pPricipalement syr ia topoiogie de
contrdle et sur |z Structure de i'algor ithme distribué {structure
maitre-esclave, synchrone, asynchrone, .., ) [BLA 887.

1.9 CPTIMISATION COMBINATOIRE ET ALCOR: THMES FARALLELES

Motivés par lexistence de réseaux d'ordinateurs et
1Yapparition de machines paraliéies, les chercheurs en
optimisation combinatoire, ognt donné de nombreux aigor ithmes
mettant 3 profgt le mieux Dossible Jes Caractéristigues de

telies mschines.
La guestion que I'on se pose lorsgue nous Utriisons une mach ine
Paralléle gu yn Systeme distribué est ! "peut-aon résoudre deg
Problémes que |'on Ne pouvait résoudre én séguentiel 7 - La
compliexité deg problémes Change-t-ella 7"

1.9.8 Probiémes d'optim:sat agn comb:inatoire difficile

Dans les problémes G'optimisation Combinatoire, NP—cumu}ets.
la plupart des méthodes de résoluyt,on n'échappent P&s 3 une

énumération de I'enzemble des solutions. Méme 5i celle-¢ci est
Judicieusement limitée {méthodes d’énumération mplicite tellesg
que B4R, o b g I'idée d'utiliger des machines Paralléles gregt
Vite imposée. En effet, en séquentiel, yne telle énumération

slarréte v;te faute de pPlace mémoire ou  de temps devenant
Profsbitif, méme bour des problémes de taille raisonnable,

Des machines 3 Paraiielisme locai pourraient offrir une
accélération gy talcul de 1"évaluation de telies procéduresrmais
pour de nombreuses instanrces de brobliémes, le dein est faibie,
Liemploi de Machines offrant Uun  paraltélisme massif (ou 3
paraliél sme giobal}y stavare Plus intéressant Yo des parties
entiéres de arborescence des solutions pourraient gtre
ENumérées en paralléje,

-10-



}.9.b Comptlex:té [LAV 861 [ROU 87]

Dans le calecu! oparailéle, beaucoup de problémes dans P
(classe des probiémes polynémiaux) peuvent &ire résolus en un
temps polylog ¢ {109}0[13. c’est 4 dire en un temps borné par un
polynéme en logar:ghme de fa tazille n du probléme. Certains
problémes faciles deviennent trés fac:les : par exemple, tri en
paraliéie en O(logn) & O(nejiogn ! PrOCESSEU S, ...
D'autres probiémes de P n’admettent pzs de solution en paraliéle
en un temps poivloeg, ils sont dits P-complets. Cette classe
regroupe donc les probiémes les plus difficiles de P : toute

vegd

solution va reqguérir un temps Ysuper logar i thmigue™, ce qui
provient sans doute du fait qu'ils sont de nature intrinségquement
séquentielie,

Mais ces résultats sont en fa:t obtenus opour des modéles
théor iques simplificateurs de machines existantes (CREW PRAM
suppose un nombre infini de processeurs et une mémoire partagée
de taiile infinie}l.

De nouveaux rézultats fondés sur des hypothéses pius rézlistes
ont &té dé+inis. Dans 'e cas du calcu!l distribué, 11 a &té prouvé
que tes problémes faciles restent faciles (dans 1a cliasse Pj,
les probigmes difficiles restent également difficiles (P-complet
ou NP-compiet) en égard & la complexité en commun:cation {nombre

de messages) et & !a complexité en ifemps (LAY 66). La complexité
en espace pour un algor:thme donné peut é&tre également price en
compte.

Pour les machines multiprocesseurs commercialisées, on

s!'intéresse essentiellement & 1'accélération obtenue enm passant
d’une machine & un processeur, & une mach:ne & oplusieurs
processeurs.

=



CHAPITRE 1|

LES HMETHODES DE RECHERCHE ARBORESCENTE
ET LES ALGOR:! THMES B&B

1.1 INTRODUCTION

Plusieurs problémes d'optimisation, de décision, ... n'‘eont pas
d’aligorithme de résclution directe, ou alors s'il en existe, ils
sont inefficaces (du point de vue *temps et espace mémoire
nécessaires a Il'exécution, ainsi que de l’exactitude de la
soluticn). Ces problémes n’échappent pas & 1'énumération de
toutes les solutions, méthode toutefoi: impraticable (codteuse).
Dans ce chapitre, nous décrivons les méthodes de recherche

arporescente qu: permettent d’éviier l’exploration de toutes les
solutions. L'ensemble des solutions est représenté sous forme
d’une arborescernce, lta recherche de la solution opti:male revient

a parcourir {judicieusement) cette arborescence.

1.2 METHOGE DE HeCHERCHE ARBORESCENTE

La méthode de recherche arborescente a été découverte et
utiiisée par plusieurs chercheurs. Son nom (Backtracking} lui a
été attribué par O H.Lenhmer de i'Univers:té de Californie 3
Berkel!ley [BAU 65). <Cette méthode pilutdt universelle peut &tire
décrite de ia maniére suivante :

On veut déterminer un vecteur ol tous les vecteurs (Xgq,Xz, .. Xp)
de §, (S étant ie produit cartésien X ;xX» ... X,) satisfaisant 3
une foncticon objgective Q{xq,Xp, ++  Xp), chaque X, est

effectivement énumérabie
L?approche brute sera:t de former tous les vecteurs possibles de
§, d’évaluer chacun & l'aide de la fonction objective ¢ et voir

celui qu i satisfat notre objectif. Mais le nombre de
posstbilités est immense (dans le probiéme des huit reines par
exempie, il Yy & Cgq configurations possibles, quelques 4.4
billionst). La méthode de recherche arborescente a &té congue



pour donner l2 méme solution mais avec bheaucoup moins d'essais.
L'idée de base consiste en 12 construction progressive (un
composant & la fois) du vecteur et en utilisant une fonction
objective modifiée pour tester si le vecteur en construction a
une chance ou pas de satisfaire i'object:f du probléme. Cela
permet d’écarter plusieurs possibilités et réduire ainsi,
I'ensemble de recnerche. Schématiquement parlant, cela revient &
la constructicn d’une arborescence. A chague étape, on prend un
noeud de i'arborescence (correspondant au vecteur construit
Jusque-13) et on le relie 3 ses successeurs qu: correspondent au
vecteur pére augmente chacun d’une composante. Les noeuds n'avant
plus de <chance de satisfaire 1*objectif ne seront plus
décomposés. QGuant aux autres, on continue & les décomposer
Jusqu'a 1’'obtent:ion de 1a solution voulue. Plus de détarls sur la
méthode et des exemples (probléme classique des nuit reines, ...)
se trouvent dans [BAU &5].

Une autre descripi:oan de la méthode et ses applications en
inteiligence artificielle ains: que dans d’sutres domaines [ Jeux,

analyse syniaxique, 2.3 &8 trouvent dans [N!L 82), On y trouve
aussi la description des arbres de gcision ET/0U et leurs
utitisations ains: que tes procédures MINMAX, ALPHA-BETA

utilisées dans la recherche de stratégie de jeux {(tic-tac-toe,
v++). Toutes ces procédures se basent sur le méme drinci.pe, c’est
d dire l’exploration d'une arborescence et posent donc |es mémes
problémes d'expiosicn combinatoire de i'espace et du temps requ:s
pour la recherche de la solution ou du but.

It.3 PROBLEME A RESGUDR!

Un probieéme d'osptimisation combinatoire, de fagon générale,
peut étre Fformulé de la maniére susivante !
Etant donné un ensemble des solutions réalisables 8§ etant
effectivement énumérable, £ une fonction associant 3 chague
élément de § une valeur réelle (son codt)

Il stagit de déterminer une solution & telle que :

f(0) = min f{x)
€ §

g est 'a solution optimale du probiéme.

It est toujours possibie de résocudre de tels problémes en
énumérant toutes les solutions (les éléments) e &, et pour
effectuer cette énumération de fagon systématique, il est

wfB=



préférable de décomposer progressivement 1'ensemble des solutions
potentielles S, Cetie décomposition est faite sous forme
d'arborescence, i'ensemble § correspondra & la racine. Une étape
de la décomposition consiste & choisir un sous-ensemble $S° de §,

% =

correspondant a un sommet pendant de {'arborescence, et & le

séparer en sous-ensembles §'y,8'p, ..8'y, le sommet correspondant
a i dans ltarborescence est aiors joint  aux sommets
nouvel lement crées et aqui correspondent aux sous-ensembles
§'¢,8p, ..8';. Pratiquement, cette méthode est inefficace, mais

elle peut &tre grandement amélicrée &i NOUS avions UN MOYen nous
permettant d'éviter |’examen de toutes les parti.es en lesquelles
1’ensemble des soliutions est gécompose,

Dans la méthode B&B, <c’est la fonction d'évaluation gu: nous
permet d’éliminer des branches compiétes de !'arborescence et de
localiser (de fagon que !’on qualifie d'intelligente) la solution
optimale.

11.4 DESCRIPTION GENERALE DES METHODES B&B [SAK 84)
Ces algor ithmes reposent sur tro:s notions clés

. Sépsration
I*ensembie des sclutions est décomposé successivement en
des sous-ensembles de taille de pius en pius réduite (en vue
d'aboutir soit & un sous-ensemble ne contenant qutune seule
solution ou & un sous-ensemble vide).

Evaiuvation

pour chague sous-ensembie crée par séparation, ('évaiuation
permet d’avoir une idée de 1a valeur des selutions  lus
appartenant.

. Stratégie ue recherche
c'est 1a régle de sélection du sous-ensembie de soiutions
que l'on va décomposer (séparer).

L’efficacité des zlgorithmes bitis selan ce schéma dépend

étroitement de la mansére choisie pour procéder A la séparation
et surtout 2 1'é&valuaticn.

~ i




11.4.2 PRINCIFE DE SEPARATION

L’ensembie des sciutions réaligables 8§ est inclus dans un
autre ensemble U, U est par exemple |’'ensembie des solutions du

probléme relaxé SAK 841, § inclus dans U. U-et $§ sont
respectivement appeiés ensembie des solutions et ensemble des
solutions réalisables,

Le principe de séparation consiste 3 décomposer 1‘ensemble U des

solutions en sous-ensembles de plus en plus réduits, jusau'ld ce
que l'on aboutisse & des sous-ensembies qui sont soit vides, soit
réduits &4 une solution réalisable unique ou ne pouvant pas
contenir de sclutions meilleures gque celle déja connue,

La séparation devra vérifier ies trois conditions suivantes

1. La réun:on des sous-ensembles obtenus lors d'une séparation
doit étre égale & !’grsemble séparé.

2., Le nombre total de séparations nécessaires oour astte ndre
une solution optimale est fin:.

3. Lorsgqu’un sous-ensemble de solutions ne peut plus étre
séparé, 11 doit étre alors possible de prouver gue cet
ensembile

- ne contient pius de solution réalisable.
- est rédurt 3 une solution réalisable.
- ne peut contenir de solution meilleure que cellie déja

connue.

Une telle procédure peut é&tre illustrée par une arborescence,
comme le montre le schéma suivant, dont la racine correspond 3
l'ensembie de solut:ons §, chaque noeud correspond a4 un
sous-ensemble de solutions, les successeurs d’un noeud

correspondent aux sous-ensembtes crées lors de la séparation de
ce dernier.
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fig. 3. Arborescence de recherche.

es feuilles représentent donc soit une solut:ion réalisanle, soit
I sous-ensemble ne contenant pas de sojutions réalisables ou un

s-ensemble ne pouvant pas contenir une solution me:iileure que
lle déja trouvée.

A Dans ce qui suit, nous confondrons e somnet de
e

l'arborescence et le Sous-ensemblie cu le sous-probléme agu’! !
‘eprésente.

‘;quue

Le principe de séparation rn'impose pas de centraintes sur le
lombre de successeurs d'un sommet, sauf que celiui-ci doit &tre

ini. S'il est &gal 3 deux, la séparation est dgite dichotomique,

'ﬁ,ﬁlle est dite polytomique lorsque ce nombre est SUDEérieur 3
eux.

11.4,b FONCTION D'EVALUATION

Cette fonction associée 3 chague sous-ensemble (noeud de
|'arborescence) construt par séparation une valeur appréciant
al défaut ia meilleure des solutions appartenant au
'5ﬂsaensemb]e cons idéré; 50it v cette fonction, elle doit
j;ifier les propr:étés :

B S Sy est un sommet associé 3 un sgus—-ensemble de
solutions, alors V{8 ¢ min f(s) , s € Sk

2. Si Sg est un sommet terminal tel que Sk = { sg 1 alors
v{Sg) = f(sk)

.



3. Si Sy ne contient pas de solutions réalisablies, on
posera v{Sy} = +w

' i - - - o
4. Si Sy est sé&paré en Sy,q, Sk+2+  +++  Sgy4y alors
V(Sy.i) 2 v(Sy) (NS |
les valuations croissent de la racine vers les feu:lles
[
de i'arborescence
R o
S. Supposons que l’cn connaisse une borne supérieure, HS

par exemple, qui corresponde 3 une solution réatisable
du probléme, obtenue scit parce gu’un sormet terminal
est atteint soit qu'une solution approchée aura.t été
trouvée par une heuristique. Cette borne nous permetira
d'affirmer qu'un ensemble S ne peutl opas contenir de
solution me:lleure aue celle déja trouvée s5i san
évaluation est supérieure ou égal 3 BS

v{S§) * BS donc vx € Sy f(x) ? BS
Cette propr:été nous permet de ne pas continuer
I'exploration de ce scus-ensemble.

I 4.¢c STRATEGIES DE PARCGURS DE L'ARBORESCENCE

C'est la régie qu: permet de seélectionner le procnain sommet
séparer. Les Stratégies le: pius classigues sont jes suivantes:

Meilleur d’abard (best first;

Sélectionner le sommet dont 1'évaluation est la plus faibje
avec 1’idée que !'enzemble ascocié a plue  de chance de
contenir la solution optimale.

Profondeur d'abord ‘depth first)

Choisir I'ensembie le pius récemment crée, Uans cette
stratégie, on parcourt uine branche dusqu'ta 1soler un sommet
term:nal puis on remonte au niveau SUpérieur et on réitére.

Largeur diabora { ureadth first )
Le sonmet choisi est celu: le plus anciennement crée oy de
pius haut niveau dans !'arborescence.



I*autres stratégies peyvent étre également ut:iliséec (une

inaison des stratégies meilleur d’abord et profomdeur
rd, stratégie aiéatoire, s81)a

' Si les noeuds de i’arborescence sont maintenus dans une liste,
eut associer wune priorité 3 chacun. Soit h(S;) la priorité
iée au noeud S,

la stratégie meilieur d'abord : hi(S;) = v(§;).

la stratégie largeur d’abord : h(S;) = 1(S8,), od | est 13
ndeur de sommet §, dans !’arborescence.

la stratégie profondeur d’abord : h{S;) = -1(S}}
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CHAPITRE |1

IMPLEMENTATION ET PERFORMANCES DES
ALGORITHMES B&B (en sequentieil)

Dans ce <chapitre, B sera présenté 1'implémentation
séquentielle des algorithmas B&B, i'influence des «c<ritéres sur
lesquels est basé la méthode B&B sur les performances en femps et
en espace et enfin un apercu sur le modéle probabil:ste de wah et
Yu qui permet 1a recherche de |’espérance de mesures de
performance.

Définition

Un sommet § est dit actif si le codt Vv(S) de ce sommet est
Inférieur a3 la solution réalisable actuelle. Ce sommet est alors
susceptible de contenir iz solution optimale.

I11.1 ALGOR! THME 8&R

On gére 1a !:iste ges sommets actifs par une file F et on
maintient également i3 meilleure solution courante. Une itération
de l'algorithme consiste &, choisir un sommew critique, le
séparer et évatuer tous ses successeurs, on dira alors que ce
sommet a été exploré. Chacun des successeurs sefa soit !

. Inséré dans 'a file, c’est & dire rajouté 3 l'ensemble des
sommets actifs, et ceci, si son coGt est inférieur 3 13 solution
réalisable trouvée jusque-13, et que lu: méme n'en soit pas une.

Eliminé st son colGt est supérieur 4 1z meilieure solution
réalisable courante
8i 1'un des successeurs représente une solution réalisable alors
il faut améliorer éventuellement la solution réalisable courante

=

et mettre 3 jour la fiie des sommets actifs F.
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ithme se termine lorsque la file des commets actifs sera
ou en terme d’arborescence, lorszque tous les sommats
ts suront une évaluation supér eure ou égale 3 la meilleure
courante, celle-ci serz la solution optimale du probléme

-

1.2 SPECIFICATION DE L'ALGOR! THME

[44]

(% 8§ 2tant la racine %)
est une solution réalisable
s fin

insérer $ dans F {(* F 13 file des sommets actifs x)
meilleure solution courante = +m

| tant que F est non vide

e faire
- choisir §°* de F i (# exploration de 5 x)
k F=F\ {8} :
E: séparer S' en S§'y, S§'p , ... 8§y ;
I pour cnacun des 8
b= faire
évaluer S7, ]
51 v{8’,) < meilleure solution
alors
54 8’, est une solution réalisable
alors
meilleure solution = vis’ )
{(x amélorer la soiuticn
réalisable x)
sinon
insérer S’ dans F
{* S’; est un sommet actif %)
fsi
singn §', sommet &liming
(¥* S'; ne peut conten:r la sol. opt.x)
fsi
fa:t
fait

=B



" Les procédures d!'insertion et de choix de sommets actifs
sndent de la stratégie adoptée pour le parcours de
borescence.

‘La procédure (ou fonction) d’évaluation dépend du probléme

l’on est en train de résoudre (par exemple, on utilise 'e
Bre," 17affectation, . . . comme fonction d'évaluation pour
robléme du voyvageur de commerce)

"nrésentatzon trés intuitive utilisée par Wah et Yu (WAH B¢
roun modéle probab:iliste permet de mocéliser le fonctionnement
t algorithme.

0déle consiste en deux murs, le mur du haut représente le
actif de plus faible coit (stratégie meilleur d’abord),
Ou Das, la mertlleure solution connue . initiaiement le mur
ésentant la me:lleure solution est & 1'infini et monte dés
on trouve une solution réa!isabie meilleura, et dés qu'un
: est expioré, le mur du haut prend la nesition
espondante au prochain sommet actif de plus petit codt.

: . région des
a ? sommets expiorés
. !

(o]

sommet critique
! minimal

o e e e

e S région des
o 5 commets actifs

solution réslizabie

»x oo
—

réginn des
sommets terminaux

B e B e U

fig. 4. HModéle de Wah et Yu [waH 823

.



L’algor ithme sers fini lorsque le mur du

Naut coincide avec

le

mur du bas ou ne peut prendre de pos:tion qii'arrés celle du rur

du bas.

I'tt.3 PERFORMANCES TES ALGOR!ITHMES 3&B SEQUENTIELS
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Mais les stratégies profondeur ou iargeur d'abord ont tendance a
générer un nomore pius imporisnt de sommets, el ne permettent pas
forcément d'obtenir 'a sclu*ion optimale plus rapicament (bien
que dans le cas de la stratégie profondeur d’abord, ce sont les
solutions réalisaples du procbléme gqui sont d*abord cherchées).
L'amélioration de la fonction dfs3valusticon permet de réduire la
taiile de la t:ste des sommeis actifs., cependant la ta:ille de
cette liste reste exponentielie 4 la tailie du probléme (voir §
¥ '8 5

it1.5 COMPLEXITE EN TEMPS D'UN ALGCRITHME Ba&B [ROU ET7]

Une :dée de 1a complex:ité en temps d’un alaorithme B&B peut
étre donnée & !’aide des deux grandeurs @ T le temps total de
i'algorithme et T* 12 temps total pour trouver une solution
optimale. Ces deux grandeurs dépendent & leur tour de

NS ! Le nombre ictal de sommets explcorés .

NB @ Le nombre de sommets séparés avant la derniér
modification de la meilleure sclution réalisabis

[1¢]

Le temps totai de llalgorithme (trouver une solution et prouver
quleile est optimale) est estimé par :

T = O(t NS)

ol T est le temps mecyen reguis pour explorer (c'est & dire
séparer un sommet et évaluer ses successeurs) un sommet, il
dépend besucoud du probléme considére,

Le temps total pour obtenir une soiution optimale (sans proudver
qu’elle l'est) est

T* = G(t NB)

Cette mesure est assez imporiante, car ll'algorithme peut souvent
s'arréter, faute de temps ou de pilace mémoire, avant que l'on sit
prouvé que la derniére soilution réalisabie trouvée est optimale.
L'expérience [ROU B8] montre gue dans un algor ithme B&B, pour la
plupart des problémes combinatoires classiques, fa solution
optimale est trouvéc dans te opremier guart du temps total, le
temps restant etant passé & prouver ’optimal:té de cette
solution.



Définitians

Pour une instance d'un probléme donng, un algyorithme B&B de
principe de séparation [ et de fonction d*évaluation v, génére
différentes arborescences selon ia straiégie h employge. Four un
algorithme B&B (. v, h). définissons ies ensembles de sommets
suivants

S = l1'ensemble de scmmets de 1’arborescence B{{.v.h)

C = {8, €8 / v(§;) <« ¥ ] ensemble de somme.s
d’évaluation inférieure 3 celle e i3 solution
optimale f¥%, sommets dits critiques.

C* =1 8§, €8 7 vI8;) ¢ £¥% 3

E =18 €8 /4 wWE) = #¥ 1}

@ =f( 8 €8 /7 v(8) = f* et N'(S;) =2 1 ensemble de
sommets non terminsux diévaiuation égale au rolt de
la solution optimale.

0 =§%8, €6 7 ¥F(8;) = # }

Seul € est indépendant de 12 stratég:e h zdopiée, tous les autres
ensembles sont de cardinalité pius ou mons grande, survant la
stratégie utilisée,

Nous appeions arborescence critique O, la scus-arborescence
correspondante aux sommets de C.

Une stratégie est dite optimale, si elle construit une
arpborescence de taille minimale pour trouver et prouver qu’une
solution est optimale f(eile minimise le nombre total N:E de
sommets explorés).

i11.5.a BORNES INFER!EURES DLS INDICATEURS DE COMPLEXITE EN
TEMPS

Des bornes inférieures de NS et NB sont facilement
obtenues:



Proposition 1

1. NS
2. NB ! { L{85) 7 8 & RA G |}
1(S;) niveau du sommet §  dans B

|
1<
N

preuve

1. L'algorithme ne prend fin aque lorsgue les sommets
pendants de !'arboresence ont une évaluat.on supérieure cu égale
B PN,

2. Le chemin jusau’d une solution réaltisable est mesuré par
le niveau du sommet correspondant, c¢’est donc au moins le nombre
de sommets qu’:! faut explorer jusau’d une sciution optimale.

Trois propr:étés peuvent caractériser unz2 fonction d'évaluation ¢

Définttion 1 (P14}

Une fonction d'évaiuat.cn est discriminante, = et seulement, &1

5; &t SJ appartenant &4 S\ O
v(S;) = v(SJ) (1 n'y a jamais égaisté, doene ambiguité, sur ies
évaluations des sommets;.

pour deux sommets disjoints

Définition 2 (P2}

Une fonction dtévatuat:on es” dite fa ble, s i'évaluation
de tout sommet non optima! est différent du codt de la soiution
optimale : Pour S, € S$\ 0, v(3,) = f*

Dafinitian 3 (P3)
Une fonction d'évaiuation vy es5% dite plus pertinente gu’une

autre fonction vp définie pour le méme problime, si et seulement
si ¥V 8, € 8§ va(S,) 2 ¥g(S;) ¢ £(5,)

e ces propriétés découient les résuvitats suivants

P56



Proposition 2

La stratégie meilleur d'abord est unique et opiimale zi la
fonction d!'évaluation est discriminante, sinon, 1l existe
néanmoins une sirategie meilieur d'abord qui soit optimale, =2%¢
qui examine un nombre de sommets égal a IC!+1G|.

i

Preuve : Simple d’aprés les définitions précédentes.
Sur 1’exemplie suivant, la stratégie meilleur d*apord by qui

explore les sommets a,b et ¢ est optimale, alors que 'a stratégie
meilleur d’abord hp, qui explore a,b,d et ¢ re l'est pus.

Fropos ition 3

La stratégie meilieur d’abord ne génére que l'arporescence
critique st la fonction a'évaluation est faible,

Preuve ; St v est faible @ = ¢g. La stratég e meilleur J'aghord

génére par définit:ion tous les sommets S, tel que v(S ) < £¥,
donc uniguement ceux de C.

I11.5. b BOENES DE LA COMPLEX!TE EN TEMPS D'UN ALGOR! THME A2&f
AVEC LA STRATEGIE MEILLEUR D:ABORD
Propasition 4
Si la fonction d'évaluation est discriminante alors

IC! < NS ¢ IC’—R‘ . NB = NS,
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St la fonction d'évaluation est faible ainrs NS = lCi

Une démonstration, par !bzrak: est mentionnée dans [ROU 86].

Propriété

Utiliser une “‘onction d'évaluation plus pe: tinente dans un
algor ithme B&B peut conduire & une augmentztion du  nombra2 de
sommets explorécs pour la stratégie meslleur d*abord, et provoguer
une diminution de ce nombre pour les stratéaies profondeur et
largeur d’abord.

Preuve !
Pour la premiére partie, ’exemple ci-dessous en est une
preuve, pour la suite voir [FAP 82).

exemple
; 3 2 .1
P AL vl .
3 2 = 4
//» \\:\
/./ \“
l\(“"‘\‘
(€) vy =1t
/‘.‘ ~_7\\ VE - 3
o s ; N
{ i | N,
Iy / | N,
. i b
® & o M
& o 4 a 4 3
Vo plus pertinente que vy.
§i la Afonction d'évaiuaticn appiiquée est vp, f'ensembie des
sommets explorés peut é&tre {A, B, C}, alors gue si1 i’on appligue

vy, cet ensemble sera rédu:t a {A, €] seulement, bien aue vy soit
plus pertinente que v,.



fi1.6 MODELES PROGABILISTES

Les estimations faites dans le paragraphe précédent értaient

fonction de paraméires qui eux-mémes ne sont pas maitrisés, (tout
ce que l'on peut dire en géneral, c¢’est gqutils sont exponeatiels
3 ia taitlle au oprobléme). Dan:z les mocéles nrobabiiisies, oOR
cherche une complex i ié moyenne en Temps et en espace (espérance
mathématique de la valeur ge N§).
Nous donnons un pret apergu du modéle de Wah et Yu [WAH g21. 41
permet de metire en évidence ia liaison entre la pertinence d’une
fonction d’'évatuation, ta distribution de la valeur des soiutions
réslisables du probliéme considéré et ia stratégie utilisee.

Modéle probabiiiste de wWah et Yu [WAH 821.

Les suppos i ticns faites sur l*arborescence sort les

suivantes

. Le nombre de successedrs par sommet ezt fixé ou convu en
moyenne.

. La hauteur h de i‘'arporescence est conhuc, tgut sommes terminal
a donc un niveau au plus égal a .

. La variable aléatoire ast ila différence entre les évaluations
d'un sommet pére et fiis.

Le modéle util:isé pour (es algorithmes B&B est celu: el deux
murs, décrit précédemment. Les positions respectives de ces deux
murs sont ensuite calculées en suppesant que [es ¢y Fférences
entre les bornes nférieures d’un sommel et celies de ses
successeurs crées par séparastion sont des variabies aléatores
indépendantes, vdentiauement distribuées suivant une fonction de
dens | té gamma.

Ce modéle a été vérfié par simulation pour des nrobléme: tels
que la programmation lineaire en nombres entiers, le probieme du
sac 4 dos et recouvrement. {1 a servi également & !'étude de la
stratégie metlleur d'abord et & la comparer @ la stratégie
profondeur d’abord.

{'analyse et les résulitats expérimentaux montrent que le nombre
moyen dfitérations et 1tespsce mémorre maximal reguis  pour
trouver une sciution avec la stratégie meilieur d'atord est
exponentiel avec un exposant sous—-linésire,

L*influence de la districution des solutions ains( gue <ceil=2 de
la pertinence de la fonction d'évaluation ont éaaiement été
introdu:tes dans ce modéle.

-28-



Les résultats montrent aiors 4ue 1e nomore total de scnmets
espéré pour i’arborescence construite dépend de la "pertinence"
de ta fonction d'évaluation de ta fagon suivantie: Dids elie £87T
oroche de 1a vaieur exacie Dprase par iz fonction coudt § sur le

sous—ensemcie consideré, pius Cce nombre décroit. Le taux
draugmentation cu  de diminut:on dépend beaucoun ge  1a

distribut:on du cout des sciutions réaiisabies.

%, beaucoun de SCiUTIONS réalisanies ont uhl colGt voisn g
de ia solution oot male, le pouvoir de la borne inférieu
nertinence; est  faible et le nombre de sommets

que so1 L 53
explorés agevient imporiant.

§: ce n'est pas le cas, ia fooction dfévaluation  &pborte une
imtormation  fres nLéressanta, tezucoun “e sormels avec une
évalustion ae colt élevé vont gtre é1l.minés, et la ta'lie ce
1'arporescence sera pet:tle.

pe plus, &i I évaiuvation n’est 025 per+inente, les siratéqies
me, | leur et profondedr d’abora
nombre de commets dévelonpds e

€
lorsqu'eile es5i frds  ponne, tes déux siratagres s compottent
r 2
&

gien: oeu de sommels dant iep Arno nces, Un téger avartade,
en nompre de sormet: est feanmon chservé pour ia sirztedls

me i leur o’aborda.



CHAPITRE 1V

{MFLEMENTATION DIE&TRIBUEE DES
ALGORI THHES B&S

t¥.1 INTRODUCT!CN

Ltexpérience montre en général que méme, Itamélioration de
la fonction d*évaluation, e choix dfune bonne stratégie de
sélection et lY'utilisation diheuristique ne nous nermettent pas
de résoudre des problémes relativement grands, faute g'espace ou
de temps., qui cro:ssent ce fagon exponentielle avec la taille du
prob.éme. La parallélisation constitue alors un moyen permetianrt
la résoiution de probiémes de plus grande tailie.

Plusieurs zpproches de parailéiisation peuvent étre considérées,
parmi elles

- 1tévaluation paraliéle.

- exploration en paralléie.

Pour ce qui nous c¢oncerne, MNOUS NOUS  SOMMES intérescés 3 1z
parallélisation de 1'exploration.

Ltexpiorat:cn en paralléle de plusieurs sonmmets de l'arborescence
(au lieu d'un seut & ia fois) peut permettre d’élaguer 1trés tot

des branches de itarborescence ot conduire ] des gai1is
apprécianles en temps et en espace, et permettant 2ins: de
traiter des prebliémes de tailie plus grande que ceux résolus en

séquentiel.

Nous présentons dans ce chapitre deux méthodes généraies oDour
construire des algorithmes B&B8 distr ipués, 1'un basé sur la
structure maitre-esclave et i’autre sur la structure asynchrone,
pouvant &tre impiémenté:s sur un systéme gue nous Supposons Tout
5 f3it fiable, c’est & dire qu'il n'y a ni pannes de sites, ni
perte, ni aitération des messages. Cependant, les retards et ies

déséguencements de messages sont possibles.
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iv.2 BAB DISTR!IBUE MA!TRE-ESCLAVE {MOH 82)

On  délégue un processus maitre qui se charge dl’affecter les

sommets de i'arborescence aux processus esclaves., Ces derniers
effectuent une sépzsration de ce sommet et évaluent les
successeurs, Le foncticnnement dl'un tel algorithme peut &tre

schématisé comme su:t

Le processus B se charge de la gestion des bornes et de la liste
des sommets sctifs, les autres processus (tous identigues) sont
“servis" par B. il leur affecte les sous-problémes & explorer et
gére en retour les éventuelles nouvelles bornes ains: aque les
éventuels sous-ensembles & séparer, le processus B reorésente
alors un gestionnaire de mémo:ire,

Ce type d’algorithme ezt pilutét dédiéd & un réseau o4 les
communications sont ires rapides et ou le nombre de processcurs
physiques est peu éleve, le probiéme essentiel va é&tre la gest:on
des commun:cat:ons afin d'éviter les goulets d!'étranalement danrs
les relations entre le processus B et les autres processus. Une
telle structure est donc 1rés peu adaptable & un environnement
distribué, plus particulieremeni 13 ou les differents noeuds sont
geographiquement éloignés.

Cette méthode a comme avaniage de mieux tenir & jour la valeur de
la meiileure solution réalisable, permettant ains: la réduction
des énumérat.ons nutiles. Toutefois, la nécessité d'un nombre
important de points de synchronisation, expligque ses faibles
performances. [MOH 82]

La terminaison du calcul dans «cette algorithme est détectée par
le processus B iorsaue la file des sommets est vide, el gque tous

les processus P, sont inactifs.

e f



|¥.3 B&B DISTRIBUE ASYNCHRONE [ROU 87)

Le temps de communication entre deux Pprocessus est en
général beaucoup pius iong gque le temps nécessaire & une étape
élémentaire de calcul d'un Processus, ce qui nous fait penser
qu'en réduisant les communications entre les processus, oOnN
réduira ie temps globai de calcul. Cec: a alors mené i la
définition dlune autre fagon de répartir le travail, ol tous les
processus jouent e méme rdle et développent chacun une partie de
1*arborescence, méthode que nous avons ;mp 1 émenté.

I¥.3.2 CAS D*UN RESEAU COMPLET
{v.3.2.a DESCRIPTION DE L'ALGOR | THHME

Chagque processus 5e comporte de la méme maniére aque
l*algorithme B&B séquenttiel, en développant avec le plus
d*autonomie possible une partie de 1’arborescence. Il explore les
sommets de sa sous-arborescence suivant la stratégie cihoi1s1€,
1*information échangée entre processus est, entre autres, la
valeur de ‘ta solution réalisable, chaque fo015 gutelle est
améliorée sur 1’'un des processus.

Parm: les probiémes qui se posent dans ce 1ype de parallélisation
se trouvent :

La redistribution du travail, lorsqu'un processus termine
diexplorer sa sous—-arporescence.
La détection de la fin de | *algorithme.

soan

On inclue ators a chague Drocessus, la procédure dae
communication suivante

- &, une meilleure solution vient diétre trouvée alora
la communiquer aux autres processus.

- 5i on regoit une meilleure solution réalisable aiors il
faut mettre & jour la colution locale et 1la file des
sommets.

- 2'1 n'y a plus de sommetls 3 exptorer dans ia file local

alors envoyer une demande de sous-problémes aux autres
processus.

A



Ces
du

- Si on regoit une demande de sous-problémes, alors si
la file n’est pas vide envoyer un sous-probléme au
processus demandeur, sinon envoyer une réponse négative.

deux derniers points lévent le probléme de redistribution
travail lorsqu’un processus termine dexplorer 53

sous-arborescence. En effet, celui-ci envoie une demande de
sous-problémes aux autres processus, ui & leur tour lui en
envoie s'i1ls en disposent.

tv.3.2.b OFTIHISATION OU NOMBRE DE MESSAGES.

1. Au début, seui |'un des processus di:spose du probléme
"initiai" pour le traiter.: Les files des autres
processus étant vides, ils font une demande de

sous-probiémes, mais peuvent attendre Iongtemps avant
que leur demande ne scit satisfaite. Cette attente est
plus au moins importante selon la topologie du reseau.

2. Quand un processus n’a plus u=” sous-problémes & traiter
(sa file est vide), 11 fait une demznde de
sous-problémes & ses voisins, les cas suivants peuvent
alors souvent se présenter

£.a. ie sous-probléme regu serc rapidement traité et le
processus se voit de nouveau obligé d’'en demander un
autre,

2.b. ie processus gqui a envoyé un sous-probléme en avait
peu dans sa file, il se retrouve alors Jui méme

obiigé g*en demander.

Ces problémes font croitre le nombre de messages. Dans le bhut de
réduire ce nombre et d*établir un égquilibre des charges entre lecs
processus, nous introduisons les solutions suivantes !

1. Au début, tous les processus auront le probliéme
inttial, gu'ils décomposeront normalement {(comme cela
est fait en séquentiel) jJusqu’a ce gque chacun ait au
moins N sous-problémes (N étant le ncmbre de praocassus)
dans sa file. Le processus i prendra alors le j!éme
sous-probléme et ignorera le reste, ie N'EME
processus, quant & luy prendra le N!€M® sous-probléme
plus 1le reste des sous-prob!&mes qui ne sont pas pris
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par les autres processus.

.8 A ia réception dlune demande de sous-probléme, le
processus envoie au lieu diun seuvl, piusieurs
sous-problémes, suivant e nomore qu’'il a dans sa fiie
et ceci en utilisant des heurtstigues.

.b Un processus recevant une d=°mance, n'envoie de

sous-problémes que s'il dispose de plus d'un certain

nombre, déterminé également par des heuristiques.

Iv.3.2.¢ SPECIFiCATION DE L'ALGORITHHE

Chagque processus exécute 1'algor thme principal suivant :

debut

évaluer (8) (» & la racine, représente ie probléme .nitial
5i S est une solution réatisaple

alors fin

sinon

insérer § dans la file F
Meilileure solution courante = + (¥ peut aussi étre
obtenue par des heuristigues )
jant que F non vide et IFi < nombre de processus
faire
choisir S§' de F
F=FN\ (8]
séparer S’ en 8'y ... Sy
pour chaque §'
faire évaiuer §';
5| V(S’i) < Mejileure solution courante
alors
§i &', est une solution courante
alaors Meilleure solution courante = ¥ (S';)
sinan :nsérer (§', dans F )
fsi

sinan 8', sommet éliminé

e
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5 =F| ! nombre de processus
aiars s p < N (* p étant le numéro du processus,
N le nombre total de processus x)
alors garder dans f uiniguement le sous-probiéme p
sinon garder dars F les sous-probiémes N, N+1, ...
fsi
fs5i

recevoir (ie5 messages) (* zans attente, & la réception d’un
message, i3 procédurs de tra:rtement
des messages est daclenchée %)

tant que la file ¥ non vide

faire cnoisir §' de f

séparer 8' en Sy ... 5y

pour cnague §';

fa:re evaluer (§';)

§: ¥(5';) < Merlleure solution réatisable

Er 8§, est une zolut.cr réalisable
alors Me.!leure solut:cn réalisabie=z v(§' )
dyffuser (v(S8',)) aux autres processus
sircn S sommetl &1 umainé
tei

s

s+ ! existe un processus P inactif et EF|> nembre fixé
dlaors envoyer ur sous-probldme :su procescus P
diffuser (P

4

| résctive)

si la file F viage et 1}l existe des processus actifg
alars diffuser ({(demande de spus-problémes;

attente jusqu'a

recept.on d'urn sous-prubléme ou

I
=
I
o
=

nombre de réponses nécatives

1
=
[

nombre de Crocessus nactifs
15

s 'a file F vige

lars diffuser (processus P, inactf)

fs

-+
o
-+

ty
(<]

-
3



A la réception d’'un message, la procédure de
2 messages est invoquée,

~on effectue le traitement associé comme le montre

raitement de messages
e TR o A

réalisable alors :

- éventuelle de la solution réalisable locaie,

| on regue est meilleure que la meilleure solution
nte
'.&milieure solution courante = solution regue
‘mise 3 jour éventuelle de 1a file F.

de scus-probléme
Nombre fixé

d'un certain nombre de 50UsS-probiémes au
55Us demandeur

-probiéme dans la file F

e messages de contrdle, permettant
ent 13 détection de la terminaison du calcul *)

it
égative :

‘de réponses négatives ezt |pcrémenté

d'un processus Pyt

< (o

;Qﬁmbre de processus inactifs est incrémenté fsi
- etat(Pj) - 1
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réactivation d'un pracessus P
& etat(PJ) =0
alaors

.
.

J

le nombre ge brocessus inactifs est décrémente fsi
etat(PJ) = etat(PJ) -1

fin Procédure

Chague processus Pi peut donc &tre gans
Gtif, en attente, inact ¥, terming,
IN autre est provoqué par un &v

1'un des états s5uivants:
La transition d'un état vers
énement dorné, comme ie montre je

file vide

- _ . N T

{actif i ! en attente?

\ /\‘ —-——.—_._fﬂ—'—---—,_—--—_---v--—_-..-r_-u.“ —— -5

————— recept. de sous-prop. e e
recept. de . " ti-1 réponses
SO0US~prob. g r négatives
u\\ - -
—_— -

i N-i processus
| tnactifs
i
1

{ terming’
\

fig. Automate représentant les &tats passibles
d'un processys.

cecsus est connu de tous

autres par communication de messages,

EXplicites ogu

La terminaison est une propriété pasée syr
tané du caicu! distribué,
laitre 3 yn

I*état gilobai et
or chaque Processus e peyt
instant donné que son  état ‘ocal et I1état
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"}&rieur des autres processus, et le fait de terminer son calcul
ne signifie pas nécessa rement que te ca'cul glohal est terminé.
effet, un processus gui nh'a plus ce sous-probémes dans sa file
peut étre supposé termine, maic i1 fait une demande aux autres
Processus et se met en Atat “"dlattente". La réception d'un
'*és-probiéme de t’un dJdes processus actifs permet alors de le
‘relancer.

:?»us avons alors mis en ceuvre un contrdole ce terminaison basé
sur la connaissance, par chaque processus, de 1'état (anidrieur)
ﬁ&@ tous les autres, et sur les réponses aux messages de demande
fﬂ% sous-problémes. Ainsi lorsqu'un crocessus fait une demande de

‘so0us-probilémes, il peut en recevoir des autres processus actifs,
gce qui permet de le relancer, mais 5'il n'en re¢oit pas (8’11
regoit des réponses négatives de tous les processus actifs) 1 se
;Hnt 4 1'état "inactif". Pendarnt ce temps, il peut aussi recevoir
~ des sous-problémes, 11 se remet alors & 1'état “actif", mais si
 par contre, tous les autres processus sont ou se rnettent & 1'état
[ "inactif", i! se met alors & 1’8tat ‘“terminé". Cet état est

| atteignable par tous les processus impliqués dans ce caicul, ce
' qui assure la terminaison de tout l’aigorihme.

: A chaque processus FJ est associé un comptieur etat{PJ) permettant
| de savoir son état, le processus PJ est supposéd étre actif si 1a
valeur de etat(PJ} est & 1, inaciif =i etat(FJ) est 3 0. Quand
etat(PJJ est supérieur 3 1 oG bien nTArieur 4 U, on a alors un
déséquencement de messages. Dans ce cas, on accorde un certain
¢rédit pour la recept:on des messaces €n retard. Ce qui  permel
dleviter la détection de fausses terminatison.

I¥.3.3 CAS D'UN RESEAU tix ANNEAU
Le principe de l’aigorithme est le
topologie, seul ie protocole d’échange de messages différe. Dans

-4

méme pour n'importe guelle

le cas d'un réseau en anneau, les processus ne communigquent
qu'avec leur successeur et leur prédécesseur. Ainsi, lorsgu’une
meilleure solution réalisabie est trouvée, elle devra circuler
sur tout 1'anneau wvisitant alors tous les processus leur
permettant de mettre éventueilement 3 jour leur solution lccate,
et leur file des sous-oroblémes. Les demandes de sous-problémes
se font au successeur, si celui-ci n'en dispose pas, 11 envoie un

message, Qqul devra aiors visiter tous !es auires processus pour
les informer que son prédécesseur est "inact:f".

D



que dans le ga4
ifo PeUT &tre réactiya
nforme alors

d'un réseay complet,
» MAIS uniquement par son
1€8 autras Pracessus de cette réacti

un processuys
Successeuyr,
vation

.3 LA TERM! N3 1 SON

b le Principe Je
BBle 3 celyi
55US e2ttend

| & terminaison dans
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Jusgu’y ce que

le cas diyn anneau est

c'est 3 dire que chaque
TOus les autves soit 3

17état
tif" pour se mettre 3 1létat "termingr»,
DISCUSS!ON
messages arrivent dge facon dsynchrene (i ges instants
iresy, le procédure ae

traitement de ressages est slors

brovoquer, yag ctertains cas desg Situations
le dérouiement de !’execution.

uée ce qui peut
irables syr

e

- 8i un processus trouve
avant d'effectuer |

dutre processus, 14 arocédure de trga

invoquée, ce'le-c, met4rs &
tle. Ay retour,
1

une nouvelje solution r

€alisable,
mise & Jour, i

en regoit une meilleure
tement de Messages
Jour  la

le arocessus affectera 3 5
avait trouvee a la merlleyre

able meil’ eure s5o0lution

est
metlieure solution
on tour la valeur
solution et perdra 1a

S; est upra tol-regl
i
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Fy
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lution 3 ce probiéme est de faire de certaines parties du
des sections critiques ol certains messages ne seront
§ gu'a 1a fin de celles-ci,

= A



CHAPITRE V

FERFORMANCES D'UN ALGORITHME B2B
PARALLELE

¥.1 INTRODUCTICN

Nous nous intéresserons dans ce chapittre & une nouvelle
"notion, propre aux algor:thmes paraliéles, qu'est I'accéleratiaon
" ou encore le speed-up. Elle représente le gain que 1'oun obtient
Fen utilisant plusieurs processus paralléles.

Cette mesure n’est pas toujours comme nous |'espérons. Un peut

5 i

" penser que l’augmentation du nombre de processeurs va accélérer

e ——

}fle temps de résolution, et gque cette accélération ne dépasserait
: pas le nombre ae processeurs, mais i1l nten est pas toujours
E_ainsi. On peut avoir aussi bien wune accélération sur-:i:aéaire

(anomaiie favorabie), comme  oOn peut avoir une decélération

(anoma'!:e défavorable).
Clest donc dans ce contexte, gque nous donnerons dans ce qui suitl
les conditions dans lesquelies nous pouvons avot!r ces anomalies.

Définitions
~ L'accélération ou speed-up noté Accy est définte gormme étant le
rapport entre le temps d’exécution T, pour une instance d'un

probléme sur un processeur et le temps d'exécution Ty de 1a méme
instance sur K processeurs !

. Accyg = ——
iorsque Accy est proporticnnelie & K, on dira gue i'accéiération

est linéaire.

i
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¥.2 CALCUL DE L!'ACCELERAT!GN

Guelques mod3les ihécriques (modéles probabiiictes) ont été
développés dans e but de d&termirer des mesures o= performances

dans le calcul parolicle, Parmi (o3 mesures, il y a
l‘accélération en  temps, gqui représcrnte le gain did &

ltaugmentation du nombre de preocesseurs. La plupart de ces
modéles considérent |es systémes paraliéles centralisés (les
processus accédent 3 une mémoire commune),

Dans [JAN 88], un mcdéie pcour T*ailgorithme B&B parailéle avec la
stratégie hauricstique ({aléatoire), a €té proposé, ‘es résultats
de simulation étaient & environ 20% prés des valeurs prédiies par
ce modéle,

Pans [ROU 87], et toujours, pour les mémes systémes, o5 trouve
gne preuve que 1'3ccélération, pour  la stratégie meilieur
d'abord 2st d!autant plus procne de X {8 ¢étant 'e nombre de
processeurs uctilisés} cue la taille du probléme zuamente.

Mais tous ces mocddles sont taits pour des sysiémas centralisés et

supposenrt aussi des hvpothéses simp!ificairices (sur les délais
ge transfert de 1':nfcrmation, sur 13 fonction dévaluation
faibie, discriminante, ...}, «car 1] est treés d ffricile, voire

impossible de counsiderer dans un modéle théor1que tous les
paramétires qui erirent =23 jru er praticue, dans un alaarithme
parallale,

pour pailier & ces insuffizances, certains auteurs ont adoptd les
modéles exnérimentaux Parri eux J.Mohen [HOM 82) a mend deux
expériences sur le piobidmia du vovageur de commerce, iédalisées
sur une machine Cm® de Carregie Mellon. Lz premigre (TSP1) a &té
IYimplémentation selon la strucfure maitre-esclave pour laguelle
l'accélérstion dicro:t dés usue i'on dépasse 4 processeurs, la
seconde ETEFE) a até una imnidmentation asynchrone ol
l*accélération croit en fonction du nombre de processeurs (les
expériences ont é&té réalisées sur un nombre de processeurs
compris entre 2 et 16;.

¥.3 EXISTEHCE D*ANOHMALIES DANS LES ALGORI THMES BaR PARALLELES
L'’existence et les conditions dlexistence de rna phignomsne dans

les algorithmes peralieéles ont é&té peu &tudiées, néanmoins,

queigues auteurs, te) Wiike en a donrné une

résuitats existants sont relatifs aux

iilustration. Les
algoritrmes paralléles

synchrones, simpiification souvent ut:!isée lorsque 1'cn veut

étudier un algorithme parallaije [LAl 84}, [LAJ 85), [Li B4].
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Pour les algorithmes D3&B paralleéles, <ce phénoméne peutl aussi
exister et cela dépend en partie des proprietés de la fonction

d'évaluation (discriminante, ...} @&t de 1la stratégie utiliisée,
Ainsi, si en séquentiel I1'3lgorithme B&B est cptimal (constru:t
I’arborescence minimale), l'accélération en temps obta2nue aven K
processeurs sera au plus égale 3 K, car l'arcorescence explioreée

en parzallele contient toujours i'arborescence minimale quelle que
s50it la stratégie utilisée. Ceci veut dire que 1'on ne paut pas
avoir des accélérations suriinédaires pour des algorithmes B&B
optimaux en séquentiel.

THEQREME [ROU 87)

Si un algorithme B&E utilise la stratigie meilleur d’abord
et une fonction d*évaluation discr iminante ou faible,
l'accélération Accyg obtenue avec ¥ processeurs (K>!) est au plus
égale 3 K (Accy <= k).

COROLLA!RE [ROU 87)

Une condition suffisante pour Qqu'une stratégie meiileure

d*abord ne provocue pas des anomalies favorables, est que la
fonction d’évaluation soit discriminante (ou faible).
Une cendition nécessaire pour cu’elle provoque hne accélération
sur-linéaire est gue des sommats non-optimaux de i'arborescence
aient des évaluations identiques et é#gales & la vaieur de la
solution optimate.

V.4 EXISTENCE D'ANOMALIES DE CRO!ISSANCE
THEQREME {LA! 86]
So:ent @ et m respectivement la profondeur et Je nomore de

noeuds de |’arborescence, soit Kp > Ky, si la strateg:e adoptée
est meilleur d'abord,ia fenction d*évaluation est faible et que :

m - d m
_—td -1 —
Re K1
alers il nty aura pas d'ancmailies préjudiciables 31 l'on utilise
Kz 2u liteu de Ky processeurs.

wil i



COROLLAIRE [Lay 86]

Pour les méma2s hypothéses, s' Kq < (m + d)/2{d-1) alors il ne
se produ:t pas d'asnomz2!ies préjudiciables s 1ton doubie le
nombre de Dprocesseurs.

V.5 DIESCUSSION

L*étude existante des anomaiies danzs les algorithmes B&B
paraliéles dans [LI 86}, [LAl BB) a é&té faite dans le cas de
machines multiproresseurs utilisant une mémoire commune, Mais
eile ne tient pas compte de beaucoup de problémes se posant dans
de tels systémes (gestion, contrdle de ressources, svnd) &%
influant énormément sur les paramétres de performances.
tes algor.thmes ©B&B distribués restent encore peu étudiés;

certain: auteurs ont fait des études expérimentales des
performances des sigor:thmes B&B paralléies.
0.Vornterger {VOR 88) a fait une étude expérimentale, en

implémentant 'e probléme du  veyageur de commerce, sur un reseau
dlorcinateurs personneis ayant une topoiogre anneau.

Aussi, ¥umar et Rac [RAO 88) ont fait une implémentation et une
analyse de la rechercne en profondeur en paralléle sur
différentes architectures (ann~au, cube, ...)}).

Dans le -rochain chapitre, seront présentés ies résultats obtenus
lors de 1°'implémentation dfun algorithme B&B (pour !a résoiution
du probiéme du voyageur de commerce} dans un réseau d'ordinateurs
avac les topoleogies anneau et complet.
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CHAP I TRE #lI

TESTS ET RESULTATS

Les tests ont &té realisés sur un reéseau de quatre machines,

un VAX 11/785 et trois micro-VAX |!, connectées entre-elles par
un cable de diffusion ETHERNET

= = I L, A T
[ VAKX 11/ | | micro- | | micro- i | micro- |
| 785 | | VAX 11 | VAX t1 | | vAX 1t
a2l o oo | L ; (i |

-l i il Il

I L ?! n

cddle ETHERNET

Nous avons opté, et e dans le but d'obtenir un parallélisme

réei, d'assocter uy seu. Dprocessus & chague site (processeur
physique).
Le contexte d'application choisi est le prebléme classigue du

voyageur de commerce symeélrique, pour des ftailles wvariant de 10
a 40 wvilles. Les différeries instances fraitées sont tirés de
fagon pseudo-aléatoire, la stratégie de parcours adoptée est
"meilleur d’abord".

A travers ces tests, rous essayons d’analyser:
- Dans le cas séqguentiel, 1"influence de 1a fonction
d*évaluaticn sur, e temps de recherche, e nombre de noeuds

explorés et l'ecpace mémoire utilisé.
= Dans le cas distribué, I1"influence, de 1a fonction

d’évaluation, de Jlz tcpoiogie et la taitlle du probléme sur
I'accélération,

B i



Vi.1 INFLUENCE DE LA FONCTION D'EVALUATION

Nous avons effectué des essals en séguentiel en utilisant deux

fonctions d’évaluation basées sur le prebléme d'affectation.
Toutefois, dans 1'une d'elles, nous effectuons en plus des
compressions et des contractions du graphe partiel obtenu aprés
la résoiution du probléme d'affectation & l’eide de {‘*algorithme
du Hongre:s améliorant ains: i’'autre fonction {(voir annexe}.
I 1 i
| affect. ” affect.+ comp.+ contr ]
1 il
r i T T i | x !
| taille i NC I TF | T “ NE | TF } T !
L i i ] Cpu L1 xS i i CDU
i ! | | I i ! I
l 10 | 1 | 4 | 0.07 " 1 | 4 | 0.09 |
| 20 i 26 } 54 l 3.96 ” 13 | 54 | & 0T |
| 30 | 23 | 174 | 55.50 || 17 | 157 | 46.72 |
l 40 t 2623 ’ 12796 l 11320 " 650 | 2400 |1899.2 !
; 1 ] i i il 1 1 ]
A part:r de ce 1ableau, nous remarquons la réduction
considérable, particuiiérement pour les problémes de grande

taille, du nombre de noeuds explorés NE grace & i'amélioration de
ta fonction dlevaluation, ce qui a pour effet la réduction du
temps CPU (Tgp, en seconde) et en espace (TF : taille maximale de
ia file des sous—problémes) en consentant un effort
supplémentaire dans I|’évaluation. Néanmoins, le caractére
exponentiel du temps et de i’espace mémoire reguis pour 13
recherche de 1la solution optimale, en utilisant une fonction
d'évaiuation améliorée, reste toujours.

V.2 INFLUENCE DE LA FONCTION DEVYALUAT!ON SUR L'ACCELERATION
Dans le tableau ci-dessus sera illustrée 1! nfluence de ia

fonction d'évaluation sur l'accélération dans le cas d'un réseau
compiet:

f | ] i
I tailie | acc i aCC |
: . i 2

i | I |
; 10 | G.087 l B« V26 |
i 20 l 0.935 l 0.878 !
l 30 ’ 2.004 I 1.893 1
| 40 i 2.438 ] 2.238 i
L 1 1 ]
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accy {resp. accp) cerrespond & l'accélération obtenus en
utilisant 1'sffectation comme fonction d’évaluation {resp. 4
l*accélération obtenue en utilisant en plus de 1'affectatien le
compression et la contraction) {voir annexe).

Nous remarquons que |'amélioration de la fonction d*é&valurtion
diminue i’accélération, bpien que le temps de calcul ait baisecés
considérablement en paraliéle. Cette diminution est die asu foit
que le temps de recherche effectif & diminué pour donner la
domination aux tra:temenis supplémentaires propres au calcul
distribue.

Vi.3 INFLUENCE OE LA TCOPCOLOGIE SUR L'ACCELERATION

Nous avons auss: effectué des tests sur deus topolog . ec
différentes, le réseau complet et le réseau en annezy
bidirectionnel, et ce dans le but de wvoir 1'influcnce de
I’itinéraire et te protocole dféchange de messages sur ie temps
d’exécution.

Les résultats obtenus &4 partir des tests sont donnés pir 1.
tablieau suivant

| I ! ]
' ta:ile | acce | ace f
| A B
i

| 10 ] 0.063 | 0.126 |
| 20 ! 0.733 | 0.878 |
| 30 ! 1.752 i 1.893 |
| 40 1 2.138 ‘ 25 238 |
i i i J

Nous remarguons que les résultats obtenus dans le cas dun rasean
complet soent meilleurs gue ceux d'un réseau en anneau. Hous
pensons que cela est di au protocole d’échanges d’informations,
plus restreint dans le cas d’un anneau. En effet, dans la résesuy
complet, la diffusion de messages permet une meilicure
communication, alors que dans le réseau en anneau, igs messagas
devant visiter tout le résesu, parcourent un noeud 3 la fois, 2e
qui influe sur le temps de caicul.

G



Vi.4 L'ACCELERATION EN FONCTION DE LA TAILLE DU PROBLEME

La courbe ci-dessous montre l’accroissement de ltaccélération en
fonction de 13 taille du probliéme traité:

%é
! =
2 0
£k
P E 5
¢ g :
a1 ita
T —
: F i AR UNEE S § {
Nous remarquons que |’accélération pour les problémes de peiite
taille (inférieure 3 environ 20 vilies) est inférieure 3 1y CB
qui  veut dire que pour ces tailles, méme 1'utilisation de

plusieurs processus paralléies ne diminue, voire czuJdjmente e
temps de caicul global. Cependant, cette accélération augmente ap
fonction de 1a tailie, sans toutefois atteindre un certain seuil.
é€gal tnéoriguement su nombre de processus paralléles, pour des
problémes de taille 40 par exempie, l'accélération atteint 2.6y,
cette différence est die aux traitements supplémenta.res

introduits dans 1! implémentation distribuée, ainsi qu’'au fait qua
dans la méthode choisie pour le calcul distribué, des noeuds (¢
1’arborescence qui ne sont pas explorés en séqueniiel, le soqt en

distribué, comme ie montre le tableau ci-dessous:

=B



! ! i
I taitle [ NE | NE |
E ! PAR ; SEQ
| i i l
[ 10 | 16 | 4 |
g 20 | 78 | 54 |
| 30 | 181 | 157 |
| 40 | 2192 | 2400‘;
| SR 1 i ]

VI.5 LY'ESPACE MEMO!RE

Nous considérons 1ga taille maximale de ta fite des noeuds
critiques pour chaque processus. '

- i ] I I R
, taille | TF i ' “BE i ¥ [

; 0 ; 1 : 2 - 3 : seq
1 : | a J ! |
e | " " " | b
J 20 ] 4 | 6 i 4 ! 4 | 13 |
’ 30 | 5 l 6 | 6 f 4 I L !
| 40 i 218 i 183 ! 142 ] 221 l 650 |
| ] 1 L i L I‘
TFj : taille max/mate de |a file des noeuds critiques

du processus i
TFseq: tarlie maximaie de 13 file des noeuds cr:tiques
dans le cas seéequentiel

'aprés ca tabieau, nous consiatons une répartition de l'aspace
utilisé dans le cas du calcul distribusé, néanmoins |'espace

globa! utilisé est plus grand que celu; utitisé en séquentiel,
cette augmentation résulte aussi des explorations inut:les.

Vi.6 CONCLUS!IGN

Les tests réslisés sur un réseau de 4 noeuds {4 processus
paralléies) ont montre Gue l!’accélération pour les problémes de

petite taille, inférieure 3 environ 20 viiles, est inférieure 3
1. Cependant, celle-cj augmente en fonction de la taille du
probiéme, 5ans pour autant dépasser un certain seuil,

ltaccélération obtenue pour des probiémes de taille 4C, par
exempie, était de 2.6. On s'attend 3 ce que ce seyi| 501t proche
de 4 (vu gue l'on 3 utilisé quatre processus paralléles), mais ;]
n‘en est pas AiNs1, car des traitements supplémentaires, qui e

-51-



sont  pas considérés en séquentiel, sont introduits dans

l’rmplémentatégn distr ibude, Cesg traitements peuvent étre résumss
dans ies points zuivants

Etablissement des |iaisons entre les différents processus.

. Traitements de contrdle (détection de la terminaison,
traitement des messages, ...},

Exploration de nocuds initiles, non explorés an séquentiel.

Atientes inactives {quanc la file d'un processus est vide,
1l attend, tout en étant inactif, 1a réeception d'autres
50uUs-prool émes; .

En plus des traitements sus-citésg, il en existe atautres (les
initialisations, par exemple), qui ne pouvaient &tire
paraliélisés, t1s sont alors effectués par tous les processus.

Toutefois, nous obtenons un gain qui pourrait étre satisfaisant
en temps et en espace mémoire (si t'on considére 1'espace mémoire
utilisé par chaque processus).

Malheureusement, nous ne pouvions faire de tests pour des
problémes de plys grande taille, les temps de calcul devenant
prohibit:s.

wBa



CONCLUS I ON

La méthode B&B est l'outil permettant 1la recherche de la
selutiron optimale pour beaucoup de problémes réputés drfétre
"difficiles” (NP-d:ifficiles), mais le temps de résoclution
devient vite oprehibitif en augmentant la taille du probiime.
Celui-c1  cugmente de fagon exponentielle avec lta taitle.
DY'autre part, l*espace mémoire nécessaire au développement de
i'arborescence de recherche peut aussi augmenter de facon
combinatoire, selon la stratégie choisie pour effectue: la
recherche. Nous avons vu que si nous choisissons la stratégie

profondeur d’abord, l'espace mémoire nécessaire est une fonction
polyndémiale de la taille du probliéme, mais le temps de recherche
sera encore plus grand gqu'avec dlautres stratégies.
Une fagon de rédu:re le iemps de recherche est i1'améiioration de
la fonction d’évaluation. En effet, si on investit un temps plus
important dans 1a recherche d'une bonne évaluation, c¢ela se
traduit par une réduction considérable du temps global de la
recherche de 13 soiution optimale. <Cependant, les problémes de
grande taille peuvent rester non résolus, faute de temps ou
d’espace mémoire, vu le caractére exponentiel de la méthode.
Une fagon natureile de réduire le temps de recherche est alors ia
paralléiisation.
Pour realiser la recherche de la solution optimale en paralléle,
11 est plus approprie de choisir une machine multiprocesseurs ou
un réseau distr:bué, c'est 3 dire des machines & "parailéiisme
globat™.
Nous avons donné deux méthode: de parallélisation indépendantes
du contexte d’une application particuliére et destinées 3 étre
implémentées sur des archi:tectures de machines présentant des
formes de paralltélisme asynchrones, et gui peuvent servir de
schémas de Dbase aux aigoritnmes ¢ongus pour Ges machiines
mult:processeurs & mémoire partagée.
Ces méthodes, correspondant chacune 3 une structure de
parallélisation, ont été proposées selon :

la structiure maitre-esclaves.

ta structure asynchrone.
Nous avons alors choisi cette. derniére méthode pour son
adéguation & |’ mplémentation distribuée., Ellie offre une certaine



autonomie des processus réduisant ainsi les interactions
(commun:cations\ entre eux. En effet, cnagque processus explore

une partie de l'arborescence globale de fag¢on autonome et ne
communique avec les autres processus que s’'i] a trouvé une
soiution réalisable ou si sa file est vide, il envoie alors un

message de demande de scus-problémes, et aussi quelque messages
de contréle, permettant ia détection de la terminaison. Nous
avons proposé en outre des méthodes d'implémentation sur deux
topologsies différentes, !’anneau et le réseau complet.

Nous avons donné un  apergu sur les modéles théorigues étudiant
les performances des aigorithmes B&B paralléles et présentant les
conditions nécessaires d’existence d’anomalies.

Pour ce qui nous concerne, nous avons opté pour |‘expérimentation
SUr un réseau de quatra noeuds. Les résultats obtenus nous ont
permis de dégager les cunclusions suivantes |

. ti y a un meilieur partage de données dans le cas du réseau
complet,

L'améiioration de la fonction d'évaluation a entrainé une
diminution de l’accélération, néanmoins. elle a permis aussi la
diminution considérable du temps de calcul en paralléle,

. Des anomalies favorables n'ont pas é&té obtenues Car nous
avons utitisé la stratégie meilleur d’abord, par contre des
anomal:es défavorables ont été obtenues pour des problémes de
petite tatlile,

L'accélération croit en fonction de la taille du probléme,
mais posséde un seur! gu’elle ne peut pas dépasser. Ce seuil est
inférieur au nombre de processus.

L’espace meémoire utilisé& par chague processus est rédu:t
grédce & la distribution des sous problémes entre ces processus
(chacun explore une partie de l*arborescence, ces parties sont
disjointes).

La nouveauté et a3 complexité du domaine est un facteur
ouvrant de larges perspectives aux investigations, entre autres,
nous proposons



. L'étude des pnénoménes de comportement de ces algorithmes,
qui  peut aussi| tre poursuivie pour dégager les critéres
d’exploration adaptés sux parazlidlisme.

- Les architectures des machines et les topologies des réseaux
doivent aussi étre nrm:ses en jeu pour avoir 1*influence sur
!'accélération et dégager i'architecture ou la topologie la plus
adéguate pour ce type d’algor:ithnmes.

Enfin, ce travail pourrait étre intégré dans un systéme de
résolutiaon (résolveur) de problémes combinatoires, afin de
réduire le temps de recnerche, le probléme majeur de ces systémes
étant |’explosion temporelile et spaciale.



ANNEXE

LE PROBLEME DU VOYAGEUR BE COMMERCE

Un représentant us commerce a0:t rendre visite &4 n ci.ents
f§.Xpy .. Xp €D partant d’une viilie x5 et revenir & son scint de

gepart. i conna.t les distances d., separant deux ci.entg
guelcongues x, et X, (st dyy =4d,,, on pariers de probiéme du
¥O¥Yageur e commerce Symetrque).

]

Uans gquel urdre dotte! rFEOdre visite & ses Yrents pour gque I3

&)

distance totale parccyue soit min:maie ?. (e probieme reviept 3
ta recherche d’un cycie ham:itonien dzns  un agraphe complet G
{d’une tournée) corctiurt sup i'ensembie des somme+s X = i X
X4v oo Xpl, les ardtes étant munies ges longueurs G,

Lorsque le point d'arr vée Xi+1 €St d.fférent du point de aépart
Xy '€ orobiéme revien: 3 la recnerche d'une cnaine hamiltsnienne
d¢ jongueur totale minimale entre Xnp el Xpeq. 0GR se raméne
3:sément au prooléme Se {a rechercie a'un cycie ham:itonien en
transformant 'e gripne,

Le probiéme du voyageur de commerce (orienté ou non or i enté) se
Fenconire dans de trés nombreuses Situations et dans des domaines
extrémement variés: ramassage scolarre, ordonnarcement de
preduction, ciablage de circu:t, synihése de c.rcu:!ts logrgues
sequent.iels, e-g,

On ne connait opas d*aigorithme  polyndmial  aour résoudre le
roblész  du  vovagsur d

1

& € CcommaErge. fes algoriinmes ies plus
efficaces utilisent :as méthodes ge recherche arporescente B&LB.
~ependant, aoctors qu’.! ex.ste des cas oart.cul:ers 0a l'or peut
résoudre ce probh!éme 2ar Jn algorsthme poivndmiai .

At FORMALISAT!ON DU FROBLEME CU VOYAGEUR DE COMMERCE SYMETR I QUE

pronleéme du  voyvageur de commerce symétrigue peut &tre

=
formulé par Je brogramme linésire en nombres entiers suivant : |
i S j



(1) X Xi; + Ew =2
i 1

(2) Lxy; =2
&2 o
(3) Lx;, =n
1¢e8ytn
(4) B e ® <= ;x*|—1 pour tout X' [ 25 « ¢ 8 13
EX jEX 1Y ;
L ¢,y x,, = Z{Mn)
144%15n

On remarque que les contraintes (3) et (4) sont celles qui
définissent les 1-arbres, et les contraintes (1) et (2) assurent
que celui-ci 2 tous ses sommets de degré 2 pour é&tre une tournée.
Tandis que 1le probléme réduit aux contraintes (1) et (2),
représente le probléme de 1’affectation, et les contraintes (3)
et (4) assurent la connexité pour que le graphe partiel qui en
résulte soit une tournée.

Ces deux propriétés nous permettent donc d'utiliser scit le
1-arbre, soit 1'affectation comme fonction d'évaluation au
probléme du voyageur de commerce; on peut dire &Sussi que les
problémes de recherche du 1-arbre et d'affectation sont des
problémes reiaxés du probliéme du voyageur de commerce.

Définition du {1-arbre

Le graphe A = (X, E) ol Il'ensembie des sommets est
X = 41,8, «v. m} est un "1-arbre" si :

- Le sous-graphe de (X, E) construit sur les sommets
E2 i3l .. mj] est un arbre
- (X, E) contient deux arétes incidentes au sommets 1.

Un 1-arbre de colt minimum peut &tre obtenu en construisant un
arbre de poids minimun dans le sous graphe construit par les
sommets {2,3, ... m] auguel on ajoute deux arétes incidentes au
sommet 1 de colt minimum.

oy



A.2 METHODE DE RESOLUTION DU PROBLEME DU VOYAGEUR DE COMMERCE
SYMETRIGQUE UTiLISANT LE {-ARBRE '

Soit § I'ensemble des grapnhes Partiels de 6 = (X,E) qui sont
des tournées. |es sSous-ensembles S!' de § engendrés dans le cours
de 1’algorithme sont définis par deux ensembles disjoints En o,
Ey de E, par conséquent §' seras désigné par S(Eg,Eq) avec :

S(EQ,Eq) = { (X,E') / (X,E’) est une tournée, E! inclus dans E |,
Ey inclus dans E?, Eg M Eiz S8

c'est 4 dire que S(Ep,Ey) est constitué des tournées qui ne
contiennent aucune aréte de Egp et toutes les arétes de 2T

Notons G5 = (%, Eg): 64 = (X, E1) ; G = {X; Ey
dG’(x) = degré du sommet x dans le graphe 6!

La séparation

Si le 1-arbre g déterminé pour effectuer 1*évaluation de
S(EO,E1) €5t une tournée, or a alors une évaluation exacte (donc
on n'a pas 3 séparer e sommet correspondant) . Sinon, il existe
un sommet x avec dG‘{x) ¥ 3, donc au moins une des arétes
adjacentes i x n'appartient pas & 13 tournée, on peut aiors

procéder 34 une séparation de l’ensemble S(EO,E1}. Soient Eg’' et
Ey? ies  ensembles désignant respectivement En et Ey, des
descendants de S(ED.E1}, qut peuvent alors &tre construits comme
suit:

On chorsit 2 arétes e' et e" de G* incidentes 3 x et gn sépare en
trois sous-ensembles

i Eg' = En U { e’} s E{! = E,
A En U 4 @1 B = Eq U { e}
trte Eg¥ = ED Ui{e < e, e" / e adjacent a x } "

faal
—_
H

Eq U { e, e"}



A.4 AMELIORATION DE LA FONCTION D'EVALUATION [CHR 75]

Le graphe partiei obtenu aprés résolution du probléme

d*affectation est composé de plusieurs circuits, soit ny le
nombre de ces circuits et Sy le  i°M€ circuit, (84,
représentera aussi l’ensemble des sommets de ce circuit).

Lta contraction est definie comme étant le remplacement de chaque
circuit par un sommet unique, ce qui formera un graphe
"contracté" contenant ny sommets S¢,; Ci=t,2, ...nq). La matrice
des colts Cy est dédu:te de la maniére suivante

©(Sq,; » Sy, ) =min [ £k, kj))
K; € 51’|
i€ %)
ol Fy= [fq(%;, kJ)} est la matrice qui résulte 3 la fin de la

résolution du probleme d'affectation, utilisant 1'algor ithme du
Hongrois. La résolution du ncuveau probiéme (du graphe contracté)
peut 3 son tour produ:re des circuits, le processus itératif de
résolution-contraction peut étre poursusvi jusqu’a ce que l'on

obtrenne un graphe rédu:t 2 un seul circuit.

La compression est | & transformation d’une matrice ne
satisfaisant pas 1la propriété dae triangularité dans l'espace
métrique, ains: pour comprimer une matrice M, t1 est nécessaire

de remplacer chaque élément mij, tel que

my; > Mg 4 Mg, pour un Kk donné

par e min [ mx + mKJ] pour tout K , et continuer le
remplacement jusqu'ad ce que tous les m, vérifient:
mij <= Mg+ my pour tout K

Théaréme [CHR 75)

La somme des valeurs des solutions au probliéme d’affectation
obtenues durant le processus itératif "résolution-contraction-
compression”, jusqu’3d ce que le graphe contracté ne soit réduit
qu'a un seul sommet, est une évaluation valide pour le probléme
de voyageur de commerce.
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