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RESUME 

 

 

Le problème de gestion du système de trafic routier date des années trente, 

depuis différent modeles et technique pour optimiser les feux de circulation pour 

différente intersection (isolée, interconnecté) ont été proposés. 

En parallèle la théorie des systèmes dynamique hybride a été développé pour les 

systèmes qui se constituent de deux types de variable : continu et discrète. 

Dans ce travail, nous étudions le phénomène de la file d’attente dans une 

intersection urbaine en utilisant le modèle à fluide stochastique pour représenter le 

système tout en rapprochant son comportement à un système stochastique 

hybride, on utilise un automate hybride stochastique pour modélisé une 

intersection signalisée puis la technique d’analyse des perturbation infinitésimale 

pour optimisé les feux de trafic dans le but de minimisé la file d’attente. 

Mots-clés : Trafic routier, système stochastique hybride, système a flux 

stochastique, analyse des perturbations infinitésimales. 



 ملخص

 

منذ ذلك الحين عدة نماذج ، حركة المرور تعود الى الثلاثينات من القرن الماضي نظام  مشكلة تسيير 

 .وتقنيات قد طورت للحد من الازدحام في التقاطعات المنعزلة والموصولة ببعضها

مستمرة :المتغيرات في المقابل تم تطوير نظرية الأنظمة الهجينة لتلك الأنظمة التي تتكون من نوعين من 

توصف بالغير متجانسة  بإشارات ضوئية مزود تقاطع فان الحركة المرورية في  للإشارة ، ومتقطعة

طوابير انتظار السيارات التي تكون مستمرة في حين ان طبيعة تناوب الإشارات تطور  طبيعة بسبب

 .الضوئية تكون متقطعة

التقاطعات الحضرية مستخدمين الأنظمة العشوائية ا العمل ندرس ظاهرة طابور الانتظار في ذفي ه 

سمح لنا باستخدام سيجة النظام مما ذج مستوحاة من نظرية الأنظمة الهجينة لنمذونستعمل نما ،الهجينة

نظرية تحليل الاضطرابات لوضع خوارزميات مناسبة للتقليل من وقت انتظار السيارات خاصة في 

 .روةذاوقات ال

 

 

 



ABSTRACT 

 

 

The problem of managing road traffic system dates back to the thirties. Since 

there, different models and solution approaches to optimize traffic light phases 

for different network configuration (isolated intersections, coordinated 

intersections, and so on) have been proposed. 

In parallel, it has been developed the theory of hybrid system, of those 

systems characterized by two kinds of variables: discrete event and 

continuous variables. 

In this work we view a single intersection as stochastic hybrid system and we 

develop a stochastic flow model for it, we use the standard definition of 

stochastic hybrid automata for modeling the system, we then use infinitesimal 

perturbation analysis to optimize the traffic light with the objective of 

minimizing the queue length. 

We compare the performances of the infinitesimal perturbation analysis 

approach with fixed traffic light strategy. 

Keywords: Traffic light control, stochastic hybrid system, stochastic flow 

model, infinitesimal perturbation analysis. 
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INTRODUCTION GENERALE 

 

 

Parmi les secteurs stratégiques pour le développement d’un pays, on trouve les 

systèmes de transport et en particulier le trafic routier, qui a toujours  joué un rôle 

très important dans l’économie. Cependant, ils sont devenus problématiques ces 

dernières décennies avec l’augmentation rapide du nombre de véhicule alors que 

les infrastructures n’ont pas subi le même développement ce qui a causé 

l’apparition du phénomène de congestion. En effet, la congestion influe d’une 

façon négative sur l’économie du pays ainsi que sur la santé des citoyens (par 

stress, effet négatif sur l’écologie,...). 

La congestion du trafic est l’un des problèmes les plus préoccupants du monde 

moderne, qui désire satisfaire le besoin de mobilité sans entrave. La congestion 

se produit quand le trafic s’approche de ou dépasse la valeur maximale de la 

capacité du tronçon / intersection. 

 

Pour faire face à ce phénomène, une première solution consiste à construire des 

nouvelles infrastructures. Sauf que cette solution s’avère difficile à réaliser dans la 

plus part des cas, car cela nécessite des moyens financiers importants d’une part 

et le manque croissant des espaces dans les villes d’autre part. Une autre solution 

consiste à la commande du trafic qui semble un moyen efficace pour optimiser 

l’utilisation des infrastructures routières et minimiser les effets  du phénomène de 

congestion. 

Ce travail entre dans le cadre d’un projet de recherche du Laboratoire 

d’Automatique et Informatique de Guelma (LAIG) en collaboration avec Gipsa-Lab 

de Grenoble qui consiste à développer un système intelligent de gestion du trafic 

de véhicules dans une agglomération. Son objectif est de modéliser le système de 

trafic routier, en particulier les intersections urbaines, par des automates hybrides 

stochastiques en utilisant des modèles à flux stochastique en vue de minimiser les 

files d’attente en mettant en œuvre un algorithme d’optimisation. 

Notons que, dans une intersection signalisée, le trafic est qualifié d’hétérogène du 

fait de l’évolution continue des files d’attente sur les voies et de l’évolution discrète 
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des feux tricolores. L’évolution des files d’attente et les changements des feux 

sont inhérents à l’occurrence d’événements dans le carrefour. C’est pourquoi, 

nous avons utilisé des modèles issus de la théorie des systèmes hybrides pour 

modéliser le fonctionnement de l’intersection. 

 
Le mémoire est structuré en quatre chapitres encadrés par une introduction et une 

conclusion générales. 

Dans le premier chapitre, nous présentons la problématique de la modélisation et 

les différents types de modèles utilisés pour le trafic routier : microscopique, 

macroscopique et mésoscopique ainsi que les différents types de méthodes 

utilisées pour mesurer les variables de trafic. Notons que pour modéliser et bien 

contrôler un système de trafic routier, nous avons besoin de données acquises par 

des capteurs spécifiques. A la fin du chapitre, nous pressentons des algorithmes 

de commande proposés dans la littérature pour la régulation des feux de 

circulation dans une intersection urbaine. 

 Dans le deuxième chapitre, nous rappelons les notions fondamentales des 

systèmes dynamiques hybrides, les différents outils pour leur modélisation tel que 

les réseaux de pétri hybrides et les automates hybrides ainsi que la notion 

d’automate hybride stochastique du fait que les variable du trafic, tel que le débit 

d’arrivé et de départ de véhicules dans une intersection, sont de nature aléatoire.  

Dans le troisième chapitre, nous avons assimilé un tronçon routier à un modèle à 

flux stochastique qui est une classe importante des systèmes hybrides 

stochastiques. Une fois ce modèle validé, nous avons élargi cette approche de 

modélisation à l’étude de la circulation dans une intersection signalisée. 

 L’optimisation  des feux à partir du modèle développé au troisième chapitre fait 

l’objet du quatrième  chapitre. La mise au point d’une telle optimisation est basée 

sur le calcul des gradients de la mesure de performance par rapport aux 

paramètres de décision.  Cette méthode est considérée comme une technique 

efficace d’optimisation dans des environnements stochastiques. Nous utilisons la 

méthode d’analyse des perturbations infinitésimales (IPA), ce choix est justifié par 

le fait qu’elle présente une souplesse d’utilisation et une rapidité de réponse aux 

changements du système à travers les informations contenues dans une seule 
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observation. A la fin du chapitre, nous comparons les résultats obtenus par 

l’application de l’IPA à ceux de la commande par des temps de feux fixes.  

Nous terminons ce mémoire par une conclusion générale sur les travaux effectués 

avec des perspectives qui peuvent être développées par la suite. 
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CHAPITRE 1 

MODELISATION ET GESTION DU TRAFIC ROUTIER 

  
 
 

Dans ce chapitre, nous présentons les outils nécessaires pour la modélisation et 

la gestion du trafic routier. Nous commençons par un état de l’art sur la 

modélisation du trafic et nous passons ensuite en revue ces éléments 

caractéristiques, les modèles utilisables pour le représenter, les variables 

caractéristiques de chaque modèle et les instruments nécessaires pour mesurer 

les donné du trafic. A la fin du chapitre, nous présentons les différentes méthodes  

pour modéliser l’élément de base d’un réseau qui est le carrefour et les différentes 

approches utilisées pour sa régulation.  

1.1Introduction 

La commande du trafic présente de grosses difficultés que ce soit au niveau de la 

modélisation ou bien de la commande à cause de la complexité du problème à 

traiter. Cependant, pour commander un système de trafic urbain, on doit disposer 

d’un modèle capable d’interpréter et de comprendre le phénomène, ce qui a 

poussé les chercheurs d’élaborer plusieurs modèles dédiés à l’évaluation, la 

prévision et à la commande. 

1.2 Etat de l’art sur la modélisation du trafic routier  

Ces modèles essayent de traduire les observations et les hypothèses concernant 

l’évolution du flux en un langage mathématique constitué des équations qui 

représentent les lois de la physique et plus la description est fine plus les modèles 

deviennent compliquées et leur commande devient plus difficile. 

Les premier modèles du trafic sont apparus dans les années trente en appliquant 

la théorie des probabilités pour décrire le trafic routier [1]. D’autres travaux ont 

étudié des modèles de volume et de vitesse [2].  
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D’autres travaux s’intéressent au comportement du conducteur [3], [4], [5]. 

Dans les années 1950, de nouvelles théories sont apparues et sont utilisées 

jusqu’à ce jour et font l’objet de plusieurs études. En effet, WARDROP  a utilisé la 

théorie des files d’attente [6], PIPES  et CHANDLER ont élaboré les premiers 

modèles de poursuite  [7], LIGHTHILL et WHITHAM en 1955 puis RICHARD en 

1956 ont utilisé la théorie de l’hydrodynamique pour simulé le flux de trafic [8], [9], 

[10],[11]. 

Dans les années 1970 une nouvelle approche, fondée sur l’analogie avec 

l’écoulement des fluides dans la mécanique des fluides, a été introduite [12]. 

Dans les dernières décennies, le trafic routier a connu des développements 

importants, les chercheurs n’ont cessé d’améliorer les modèles existants ou de 

proposer de nouveaux modèles, appropriés aux nouvelles conditions de la 

circulation routière. 

Devant ces différents modèles utilisés pour décrire le comportement du trafic, 

HEGYI  [13] a donné une classification, pour mettre en évidence les principaux 

types existants, basée sur les critères suivants : 

• L’interprétation physique dont l’objectif et d’utiliser les équations de la 

physique pour décrire le système du trafic. 

• Degré de détail qui permet de distinguer les détails au niveau granulaire. 

• Représentation de processus qui distingue les modèles déterministes et les 

modèles stochastiques. 

• Echelle des variables du temps et de l’espace qui évoluent d’une manière 
continue ou discrète. 

En utilisant la méthode déductive pour décrire le système de trafic via des 

équations mathématiques et le critère du degré de détail, nous pouvons 

différencier des entités distinctes du trafic et le niveau de description de ces 

entités dans les modèles d’écoulement. Cela permet d’aboutir aux modèles 

microscopique, mésoscopique et macroscopique [13]. 

1.3 Modélisation du trafic routier 
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Un modèle microscopique décrit, à la fois, le comportement spatio-temporel des 

composants du système (véhicules et conducteurs) et leurs interactions à un 

niveau élevé de détails. En d’autres termes, les modèles microscopiques ont pour 

buts : 

1.3.1 Modèles microscopiques 

• Décrire le trafic d'une façon fine en décrivant le comportement individuel de 

chaque conducteur.  

• Représenter les interactions entre les véhicules.  

• Analyser le mouvement de l'ensemble des véhicules sur les infrastructures 

routières.  

Bien que ces modèles fournissent des informations très riches sur le trafic, leur 

exploitation nécessite un temps de calcul très élevé. 

 

On distingue  deux approches qui représentent les modèles microscopiques : 

1.3.1.1 Approches de représentation des modèles microscopiques 

Les modèles véhicule-suiveur ou  modèles de poursuite, sont utilisés pour décrire 

le système par lequel un véhicule suite un autre. Ces modèles peuvent être 

classés en  trois types: Les modèles de prévention [15], les modèles de type 

stimulus réponse [7] et les modèles psycho-spatiales [14]. 

a/ Modèles véhicule-suiveur 

Les Modèle de particules ou modèles de type automates cellulaires constituent un 

développement plutôt récent dans la modélisation du trafic. Ils sont très utilisés  

dans la modélisation microscopique du trafic à cause de leur simplicité. Leur 

principe de base est de considérer l’ensemble des véhicules comme des 

particules qui interagissent entre elles. 

b/ Modèle de particules 
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Dans ces modèles, le temps et l'espace sont discrets, alors  que dans les modèles 

de véhicule-suiveur ces paramètres sont continus  même si le temps de simulation 

est échantillonné [16]. 

Le premier modèle de type automates cellulaires utilisé pour simuler le trafic a été 

proposé par NAGEL [16]. D’autres chercheurs, tel que MAERIVOET [17], ont 

essayé de l’améliorer par la suite. 

Les modèles de particule ont été utilisés pour des applications d’optimisation des 

feux de circulation [18]. 

 

1.3.1.2 Variable microscopique du trafic 

L’espace véhiculaire est la distance qui sépare les deux fronts des véhicules 

consécutifs circulant sur la même voie. La distribution empirique de l’espace inter-

véhiculaire peut être approximé par la fonction de densité de probabilité de la loi 

d’Erlang ou de la loi log normale  [19]. 

a/ Espace inter-véhiculaire 

Le temps inter-véhiculaire (en anglais, « the headway ») c’est le temps qui 

s’écoule entre les instants de passage de deux véhicules successifs Cette variable 

se révèle particulièrement utile dans les études relatives à la sécurité routière et 

dans de nombreux problèmes de simulation du trafic. Certains algorithmes de 

régulation de carrefours à feux en ville, utilisent ce temps inter-véhiculaire. Sur 

autoroute, la « régulation d’intervalles » continue aujourd’hui d’être une mesure 

d’exploitation de plus en plus répandue. Enfin, ce paramètre permet 

d’appréhender les effets de la composition du trafic sur les conditions 

d’écoulement de la circulation. 

b/Temps inter-véhiculaire 

L’observation expérimentale permet l’obtention des distributions empiriques de 

ces écarts, ces distributions empiriques fournissent plusieurs indicateurs utiles tel 

que la proportion d'intervalles courts, c'est-à-dire inférieurs à un seuil considéré 

comme dangereux. 
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Les caractéristiques de ces distributions varient selon le type de la route, le niveau 

du trafic, sa composition, les conditions météorologiques et celles de visibilité. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 1.1 : L’écart du temps inter-véhiculaire 

 

La vitesse moyenne d’un véhicule définit sur une période T est obtenue par la 

formule suivante : 

c/ Vitesse du véhicule 

1
( ).

0
imoy

T
t dt

T
v v= ∫                                                                                                   (1.1) 

Où iv est la vitesse instantanée d’un véhicule i . 

Cette vitesse instantanée nécessite des observations dans l’espace est dans le 

temps et peut être obtenue par : 

2

2 1

( 1) 0
2

lim
1i t t

x xdxv
dt t t− →

−
= =

−
                                                                                       (1.2) 

Où[ ]1 2,x x  et  [ ]1 2,t t sont les intervalles de l’espace et du temps respectivement. 

L’espacement 
véhiculaire 

L’écart du temps inter-véhiculaire 

Longueur du 
véhicule 

0t 1t 
t 

n 
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L’historique de la vitesse instantanée d'un véhicule enregistrée sur une trajectoire 

permet de calculer la vitesse moyenne [19]. Cette vitesse moyenne nous révèle la 

qualité du trafic sur un itinéraire et s’emploie fréquemment dans les calculs relatifs 

à la consommation d’énergie des véhicules ainsi que l’estimation des bruits 

sonores, de l’émission des gaz polluant et de la consommation du carburant [20].  

L’accélération moyenne sur un parcours de durée T, est définie par : 

d/ Accélération du véhicule 

1 ( ) (0)( )
0

i ia imoy

T v T va t dt
T T

−= =∫                                                                                   (1.3) 

Où ( )iv t et ( )ia t désignent, respectivement, la vitesse et l'accélération instantanées 

du véhicule à l'instant t. 

L'accélération instantanée est obtenue à partir du profil de la vitesse par 

différentiation. Pour tenir compte des bruits liés aux mesures, les valeurs de 

l'accélération sont obtenues après un lissage des différences successives des 

vitesses dans un intervalle de temps donné [19].L'accélération est considérée 

comme le premier indicateur de qualité de la circulation sur une route particulière 

par l'entremise du bruit d’accélération aσ  [19] qui est définit par : 

2 2

0

1 [ ( ) ( )]
T

a i moya t a t dt
T

σ = −∫                                                                                    (1.4) 

Plusieurs facteurs influents le bruit d’accélération à savoir les propriétés de la 

route, les conditions du trafic et le comportement du conducteur ; la valeur du bruit 

d'accélération croît avec l'encombrement du trafic. 

Les modèles mésoscopiques s’intéressent à des petits groupes de véhicules pour 

lesquels les activités et les interactions sont décrites à un faible niveau de détail. 

Par exemple, une manœuvre de changement de voie peut être représentée pour 

un véhicule comme un événement instantané, où la décision de faire un 

1.3.2 Modèles mésoscopiques  
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changement de voie est basée sur les densités relatives des bandes et les 

différences de vitesses. 

Il existe plusieurs types de ce modèle tels ceux obtenus par analogie avec la 

théorie cinétique de gaz. 

Les modèles microscopiques et mésoscopiques sont essentiellement utilisés pour 

la simulation et la planification. Par contre dans  l’élaboration de la commande en 

temps réel, leur utilisation  reste très limitée à cause de leur complexité ainsi que 

leurs caractères non analytiques. 

 

Les modèles macroscopiques  décrivent le trafic d’une manière globale comme un 

flux de véhicule sans égard aux entités composantes. 

1.3.3 Modèles macroscopiques  

Le système de trafic  est représenté d’une façon compacte en utilisant des 

variables interdépendantes, comme le flux, la densité et la vitesse. Le 

comportement individuel de chaque véhicule est ignoré. 

Le modèle macroscopique se base sur deux approches principales : 

• La théorie de file d’attente [21] ou le trafic est quantifier et on s’intéresse 

uniquement au processus de départ et d’arrivé des véhicule. 

• La théorie de l’hydrodynamique [8],[12] ou le trafic routier est assimilé à un 

fluide compressible de particule tout on négligeant les dimensions des 

véhicules. 

Les modèles macroscopiques représentent des outils importants pour la 

simulation, la prévision, l’estimation et la conception de stratégies de contrôle. 

On distingue Trois modèles les plus reconnus aujourd’hui pour la modélisation 

macroscopique, dans ces modèles l’évolution temporelle des grandeurs 

macroscopiques est représentée par des systèmes d’équations aux dérivées 

partielles non-linéaires appelées lois de conservation. 

LIGHTHILL et WHITHAM [8] et RICHARDS [10] ont proposé les premiers modèles 

macroscopiques qui exploitent les concepts de base de la théorie de 

1.3.3.1 Modèle du premier ordre 
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l’hydrodynamique et qui se basent sur la représentation continue, l'équation de 

conservation et l'équation d'équilibre ou diagramme fondamental. 

Considérer le trafic routier comme l’écoulement des fluides compressibles, nous 

mène à assimiler la dynamique du trafic comme étant un milieu continu. En 

conséquence, les variables macroscopiques (débit, densité et vitesse) sont 

supposées continues [8], [12], [21]. Ainsi n'importe quel tronçon de la route, aussi 

petit soit-il, doit contenir une quantité de véhicules [12]. 

a/ Représentation continue 

Le trafic correspond au principe de conservation de la masse qu’on peut définir de 

la manière suivante [19] : la variation du nombre de véhicules sur un tronçon 

routier 

b/ Equation de conservation  

1 2[ , ]x x  est égale à la différence entre la masse entrant en 1x et la masse 

sortante en 2x   durant l’intervalle de temps 1 2[ , ]t t (figure 1.1). 

 

                                             Figure 1.2 : Section de la route. 

Ce qui peut se traduire par l’équation : 

2 2

1 1

2 1 1 2[ ( , ) ( , )] [ ( , ) ( , )]
x t

x t

x t x t dx q x t q x t dtρ ρ− = −∫ ∫
                                                   

(1.5) 

Où ρ(x, t i) et q(xi

En supposant que la  densité et le débit sont des fonctions différentiables, le 

principe de conservation s'énonce par l'équation de continuité suivante : 

, t) représentent, respectivement, la densité routière et le débit. 

( , ) ( , ) 0x t q x t
t x

ρ∂ ∂
+ =

∂ ∂                                                                                          
 (1.6)

  

x1 

ρ(x,t) 
q(x1,t)  

x2 

q(x2,t) 
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La relation entre le débit et la densité routière, peut être formulée par la relation 

algébrique suivante : 

c/ Diagramme fondamental  

( ( , ))q f x tρ=                                                                                                     (1.7) 

Cette relation nous donne le diagramme fondamental du trafic.  Ce diagramme est 

élaboré à partir des données expérimentales [23] ou à partir des méthodes 

mathématiques exprimant la fonction débit-densité et il est utilisé dans la 

prédiction du comportement d’un tronçon routier ainsi que  dans l'analyse, la 

conception et l'exploitation des infrastructures routières. 

En général, le diagramme fondamental possède l’allure représentée dans la figure 

(1.3). 

 

                              Figure 1.3 : Diagramme fondamental. 

La partie gauche de la courbe correspond à l’état de circulation fluide. Cette 

situation est facile à interpréter : Les véhicules ne se gênant pas, le débit 

augmente avec la densité  jusqu’à la valeur de densité critique crρ . Le niveau de 

débit correspondant à cette concentration traduit la capacité de l’infrastructure, 

c’est-à-dire le débit maximal maxq  susceptible d’être écoulé. 
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Au-delà de ce seuil critique, si la concentration continue d’augmenter, le débit se 

met à régresser. Les véhicules commencent à se gêner les uns les autres et le 

régime de circulation est dit saturé. 

Les modèles du premier ordre présentent des inconvénients en particulier au 

niveau de précision notamment dans certains cas du trafic, à savoir les 

rétrécissements des autoroutes ou les convergences avec des rampes d’accès 

[24]. Pour tenter de remédier à ces défauts, des modèles d'ordre supérieur ont été 

proposés en 1971 par PAYNE. Le modèle de PAYNE est présenté comme une 

approximation du modèle véhicule-suiveur en prenant en compte le temps de 

réaction du conducteur après un changement du trafic en aval, (i.e. le conducteur 

au point 

1.3.3.2 Modèles d'ordre supérieur  

x  de la route ajuste sa vitesse avec un retard τ  relativement à la 

situation du trafic au point xx ∆+ avec 0>∆x ) [24]. Ainsi la vitesse moyenne est 

définie par : 

( , ) ( ( , ))v x t f x x tτ ρ+ = + ∆                                                                                   (1.8) 

Par un développement limité à l'ordre 1 de l'équation (1.8) (développement de la 

partie gauche suivantτ et de la partie droite suivant x∆ ), nous obtenons, l'équation 

dynamique de la vitesse moyenne :  

( , ) 1 [ ( ) ] ( , )v x t vf v v x t
t x x

µ ρρ
τ τρ
 ∂ ∂ ∂

= − − − ∂ ∂ ∂                                                         
 (1.9)                     

  

Où
ρ
ρµ

∂
∂

−=
)(5,0 f est un paramètre positif. 

1.3.3.3 Variable macroscopique du trafic 

La densité moyenne ou concentration

a/ Densité moyenne 

1 2( , , )x x tρ  décrit la répartition des véhicules 

dans l’espace. Elle est définie par le nombre de véhicules N  qui se trouve à 

l’instant t  dans un tronçon limité par les points  1x et 2x  : 
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1 2
1 2

2 1

( , , )( , , ) n x x tx x t
x x

ρ =
−

                                                                                     (1.10) 

Où ),,( 21 txxn est le nombre de véhicules présents sur le tronçon ],[ 21 xx à l’instant t . 

Dans un régime d’écoulement du trafic équilibré, la densité moyenne est 

inversement proportionnelle à l’espacement inter-véhiculaire moyen [19]. 

Remarquons enfin que, la concentration moyenne et l’espacement moyen sont 

inverses l’un de l’autre, pour un courant de circulation stationnaire 

 

Le taux d’occupation est défini par la fraction du temps durant lequel le capteur 

détecte le véhicule, elle est donnée par : 

b/Taux d’occupation 

( , )( , ) x to x t ρ
α=

                                                                                                      
(1.11) 

Ou ; ( , )o x t représente le taux d’occupation et     0.k µα λ=   , 0k est une constante,

µ  est le nombre de voies et λ  est la longueur moyenne des véhicules. 

D’autres chercheurs ont proposé une autre définition du taux d’occupation [25] : 

( , ) ( , ). ( )co x t x t lρ λ= +                                                                                      (1.12)         

Où cl  est la longueur du capteur 

 

Le débit du trafic ou l’intensité du trafic correspond à la répartition des véhicules 

dans le temps, le débit moyen 

c/ Débit moyen 

),,( 21 xttq  entre les instants 1t  et 2t  au point x  de la 

route est donné par : 

1 2
1 2

2 1

( , , )( , , ) n t t xq t t x
t t

=
−

                                                                                        (1.13)

  

Où ),,( 21 xttn est le nombre de véhicules passant par le point x entre les instants 1t et

2t .  
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Expérimentalement, le débit peut être déterminé par de simples comptages sur la 

route. Suivant la même hypothèse que pour la densité, le débit moyen au point x  

à l’instant t  est défini par : 

0
( , ) lim ( , , )

2 2moy t

t tq x t q t t x
∆ →

∆ ∆
= − +

                                                                  
  (1.14)

  

Une telle définition ne s’applique pas en ces termes à une théorie discrète de 

l’écoulement de la circulation, car cette limite vaudrait l’infini ou zéro, selon qu’il 

passerait ou non un véhicule à l'instant t. Il s’agit donc d’une schématisation 

mathématique. En fait, on considère qu’il y a identité entre ( , )moyq x t  et

( , , )
2 2
t tq t t x∆ ∆

− + pour de petites valeurs de, t∆ par exemple de l’ordre de 20 

secondes. 

Soulignons au passage le lien avec l’approche microscopique: le débit moyen est 

l’inverse de l’écart de temps inter-véhiculaire moyen h  , pour un flot stationnaire 

(débit ne variant pas beaucoup autour de sa moyenne): 

1
moy

moy

q
h

=                                                                                                         (1.15)                                                                                                                          

La vitesse moyenne du flux de véhicule à l’équilibre à l’instant 

d/ Vitesse moyenne 

t  et au point x  est 

définie par le rapport entre la densité et le débit : 

( , )( , )
( , )moy

q x tv x t
x tρ

=                                                                                                (1.18)
 

La vitesse moyenne du flux correspond à la vitesse moyenne des véhicules dans 

l’espace. Elle est obtenue par la moyenne de la vitesse des véhicules passant sur 

un capteur dans un intervalle de temps [6].  

Il existe de nombreux types de capteurs permettant la mesure directe ou indirecte 

des variables de circulation. Ces capteurs sont généralement des éléments 

1.4 Instruments de mesure du trafic 
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transducteurs, sensibles à la grandeur physique que l’on veut saisir : Présence, 

passage, vitesse d’un véhicule [19]. 

Le capteur peut changer l’information en un signal élémentaire, transmis au 

détecteur. Le signal reçu est transformé en une information électrique simple, 

significative du paramètre de circulation. 

Les systèmes de traitement d’image sont largement utilisés pour la surveillance et 

la collection de donnée et ils sont un élément essentiel dans les systèmes 

intelligents de trafic (ITS). 

1.4.1 Systèmes de traitement d’image 

Les systèmes de traitement d’image comprennent:  

• une caméra vidéo montée au-dessus de la chaussée et sert à capter des 

images/vidéos en temps réel du flux de trafic qu’on veut étudier ou 

surveiller,  

• un système de télécommunication ; un émetteur/récepteur WIFI qui a pour 

rôle de transmettre/réceptionner les données collectées au système de 

traitement d’image, 

• un système de traitement d’image qui traite les séries d’images/vidéos pour 

extraire les données souhaitées. 

Les systèmes de traitement d’image sont des systèmes automatiques de 

collection de données, ils sont flexibles  et non intrusifs. 

a/ Avantage 

Les systèmes de traitement d’image sont très chers et ils sont vulnérables aux 

obstacles visuels, intempéries, l’ombre, les zones à faible éclairage  et au vent. 

b/ Inconvénient  
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Figure 1.4 : Le système utilisé par l’équipe du LAIG au niveau d’un carrefour à 

Guelma : a) un système de  télécommunication, un récepteur WIFI, un 

magnétoscope et  un écran,  b) une caméra vidéo montée au-dessus de la 

chaussée       

Les tubes pneumatiques sont des capteurs portables, ils sont idéaux pour la 

collection de données à court terme pour des études d’engineering. 

1.4.2 Tubes pneumatiques  

Ils sont constitués d’un tube en caoutchouc de 1 cm de diamètre qui est placé sur 

la largeur (en surface) de la route. L’extrémité du tube est connectée à une boite 

qui contient une membrane et un interrupteur. Quand le véhicule passe, la roue 

presse le tube et l’air à l’intérieur du tube est repoussé vers la membrane qui 

actionne l’interrupteur. L’autre extrémité du tube a une petite ouverture pour éviter 

la réaction de l’air, la boite compte les essieux qui traversent le tube et enregistre 

les données pour une analyse ultérieure. 

Les tubes pneumatiques sont capables de collecter plusieurs données à savoir la 

vitesse instantanée, la direction du flux, la classification des véhicules,... etc. 

Les tubes pneumatiques sont  des capteurs portables pour la collection des 

données et ne nécessitent pas beaucoup d’effort pour les installer. 

a/ Avantage 

 

 

-a- 

 

-b- 
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Les tubes pneumatiques ont une courte vie d’utilisation, car ce système peut être 

facilement détruit par le passage de véhicule et engendre par la suite des fausses 

mesures. 

b/ Inconvénient 

Le GPS est largement utilisé dans la navigation automobile  et l’engineering de 

trafic. Aujourd'hui, le GPS permet d'obtenir l'heure exacte, la position 

géographique et éventuellement l'altitude et ce, en avion, en voiture, en bateau, à 

pied, en montagne, dans le désert, par beau temps ou au milieu d'une tempête. 

Grâce à un réseau de 24 satellites positionnés de telle sorte qu'en tout point du 

globe, un utilisateur est en communication avec au moins 3 satellites, si ce n'est 4. 

1.4.3 Global Positioning System (GPS) 

Les messages échangés sont en outre cryptés, échappant ainsi au piratage. Il faut 

savoir qu'un satellite émet des ondes radio toutes les millisecondes sur deux 

fréquences différentes, renouvelant ainsi les calculs pour affiner la précision. 

Si un véhicule porte un récepteur GPS, il est possible d’enregistrer la position du 

véhicule et le temps où ce dernier traverse un point défini sur un tronçon routier. 

Donc, le véhicule laisse une trace spatiotemporelle dans le diagramme espace–

temps et depuis ce diagramme, le mouvement de ce véhicule peut être enregistré. 

Le GPS permet de collecter la vitesse instantanée et moyenne ainsi que la 

distance parcourue par un véhicule. 
 

Le GPS devient de plus en plus  utilisable du fait que cette technologie a besoin 

d’un  récepteur GPS et elle est simple à installer et à utiliser et peut marcher sous 

toutes les conditions climatiques.  

a/ Avantage 

Le GPS fourni des données uniquement pour un véhicule spécifique, les données 

du trafic routier nécessitent l’obtention des mesures de tout le flux. En plus, les 

b/ Inconvénient 
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obstacles comme les buildings longs, les arbres  et les tunnels présentent un 

grand handicap pour  le signal GPS. 

L’identification par radiofréquence(ou Radio-frequency identication « RFID ») est 

l’élément de base de plusieurs capteurs de trafic connus sous les transpondeurs 

tels que : Automatic Vehicle Identication (AVI),  

1.4.4 Technologies RFID 

La RFID est une  technologie qui utilise les ondes radio pour échanger les 

données entre le lecteur et les étiquettes attachées à  un objet afin de l’identifier 

ou de le suivre. Elle est capable d’enregistrer le numéro d’identification des 

véhicules équipés par les étiquette RFID ainsi que leurs temps d’arrivé. 

 

 

 

 

 

     Figure 1.5 : Les technologies RFID utilisées dans le trafic routier  

 

La RFID est moins chère par rapport à d’autres capteurs. 

a/ Avantage 

La RFID détecte seulement les véhicules équipés par des étiquettes et en un point 

de la route.  

b/ Inconvénient 

Ce capteur est composé d’une ou de plusieurs boucles inductives dont la forme la 

plus répandue est le rectangle ainsi que d’une queue de boucle. Chaque boucle 

1.4.5 Capteurs à boucles inductives 

Lecteur 

Etiquett
 

Antenne 
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est constituée de plusieurs spires de fil de cuivre multibrins étamé d’une section 

de l’ordre de 1 à 2 mm².Le fil utilisé présente un revêtement PVC hautement 

isolant. Suivant la forme de la boucle, ses dimensions, le nombre de spires, sa 

profondeur d’enfouissement et la section du fil utilisé, les résultats des détections 

seront différents. La queue de boucle est la portion de la paire de fils située entre 

l’extrémité de la boucle et l’unité de détection. Cette paire de fils est torsadée et 

blindée à raison de 10 spires aux mètres pour éviter les champs magnétiques 

perturbant. La boucle est placée en chaussée à 7cm en dessous de l’enrobé ou 

du rez de la dalle béton. Un signal électrique sinusoïdal de quelques dizaines de 

mV est appliqué aux bornes de la boucle électromagnétique à une fréquence 

entre 50 et 150kHz. Cette tension induit un champ magnétique rayonnant autour 

de la boucle et au-dessus de la chaussé (circuit résonnant). 

A chaque passage d’un véhicule au-dessus de la boucle, la masse métallique en 

mouvement du véhicule perturbe les champs magnétiques rayonnant, ce qui a 

pour effet de modifier le courant induit de la boucle et donc la fréquence du signal 

électrique émis. Ce décalage de fréquence est convertit en tension à l’aide d’une 

boucle à verrouillage de phase. Cette dernière est seuillée pour fournir un signal 

« tout ou rien » directement lié à la présence du véhicule. A l’aide de deux boucles 

inductives, il est possible de déduire la vitesse du véhicule ainsi que sa longueur. 

Des boucles plus étroites permettent de déduire la silhouette de chaque véhicule 

en détectant leurs essieux. 

Ce capteur collecte les débits, vitesses, longueur, temps de présence, taux 

d’occupation, temps et distance inter-véhiculaire. 

Ces capteurs sont capables de contrôler le trafic durant toute la journée (jour et 

nuit). 

a/ Avantage 

Plusieurs facteurs peuvent perturber la détection : Intempéries, champs 

magnétiques, véhicules circulant à basse vitesse (inférieure à 5km/h), véhicules 

très proches les uns des autres et remorques, véhicule présentant une garde au 

b/ Inconvénient 
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sol importante, véhicules de très petit gabarit. En plus, le coût de maintenance et 

très élevé. 

 

 

 

 

 

 

Figure 1.6 : Les capteurs à boucles inductives 

 

Le tronçon routier constitue l’élément de base des objets routiers, ces éléments 

peuvent être connectés par des intersections appelées carrefours routiers qui 

peuvent  être classifiés en fonction du nombre et du positionnement des tronçons 

qui les composent et avec ou sans feux de circulation. 

1.5 Modélisation et commande d’une intersection 

Du point de vue forme, les intersections les plus souvent rencontrées sont: 

• les intersections en Y . 

• les intersections en T . 

• les intersections en « croix ». 

 

Ces intersections peuvent être, aussi, classifiées en deux catégories: 

• intersections sans feu(x) de circulation. 

• intersections avec de(s) feu(x) de circulation. 

La première catégorie comprend des intersections pour lesquelles le passage de 

véhicules est dirigé par des indicateurs routiers ou autres moyens spécifiques, la 

signalisation par feux routiers étant inexistante. 

Pour La deuxième catégorie le passage de véhicules par l’intersection est dirigé 

par des feux routiers  tricolores (à trois couleurs : rouge, orange et vert). 

Fil en 
 

Compteur Champ 
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Les feux de signalisation ont été installés sur les intersections pour résoudre les  

problèmes de sécurité. Cependant, les méthodes de réglage des feux ont 

privilégié la sécurité au détriment des temps d'arrêt des usagers. De cette 

constatation, il est apparu que le réglage des feux doit se faire en tenant compte 

de la demande, de sorte à minimiser les temps d'arrêt. La commande des feux de 

signalisation,  doit répondre à des objectifs divers : 

• Minimisation des temps d’attente des véhicules ou des piétons à 

l’intersection. 

• Réduction des accidents en résolvant les conflits entre les flux de véhicules 

et les piétons. 

• Optimisation des flux de véhicules sur un réseau large. 

• Optimisation de la consommation de l’énergie pour les véhicules  

La commande des feux de signalisation est considérée comme un problème 

d’optimisation qui consiste à minimiser une fonction coût [26]. Mais avant 

d’élaborer une telle commande, il est nécessaire d’analyser le fonctionnement des 

intersections et les mouvements possibles des flux de véhicules. Ce qui va 

permettre de connaitre  les caractéristiques  des flux afin de pouvoir découper les 

mouvements en phase. 

Avant toute analyse du fonctionnement d’une intersection, il faut passer par le 

phasage des mouvements du trafic. La dynamique du trafic dans une intersection  

peut se découper en un nombre fini de flux (appelés phases) interagissant entre 

eux. Chaque phase est définie par sa propre capacité et par sa propre demande.  

 

Le phasage des mouvements de trafic est déterminé soit par des approches 

empiriques soit par des approches théoriques. Les méthodes empiriques sont 

basées sur l’observation du comportement moyen des automobilistes dans 

l’intersection. Les méthodes théoriques, sont basées sur la théorie des graphes 

[27]. 
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                           Figure 1.7 : Intersection en croix 

Le problème d’optimisation des feux du trafic datent des années cinquante [11] et 

depuis plusieurs solutions et plusieurs approches pour résoudre le problème 

d’optimisation ont  été proposées ces solutions sont basées essentiellement  sur  

la théorie de fils d’attente, la programmation par modèle mathématique…etc.  

Les stratégies employées pour le contrôle des feux de trafic sont généralement 

classées en deux catégories : Les stratégies à cycles fixes et les stratégies 

adaptatives. Les stratégies à cycles fixes sont dérivées hors –lignes et sont 

basées sur l’historique enregistré des variables du trafic TRANSYT  [28] et 

SCOOT [29];  

Les stratégies adaptatives utilisent les mesures en temps réel pour  trouver les 

meilleures valeurs optimales des feux de signalisation OPAC[30],PRODYN[31] et 

RHODES[32]. 

Cependant, dans la pratique les approches proposées par [11], [33] et [34], qui 

s’intéressent à des intersections isolées restent largement utilisées, mais malgré 

leur clarté et simplicité le majeur inconvénient de ces méthodes est  que les 

dynamiques de l’intersection et du flux sont négligées et en particulier les auteurs 

Phase1 

Phase3 

Phase2 

Phase4 
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de ces approches assument que le flux entrant est une variable  connue  et 

constante. 

En parallèle la théorie générale des systèmes hybrides a été développée pour les 

systèmes à double aspects, c’est-à-dire de nature continue et discrète 

(évènementielle). C’est le cas de l’intersection avec feu de signalisation dans 

laquelle le flux entrant et sortant est caractérisé par des variables continues et le 

changement des états du feu (vert, jaune et rouge) comme des évènements 

discrets. 

Plusieurs algorithmes ont été proposés pour résoudre le contrôle des feux de trafic 

en utilisant la théorie des systèmes hybrides ainsi ZHAO et CHEN [35] ont 

proposé de contrôler les feux du trafic d’une intersection isolée en exploitant des 

modèles hybrides. L. HEAD [36], HO et CAO [37] et FU et HOWELL [38] ont 

proposé la méthode de l’analyse des perturbations pour l’optimisation des feux. 

Une autre approche, c’est d’utiliser les modèles à flux continu  pour la 

modélisation, ce qui va permettre par la suite d’utiliser l’analyse des perturbations 

infinitésimales pour l’optimisation des feux de trafic. 

Le principe de cette nouvelle approche [39] est de dériver des estimateurs de 

gradients des mesures de performance tout en respectant les paramètres de 

contrôle basé sur des modèles à flux stochastique. 

Nous avons présenté les outils de base pour la modélisation et la gestion des 

systèmes de trafic urbain. Nous avons vu que les modèles de trafic peuvent être 

classifiés en trois catégories principales ; les modèles microscopiques, 

mésoscopiques et macroscopiques. Les modèles microscopiques décrivent le 

processus du trafic d’une manière très fine en considérant les véhicules 

individuellement et sont, à leurs tours, classés en deux modèles principaux ; Les 

modèles de poursuite et les modèles de particules. 

1.6 Conclusion  

Contrairement aux modèles microscopiques et mésoscopiques,les modèles 

macroscopique  sont plus simple à étudier analytiquement et à représenter par 
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des modèles issus de la théorie des systèmes hybrides qui  permet par la suite 

d’utiliser les méthodes d’optimisation basées sur le gradient.  
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CHAPITRE 2 : 

MODELISATION DES SYSTEMES DYNAMIQUES HYBRIDES PAR 
LES AUTOMATES STOCHASTIQUES HYBRIDES 

 

 
 
En automatique nous rencontrons deux classes de systèmes ; continus et à 
évènements discrets (SED).  

2.1 Introduction 

Les systèmes continus sont des systèmes dont l’évolution des variables est 

continue en fonction du temps et qui peuvent avoir un nombre infini de valeurs. 

Plusieurs techniques et approches ont été  proposées pour modéliser, analyser et 

contrôler ces systèmes. 

Les systèmes à évènements discrets sont caractérisés par des variables discrètes 

prenant des valeurs dans un ensemble dénombrable et l’état du système évolue 

de manière discontinue. Ces systèmes sont généralement modélisés par les 

réseaux de Pétri, le GRAFCET, les automates à état...etc. 

Cependant, les processus industriels sont généralement complexes et dans la 

plupart des cas leurs dynamiques comportent les deux aspects ; continu et discret. 

De tels systèmes forment une  nouvelle classe appelés : Systèmes Dynamiques 

Hybrides (SDH). 

On rencontre les SDH dans différents domaines : Electronique, robotique, 

production manufacturière, trafic routier, télécommunication, biologie,… Leur 

nature hybride peut être inhérente aux phénomènes physiques qui la régissent. 

 
En fonction de l’aspect dominant, entre les deux types de dynamiques, les SDH 

peuvent être considérés comme une extension des systèmes continus classiques 

si les évènements discrets interviennent ponctuellement juste pour provoque un 

changement du comportement dynamique. Ils peuvent être aussi considérés 

comme une extension des systèmes évènementiels si cette nature est dominante 

et que certains modes sont caractérisés par un comportement continu. 

En effet, le comportement d’un SDH est un ensemble de modes, chaque mode est 

caractérisé par la dynamique des variables d’état continues. Des évènements 

instantanés provoquent les changements des modes qui peuvent préserver la 
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continuité des variables d'état comme ils peuvent causer des discontinuités. Le 

temps d’occurrence de ces évènements peut considérablement influer le 

comportement du système.  

 

Dans un SDH, le système change de mode suite à l’occurrence instantané d’un 

évènement discret ce qui entraine une discontinuité dans l’état continu. On 

distingue deux types de discontinuités : des changements instantanés dans l’état, 

dits sauts, et des changements instantanés dans la dynamique, dits 

commutations. Ces discontinuités peuvent être autonomes ou commandées [40]. 

2.2 Classes de phénomènes hybrides  

Une commutation autonome caractérise un phénomène où le champ de vecteur 

change de façon discontinue lorsque l’une des variables d’état continu atteint un 

certain seuil. C’est le cas d’un système a hystérésis figure (2.1). 

2.2.1 Les commutations autonomes  

 
Le saut autonome est un phénomène similaire rencontré dans les systèmes 

mécaniques, où l’état continu effectue un saut lorsqu’il atteint une certaine région 

de l’espace pour passer de façon discontinue d’une valeur a une autre. Un 

exemple de ce phénomène est donné par la collision de deux corps où la vitesse 

change brutalement et subit un saut. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 2.1. a. Commutation a la valeur seuil x1. b. La fonction d’hystérésis 

 

x -a/2 

Y(x) 

x 

b 

-b 

-b- 

x1 

Y(x) 

-a- 

X1 



37 

 

 

Une commutation contrôlée traduit un phénomène où la dynamique  change de 

façon discontinue et instantanée en réponse à une loi de commande.  

2.2.2 Les commutations contrôlées 

Le phénomène de commutation contrôlée est illustré à travers l’exemple d’une 

transmission manuelle [41]. 

 
 

                                                                                                                      (2.1) 
 
 
 

 
 
 
La variable 1x  représente la vitesse relative par rapport à un point fixe, 2x la 
vitesse de rotation de l’engin, {0,1}U ∈ la position de l’accélérateur, a un 
paramètre du système et { }  1,  2,  3,  4  ν ∈ la position du levier de vitesse. 
 

 
2.3 Modélisation des systèmes dynamiques hybrides 

La modélisation des systèmes dynamiques hybrides a pour objectif d’élaborer un 

modèle qui englobe tous les modes de fonctionnement du système. Trois 

principales approches sont proposées pour modéliser les SDH: 

 

 

2.3.1 Approche continu / discret  

C’est une approche où le système est vu comme un système continu avec des 

changements de la dynamique provoqués par les évènements. La continuité des 

variables d’état du système peut être affectée et le système peut présenter  des 

discontinuités. Parmi les méthodes graphiques pour représenter ce modèle de 

SDH, on cite la modélisation par Bond Graph commutés, la modélisation par 

formulation Hamiltonienne. 
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2.3.2 Approche discret / continu  

Dans cette approche,  la dynamique continue est modélisée par un ensemble fini 

de paramètres discrets. La modélisation des SDH vu de cet angle repose  sur des 

méthodes issues de la théorie des systèmes à Evènements Discrets (SED), parmi 

lesquelles la modélisation par les réseaux de Pétri hybride. 

 
2.3.3 Approche mixte

 

   

Cette approche est basée sur la combinaison des deux grandes approches 

précédentes. Chaque aspect est alors décrit, sous sa forme classique, en 

associant les équations algèbro-différentielles aux modèles SED.  

Parmi les outils de modélisation résultant de cette approche mixte, on retrouve : 

les automates hybrides représentant le modèle formel fondamental de cette 

approche, les statecharts hybrides pour apporter des solutions aux problèmes 

posés par la spécification des modèles, en particulier par l’utilisation de la 

structuration hiérarchisée et les différents extensions des réseaux de Pétri. 

Ce sont ces types de méthodes et  approches de modélisation auxquelles nous 

nous sommes intéressés dans le cadre de notre travail et plus particulièrement à 

la modélisation par automate hybride. 

 

 
2.4 L’automate hybride 

L’automate hybride est vu comme une extension de l’automate à état fini auquel 

on a associé une évolution continue à chaque état discret. L’état continu est décrit 

par des équations différentielles alors que l’état discret est décrit par un automate 

à état fini. 

 
Un Automate Hybride (AH) est « un modèle mathématique pour les systèmes 

hybrides, qui combine, dans un seul formalisme, les transitions de l’automate pour 

capturer les Changements discrets avec les équations différentielles pour capturer 

les changements Continus » [42]. C’est  ALLURE qui a introduit la structure 

mathématique de l’automate hybride comme un modèle et un langage de 

spécification pour les systèmes hybrides. C’est à partir de ce formalisme que les 

automates hybrides ont été définis. 
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Nous commençons dans la suite par définir les automates à états finis.  

 

 
2.4.1 Automate à états finis 

Un automate à états finis est un quintuple : 

0G =(Q,E, ,q , )e fqϕ  

Dans lequel : 

Q : est l’ensemble des états discrets ou sommet. 

E : est l’ensemble fini des évènements. 

ϕ  : est la fonction de transition d’état  :     Q E Qϕ × →  

0q  : est l’état initial; 

fq  : est l’ensemble des états finaux 

Considérons, par exemple, l’automate à états finis suivant [43] : 

•  { , , }Q x y z= , 

• { , , }E a b c= , 

•  :     Q E Qϕ × →  tel que : 

o ( , )x a xϕ = , ( , )x c zϕ = ,  

o ( , )y a xϕ = , ( , )y b yϕ = , 

o ( , ) ( , )z a z c yϕ ϕ= =  et ( , )z b zϕ = . 

Où ( , )x c zϕ = signifie que si l’automate se trouve dans l’état x , alors, sur l’occurrence 

de l’événement c , l’automate fera une transition vers l’état z . De même pour les 

autres fonctions. 

• 0 { }q x=  : est l’état initial,  

•  { , }fq x z=  : L’ensemble des états finaux.  

La figure (2.2)  représente cet automate : les états sont des cercles (doubles cercles 

pour les états finaux), une flèche sans origine indique l’état initial, les arcs sont des 

flèches et sur chaque arc est indiqué l’événement associé. 

Les automates hybrides ont été définis comme un automate à états finis pilotant 

un ensemble d’équations différentielles continues [44]. A chaque sommet q d’un 

automate hybride, on associe une fonction d’évolution f  de  la forme ( )x f x= et 

un prédicat sur la valeur des variables appelé invariant du sommet. 
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Figure 2.2 – Un automate simple [43]. 

 

Le système peut rester  dans le sommet q  tant que les valeurs des variables 

continues vérifient l’invariant associe. A chaque transition, on associe une 

condition de franchissement, appelée garde, et une fonction qui désigne les 

variables qui effectuent un saut suite au franchissement de la transition et 

réinitialise les valeurs des variables continues. Une transition ne peut être franchie 

que si sa garde est vérifiée par les valeurs des variables de la fonction associée. 

Le franchissement d’une transition de l’automate hybride est instantané. 

 

 
2.4.2 Automate hybride déterministe 

 
2.4.2.1 Définition 

Dans la littérature, on utilise souvent le symbole x pour représenter le vecteur 

d’état continu ou l’état physique du système et q pour représenter les états 

discrets ou sommets du SDH. Ainsi le système est exprimé par ( , )x q , où x X∈ et

q Q∈ . Notons que Q est l’ensemble des états discret tandis et X  est l’ensemble 

des états continus qui prend ces valeurs dans nR . 

Pour l’automate hybride, l’état x  évolue selon la dynamique continue du système 

qui est décrite, en général, par des équations différentielles ( )x f x=  avec une 

b 

b 

a 

a,c 

a 
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condition initiale donnée 0x . Le changement du mode du SDH s’effectue quand les 

conditions (les gardes) appropriées sont  réalisées. 

Un automate hybride hG  est un onze-uplet [43] : 

0 0G =(Q,X,E,  U,  f ,  ,  In v , g u ard,  ,  q ,  x )h ϕ γ  
Dans lequel : 

• Q est l’ensemble des états discrets ou modes, 

• nX R∈  est le vecteur d’état comportant n  variables réelles, 

• E  est l’ensemble fini des évènements, 

• U  est un ensemble de paramètres de contrôle ( )mU R⊆ , 

• f :      Q X X× →  est une fonction qui associe à chaque sommet une 

fonction continue qui représente l’évolution dynamique du vecteur d’état 

dans le sommet appelé champ de vecteurs, 

•   :       Q X E Qϕ × × →  est un ensemble de fonctions appelées conditions 

de transition, 

•     Inv Q X⊆ ×  est une fonction qui associe à chaque sommet, un prédicat, 

qui doit être vérifié par les valeurs des variables continues lors du séjour de 

l’automate dans le sommet, 

•       guard Q Q X⊆ × ×  est l’ensemble qui définit les conditions de garde,  

•  :          Q Q X E Xγ × × × →  est la fonction de réinitialisation qui affecte une 

expression aux variables continues quand la transition est franchie, 

• 0q  est le sommet initial, 

• 0x  est l’état continu initial. 

 

 
2.4.2.2 Exemple illustratif 

L’exemple du thermostat utilisé pour maintenir fixe la température dans une 

chambre est l’un des exemples classiques des SDH. Le système est composé  

d’un chauffage et un capteur de température. Les seuils inférieur et supérieur du 

thermostat sont fixés à des valeurs  entre mθ et Mθ , avec m Mθ θ< . Le chauffage est 

en « marche » tant que la température dans la chambre est inférieure au seuil Mθ . 

Le chauffage est arrêté lorsque le capteur détecte le seuil supérieur Mθ et il reste 
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si le chauffage est en marche

si le chauffage est en arrét

en « arrêt »jusqu’au moment où  la température  chute au-dessous du seuil 

inferieur mθ . 

 
Ce système a deux  dynamiques ; Une continue définie par la variation de la 

température x dans la chambre et l’autre discrète définie par la commutation entre  

les deux états « marche » et « arrêt ». Le fonctionnement de ce système peut être 

modélisé via un automate hybride où chaque état discret est associé à une  

dynamique continue caractérisée par l’évolution de la température correspondante 

à l’un des deux états qui peuvent être modélisées par les équations Différentielles  

suivantes : 

 

                                                                                                                           (2.2)

                                                                                                           

 

 

Ou  1α et 2α  sont des  constantes réelles positives avec 1 2α α< . 

Le système de chauffage  peut être représenté par un graphe orienté comme le 

montre la Figure (2.3). Les sommets du graphe correspondent aux dynamiques 

continues des états discrets du système. Notamment, la dynamique 1f  est 

associée au sommet modélisant l’état en marche du système de chauffage et 2f  

au sommet modélisant l’état d’arrêt. Le passage d’un ´état vers l’autre est 

modélisé par des arcs ´étiquetés. Pour compléter le modèle, on considère la 

condition initiale 0 0( , )q x . 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 2.3: Automate Hybride modélisant un thermostat 

 
Dans l’exemple précèdent, l’évolution de la température peut être obtenue en 

résolvant les équations différentielles analytiquement. Dans d’autres systèmes où 

les équations différentielles sont plus complexes, l’utilisation des techniques 

Arrêt 

2 ( )x f x=
 

 

Marche 

1( )x f x=
 

 

 

Mx θ≥  

mx θ≥  
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numériques est indispensable pour simuler l’évolution du système et analyser son 

comportement. Notons également que cette évolution est déterministe puisque 

nous avons considéré des conditions idéales de fonctionnement. Notamment, 

nous avons supposé que le capteur de température détecte d’une manière très 

précise les deux seuils de commutations et dès qu’un de ces deux seuils est 

détecté, le système change instantanément d’état. Toutes ces conditions sont des 

conditions de fonctionnement jamais rencontrées dans les systèmes réels, d’une 

part, puisque la précision des capteurs est limitée et d’autre part, parce que le 

changement d’état du système ne peut pas se produire instantanément dû aux 

retards introduits par les composantes du système lors de la transmission de 

l’information. 

L’effet de ces imprécisions est que, en général,  à partir d’un état initial donné, au 

plus une seule commutation est possible et même les commutations entre les 

différents états des systèmes ne peuvent pas être garanties à des instants précis. 

Cela implique une évolution non-déterministe du système. Par conséquent, avant 

de commencer à analyser l’évolution d’un système, nous devons être surs que 

toutes les évolutions du processus réel sont prises en compte. 

 
La plupart des systèmes réels sont non déterministes. Le non déterminisme est 

une incertitude : 

• Dans les conditions initiales ; 

• Dans les gardes des transitions ; 

• Dans les fonctions d’évolution des modes ; 

Dans ce cas les valeurs de ces paramètres peuvent ne pas être connues avec 

certitude lors de la modélisation, les valeurs sont données alors sous la forme d’un 

intervalle comportant toutes les valeurs possibles. 

 

 

2.4.3 Automate hybride non- déterministe 

 
2.4.3.1 Définition 

Un automate hybride  non-déterministe hndG  est un onze-uplet [43] : 

0 0G =(Q,X,E,  U,  f ,  ,  In v , g u ard,  ,  q ,  x )hnd ϕ γ  
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Dans lequel tous les éléments ont les mêmes interprétations que dans l’automate 

hybride déterministe avec la différence suivante : 

 
•   :       2QQ X Eϕ × × →   est un ensemble de fonctions appelées conditions 

de transition, 

•  :          2XQ Q X Eγ × × × →  est la fonction de réinitialisation qui affecte une 

expression aux variables continues quand la transition est franchie, 

• 0q Q∈  est un ensemble des états initiaux. 

 

 
2.4.3.2 Exemple illustratif 

Pour pouvoir prendre en compte le non-déterminisme du à l’imprécision du 

capteur de température dans l’exemple précèdent, nous allons modifier les 

conditions de passage d’un état vers l’autre comme suit : le chauffage est arrêté  

lorsque la température vérifie la relation M M M Mxθ ε θ ε− ≤ ≤ +  et il est mis en 

marche lorsque m m m mxθ ε θ ε− ≤ ≤ + , où Mε , mε R∈ sont des constantes ,figure 

(2.4). Les conditions de commutation, d’un état vers l’autre du système, exprimées 

par des intervalles, signifient que le changement d’état peut se faire à n’importe 

quel instant dès que la température prend des valeurs dans l’intervalle spécifié. 

 
 
 
 
 
 
Figure 2.4 : Automate Hybride non déterministe modélisant le système de 

chauffage 

 

 
2.5 Systèmes stochastiques hybrides 

 
2.5.1 Préliminaires 

La plupart des études dans le domaine des systèmes hybrides sont faites sur les 

modèles déterministes qui prévoient le comportement du système dans le futur 

Arrêt 

2 ( )x f x=
 

 

Marche 

1( )x f x=  
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sans considérer les incertitudes. Or, dans la pratique, beaucoup de systèmes 

dynamiques fonctionnent sous l’influence des incertitudes ce qui a conduit les 

chercheurs à utiliser des modèles non-déterministes. Cependant, les modèles non 

déterministes présentent des limites en particulier dans l’étude des systèmes qui 

nécessitent une analyse  pour distinguer entre les différentes solutions. En 

d’autres termes, l’analyse d’un modèle non-déterministe est du type qualitative 

tandis que des systèmes complexes, tel que dans le management du trafic aérien, 

nécessitent une analyse quantitative qui permet de distinguer entre les solutions 

du système avec une certaine probabilité. 

 
Les chercheurs qui s’intéressent à l’étude probabiliste des systèmes hybrides 

incertains ont développé la théorie des systèmes stochastiques hybrides (SSH) 

[45], [46] et [47]. 

Sachant que les SSH sont des systèmes dynamiques qui fonctionnent sous 

l’influence des évènements aléatoires qui peuvent changer complètement le 

fonctionnement du système, plusieurs approches ont été développées. La 

différence entre ces différentes approches est de définir dans quelle partie du 

modèle l’aspect stochastique intervient : 

 
Une première possibilité est de remplacer les sauts déterministes entre les états 

discrets du système par des sauts aléatoires qui respectent une loi probabiliste.  

 

Une deuxième possibilité est de remplacer la dynamique déterministe de 

l’ensemble des états par des équations différentielles stochastiques. Ainsi, même 

si les transitions restent discrètes et déterministes, à partir d’un état initial fixe, 

différentes gardes peuvent s’activer en fonction de la solution du processus 

stochastique, donc les franchissements des différentes transitions discrètes se 

produisent aléatoirement.  

 
Une troisième possibilité est de considérer que les sauts entre les états discrets 

du système sont des sauts aléatoires et la dynamique continue est représentée 

par des équations différentielles stochastiques. 

 
Ainsi les chercheurs ont essayé d’élaborer des modèles pour facilité l’analyse des 

SSH toute en conservant leurs propriétés structurelles. Parmi les modèles les plus 
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cités dans la littérature, on trouve les modèles à flux stochastique ou SFM 

(Stochastic Fluid Models) et les processus de Markov déterministes par morceaux 

ou PDMP (Piecewise Deterministic Markov Processes). Les PDMP forment une 

classe de processus stochastiques assez spéciale, puisqu’ils ne sont pas toujours 

aléatoires. En effet, comme leur nom l’indique, ils évoluent selon une dynamique 

déterministe puis, parfois, changent de comportement (ce qu’on appelle un saut) 

et adoptent une autre dynamique.  

 

 
2.5.2 Système à flux stochastique 

Les systèmes à flux stochastique constituent une classe importante des systèmes 

stochastiques hybrides. Ils sont appelés aussi «  systèmes à fluide stochastique ». 

 
En se basant sur le principe de conservation de la  matière, la dynamique d’un 

fluide contenu dans un  réservoir représenter par la figure ( 2.5) est donné par : 

( ) ( ) ( )x t t tα β= −                                                                                                           (2.3) 

Ou ( )x t représente le contenu du réservoir qui change avec la variation temporelle 

du débit d’entrée ( )tα et le débit de sortie ( )tβ . Comme le contenu du réservoir ne 

peut jamais devenir négatif ni dépasser la capacité maximale  C du réservoir, la 

dynamique complète du système est donné par : 

0                         ( ) 0   ( ) ( ) 0
( ) 0                         ( )    ( ) ( ) 0

( ) ( )        

si x t et t t
x t si x t C et t t

t t ailleur

α β
α β

α β

= − ≤
= = − ≥
 −



                                                  
(2.4)

 
 

 

 
Figure 2.5 : Automate Hybride non déterministe modélisant le système de gestion 

du fluide contenu dans le réservoir. 
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Un tel système devient très intéressant lorsqu’il s’agit de plusieurs éléments 

interconnectés pour former un réseau. Le débit de sortie d’un nœud dans ce 

réseau constitue le débit d’entrée d’un autre nœud. On peut aussi contrôler le 

système en utilisant des vannes pour commander le débit d’entrée et de sortie de 

chaque nœud. 

 
La nature hybride de ce système est illustrée dans la figure (2.5.b), la dynamique 

du système change avec l’occurrence de différents évènements. Quand le 

contenu du réservoir  ( )x t  atteint/ quitte la valeur zéro ou atteint /quitte la valeur 

C, un changement de la dynamique peut être causé aussi par des évènements 

contrôlables telle que la fermeture de la vanne d’entrée ou des évènements 

incontrôlables telle que la variation du débit d’entrée/sortie, la dynamique de ce 

système devient stochastique quand le débit d’entrée/sortie devienne 

stochastique. 

 
Les modèles à flux stochastique sont extrêmement utiles dans la modélisation des 

systèmes à évènements discrets complexes tels que les systèmes de trafic 

routier, les systèmes de production et les réseaux de télécommunication. Ils sont 

utilisés généralement pour la modélisation des systèmes ou l’aspect aléatoire joue 

un rôle important. Ils sont aussi largement utilisés pour la commande optimale et 

la conception de système. 

 
Dans la littérature, un grand nombre de travaux ont utilisé ce modèle. Citons : 

[48], [49] , [50] et  [51] pour les réseaux de télécommunication, 

L’avantage de ce modèle est qu’il est simple à étudier analytiquement et il permet 

de réduire la complexité inhérente à la modélisation traditionnelle. Il représente 

une bonne approximation pour les modèles discrets. 

[52] pour l’analyse 

des systèmes de production, [53]  pour modéliser le système de trafic et  [54] pour 

modéliser une intersection. 

 
Une autre caractéristique intéressante des SFM, qui motive leur utilisation, est 

qu’ils permettent d’utiliser la méthode d'analyse de sensibilité, appelée analyse 

des perturbations [55]. Cette technique d’évaluation des performances, utilisée 

initialement pour les systèmes à évènements discrets, permet de calculer les 

gradients de la mesure de performance en fonction des paramètres de 
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configuration du système qui, à leur tour, facilitent la conception du système ainsi 

que le contrôle en ligne des tâches d'optimisation

 

. Dans ce qui suit, nous 

présentons un bref aperçu sur la méthode de l’analyse de sensibilité. 

 
2.6 Analyse de sensibilité 

L’analyse de sensibilité est une technique d’évaluation de performance des 

systèmes. Elle consiste à étudier l’effet de la variabilité des entrées d’un modèle 

sur la variabilité de sa sortie. Elle permet d’évaluer des indices de sensibilité qui 

quantifient combien une variable ou un ensemble de variables influe sur la sortie. 

Considérons un modèle mathématique, constitué d’un ensemble de variables 

d’entrée / sorties  aléatoires et  d’une fonction déterministe : 

                                                                                                                 (2.5)
 

 

 
La fonction du modèle est f et l’ensemble des variables d’entrée  1( ,..., )PX X X=

contient toutes les entités considérées comme aléatoires dans le modèle. 

L’ensemble des variables de sortie est supposé réduit à une unique variableY . 

L’analyse de sensibilité consiste a étudié comment des perturbations sur les 

variables entrées engendrent des perturbations sur la sortie. Elle informe sur la 

façon dont se répercutent les incertitudes d’entrée sur les variables de sortie. Ces 

informations sont utilisées pour prendre des décisions sur le processus étudié, il 

est important de savoir que des incertitudes sont associées au modèle utilisé. 

L'analyse de sensibilité regroupe deux types de méthodes: qualitatives ou 

quantitatives. Les méthodes qualitatives ou de "screening" consistent à classer les 

données d'entrée d'un système en différents groupes suivant l'influence qu'elles 

ont sur la variabilité de la sortie. Les méthodes quantitatives peuvent être locales 

ou globales suivant qu'elles autorisent les paramètres d'entrée d'un système à 

varier un par un ou tous à la fois ; mais elles visent surtout à mesurer précisément 

l'influence des perturbations des données d'entrée sur la variabilité de la sortie.  

 

 
2.6.1 La méthode d’analyse des perturbations 

La méthode PA a été proposée par HO, EYLER et CHIEN en 1979 [56]. Elle a été 

définie comme une technique d’évaluation de performance des systèmes à 

:
( )

Pf R R
X Y f X

→
→ =
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événements discrets (SED) à travers les informations contenues dans une seule 

exécution de simulation. La PA consiste à analyser et suivre l’évolution de deux 

trajectoires échantillons (une trajectoire perturbée et l’autre dite nominale) d’un 

paramètre de décision afin d’étudier et de mesurer l’effet de sa perturbation sur les 

performances du système. Elle présente une souplesse d’utilisation et une rapidité 

de réponse aux changements dynamiques à travers les informations contenues 

dans une seule observation d’un système dans un environnement stochastique, 

ce qui a amené plusieurs auteurs à développer cette méthode pour résoudre des 

problèmes d’optimisation. 

En effet, les techniques d’optimisation font appel à des compétences de 

développement d’algorithmes d’optimisation stochastique basés sur le calcul de 

gradients à travers l’analyse des perturbations. Cette technique fournit une 

méthodologie d’optimisation des mesures de performance des systèmes, laquelle 

sera par la suite implantée dans ces systèmes dans le but de déterminer la 

meilleure politique de commande. C’est ce qui justifie l’intérêt à utiliser cette 

méthode comme une technique d’évaluation de performance et d’optimisation. 

Nous allons présenter dans ce qui suit le principe de la PA. 

 

 
2.6.2 Principe de l’analyse des perturbations 

L’analyse des perturbations permet de construire un ensemble de relations 

formelles liant le vecteur de décisions iθ à la mesure de performance J afin de 

pouvoir estimer le gradient de la performance ( )J θ∇  en chaque point iθ . Ces 

relations sont issues de l’étude des trajectoires. Elle permet d’estimer la sensibilité 

des indicateurs de performance grâce aux variations des variables de décision. A 

partir de cette analyse de sensibilité, le gradient de la fonction objectif peut être 

calculé ainsi que  le système optimisé. La figure (2.6) décrit le principe de 

fonctionnement de la PA. 

• A l’aide du simulateur, on mesure la performance J du système en un point 

de fonctionnement iθ , 

• Le bloc PA, qui est un algorithme à base de relations de la dynamique du 

système, permet de prédire la réponse du système au point ( )iθ θ+ ∆  et 
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ainsi calculer la sensibilité (le gradient ( )J θ∇ du système face à la 

perturbation θ∆ introduite). 

• Le gradient estimé ( )J θ∇ au point iθ est alors utilisé dans un algorithme 

d’optimisation mathématique. Un nouveau point 1iθ + est ainsi déterminé 

suivant la direction du gradient ( )Jλ θ∇ et ainsi de suite. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 2.6 : Fonctionnement général de PA 

 

Le bloc PA (Figure 2.6) est basé sur la formalisation préalable de deux types de 

trajectoires : la trajectoire nominale qu’on obtient en simulant le système en un 

point de fonctionnement iθ et la trajectoire perturbée obtenue en introduisant une 

perturbation sur le vecteur de décision ( )iθ θ+ ∆ . L’étude de ces deux trajectoires 

permet d’estimer la sensibilité du système par rapport à la perturbation introduite

θ∆ . 

 
Si on introduit une perturbation infinitésimale sur le vecteur de décision et si on fait 

tendre la longueur des trajectoires vers l’infini, on obtient directement une 

estimation du gradient de la mesure de performance moyen. Dans ce cas, la 

méthode PA sera appelée analyse des perturbations infinitésimale (IPA). 

 
 

 

( )iJ θ  
 

 

 

 

Simulateur  

Optimisation  

( )J θ∇  

1 ( )i i Jθ θ λ θ+ = + ∇
 

( )i

PA
J θ θ+ ∆
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2.6.3 Analyse des perturbations infinitésimale 

L’Analyse des perturbations infinitésimale [56], estime la valeur de l’espérance de 

la valeur limite (quand t →∞ ) de la dérivée de la mesure de performance 

observée  L( , ) /d dθ ξ θ , avec L( , )θ ξ est la mesure de performance du système 

déterminée à partir de la simulation d’un modèle ou de l’observation du système 

réel et ξ  est le vecteur des variables aléatoires qui représentent toutes les 

variables aléatoires du système. En effet, l’intérêt de l’IPA porte sur la 

détermination de la valeur de la dérivée de l’espérance de la valeur limite de  

L( , )θ ξ  , Si elle existe. x(t, , )θ ξ  est l’évolution temporelle de l’état du système, elle 

dépond des valeurs de réalisation des différentes variables aléatoires ( )ξ . 

L’impartialité (unbiasedness) et la consistance de l’estimateur sont vérifiées 

respectivement par les deux conditions suivantes : 

 

[ ] [ ] L( , ) /  L( , ) /E d d dE dθ ξ θ θ ξ θ=                                                                       (2.6)                                                                  

[ ]  L(x(t, , )) /   L(x(t, , )) /
t t
Lim d d d Lim dθ ξ θ θ ξ θ
→∞ →∞

 =                                                       (2.7)
                                                 

 

 
L’impartialité ou la convergence d’un estimateur traduit qu’il est sans biais. En 

effet, pour une perturbation θ∆ et une réalisation de ξ  la trajectoire nominale  

x(t, , )θ ξ  et la trajectoire perturbée x(t, , )θ θ ξ+ ∆  commenceront à diverger, si le 

cardinal de l’ensemble des trajectoires est assez grand. Alors l’évolution de la 

trajectoire perturbée est complètement différente de celle de la trajectoire 

nominale. Ce qui explique l’apparition d’une discontinuité dans la fonction pour 

une réalisation donnée deξ . Cette discontinuité crée un problème de dérivabilité 

de la fonction L( , )θ ξ , alors l’équation (2.6) n’est plus valide [56]. Mais si l’équation 

(2.6) est valide, cela revient à obtenir des mesures de performance, représentant 

une continuité entre la trajectoire nominale x(t, , )θ ξ et la perturbée x(t, , )θ θ ξ+ ∆ . 

 
Si on considère une perturbation infinitésimale, la probabilité d’avoir des 

discontinuités de la fonction L( , )θ ξ est très faible. En plus, si on rencontre une 

discontinuité, sa valeur serait suffisamment petite pour ne pas contribuer 
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efficacement au mécanisme de calcul de la moyenne, d’où l’équation (2.6) reste 

valide. 

La consistance est la traduction de la convergence stochastique de l’estimateur de 

la dérivée de la performance obtenue par une seule simulation, vers la dérivée de 

la performance stationnaire quand la longueur de la trajectoire est infinie. En effet, 

la consistance justifierait l’utilisation d’un estimateur d’IPA obtenu par une longue 

trajectoire échantillonnée au lieu de la moyenne de N estimations. 

 
En conclusion, la méthode IPA avec ses deux caractéristiques (la convergence et 

la consistance) possède un avantage par rapport aux autres méthodes 

traditionnelles d’estimation de la dérivée : le fait que l’IPA permet d’estimer la 

dérivée de la mesure de performance en une seule simulation au lieu de N 

simulations. Cet avantage justifie l’utilisation de cette méthode dans de nombreux 

travaux pour résoudre des problèmes d’optimisation. Dans la partie suivante, nous 

allons présenter la méthode IPA comme technique d’optimisation. 

 

  
2.6.4 Utilisation des IPA dans les SSH 

Nous avons vu qu’un automate hybride est considéré comme stochastique dans le 

cas où certains événements ou variables prennent un caractère stochastique et 

que des études ont montré que la technique de PA  peut être appliqué aux ASH 

dont les plus simples l’IPA. Cette technique est facile à employer dans les AH du 

fait que le calcul de la dérivé de la forme  est simple, non biaisé et 

relativement simple à vérifier. 

 
Dans les systèmes hybrides complexes, il est important parfois de considérer ces 

systèmes comme des SED. Dans le cas du trafic routier, le mouvement des 

véhicules peut être vu comme un flux et les véhicules sont considérés comme des 

molécules dans un fluide. Dans ce cas, on n’a pas besoin de prendre en compte 

les évènements qui affectent les véhicules individuellement mais on s’intéresse 

uniquement aux événements qui affectent l’ensemble des véhicules. 

 
L’avantage d’utiliser le modèle de fluide est la possibilité de regrouper plusieurs 

évènements tout en ignorant la micro-dynamique de chaque véhicule et de 

s’intéresser uniquement  au changement du flux. 

( , ) /dL wθ θ
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Dans le cas des ASH le principe sur lequel se base l’IPA consiste à considérer  

l’effet d’une certaine perturbation dans un  paramètre de contrôle dans un mode et 

doit être suivi à travers la dynamique continue qui caractérise ce mode. En effet, 

une telle perturbation influe sur les conditions de garde. 

 

 
2.6.5 Analyse des perturbations infinitésimale appliquée à l’optimisation 

L’optimisation joue un rôle important dans tous les domaines industriels. En effet, 

elle permet d’obtenir une configuration optimale pour satisfaire des besoins 

économiques ou fonctionnels. Mais, l’optimisation  n’est pas toujours simple, il est 

parfois nécessaire d'avoir recours à des méthodes d’optimisation qui doivent 

trouver un compromis entre plusieurs facteurs. Parmi les méthodes d’optimisation, 

nous nous intéressons aux méthodes qui sont basées sur le calcul des gradients 

de la mesure de performance par rapport aux paramètres de décision. Leur 

principe consiste à calculer le gradient de performance en un point de 

fonctionnement donné puis de faire évoluer ce point dans la direction du gradient. 

Ce qui permet de trouver rapidement l’optimum sans avoir besoin de recouvrir tout 

le domaine des valeurs possibles. La méthode IPA est l’une des méthodes basées 

sur le gradient qui est très efficace pour l’optimisation des problèmes dans les 

environnements stochastiques. En effet, la méthode IPA présente plusieurs 

avantages, on cite :  

• Une souplesse d’utilisation et une rapidité de réponse aux changements du 

système à travers les informations contenues dans une seule observation 

de l’évolution du système, 

• Elle permet de réduire le nombre de simulations pour l’obtention d’un 

estimateur non biaisé du gradient, 

• Facile à implémenter  dans un algorithme d’optimisation pour donner une 

solution proche de l’optimal, 

• Elle évalue la performance des gradients directement et non par des 

différences finies. 

 

 
2.7 Conclusion 

Les systèmes dynamiques hybrides sont des systèmes qui combinent une partie 

discrète et une partie continue. Récemment, ces systèmes ont reçu beaucoup 
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d’attention et plusieurs approches ont été proposées afin d’établir un modèle 

homogène permettant la modélisation de l’interaction entre les parties discrètes et 

continues. 

 
Dans ce chapitre, nous avons présenté les principales approches de modélisation 

des systèmes dynamiques hybrides (SDH). Parmi ces approches, l’approche 

mixte qui considère les comportements continus et discrets. L’avantage de cette 

approche est sa généralité, car elle ne fait pas d’hypothèses sur le type de 

phénomène à modéliser, laissant ainsi toute liberté à l’utilisateur pour construire 

son modèle.  

 
L’automate hybride est considéré parmi les outils les plus puissants pour 

modéliser un SDH. Nous avons vu que l’introduction de l’aspect probabiliste est 

essentiel pour modéliser un certain type de systèmes appelés « systèmes 

stochastiques  hybrides » (SSH) parmi lesquels on trouve les modèles à flux 

stochastique  (SFM). 

 
Nous avons passé en revue la technique d’analyse de sensibilité puis la technique 

d’analyse des perturbations infinitésimale qui est issue de l’analyse de sensibilité. 

L’analyse de perturbations infinitésimales permet d’obtenir des estimateurs non 

biaisés du gradient par une seule simulation. Alors le grand avantage de cette 

méthode par rapport aux approches traditionnelles d’estimation de la dérivée de la 

mesure de performance via la simulation est le nombre de simulations 

relativement réduit et sa facilité d’implémentation. Ce qui a amené plusieurs 

travaux à utiliser cette méthode pour résoudre des problèmes d’optimisation. 

 
Dans ce travail, nous allons utiliser les SFM pour modéliser les systèmes de trafic 

urbain et la méthode d’analyse de perturbations infinitésimale comme technique 

d’optimisation. 
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CHAPITRE 3 : 

MODELISATION DE L’ECOULEMENT DE TRAFIC PAR 

LES SYSTEMES STOCHASTIQUES HYBRIDES 

 

 

 

3.1 Introduction  

La modélisation est une étape essentielle pour l’étude de l'écoulement du trafic. 

Dans le premier chapitre nous avons vu que  généralement  il y a  trois grands 

types de modèles d'écoulement : les modèles macroscopiques, microscopique et 

mésoscopiques.  

 
Les modèles macroscopiques décrivent l’écoulement du trafic comme un flot 

continu sans individualisation des véhicules. Ils sont basés sur deux théories 

principales : la théorie de l'hydrodynamique et la théorie des files d'attentes. 

Contrairement aux modèles macroscopiques, les modèles microscopiques 

décrivent le comportement individuel de chaque véhicule. On distingue  deux 

approches adéquates à la modélisation microscopique: les modèles véhicule-

suiveur et les modèles de particules. Les modèles mésoscopiques sont 

l’hybridation de ces deux modèles et se situent au niveau intermédiaire de détails 

entre les deux. 

Les modèles d’écoulement du trafic ne considèrent que  la partie continue. Or  

cela n'est pas suffisant pour décrire le comportement réel du trafic puisque le trafic 

urbain se comporte comme un système dynamique hybride où la vitesse, la 

densité, la longueur de la file d’attente, le volume et la position des véhicules sont 

considérés comme  des variables continues, alors que  l'arrivée et le départ des 

véhicules, le  dépassement, la commutation des feux de circulation, l'apparition 

des accidents de la circulation, l'ouverture et la clôture de la rampe sont des 

événements à états discrets .  

 
 Dans la littérature scientifique, plusieurs approches ont été proposées pour 

modéliser le système du trafic vu comme un système dynamique hybride. Ainsi 
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plusieurs outils de modélisation graphique ont été utilisés. Nous pouvons citer les 

réseaux de Pétri et leurs différentes représentations [57] (les plus utilisés), le Bond 

Graph élaboré par ABOUAISSA et LOZANO [58] et le modèle multi-agent proposé 

par LAICHOUR, MAOUCHE et MANDIAU [59]. D’autres chercheurs, ont utilisé 

l’automate hybride [35] et  les automates hybrides stochastiques [60].  

Dans ce travail, nous étudions le phénomène de la file d’attente dans un réseau 

de trafic urbain en utilisant le modèle à fluide stochastique pour représenter le 

système tout en rapprochant son comportement à un système hybride 

stochastique. 

Le système étudié est un tronçon (L1) avec un feu de signalisation (T1) implantés 

à l’extrémité (figure 3.1). Le débit  d’arrivée des véhicules est considérer aléatoire. 

Des boucles de détection des véhicules sont implantées à l’entrée de la voie. La 

capacité de la  voie du carrefour est illimitée. Pour des raisons de simplification on 

combine le feu jaune avec le feu rouge, et les mouvements de tournes à gauche 

et à droite sont exclus de notre étude. 

3.2 Description d’un tronçon avec feux de signalisation 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

Figure 3.1 : - a- Un tronçon routier avec feux,-b- Modèle SFM d’un tronçon routier 

avec feux 

 
3.3 Modélisation d’un tronçon avec feux de signalisation 

Pour modéliser un tronçon routier avec feux de signalisation, nous utilisons un 

modèle à fluide stochastique (SFM).  Ce choix est justifié par le fait qu’au  niveau 

urbain un tronçon routier doit permettre l’accumulation de véhicules et la variation 

du débit d’entrée et/ou de sortie des véhicules est aléatoire. 
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Ce système est considéré comme un système dynamique hybride du fait qu’il est 

composé d’un  SED correspondant à la commutation des feux de circulation et 

d’un système continu caractérisé par l’arrivée et le départ des véhicules.                                 

Le système contient plusieurs processus stochastiques qu’on définit dans un 

espace de probabilité ( , , )F PΩ . Ce tronçon est considéré comme une file d’attente 

de capacité infinie et caractérisé par deux variables continues et aléatoires{ ( )}tα  

et{ ( )}tβ ou ( )tα est le débit d’arrivé instantané de véhicules et{ ( )}tβ est le débit de 

sortie de véhicules lorsque le feu est vert. La durée du feu vert est 

min max[ , ]v v v R +∈ ⊂ et la durée du feu rouge est min max[ , ]r r r R +∈ ⊂ . On définit deux 

variables d’état ( )x t R +∈  et ( ), 1, 2ih t i =  qui représentent respectivement le 

contenu de la file d’attente et une horloge associée aux deux feux : 

1      0 ( )     ( )1 2( )1 0      
si h t v ou h t r

h t ailleur
< < =

=


                                                                      (3.1) 

1 1( ) 0    ( )h t si h t v+ = =  

1      0 ( )     ( )2 1( ) 0      2
si h t r o uh t v

h t ailleur
< < =

= 




                                                                     (3.2)                                 

2 2( ) 0    ( )h t si h t r+ = =  

La variable 1( )h t mesure le temps du feu vert, elle est remise à zéro lorsque la 

durée du feu du vert est écoulée. De  même pour  la variable 2 ( )h t qui mesure le 

temps du feu rouge, elle est remise à zéro lorsque la durée du feu rouge est 

écoulée. Puis le processus se répète. 

On peut écrire la dynamique de la file d’attente représentée par la variable  d’état 

( )x t par : 

1

2

( )              ( ) 0

( )    0                 ( ) 0   ( ) ( )       ( ) 0   ( ) 0   

( ) ( )   

t si h t

x t x t et t t ou x t et h t

t t ailleur

α

α β

α β

=

=  = ≤ = =
 −

                         (3.3)                                           
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L’ensemble du tronçon et les feux peuvent être vu comme un système hybride 

avec une dynamique continue décrite par les équations (3.1) ,(3.2) et (3.3) et une 

dynamique discrète décrite par la commutation entre les feux vert et rouge et les 

évènements qui causent le changement de la valeur de la variable d’état ( )x t d’une 

valeur nulle à une valeur positive ou inversement. 

 
Ce système hybride peut être modélisé via un automate hybride stochastique. 

Comme le montre la figure (3.2), l’automate contient trois états discrets ou modes 

notés par  ( ) {1,2,3}q t =  ; les modes 1 et 3 indiquent le feu vert  alors que le mode 

2 indique le feu rouge. Dans chaque mode, la dynamique continue est décrite par 

les équations (3.3) avec les conditions de l’invariant spécifique. La transition entre 

modes se fait selon les conditions de garde associées. A noter aussi que le 

changement d’un état à un autre causé par la commutation des feux entraine la 

remise à zéro de la variable d’horloge correspondante. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 3.2: Modèle automate stochastique hydride d’un tançant routier 

 

Dans le cas où le tronçon étudié a une capacitéC  finie, la dynamique de la file 

d’attente représentée par la variable d’état ( )x t est donnée par : 

[

                  2

( ) ( )

0, 0 ( )2

x t t

x h t r

α=

≥ < < 

  

[ 1

                  1

( ) ( ) ( )

0, 0 ( )

x t t t

x h t v

α β= −

> < < 



 

 

 

[

                  3

( ) 0

0, 0 ( )1

x t

x h t v

=

= < < 

  

1 1( ) , ( ) 0h t v h t= =  

 

 2 2( ) , ( ) 0h t r h t= =

 

 ( ) 0 ( ) ( ) 0x t t tα β= ∧ − ≤  

 

 
1 1( ) , ( ) 0h t v h t= =  

 

 

( ) 0 ( ) , ( ) 02 2x t h t r h t= ∧ = =

 

 

 

1
( ) ( ) ( ) 0h t v t tα β< ∧ − >  
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1

1

2

( )              ( ) 0

( ) 0                  ( ) 0   ( ) ( )       ( ) 0   ( ) 0    

0                  ( )   ( ) ( )        ( )    ( ) 0     

( ) ( )   

t si h t

x t si x t et t t ou x t et h t

si x t c et t t ou x t c et h t

t t ailleur

α

α β

α β

α β




=

=  = ≤ = =

= ≥ = =

−









                       

(3.4) 

                                             

 

L’automate hybride correspondant est illustré par la figure (3.3). L’automate 

comprend quatre états discrets notés par  ( ) {1,2,3,4}q t =  : les états 1 et 3 

indiquent le feu vert  alors que les états 2 et 4 indiquent le feu rouge. Dans chaque 

mode, la dynamique continue est décrite par les équations (3.4) avec les 

conditions de l’invariant spécifique. La transition entre sommets se fait selon les 

conditions de garde associées. A noter aussi que le changement d’un état à un 

autre causé par la commutation des feux entraine la remise à zéro de la variable 

d’horloge. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Figure 3.3: Modèle automate stochastique hydride d’un tançant routier 

d’une capacité finie 

 
 
 

[

                   4

( ) 0

( ) , 0 ( )2

x t

x t C h t r

=

= < < 

  

[

                  2

( ) ( )

( ) , 0 ( )2

x t t

x t C h t r

α=

< < < 



[ 1

                  1

( ) ( ) ( )

( ) 0, 0 ( )

x t t t

x t h t v

α β= −

> < < 



 

 

 

[

                  3

( ) 0

( ) 0, 0 ( )1

x t

x t h t v

=

= < < 



1 1( ) , ( ) 0h t v h t= =  

 

 
2 2( ) , ( ) 0h t r h t= =  

 

 
( ) 0 ( ) ( )x t t tα β= ∧ ≤

 

 

 

1 1( ) , ( ) 0h t v h t= =  

 

 

 

 

 

( ) ( ) ( ) 01h t v t tα β< ∧ − >

 

 

 

2( ) , ( )x t C h t r= <  

2 2( ) , ( ) 0h t r h t= =  

( ) 0 ( ) , ( ) 02 2x t h t r h t= ∧ = =  
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3.4 Modélisation d’une intersection avec feux de signalisation 

 
Pour modéliser une intersection signalisée, on procède de la même manière que 

pour un tronçon et avec les mêmes hypothèses de simplification. Considérons le 

cas d’une intersection comprenant quatre voies (L1, L2, L3 et L4) avec quatre feux 

de signalisation (T1, T2, T3, T4) implantés à l’extrémité des quatre voies (figure 

3.4). Les voies de l’intersection sont caractérisées par un débit  d’arrivée aléatoire. 

Le trafic s’écoule dans deux directions principales : Est-Ouest (1-3) et Nord-Sud 

(2-4).  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                   Figure 3.4 : Intersection en croix 

 

Le système contient plusieurs processus aléatoires qu’on définit dans un espace 

de probabilité ( , , )F PΩ . Chaque voie est considérée comme une file d’attente avec 

une capacité infini et caractérisée par deux variables continues et aléatoires 

{ ( ) }  , 1,..., 4nt nα = et { ( ) }  , 1,..., 4nt nβ =  où ( )ntα est le débit d’arrivée instantané de 

véhicules la voie n  et { ( )}ntβ est le débit de sortie de véhicule lorsque le feu la 

voie n est vert. La durée du feu vert est min max[ , ]nv v v R +∈ ⊂ et la durée du feu 

rouge est min max[ , ]nr r r R +∈ ⊂ . On suppose que
31 2 4v v r r= = = , 2 4 1 3v v r r= = = , ce qui 

résume les paramètres de décision au vecteur [ ]1 2,v v v=  . Pour chaque voie n, on 

définit deux variables d’état ( )nx t R +∈ et ( ), 1, 2ih t i =  qui représentent 

Phase1 

Phase3 

Phase2 

Phase4 

1 

4 

2 

3 
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respectivement le contenu de la file d’attente de la voie et une horloge associée 

aux deux feux : 

1 1 2 2
1

1      0 ( )     ( )
( ) 0      

si h t v ou h t v
h t ailleur

< < =
= 



                                                                  (3.5) 

1 1 1( ) 0    ( )h t si h t v+ = =  

1      0 ( )     ( )2 2 1 1( ) 0      2
si h t v ou h t v

h t ailleur
< < =

= 




                                                               (3.6)                                 

2 2 2( ) 0    ( )h t si h t v+ = =  

La variable 1( )h t mesure le temps du feu vert, elle est remise à zéro lorsque la 

durée du feu est vert est écoulée. De  même pour  la variable 2 ( )h t mesure le 

temps du feu rouge, elle est remise à zéro lorsque la durée du feu rouge est 

écoulée. Puis le processus se répète. 

On peut décrire la dynamique de la file d’attente de chaque voie représentés par 

la variable  d’état ( )nx t par : 

1 2

2

( )              ( ) 0, 1,3      ( ) 0, 2,4 

 ( ) 0                 ( ) 0   ( ) ( )       ( ) 0   ( ) 0   

( ) ( )  

n

n n n n n

n n

t si h t n o uh t n

x t x t et t t ou x t et h t

t t ailleur

α

α β

α β

 = = = =

=  = ≤ = =
 −

                 (3.7)                               

L’intersection et les feux peuvent être vus comme un système hybride avec une 

dynamique continue décrite par les équations (3.5), (3.6) et (3.7) et une 

dynamique discrète décrite par la commutation entre les feux vert et rouge et les 

évènements  qui causent le changement de la valeur de la variable d’état ( )nx t

d’une valeur nulle a une valeur positive ou inversement. 

 
Ce système hybride peut être modélisé via un automate hybride stochastique  

(Figure 3.5). l’automate contient huit états discrets notés par  ( ) {1,2,...,8}q t =  : les 

états 1, 2, 3 et 4 indiquent le feu vert sur les voie 1 et 3 alors que les états 5, 6, 7 

et 8  indiquent le feu vert sur les voie 2 et 4. Dans chaque mode, la dynamique 
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2( ) 0tx =  2( ) 0tx =  

2 2( ) ( ) 0t tα β− >  
2 2( ) ( ) 0t tα β− >  

4( ) 0tx =  

4 4( ) ( ) 0t tα β− >  
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1 1( ) ( ) 0t tα β− >  

1( ) 0tx =  

3 3( ) ( ) 0t tα β− >  

3( ) 0tx =  

1( ) 0tx =  

1 1( ) ( ) 0t tα β− >  

 

1( ) 0tx =  

1 1( ) ( ) 0t tα β− >  

2 2( ) , ( ) 0h t r h t= =

 
2 2( ) , ( ) 0h t r h t= =  2 2( ) , ( ) 0h t r h t= =

 
2 2( ) , ( ) 0h t r h t= =  1 1( ) , ( ) 0h t v h t= =  

1 1( ) , ( ) 0h t v h t= =

 
1 1( ) , ( ) 0h t v h t= =

 
1 1( ) , ( ) 0h t v h t= =  

continue est décrite par les équations (3.3) avec les conditions de l’invariant 

spécifique. La transition entre modes s’effectue selon les conditions de garde 

associées. A noter aussi que le changement d’un état à un autre causé par la 

commutation des feux entraine la remise à zéro de la variable d’horloge 

correspondante. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 3.5: Modèle automate stochastique hydride d’une intersection en croix 
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Etudier et analyser une telle représentation est très compliqué. De ce fait, il est 

plus adéquat, de modéliser chaque voie individuellement, ce qui nous donne des 

modèles plus simples ; (figure 3.2) et (figure 3.3). 

3.5 Les caractéristiques de débit à une intersection signalisée 

L'interruption de la circulation dans une voie signalisée est ordonnée et 

déterministe. Considérons que, lorsque le feu rouge est allumé, tous les véhicules 

de cette voie vont s’arrêter et forment ainsi une file d'attente jusqu'à ce que le feu 

passe au vert. Une fois que le feu passe au vert le premier véhicule de la file 

d'attente démarre suivi par les autres véhicules. Ce mouvement de véhicules se 

poursuit jusqu'à la prochaine commutation des feux. La charge et décharge de la 

fille d’attente se répète à chaque cycle. Compte tenu de cette configuration 

d'interruption, les procédés suivants deviennent importants à analyser:

• 

  

 le processus d'arrivée des véhicules

• 

, 

 le processus de départ des véhicules

• 

, 

• 

 la file d'attente de véhicules, 

 le retard de véhicules. 

3.5.1 Processus d'arrivée à une intersection signalisée 

• 

Le flux  d'arrivée des véhicules à une intersection peuvent être de deux types : 

• 

Des arrivées aléatoires,  

Des arrivées groupées,  

Les véhicules entrent dans une intersection avec des arrivées aléatoires dans le 

cas où l’intersection se trouve à des endroits où il n'y a pas d'autres intersections 

en amont dans les environs (disant dans les 3 à 4 km). Dans ces cas, les temps 

entre les arrivées (ou fréquences de passage) sont aléatoirement distribués avec 

une fonction densité de probabilité qui est généralement approchée soit par une 

distribution exponentielle négative, soit par une distribution d’Erlang ou encore une 

distribution log normale [57]. 
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Si on prend le cas où le débit d’arrivée est approché par une distribution 

exponentielle négative, Il s’ensuit que la probabilité pour que le temps inter-

véhiculaire h , entre deux arrivées successives de véhicules, soit supérieur ou égal 

à t, est donnée par : 

teth µµ −=≥ )Pr(                                                                                                (3.8) 

T
1

=µ                                                                                                             (3.9) 

Où T représente le temps inter-véhiculaire moyen entre deux arrivées successives 

de véhicules. 

Bien que cette distribution se révèle adaptée à l’approximation des arrivées de 

véhicules, elle fournit parfois des données irréalistes  (figure 3.6). Cela signifie que 

la distance entre le véhicule détecté et le véhicule qui le précède est infiniment 

petite (les véhicules sont collés presque les uns aux autres). 

 

Figure 3.6 : Distribution exponentielle des arrivées de véhicules avec un temps 

inter-véhiculaire moyen T=4 s. 

 
Les débits d’entrée sont obtenus par inversion des intervalles-véhiculaires  

( 1/ hα = ) [19]. 

Lors de la transformation des intervalles-véhiculaires en débits d’entrée, de très 

petits délais donnent des valeurs de débits irréalistes ( 453,57 véh/sα ≈ qui 

correspond à h≈0.0022 s) (figure 3.7).  
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Figure 3.7 : Débits d’entrée correspondant aux intervalles véhiculaires 

 

En réalité deux véhicules qui se succèdent doivent maintenir une certaine distance 

de sécurité minimale  pour éviter la collision. Cette distance peut être interprétée 

comme une durée minimale ( I ) garantissant l’écart de temps minimal entre deux 

arrivées de véhicules successives [58]. Par exemple, le fait d’ajouter une valeur 

minimale ( I  = 0,5s) à la distribution de la figure (3.6), nous garantit un intervalle 

minimal supérieur ou égal à 0,5s figure (3.8). 

 

 
Figure 3.8 : Distribution exponentielle des arrivées modifiés de véhicules avec un 

temps inter-véhiculaire moyen T=4 s. 
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Figure 3.9 Débits d’entrée correspondant aux intervalles véhiculaires modifiés 

 

Dans le cas d’une intersection en amont avec une autre intersection signalisée (à 

moins de 2 km). Les véhicules arrivent dans la deuxième intersection d’une 

manière groupée. Le débit d’entrée devient uniforme, l’intervalle véhiculaire peut 

être considéré comme constant [58]. 

3.5.2 Processus de départ 

 

à une intersection signalisée 

Quand le feu de signalisation passe au vert le premier véhicule de la file d’attente 

se déplace et traverse l'intersection. Puis le deuxième véhicule et ainsi de suite 

jusqu’à la décharge complète ou partiel de la file d’attente. La mesure des durées   

entre deux véhicules successifs quand ils traversent un point spécifique sur 

l'intersection (généralement la ligne d'arrêt sur la voie), donne la valeur de 

l’intervalle véhiculaire. En général, l’intervalle véhiculaire  qui correspond au iemn

véhicule est donné par l’intervalle entre le nième et le ( 1)iemn − véhicule

L’intervalle véhiculaire diminue successivement  jusqu’à atteindre une valeur de 

saturation ou il devient constant [19], la figure (3.10) illustre 

.  
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Figure 3.10: intervalle véhiculaire de départ de véhicules 

 
Dans la littérature on trouve souvent l’intervalle véhiculaire de saturation utilisé 

comme le débit de sortie d’une intersection [53], [58].  

 
3.6  Simulation de la file d’attente d’une intersection signalisée 
 
A l’issue de cette modélisation, il s’avère nécessaire de présenter des simulations. 

Les simulations de la figure (3.11) ont été réalisées avec des arrivées de véhicules 

suivant une distribution exponentielle négative de taux égal à

[ ]0.25,0.10,0.15,0.15nα =  , les contenus initiaux des voies sont respectivement  

[ ]10,5,5,5  véhicules, L’état du feu est initialement vert sur les voies (1-3) et rouge 

sur les voies (2-4), le débit de sortie des véhicules  est considéré le même pour 

les quatre voies ( ) 1  / sect vécβ = et la  durée  des feux est considérée fixe

( 28 ; 38 )v s r s= = . 

Les commutations des feux sont représentées sur les courbes de la figure (3.11) 

par des lignes vertes lors du passage du rouge au vert et par des lignes rouges 

lors du passage du vert au rouge. 

Lors de l’observation de ces courbes, on remarque que notre modèle reproduit le 

comportement réel des files d’attentes et permet l’accumulation des véhicules 

pendant les périodes ou le feu est rouge et la décharge des file d’attente pendant 

les périodes du vert jusqu’à ce qu’elle soit vidée complètement et le processus se 

répète le long de la période d’essai. On remarque que la file d’attente de la voie 

(1) évolue jusqu’à  atteindre une valeur égale à 13 véhicules ce qui est justifié par 

le taux d’arrivée supérieur par rapport aux  autres voies. 
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                  Figure 3.11 : Évolution des files d’attente (capacité infini). 

 

Étant donné que certaines voies ont une capacité finie, il est important de valider 

le modèle proposé avec de tel cas. Reprenons les mêmes conditions de 

simulation que précédemment, mais avec les voies du carrefour initialement 

saturées et en considérant cette fois-ci que les voies ont une capacité maximale 

de 8 véhicules. 

On remarque sur la (figure 3.12) que dans les files d’attentes (1-3), dès que la file 

atteint  la valeur maximale de 8 véhicules, l’évolution de la file demeure sur cette 

valeur jusqu’à la commutation des feux. Puis la file commence a se décharger et 

le processus se répète à chaque cycle. Tandis que sur les voies (2-4) la file 

n’atteint pas la valeur maximale. Cela est expliqué par le fait que la durée  du feu 

vert ( 38 s)  pour les voies (2-4)  (feux rouge pour les voies (1-3)) est supérieur à 

la durée du feu rouge (28 s), ce qui ne permet pas une accumulation maximale sur 

les voies (2-4), contrairement aux voies (1-3).  
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                  Figure 3.12 : Évolution des files d’attente (capacité fini). 

 

Il est intéressant aussi de valider notre modèle avec les données d’une 

intersection réel. Pour cela, nous avons considéré l’intersection de la rue Ali 

Chorfa au niveau de la ville de Guelma (figure 3.13), liant en entrée le centre de la 

ville à la sortie en direction des villes voisines (Annaba, Constantine et Skikda). 

Elle regroupe plusieurs rues (branchements) de part et d’autres de la voie 

principale, ce qui provoque souvent des phénomènes de congestion rendant la 

circulation de plus en plus lente et même difficile surtout aux moments des heures 

de pointes. Plusieurs essais ont été effectués au cours des journées sur des 

durées de 11minutes à l’aide d’une caméra vidéo implanté sur la voie principale. 

Ces mesures sont principalement la mesure des files d'attente sur les entrées et 

sorties de l’intersection, les débits sur les entrées et l'occupation spatiale dans la 

zone d’étude considérée. 
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                      Figure 3.13: Carte illustrant l’intersection étudiée 

Le tableau (3.1) présente un échantillon obtenu sur un horizon de [0 666s] 

pendant la période de 17.00 h à 17.11 h. 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Tableau 3.1 : Données réelles  de la voie principale de l’intersection étudiée 

 
La figure (3.14) montre le résultat de simulation avec le modèle automate hybride 

d’une seule voie. Les commutations des feux sont représentées sur la courbe par 

des cercles. Les véhicules arrivent/partent  avec un débit constant durant un cycle 

(débit moyen). Ils arrivent d’une manière groupée. On remarque que la voie ne se 

vide pas du faite que les données collectées correspondent à une heure de pointe 

et que le modèle SFM reproduit soigneusement le comportement moyen du 

système réel, en particulier, à la fin de chaque cycle. On constate sur la figure 

(3.14) que la queue résiduelle à chaque cycle donne approximativement la valeur 

réelle collectée.  

 

Cycle Flux d’entrée 
[veh/s] 

Flux de sortie 
[veh/sec] 

Queue après 
le vert 

1 0,166666667 0,464285714 7 
2 0,181818182 0,464285714 6 
3 0,242424242 0,392857143 11 
4 0,181818182 0,428571429 11 
5 0,181818182 0,464285714 11 
6 0,151515152 0,357142857 11 
7 0,136363636 0,428571429 8 
8 0,166666667 0,428571429 7 
9 0,181818182 0,321428571 10 

10 0,136363636 0,5 4 



71 

 

 

Par exemple dans l’intervalle de temps] 0,265s], la valeur de la queue résiduelle 

de la file d’attente est  égale à la valeur du système réel. 

 

 

 
 

                            Figure 3.14 : Évolution des files d’attente (cas réel). 

 

 

3.7 Conclusion 

 
Les modèles à flux stochastique du trafic présentés dans ce chapitre ont permis 

de reproduire soigneusement les caractéristiques de la circulation de véhicules et 

montré l’applicabilité des SFM dans l’étude du trafic. En effet, l’approche SFM que 

nous avons proposé a permis d’étudier l’écoulement du trafic en utilisant les 

automates hybrides stochastiques. 

 
Nous avons établi l’analogie entre l’écoulement d’un fluide  et les caractéristiques 

du trafic. Le modèle SFM ainsi obtenu a permis d’utiliser les processus 

stochastiques dans les systèmes du trafic. 

Nous avons étudié les différentes formes de flux d’arrivée et de départ 

caractérisant une intersection signalisée isolée ou interconnectée. 
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A la fin, nous avons essayé de valider notre modèle avec plusieurs situations du 

trafic en prenant en considération la capacité des voies, ce qui nous a permis 

d’illustrer le processus de charge et décharge de la file d’attente. 

 
Cette approche de modélisation va nous permettre dans le quatrième chapitre 

d’appliquer la technique d’analyse des perturbations infinitésimales afin 

d’optimiser les durées des feux. 
 



73 

 

 

CHAPITRE 4 : 

OPTIMISATION DE LA GESTION D’UNE INTERSECTION PAR 
L’ANALYSE DES PERTURBATIONS INFINITESIMALES 

 

 
 
 

4.1 Introduction 

L’optimisation  joue un rôle important dans divers domaines, cependant, la 

résolution pratique des problèmes d’optimisation demeure encore difficile pour un 

certain nombre de raisons, notamment la nécessité de définir d’une façon précise 

les éléments d’un problème d’optimisation, d’organiser ces éléments de telle sorte 

que le problème paraisse solvable et de choisir une méthode efficace pour 

résoudre le problème. La méthode IPA (analyse des perturbations infinitésimale) 

est l’une des méthodes d’optimisation qui se basent sur le calcul des gradients et 

qui est utilisée pour résoudre des problèmes d’optimisation non classiques dans 

les environnements stochastiques tel que présenté au chapitre 2. 

Dans ce chapitre, nous allons appliquer la méthode IPA sur un modèle à flux 

stochastique  pour déterminer le cycle des feux de signalisation optimal d’une 

intersection. 

 

 
4.2 Principe de base de l’IPA 

Dans ce qui suit, nous présentons le principe général de l'IAP [54], [60], [61], [62],  

appliqué à un modèle à flux stochastique modélisé avec un automate hybride 

stochastique. 

 
Soit θ ∈Θ  le vecteur des paramètres de décision (contrôle) et lRΘ⊂  un sous-

ensemble convexe fermé. L'évolution des états discrets et continus ( , )q x  est 

affectée par l’ensemble des entrées aléatoires et des perturbations. Nous allons 

supposer que tous ces processus aléatoires sont définis dans un espace de 

probabilité commun. 
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Pour commencer, la première étape consiste à fixer le paramètre de décision

θ ∈Θ  à une valeur particulière et étudier la trajectoire d’état résultante du système 

SSH. 

Cette trajectoire représente l’évolution de la dynamique continue du processus, 

elle est influencée par l’occurrence des événements discrets dans l'ordre croissant 

qu’on désigne par ( ), 1, 2,...k kτ θ =  avec (0) 0kτ = . Pour simplifier, on écrit kτ au lieu 

de ( )kτ θ . La dynamique continue est généralement une fonction de θ  et t , elle est 

notée par ( , )x tθ .  

 
Sur un intervalle [ ]1( ) , ( )k kτ θ τ θ+ ,  le système demeure à un certain état pendant 

lequel la dynamique continue est donnée par : 

( , , )kx f x tθ=                                                                                                                                          (4.1)                                                                                                                                
L’IPA consiste à étudier l’influence du changement de la valeur du paramètre de 

décision sur l’évolution de la dynamique du système et sur l’occurrence des 

événements discrets. 

L’hypothèse suivante garantie

 

 que l’équation (4.1) accepte une solution unique 

pour des conditions initiales données. 

Hypothèse 1 : il existe un ensemble fini de points indépendants du paramètre de 
décision, [ ]1( ) , ( ) , 1, 2,...,j k kt jτ θ τ θ+∈ =  tel que la fonction kf  est continuellement 

différenciable sur [ ]1 1, 2( ( ) , ( ) \{ ...})n
k kR t tτ θ τ θ+×Θ× . De plus, il existe un nombre 

aléatoire 0K >  tel que [ ]E K < ∞  et la norme de la première dérivée de kf  sur 

[ ]1 1 2( ( ) , ( ) \{ , ...})n
k kR t tτ θ τ θ+×Θ×  possède K

 
comme borne supérieure. 

L’occurrence  d’un événement au moment 1( )kτ θ+ provoque un changement dans 

l’état du système qui sera suivi par une nouvelle dynamique représentée par 1kf + . 

L’identité de cette nouvelle dynamique dépend du type d’évènement qui ce produit 

au moment 1( )kt τ θ+=

La dynamique continue associée joue un rôle important pour définir l’interaction 

entre la dynamique continue et discrète du système. Donc, en général, elle 

dépend de la dérivé du temps d’occurrence des évènements 

. 

kd
d
τ
θ

. 
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Ce qui mène à la classification suivante des évènements qu’on définit dans un 

ensemble ε  : 

 
• Événement exogène : Un événement est exogène s’il provoque une 

transition de l'état discret au moment kτ indépendamment du vecteur de 

paramètre de décision et satisfait l’équation suivante : 

0
d k
d

τ

θ
= . 

Généralement, ce type d’événements correspond au changement des 

entrées du système. 

• Evénement endogène : Un événement qui se produit à un moment kτ  est 

dit endogène s’il existe une fonction continuellement différentiable 

: n
kg R R×Θ→ telle que : 

1min{ : ( ( , ), ) 0}k k kt g x tτ τ θ θ−= > =                                                                               (4.2) 

 

La fonction kg  correspond à la condition de garde dans l’automate hybride. 

• Evénement provoqué : Un événement à l'instant kτ est dit provoqué s’il est  

déclenché par l’occurrence d’un autre événement au moment m kτ τ≤ . 

L'événement provocateur peut être exogène, endogène ou lui même 

provoqué. Les événements qui déclenchent les événements provoqués 

sont identifiés par un sous ensemble Iε ε⊆ . 

 

Considérons une fonction des performances des paramètres de décision θ  : 

[ ]( ; ( ,0); ) ( ( ; ( ,0); )J x T E x Tθ θ θ θ=   

Où ( ; ( ,0); )x Tθ θ est une fonction des paramètres de décision évaluée sur un 

intervalle [ ]0,T  avec la condition initiale ( ,0)x θ . 

Pour des raisons de simplicité, on écrit ( )J θ  et ( )θ . 

On suppose qu’il y a N  événements indépendants de θ qui se produisent dans un 

intervalle [ ]0,T  et on définit 0 0τ = et 1N Tτ + = . 

Soit : n
kL R R R+×Θ× → la fonction qui satisfait l’hypothèse 1, on définit ( )θ  par : 
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1

0
( ) ( , , )k

k

N

k
k

L x t dt
τ

τ
θ θ+

=

= ∑∫
                                                                                                                

(4.3) 

il est à noter qu’il est très difficile d’obtenir la forme explicite de ( )J θ . Donc,  pour 

arriver à optimiser de tels systèmes, on utilise des méthodes itératives tel qu’un 

algorithme d’approximation stochastique [55] en estimant le gradient de la  

fonction objective en fonction des paramètres de contrôle. Ainsi, nous nous 

intéressons à estimer dJ
dθ

 en se basant sur l’analyse de la trajectoire d’état. Cette 

trajectoire est obtenue soit du système réel ou par des simulations. Après, nous 

cherchons *θ  qui minimise ( )J θ  à travers un algorithme itératif de la forme : 

 

1 ( ; ( ,0), , ),   0,1,...,n n n n n nH x T w nθ θ η θ θ+ = − =                                                        (4.4) 

Où ( ; ( ,0), , )n n nH x T wθ θ est une estimation de 
dJ
dθ

, évaluée à nθ et basée sur les 

informations obtenus de la trajectoire notée par nw . 

nη  est le pas d’adaptation de l’algorithme, dans les premières itérations le pas doit 

être élevé pour pousser l’algorithme vers  la valeur optimale rapidement puis il 

diminue à chaque itération. Pour cela, le pas doit satisfaire les deux conditions 

suivantes [63] : 

1

2

1

( )

( )

n
n

n
n

η

η

∞

=

∞

=

 = ∞

 < ∞


∑

∑
 

 
Dans ce travail, nous allons utiliser un pas d’adaptation qui satisfait les conditions 
précédentes appelées aussi conditions de convergence, 1( )n nη −=  . 

 L’approche IPA consiste à utiliser la dérivée d
dθ


 comme une estimé de  
dJ
dθ

. 

L’avantage de l’IPA est que 
d
dθ


 peut être obtenue simplement de la trajectoire 

d’état, ce qui facilite l’utilisation de cette technique en temps réel. 
 
Pour assurer que les estimateurs du gradient sont non biaisés, nous devons 

satisfait les deux conditions suivantes : 

• La dérivée de la fonction objective d
dθ
  existe pour tout θ ∈Θ . 
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• La fonction objective est continue par Lipschitz et la constante de Lipschitz, 

qui est souvent aléatoire, a un moment d’ordre 1 fini. 

Ces deux  conditions sont garanties par l’hypothèse 2 : 

Hypothèse 2 : 

• Les débits ( ) 0tα ≥  et ( ) 0tβ ≥  sont continus par morceaux sur l’intervalle

[ ]0,T . 

• Pour chaqueθ ∈Θ , deux événements ne peuvent pas se produire au même 

temps à moins que l’occurrence d’un événement est provoqué par 

l’occurrence d’un autre événement au même moment. 

• Les deux processus { }( )tα  et { }( )tβ  ne doivent pas avoir une valeur 

identique dans un sous intervalle ouvert de [ ]0,T  . 

 

 
4.3 L’IPA appliquée à une intersection en croix signalisée 

Dans ce chapitre, nous considérons un modèle à flux stochastique de 

l’intersection en croix signalisé présenté dans le chapitre précédent, les débits 

d’arrivé et de sortie { ( ) }  ,{ ( ) } , 1,..., 4n nt t nα β =  de chacune des voies sont de 

nature  aléatoire, nous conservons les mêmes hypothèses que celle du chapitre 

précédent. 

 

Rappelons que la dynamique de la file d’attente de chaque voie, représentée par 

la variable  d’état ( )nx t , est donnée par : 

1 2
( )              ( ) 0, 1,3        ( ) 0, 2,4 

 ( ) 0                     ( ) 0   ( ) ( ) 

( ) ( )  

n

n n n n

n n

t si h t n o uh t n

x t si x t et t t

t t ailleur

α

α β

α β

 = = = =

=  = ≤
 −

                                        

(4.5)                                              

 
On rappelle que, vu la complexité pour modéliser l’intersection avec un seul 

automate, on préfère  modéliser chaque voie individuellement. 

Dans une trajectoire typique, l’évolution de la file d’attente, de chaque voie, se 

présente sous forme d’intervalles  contenant  des  véhicules  ( ( ) 0nx t > )  ou  vides  



78 

 

 

( ( ) 0nx t = ). La trajectoire complète se constitue, alors, d’une série d’alternance de 

ces deux types intervalles (Figure 4.1). 

Les événements possibles dans chaque voie sont : 

• Passage du feu du rouge au vert rv , 

• Passage du feu du vert au rougevr , 

• Le changement de signe de ( ) ( )
n n

t tα β−  d’une valeur négative à une 

valeur strictement positive, 

• Le changement de signe de ( )
n

tα  d’une valeur nulle à une valeur 

strictement positive, 

• L’événement où la file devient vide. 

Les notations suivantes sont utilisées  pour caractériser la trajectoire de 

chaque voie  sur un intervalle  [ ]0,T  : 

• kτ     : L’instant de l’occurrence du  iemk  événement, 

• rv    : Passage du feu du rouge au vert, 

• vr     : Passage du feu du vert au rouge, 

• ,n mR  :Instant où le contenu de la file d’attente quitte la valeur nulle ( ) 0nx t >  

•  ,n mV : Instant où le contenu de la file d’attente devient vide ( ( ) 0nx t = ), 

• ,
k
n mt  : Instants d’occurrence des événements durant l’intervalle , ,,n m n mR V   ,

 

• E      : Les événements qui se produisent à l’instant où la queue devient 

vide, 

• S    : Les événements qui se produisent l’instant où la queue passe d’une 

valeur nulle à une valeur strictement positive. 

 

Pour l’application de la méthode IPA et afin d’éviter des discontinuités 

importantes, nous devons considérer un seul événement à chaque instant. Donc, 

et pour remédier à un tel problème, nous devons attribuer des priorités entre les 

événements qui se produisent aux mêmes instants or cela n’est pas nécessaire 

dans notre cas du fait que les événements ne se produisent pas aux mêmes 

moments. 
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Dans la section suivante, nous analysons les trajectoires des files d’attente. Cette 

étude nous permettra de trouver les estimateurs IPA. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

               Figure 4.1: évolution de la file d’attente dans une voie 

 

 

4.4  Etude des trajectoires  

L'IPA est une approche qui permet d’évaluer les gradients des mesures des 

performances selon certains paramètres, par exemple dans notre cas, la durée du 

feu vert et du rouge. Cette méthode consiste à observer et analyser les 

trajectoires de la file d’attente de chaque voie et essayer de trouver les valeurs 

optimales des feux qui minimisent une fonction coût qui mesure la moyenne de la 

file d’attente sur un intervalle [ ]0,T  . En particulier, on choisit la fonction suivante :  

4

0
1

1( ; (0), (0), ) ( , )
T

n n
n

L x h T w x t dt
T

θ θ
=

= ∑∫                                                                                (4.6) 

Où [ ]1 2,θ θ θ= représente le vecteur des paramètres de contrôle du vert et du rouge 

respectivement de la voie (1-3), nw  est le poids associé à la file d’attente n  et

(0), (0)x h  les conditions initiales données. 

Il est clair que lorsque la file d’attente est vide, on peut écrire (4.6) sous la forme : 

,

,

4

1 1

1( ; (0), (0), ) ( , )
n

n m

n m

M V

n nR
n m

L x h T w x t dt
T

θ θ
= =

= ∑∑∫                                                                       (4.7) 

Où nM est le nombre total d’intervalles , ,,n m n mR V    durant la trajectoire de la file 

d’attente n . 

mR  1
mt

 
mV  1mR + 1mV +  2

mt 3
mt 1

1mt +
2

1mt +
3
mt +

 

X(t) 

t 

rv rv vr vr rv vr rv 
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On définit aussi le coût associé au iemm intervalle , ,,n m n mR V    de la file n  : 

,

,
, ( ) ( , )n m

n m

V

n m nR
L x t dtθ θ= ∫                                                                                                                   (4.8) 

On peut écrire maintenant la fonction de mesure des performances sous la forme : 

[ ]( ; ( ,0); ) ( ); (0), (0),J x T E L x z Tθ θ θ=
                                                                                    (4.9) 

La valeur des estimateurs IPA  s’obtient par l’estimation du gradient de la mesure 

de performance ( )J θ∇ par l’évaluation du gradient ( )L θ∇ . Ces estimateurs sont 

utilisés dans un algorithme itératif pour résoudre le problème d’optimisation à fin 

de trouver la valeur optimale optθ  : 

, 1 , ( , (0), , ),   0,1; 0,1,...i k k k i k k kH x T w i kθ θ η θ+ = − = =                                           (4.10) 

Où , ( , (0), , )i k k kH x T wθ  est une estimation de 
i

dJ
dθ

 basée sur les informations 

obtenues de la trajectoire notée par kw et kη  est le pas d’adaptation de 

l’algorithme. 

Dans ce qui suit, nous allons s’intéresser à obtenir (( ) , 1, 2,
i

dL i
d
θ
θ

=  et ainsi trouver 

optθ  sous l’hypothèse que les processus aléatoires du système, à savoir le débit 

d’entrée et de sortie, sont stationnaires durant l’intervalle [ ]0,T et que les dérivés 

(( ) , 1, 2,
i

dL i
d
θ
θ

= existent pour toutes les valeurs deθ . 

On commence par fixer le paramètre de contrôle lRθ ∈Θ ⊂ , puis nous étudions  

la trajectoire d’état résultante sur l’intervalle  [ ]0,T . Pour simplifier, nous 

introduisons pour les états et les événements les notations suivantes : 

, ,
( , ) ( , )( ) , ( ) , ( ) k

n i n i
i i i

x t h tx t h t t τθ θ τ
θ θ θ

∂∂ ∂′ ′ ′≡ ≡ ≡
∂ ∂ ∂

 

Si nous dérivons l’équation (4.7) par rapport à iθ , on obtient : 

,

,

4
, ,

, , ,
1 1

(( ) 1 ( ) ( ) ( )
n

n m

n m

M V n m n m
n n i n n n m n n n mR

n mi i i

V RdL w x t d t w x V w x R
d T

θ
θ θ θ= =

∂ ∂ 
′= + − ∂ ∂ 

∑∑ ∫  

Il est clair que, , ,( ) ( ) 0n n m n n mx V x R= = , donc l’équation peut s’écrire sous la forme : 
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,

,

4 4
,

,
1 1 1

( )(( ) 1 1( )
n n

n m

n m

M MV n m
n n i nR

n m n mi i

dLdL w x t dt w
d T T d

θθ
θ θ= = =

′= ≡∑∑ ∑∑∫                                                    (4.11) 

 
4.5 Dérivées des états  

La seconde étape consiste à obtenir les dérivés d’état par l’utilisation des 

équations fondamentales de l’IPA [60]. La dynamique de la file d’attente entre 

deux événements 1kτ −  et kτ  est définie par ,( ) ( )n n kx t f t= . Pour représenter cette 

équation sur l’intervalle [ )1,k kτ τ− , on écrit : 

1
1 ,( ) ( ) ( )

k

t

n n k n kx t x f d
τ

τ τ τ
−

−= + ∫  

En dérivant par rapport à iθ  , on obtient : 
( ) ( ) ( ), ,1( ) ( ) ( ) ( ), , , , 1 1 1,11 1,

x f fn n k n ktkx t x x d fn i n i n i n k k k ikk k it x n i

τ τ τ
τ τ τ τ τ ττ

θ

−
∂ ∂ ∂− −−′ ′ ′ ′= + + + −∫ − − −−− −∂ ∂ ∂

 
 
 

    4.12) 

 

Soit  1kt τ +
−=  , alors 1

1, 1

( )
( )k

k

n
n k

x
f

t
τ

τ−

−

−
−

−

∂
=

∂
  et on obtient : 

1 1 1 1, , , 1 , 1,( ) ( ) ( ) ( )
k k k kn i n i n k n k k ix x f fτ τ τ τ τ
− − − −

+ − − +
− − ′ ′ ′= + −                                                                 (4.13) 

Si on dérive l’équation (4.12) par rapport à t , on obtient : 

, ,
, ,

( ) ( )
( ) ( )n k n k

n i n i
n i

f t fd x t x
dt x

τ
τ

θ
∂ ∂

′ ′= +
∂ ∂

                                                                                         (4.14) 

Dans notre problème, il est clair que  , ,( ) ( )
0n k n k

n i

f t f
x

τ
θ

∂ ∂
= =

∂ ∂
 , cela veut dire que 

, ( ) 0n i
d x t
dt

′ =  

Ce qui nous permet d’écrire pour tout [ )1,k kt τ τ−∈  : 

1, ,( ) ( )
kn i n ix t x τ
−

+′ ′= .                                                                                                                              (4.15) 

 

 
4.6 Dérivée des événements   

Il est clair que ,k iτ ′ dépend du type d’événement qui se produit à l’instant  kt τ= . 

Nous avons vu que nous pouvons classer les événements qui affectent un SSH 

en trois catégories. Dans notre cas, le système se constitue des événements 

endogènes  et exogènes uniquement : 
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4.6.1 Evénements endogènes :  

Un événement qui se produit à un moment kτ  est endogène s’il existe une 

fonction continuellement différentiable : n
kg R R×Θ→ telle que : 

, 1min{ : ( ( , ), ) 0}k i k kt g x tτ τ θ θ−= > =
                                                                                    (4.16)                                                           

La fonction kg  correspond à la condition de garde dans l’automate hybride, en 

prenant la dérivée par rapport à θ  de l’équation (4.7), on obtient : 

( ) ( ) 0
k kk k

g gx f
x

τ τ τ
θ

− −∂ ∂ ′ ′+ + = ∂ ∂
. 

On assume que : 

( ) 0
kk

g f
x

τ −∂
≠

∂
 , 

Finalement, on peut écrire : 
1

1( ) ( )
k

k k k
k k k

g g gf x
x x

τ τ τ
θ

−
− −

−

∂ ∂ ∂   ′ ′= − +  ∂ ∂ ∂   
                                                           (4.17) 

Dans notre cas, les événements suivants sont qualifiés d’endogène : 

1) Les événements  E  qui se produisent au moment où  ( , ) 0nx tθ = . 

 soit ( ( , ), ) ( , ) 0k ng x t x tθ θ θ= =  , de l’utilisation de l’équation (4.17), on 

obtient : 

,
,

, 1

( )
( )

n i k
k i

n k k

x
f

τ
τ

τ

−

−
−

′−
′ = ,  

D’après l’équation (4.5), on peut écrire :   , 1( ) ( ) ( )n k k n k n kf τ α τ β τ−
− = − et 

, ( ) 0n k kf τ + = , en remplaçant dans l’équation (4.13), on obtient : 

[ ] ,
, ,

( ) ( ) ( )
( ) ( ) 0

( ) ( )
n k n k n i k

n i k n i k
n k n k

x
x x

α τ β τ τ
τ τ

α τ β τ

−
+ − ′−

′ ′= − =
−

 

Ce qui nous mène à conclure que : 

, ,( ) 0n i n mx V +′ =                                                                                                                   (4.18) 

2) L’événement de commutation des feux du vert au rouge vr  se produit 

lorsque i ih θ= pour 1,2.i =  Afin d’obtenir la dérivé d’un tel événement ,k iτ ′ , 

nous utilisons les équations (4.17) et (4.13) en posant

( ( , ), ) 0k i ig x t hθ θ θ= − = . 
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Soit ,n kζ le nombre total de vr qui se produit dans la file n  avant ou à 

l’instant kτ , avec { }
{ }{1   1,3

2   2,4
si n
si ni ∈

∈= ; Donc, on peut écrire : 

, , 1 , 2 ( (0))k i n k n k ik hτ ζ θ ζ θ= + + , ou ( (0))ik h  est une constante qui dépond 

des conditions initiales 1(0)h  et 2 (0)h . 

Si on prend la dérivée de l’équation précédente par rapport à iθ , on 

obtient : 

, ,k i n kτ ζ′ = Pour 1,2.i =  

Si cet événement se produit au moment où la file n’est pas vide , ( ) 0n i kx τ >  

l’équation (4.5) nous permet d’écrire : 

, 1( ) ( ) ( )n k k n k n kf τ α τ β τ−
− = − et , ( ) ( )n k k n kf τ α τ+ =  

En remplaçant dans (4.13)  , on peut écrire : 

, , ,( ) ( ) ( )n i k n i k n k n kx xτ τ β τ ζ+ −′ ′= −  

S’il se produit au moment où la file est vide ( , ( ) 0n i kx τ = ) , alors

, 1( ) 0n k kf τ −
− =  et on écrit : 

, , ,( ) ( ) ( )n i k n i k n k n kx xτ τ α τ ζ+ −′ ′= −  ,  

Ainsi on obtient : 

,
, ,

,

( ). ( ) 0
( ) ( )

( ). ( ) 0
n k n k n k

n i k n i k
n k n k n k

if x
x x

if x
β τ ζ τ

τ τ
α τ ζ τ

+ −
>′ ′= − =

                                                   (4.19) 

De la même manière, si ,n kρ est le nombre total de rv qui s’est produit dans 

la file n  avant ou à l’instant kτ , on peut écrire pour j i≠  : 

,
, ,

,

( ). ( ) 0
( ) ( )

( ). ( ) 0
n k n k n k

n j k n j k
n k n k n k

if x
x x

if x
β τ ρ τ

τ τ
α τ ρ τ

+ −
>′ ′= − =

                                                  (4.20) 

3) L’événement de commutation des feux  du rouge au vert rv qui se produit 

lorsque i ih θ= pour 1,2.i =  Afin d’obtenir la dérivée d’un tel événement

,k iτ ′ , on procède de la même manière sauf que dans ce cas la dynamique 

de la file est donnée par : 

, 1( ) ( )n k k n kf τ α τ−
− =  Et , 1( ) ( ) ( )n k k n k n kf τ α τ β τ+

− = −  

On obtient alors : 
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, , ,( ) ( ) ( ).n i k n i k n k n kx xτ τ β τ ζ+ −′ ′= +                                                                                      (4.21) 

, , ,( ) ( ) ( ).n j k n j k n k n kx xτ τ α τ ρ+ −′ ′= +                                                                                     (4.22) 

Où 1,2.i =  et j i≠  . 

4) la file commence à l’instant même de commutation du feu  vr . Dans ce 

cas, on peut appliquer l’équation (4.20) et (4.17). Ainsi, on a pour tout  

), ,,n m n mt R V∈   : 

'
, , , , 1( ) ( ) 0n i n m n i n mx R x V− +

−′ = =                                                                                               (4.23)    

Donc :  

, ,( ) ( ).n i k n k n kx τ α τ ζ+′ = −                                                                                                       (4.24)      

 

 

4.6.2 Événements exogènes : 

Un événement est exogène s’il provoque une transition de l'état discret à l’ instant 

kτ indépendamment du vecteur de paramètre de contrôle et satisfait : , 0k iτ ′ =  

 

1) la file commence à se remplir juste après la commutation du feu vr . Cet 

événement se produit au cours la phase rouge. Dans ce cas, on peut 

appliquer l’équation (4.5) et (4.18) et on trouve :  

, ,( ) ( )n i k n i kx xτ τ+ −′ ′=  

Pour ,k n mVτ =  , on a : 

, ( ) 0n i kx τ +′ =                                                                                                                             (4.25) 

 

2) la file commence à se remplir juste avant la commutation du feu vr . Cet 

événement se produit au cours la phase du vert. Dans ce cas, on peut 

appliquer l’équation (4.5) et (4.18) et de la même manière on 

obtient l’équation (4.25) 

 

 

4.7 Dérivée du coût total 

D’après l’équation (4.15), , ( )n ix t′  est continu par morceau dans l’intervalle 

, ,,n m n mR V   et sa valeur change uniquement à chaque événement ,1,..., n mj J= . 
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Ce qui nous permet d’écrire : 
 

,

,

, ,

,

( ),
,( )

1
, , , , , , , ,

1
, , , ,

2

( )
( )

(( ) )( ) (( ) ).( )

(( ) )( )

n m

n m

n m n m

n m

Vn m
n iR

i
J J

n i n m n m n m n i n m n m n m

J
j j j

n i n m n m n m
j

dL
x t dt

d

x R t R x t V t

x t t t

θ

θ

θ
θ

+ +

+ −

=

′=

′ ′= − + −

′+ −

∫

∑

                                               (4.26) 

Pour obtenir  , ( )n m

i

dL
d

θ
θ

 à chaque événement, il est simple d’implémenter un 

algorithme sachant que la dérivée d’état à chaque événement est déterminée par 

l’équation (4.13) qui à son tour dépend du type d’événement à l’instant 

,1,..., n mj J=  qui est donné par les équations (4.18) et (4.25). 

Il est important de noter que les estimateurs IPA dépendent : 

• du nombre d’événement ,n mJ  dans chaque intervalle , ,,n m n mR V    , 

• du nombre totale des commutations des feu rv  et vr . 

• de l’instant d’occurrence des évènements ,n mR , ,n mV  et ,n mJ . 

•  du débit d’arrivé  ( )n kα τ et de départ ( )n kβ τ  au moment d’occurrence des 

événements seulement. 

 

  

4.8 Résultats de simulation 

Dans ce paragraphe, nous allons mettre l’accent sur les performances de 

l’algorithme d’optimisation par IPA. Pour ce faire, nous allons comparer une série 

de simulations par rapport à la méthode de commande usuelle, à savoir la 

méthode à feu fixe. 

Considérons l’intersection décrite précédemment (figure 3.1) où la durée des feux 

est considérée fixe. 

Afin de tenir compte des différentes situations du trafic, nous allons réaliser les 

simulations avec des arrivées aléatoires pour différents débits moyens. 

 
Les trajectoires des files d’attentes sont obtenues par simulation de notre  modèle 

en utilisant l’outil STATEFLOW. Ces trajectoires sont ensuite utilisées dans un 

algorithme d’optimisation réalisé avec le langage MATLAB pour obtenir des 

estimateurs IPA afin de trouver les temps des feux optimaux. 
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Les arrivées des véhicules sont considérées aléatoires et suivent un processus 

exponentiel négatif de débit moyen nα  où n représente la voie. Le départ des 

véhicules est considéré aléatoire distribué entre [ ]min max,β β . Les temps des deux 

feux vert et rouge sont compris entre[ ]min max,θ θ . Les feux sont initialement vert sur 

les voies 1 et 3 et rouge sur les voies 2 et 4.  

Pour les simulations nous avons considéré trois cas. 

 

 

4.8.1 Effet du poids 

Considérons les hypothèses suivantes : 

Les durées des feux initiales sont 28 sec pour le vert et 38 sec pour le rouge (voie 

1-3). Les temps des feux minimal et maximal sont respectivement min 15secθ = ,

max 50secθ = . une longueur de trajectoire qui est égale à 500secT = .  Le vecteur 

des poids des voies de l’intersection est [ ]0.5,0.1,0.5,0.1w = , ce qui signifie que 

l’axe 1-3 est considéré comme la voie  principale. Le tableau (4.1) présente les  

paramètres du carrefour. 

 

Voie 1 2 3 4 

Arrivées des véhicules 0.2 0.2 0.2 0.2 

Queue initiale 0 0 0 0 

Poids 0.5 0.1 0.5 0.1 

 

Tableau 4.1 Paramètres du carrefour cas 1. 

 

La figure (4.2) illustre les résultats obtenus pour un débit d’arrivée  

0.20, 1,2,3,4n nα = =  et de débit de départ aléatoire distribué entre [ ]0.5,1 . Les files 

d’attente sont initialement considérées vides sur les quatre voies.  

 



87 

 

 

 

Figure 4.2 : Optimisation des feux par l’IPA 

  

 
 

Figure 4.3 : Évolution des files d’attente. 

 

La figure (4.3) présente l’évolution instantanée des files d’attente des voies 1 et 2  

au carrefour. Les files d’attente dans le cas des feux fixes sont représentées par la 

courbe bleue et dans le cas optimisé par la courbe rouge. Nous pouvons 

remarquer que les valeurs optimales obtenues 1 29.06secθ = et 2 15secθ =   par 
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l’algorithme d’optimisation ont permis de minimiser considérablement la file 

d’attente de la voie 1 par rapport à celle du feux fixe du fait que le poids alloué à 

cette voie est supérieur à celui de la voie 2, tandis que les piques de la file 

d’attente de la voie 2 sont légèrement supérieur à ceux des feux fixes. 

Cependant, le nombre de véhicules attendant au carrefour (somme des files 

d’attente) est moins que celui obtenu par la stratégie des feux fixes. 

 
Il convient ainsi de dire que la méthode d’optimisation des feux est plus 

performante que la commande par feux fixes. 

 

 

4.8.2 Effet du débit 

Reprenons le carrefour étudié précédemment avec mêmes hypothèses mais en 

modifiant les paramètres représentés dans le tableau suivant :  

 

Voie 1 2 3 4 

Arrivées de véhicules 0.2 0.1 0.2 0.1 

Queue initiale 5 5 5 5 

poids 0.1 0.1 0.1 0.1 

 

Tableau 4.2 Paramètres du carrefour cas 2. 

 

Le résultat obtenu par l’utilisation de l’IPA sont illustré sur la figure 4.4 : 
 
L’analyse de cet exemple de simulation montre que les valeurs optimales du feu 

vert de la voie 2-4 (le rouge sur les voies 1-3) correspond à la valeur minimale. 

Cela est expliqué par le fait que le débit d’arrivée des véhicules des voies 2-4 est 

inférieur au débit d’arrivée des voies 1-3. 

Les résultats obtenus par l’application des valeurs optimales 1 28.83secθ = et 

2 15secθ = , sont meilleurs, Comparativement à la commande par feux fixes. La 

commande par IPA permet de minimiser le nombre de véhicules attendant au 

carrefour (somme des files d’attente) sur tout l’horizon de simulation (figure 4.5). 

Ceci montre l’importance de cette stratégie  dans la commutation des feux. 
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Figure 4.4 : Optimisation des feux par l’IPA 
 

 
Figure 4.5 : Évolution des files d’attente. 

Il est intéressant aussi d’illustrer l'adaptativité du contrôle des feux avec l’IPA. La 

figure (4.6) montre l’évolution des durées des feux avec le changement des débits 

4.8.3 Adaptativité du contrôle : 

 d’arrivée de chaque voie. Dans le premier cadran de la figure,  les véhicules 

arrivent avec un débit moyen [ ]0.2,0.2,0.2,0.2nα = et un vecteur de poids

[ ]0.1,0.1,0.1,0.1w = , les valeurs optimales obtenues sont les valeurs minimales. 
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Dans le deuxième cadran, nous prenons [ ]0.25,0.1,0.25,0.1α = , le vecteur de poids 

reste inchangé, on remarque que la durée du feu vert de la voie (1-3) croit  jusqu’à 

atteindre la valeur 1 34.47secθ = , tandis que la durée du feu rouge de la voie (1-3) 

demeure à la valeur minimale.  Dans le troisième cadran, les véhicules arrivent 

avec un débit moyen [ ]0.1,0.2,0.1,0.2α = , la durée des feux varie pour atteindre 

les valeurs optimales 1 15secθ =  et 2 29.87secθ = . Dans le dernier cadran, les débits 

d’arrivée sont identiques [ ]0.1,0.1,0.1,0.1α = , alors que les poids sont différents 

[ ]0.5,0.1,0.5,0.1w = , la durée du feu vert des voies (1-3) converge vers la valeur 

optimale 1 30.02secθ =  alors que la durée du feu rouge décroit vert la valeur 

minimale 2 15secθ = .  

 

Figure 4.6 : Évolution de la duré du feu avec le changement les débits d’arrivés  

 

La simulation précédente nous montre l 'adaptativité  de contrôle des feux de 

circulation par l’IPA. En fait, les paramètres de contrôle répondent aux variations 

des débits et des poids convergent vers les nouvelles valeurs optimales.  
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4.9 Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons appliqué la méthode IPA pour déterminer les durées 

des feux optimales qui minimisent une fonction coût. Nous avons étudié et analysé 

les trajectoires des files d’attente de chaque voie pour déterminer les estimateurs 

IPA et les utiliser dans un algorithme d'optimisation pour  déterminer les valeurs 

optimales des durées iθ . 

Nous avons simulé plusieurs cas qui  étudient l'impact des débits d’arrivés et les 

poids de chaque voie  sur iθ .  

Nous avons aussi illustré l'adaptativité de le technique IPA appliquée dans le 

contrôle des feux qui constitue l’un des grands avantages de cette stratégie de 

commande. Cette adaptativité permet d’utiliser cette technique en ligne et hors 

ligne.  
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CONCLUSION GENERALE 

 

Dans ce mémoire, nous avons traité des problèmes de modélisation et 

d’optimisation des feux de trafic dans les intersections urbaines et nous avons 

présenté des solutions qui permettent d’améliorer la fluidité du trafic urbain par la 

réduction du phénomène de congestion qui est un des grands problèmes socio-

économiques. 

 

Nous avons entamé notre travail par une introduction portant sur les outils de 

modélisation et de gestion des systèmes de trafic avant de présenter et définir les 

trois modèles macroscopique, microscopique et mésoscopique avec leurs 

variables caractéristiques et les différents instruments de mesure des variables du 

trafic ainsi que leurs avantages et inconvénients. Nous avons, également, 

présenté  les insuffisances que représentent ces modèles relativement à la 

dynamique du trafic qui présente une interaction entre deux aspects ; continu 

représenté par l’évolution de la file d’attente d’une part et discret par la 

commutation des feux. Ce qui nous a amené à  utiliser des modèles issues de la 

théorie des systèmes hybrides pour mieux décrire et analyser le comportement 

des intersections à feux. De ce fait, nous avons présenté différents outils pour 

modéliser un système dynamique hybride tel que les réseaux de Pétri, et les 

Automates hybride. Dans ce travail, nous avons opté pour l’utilisation des 

automates hybrides. Ce choix est justifié par le fait que les SDH permettent une 

manipulation formelle facile. Nous avons vu aussi que la plus part des systèmes 

réels sont non déterministes à cause des incertitudes causées par l’imprécision 

des capteurs ou bien la nature aléatoire de la dynamique continue et/ou discrète 

d’où le recours aux systèmes hybrides stochastiques. En effet, pour modéliser une 

intersection signalisée, nous avons utilisé les modèles à flux stochastique qui est 

une classe importante des systèmes hybrides stochastiques, du fait que 

l’intersection signalisée est composée de plusieurs processus aléatoires ; à savoir 

les arrivées et les départs des véhicules. 

D’autre part, nous avons montré que les modèles à flux stochastique sont simples 

à étudier analytiquement (chapitre 4). Ils permettent  d’utiliser les méthodes 
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d’optimisation basées sur le calcul des gradients de la mesure de performance par 

rapport aux paramètres de décision. Nous avons également, illustré l’efficacité de 

la méthode d’analyse des perturbations infinitésimale (IPA) qui permet de 

déterminer les gradients des mesures de performance par une seule simulation du 

système et trouver ainsi  la solution optimale dans un temps de calcul très réduit. 

De ce fait, nous avons utilisé cette méthode pour déterminer les temps de feux 

optimaux de notre système. 

  

Au terme de ces travaux, trois perspectives méritent d’être explorées tant au 

niveau de la modélisation qu’au niveau de la commande du trafic :  

Au niveau de la modélisation, il serait intéressant, dans un premier temps, de 

valider les modèles d’automates hybrides obtenus par l’exploitation des données 

en temps réel. Dans un second lieu, il s’avère important d’élargir  la modélisation à 

des intersections plus complexes en tenant compte des mouvements des tournes 

à gauche et à droite. 

Au niveau de la commande, nous envisageons d’appliquer  la  technique IPA pour 

l’optimisation des feux en utilisant un système de vision artificielle pour mesurer la 

longueur de la file d’attente en temps réel. 
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LISTE DES SYMBOLES ET DES ABREVIATIONS  
 

 
 
Q         : Ensemble des états discrets 

ϕ       : Fonction de transition d’état  

0q       : État initial; 

fq
     

: Ensemble des états finaux 

X       : Vecteur d’état comportant n  variables réelles 

f        : Champ de vecteurs 

 Inv    : Fonction qui associe à chaque sommet 

 guard : Ensemble qui définit les conditions de garde 

 γ       : Fonction de réinitialisation 

q         : Sommet initial 

0x        : État continu initial 

( )tα      : Débit d’arrivé instantané de véhicules 

( )tβ      : Débit de sortie de véhicules 

θ           : Paramètre de décision 

nw        : Vecteur de poids 

nη         : Pas d’adaptation 

T          : Longueur de la trajectoire 

( )x t      : Dynamique continu de la file d’attente 

kτ          : Instant de l’occurrence du  iemk événement 

rv         : Passage du feu du rouge au vert 

vr         : Passage du feu du vert au rouge 

,n mV     : Instant où  la file d’attente quitte la valeur nulle ( ) 0nx t >  

,n mR
   : Instant où le contenu de la file d’attente devient vide ( ( ) 0nx t = ) 

,
k
n mt     : Instants d’occurrence des événements durant l’intervalle , ,,n m n mR V    

E        : 

S

Les événements qui se produisent à l’instant où la queue devient vide 

       : Les événements qui se produisent l’instant où la queue passe d’une 
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SED    : Système à événement discret 
PA       : Analyse des perturbations 

IPA      : Analyse des perturbations infinitésimales 

SDH    : Système dynamique hybride 

SSH    : Système stochastique hybride 

SFM   : Modèle a flux stochastique 

AH     : Automate hybride 

ASH   : Automate hybride stochastique 
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