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Résumé

Cette thése porte sur la simulation numérique d'un écoulement externe incompressible,
instationnaire et turbulent a l'aide de la Simulation des Grandes Echelles (SGE). Dans cette
approche, les grandes échelles énergétiques et instationnaires de 1'écoulement sont calculées,
tandis que les petites éehelles sont modélisées.

L'objectif de ce travail, est d'analyser les potentialités de la SGE pour le calcul d'écoulements
périodiques en géométrie 3D en vue d'applications aux pales de rotors d’hélicopteres.

Le cas d'étude retenu pour la validation de la méthodologie est I'écoulement autour d’un profil
d’aile Naca0012 en configurations de décrochage statique et dynamique pour lequel il existe
des résultats statistiques et expérimentaux. L'écoulement présente des phénomenes physiques
complexes caractérisés par de large décollement, et de lacher de tourbillons. La SGE est
obtenue & partir d'un modéle de sous maille de Smagorinsky modifié prés de la paroi. La
discrétisation temporelle des équations écrites en vitesses contravariantes dans un systeme de
coordonnées curvilignes est réalisée par un schéma 4 pas fractionnaires implicite d'ordre deux
tandis que 1’intégration spatiale suivant une cellule décalée est accomplie par la technique des
volumes finis.

La SGE a permis d'obtenir des informations instationnaires sur I'écoulement, et de mettre en
évidence la formation et le lacher de tourbillons autour du profil d’aile. La solution
instationnaire est différente de la solution stationnaire RANS obtenue avec une modélisation
statistique classique et montre la déstabilisation du décollement au cours du temps. Les
résultats de la SGE obtenus sur la pression, les profils de la vitesse moyenne et les tensions de
Reynolds sont discutées et comparées aux résultats expérimentaux et statistiques, obtenus
avec le modele k—¢.

Abstract

A realistic 3D external, unsteady, turbulent and incompressible flow was simulated using the
Large Eddy Simulation (LES).

The selected test-case was a 3D airfoil. Indeed there were available experimental results and
numerical simulations using RANS approach that could be used for comparisons with our
simulation. Also this configuration contained the main physical phenomena encountered
around rotors of helicopter.

The main aerofoil geometry examined is the Naca0012. Of particular interest is the prediction
of maximum lift and stall on aerofoil, leading to a large separation and vortex shedding. In the
LES approach, the large unsteady and energetic scales are calculated. The contribution of the
unresolved small scales is modelled using the Smagorinsky modified model. Time integration
of the curvilinear equations in contravariant velocity form is preformed by a second order
implicit fractional step method. The spatial discretization is obtained by a finite volume
schema on a structured staggered grid.

The LES of such flow has given some interesting unsteady results. The temporal evolution of
the turbulent eddies, convected by the mean flow, has been observed. The large separation
became unstable and the vortex shedding were captured by the LES. The methodology was
then validated by comparing our results on the pressure, the mean velocity and the Reynolds
stress tensor to the numerical results given by the statistical modelisation of k—&
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: allongement de Paile
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. envergure de I’aile
: corde du profil
: constante de Kolmogorov
: coefficient de Smagorinsky
: coefficient de pression
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: coefficient de portance

: espace euclidien tridimensionnel

: spectre d'énergie cinétique dans 'espace de Fourier
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: fonction filtre
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: tenseur métrique mixte
: le Jacobien de la transformation x=x(4)

: échelle caractéristique de sous-maille

: I’énergie cinétique de turbulence de sous-maille

. tensions de Léonard

: nombre de points dans la direction longitudinale
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2 . 3 Ja
=p+ pig_zrl_ : la pression modifiée
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: nombre de Prandtl turbulent

 le vecteur position d’une particule fluide par rapport au repere absolue

: le vecteur position d’une particule dans le nouveau repere.
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: nombre de Strouhal

: temps

: vitesse paralléle 4 I’infini amont

: les composantes de la vitesse

: vitesse contravariante dans un systéme de coordonnées curvilignes

VIII
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A : la largeur du filtre
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Introduction Chapitre 1

Chapitre I

Introduction

[.1 Motivations et objectifs:

La détermination de I'écoulement autour d'une aile en mouvement cyclique a pris un regain
d'intérét depuis que l'on s'est aperu de l'importance du décrochage dynamique pour
’'amélioration des performances et de la durée de vie des rotors d’hélicoptéres, des rotors
d'éoliennes et des hydroptéres subcavitants.

Ce probléme, 1ié a l'instationnarité de l'écoulement est tout a fait général pour toute surface
portante animée d'un mouvement cyclique dont I'amplitude ou l'incidence et la fréquence
dépassent une certaine valeur. Il se traduit en particulier par un décollement et un recollement
de la couche limite (Mc Croskey et Philippe, 1975), (j.j-Philippe, 1977). Au cours d'un
mouvement de tangage par exemple, la portance du profil continue d'augmenter avec
lincidence au-dela de la valeur maximale de décrochage statique, il se forme alors un
tourbillon au bord d'attaque qui se déplace en roulant sur le profil pendant la phase de
décélération (décroissance d'incidence), la portance passe par un maximum lorsque le
tourbillon est a mi-corde. Du fait des charges induites par le tourbillon lors de son
déplacement, le moment piqueur augmente et atteint un maximum lorsque les tourbillons
passent au bord de Fuite. L'incidence continue de décroitre et la couche limite finit par
recoller, mais la portance ne retrouve sa valeur statique que pour de faibles Incidences. Pour
un mouvement cyclique, la portance présente ainsi une boucle d'hystérésis avec une partie
supérieure a la portance statique et une autre plus faible. Le moment par rapport a l'axe
passant par le quart de la corde présente une boucle en huit avec une augmentation
significative du moment Piqueur (voir Figure(1.1)). Cette description du phénoméne en
tangage pour un nombre de Reynolds de 2.5 10° peut présenter des caractéristiques
légérement différentes lorsque Le nombre de Reynolds est plus faible. Par exemple pour un
nombre de Reynolds de 10* les résultats nous montrent que le tourbillon du bord d'attaque
peut étre suivi d'un second a mi-corde. Dans tous les cas, il est certain que les variations de
portance et de moment engendrent des vibrations, donc une fatigue de la structure de l'aile et
du bruit pour I'environnement. Ces effets négatifs peuvent étre compensés par une
amélioration du rendement dans le cas de 1'éolienne et on peut penser utiliser cet effet pour
améliorer certains types de rotors. Il est donc important d'étudier ce phénomeéne.

L’objet du présent travail porte donc sur le développement d’une prévision numérique de
I’écoulement turbulent autour d’une aile en mouvement périodique imposé capable de décrire
le champ aérodynamique, ce qui représente un vrai challenge pour la mécanique des fluides
numériques au vu de I’élévation du nombre de Reynolds et des différents régimes
d’écoulements qui caractérise notre probleme comme le montre la Figure(1.2). Au bord
d’attaque, on remarque une zone de couche limite laminaire non décollé, I’épaisseur de cette
couche y est tres petite devant la corde et les pressions extérieures sont transmises directement
a la paroi, une autre région de couche limite est alimentée par un courant de retour, qui
s’ajoutant aux forts cisaillements au sein du fluide crée un écoulement rotationnel
important ; sous Ieffet d’un gradient de pression favorable qui accélére 1’écoulement, ce
courant de retour, prenant naissance au bord de fuite peut &tre soit laminaire, soit turbulent,
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suivant le nombre de Reynolds. Quand I’angle d’incidence augmente jusqu'a atteindre une
valeur critique, ce décollement se transforme en un décrochage total de la couche limite sur
'extrados du profil. Un autre type de décollement apparait au bord d’attaque des profils en
incidence sous forme d’un bulbe local qui se produit aprés la pointe de survitesse située prés
du bord d’attaque. La couche limite est laminaire entre le point d’arrét et le pic de survitesse.
A T’aval de ce pic le gradient de pression crée une recompression qui fait décoller la couche
limite localement ; deux phénoménes peuvent s’y produire :
* Une transition laminaire-turbulent avec le recollement de la couche limite.
® Un éclatement du bulbe pouvant entrainer un décrochage total de la couche limite
sur I’extrados du profil. Ce deuxiéme cas apparait surtout pour des faibles nombres
de Reynolds (Bonnet et Gleyzes, 1983), (cousteix, 1988).
Un sillage nait de la rencontre des deux couches limites extrados et intrados du profil. Il
représente le débit déficitaire de 1’écoulement au bord de fuite. Ce sillage ainsi formé est
caractérisé par d’importantes contraintes de cisaillement et de distribution d’intensité du
vecteur tourbillon, s’atténuant au fur et 3 mesure que les particules fluides s’éloignent du
profil.

Figure (1.2) : schéma des différents régimes de 1’écoulement autour d’un profil d’aile :
1.couche limite laminaire, 2. décollement bulbe laminaire, 3. région de transition,
4.couche limite turbulente, 5.point de décollement, 6. zone de décollement, 7.sillage

1.2 Les différentes approches de la turbulence :

Il n’existe pas une théorie générale explicative du phénomeéne de turbulence mais de
nombreuses théories partielles et incomplétes. Parmi ces théories, certaines, si elles sont trés
rudimentaires et trés limitées, n’en demeurent pas moins utiles & une approche industrielle,
d’autres plus évoluées, exigent des développements mathématiques plus importants. Les
approches sont donc nombreuses et diverses : la turbulence est une discipline en évolution
constante qui s’enrichit sans cesse de matériaux nouveaux

1.2.1 Méthode statistique :

Une solution turbulente est toujours une solution compliquée non stationnaire des équations
du mouvement, présentant des fluctuations irréguliéres dans I’espace et dans le temps. Devant
cet aspect désordonné des évolutions turbulentes et cette apparente complexité du phénomeéne
I"attitude naturelle et la plus utilisée a été d’introduire des méthodes statistiques. Le hasard
apparent des évolutions turbulentes a son origine dans les irrégularités des conditions initiales
et des conditions aux limites mal déterminées dans leur détail et pour lesquelles une trés petite
variation bouleverse totalement la structure détaillée de I’écoulement. La méthode statistique
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n’est donc pas justifiés par I’absence de causes mais par I’ignorance des causes surabondantes
et difficilement accessibles.

La décomposition d’une grandeur caractéristique instantanée de 1’écoulement turbulent en une
partie macroscopique et une partie turbulente d’apparence aléatoire permet de développer un
traitement statistique des équations de mouvement. Ce traitement appliqué aux équations de
Navier-Stokes qui décrivent le mouvement détaillé instantané du fluide, fait apparaitre des
termes inconnus supplémentaires qui sont interprétés comme des tensions turbulentes. Le fait
de prendre la moyenne d’une €quation instantanée conduit 4 une perte d’informations qu’il
faudra réintroduire sous forme d’hypothéses physiques : C’est le probléme de fermeture.

1.2.2 Approche directe : simulation numérique directe (SND) et
Simulation des grandes échelles turbulentes (SGE)

La plupart des approches de la turbulence supposent que le mouvement instantané détaillé du
fluide est décrit par les équations de Navier-Stokes. Le fluide est alors considéré comme un
continuum par rapport 4 1’échelle moléculaire. Selon ce point de vue, on connait donc les
€quations de la turbulence, et certaines recherches se sont orientées vers I’étude de "solutions
turbulentes " des équations de Navier-Stokes (Agostini L. et Bass J., 1950-Bass J., 1961).
L’étude de tout écoulement turbulent pourrait donc se faire, du moins en principe, par
reésolution directe des équations de Navier-Stokes. En vue de la prédétermination numérique
d’un écoulement turbulent la question se pose donc : pourquoi ne pas résoudre directement les
¢quations de Navier-Stokes ? cette vue consisterait 4 faire un calcul direct du mouvement
turbulent pour une ou plusieurs réalisations avec des conditions aux limites aléatoires et faire
ensuite un traitement statistique sur les solutions obtenues. On montre toutefois que le nombre
de points de discrétisation nécessaire pour représenter les plus petites échelles de la turbulence
atteint des valeurs faramineuses.

Pour fixer les idées, essayons de préciser quantitativement les ressources informatiques
necessaires. La turbulence étant toujours tridimensionnelle et instationnaire, le nombre N° de
points de maillage qui conditionne 1’espace mémoire nécessaire sur ordinateur dans un
domaine cubique sera proportionnel 4,5 étant le pas d’espace, et le temps de calcul sera

proportionnel égg——tz ou &t est le pas de temps.

De manicre 4 représenter les plus petites échelles, &x et ot doivent étre de I’ordre des échelles
de Kolmogoroff.

Plus précisément :

3\4
_n = V_
5x—4 avec n [ 8] (1.1)
( )%
=T =¥
et Ot= 4 avec T = (1.2)

L’ordre de grandeur de ces échelles a été divisé par quatre afin de pouvoir représenter au
moins trés grossiérement une sinusoide sur une période.

Soit Re:=¥ le nombre de Reynolds de la turbulence, ou 1 est la dimension des gros

3
tourbillons énergétiques l=£lfgk et k I’énergie cinétique de la turbulence :
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(N)’:%LM(%I%@& : (1.3)

On a admis que la dimension géométrique L caractéristique de 1’écoulement était de I’ordre
de l.
Considérons par exemple une section de ’écoulement autour d’un cylindre, si 1’on admet

Rem%’ ou Re est le nombre de Reynolds de I’écoulement Re=% on trouve pour un

Re=80000 et N°=4.10'°, On montrerait de méme que le temps de calcul est proportionnel 4

1
Re/v,

Les grandes structures )
d’échelles Les petites structures

d’échelle 7

Figure (1-2) : Visualisation d’un écoulement de couche de mélange (Brown et Roshko 1974)

Cette approche directe nécessite de puissants moyens informatiques, elle ne peut étre conduite
actuellement que sur des écoulements en géométrie relativement simple et pour des nombres
de Reynolds peu élevés. L’attaque directe des équations de Navier-Stokes en régime turbulent
reste donc réservée 4 des études fondamentales de recherche en turbulence (Orszag et
Patterson, 1972 ; Orszag et Pao, 1974), et n’est pas abordable pour la prévision numérique
d’écoulements dans la pratique industrielle, tout au moins dans un futur prévisible.

Il existe toutefois une technique de calcul intermédiaire entre le calcul direct et I’approche
statistique. La méthode consiste 4 calculer I’écoulement 4 partir des équations de Navier-
Stokes sur un maillage plus lache et 4 modéliser les mouvements d’échelles inférieures aux
dimensions de la maille. Il s’agit donc d’une simulation numeérique des grosses structures
turbulentes (Large Eddy Simulation) justement celles qui seraient le plus difficile 4 modéliser.
Le but est donc de simuler par un calcul tridimensionnel et instationnaire des réalisations
d’écoulements turbulents qui fournissent une vision et une description détaillée des structures
générées et leur évolution. Les diverses méthodes de simulation sont utiles pour des études
approfondies d’écoulement turbulent car elles permettent de générer le champ fluctuant 4
grande échelle qui peut étre analysé par un post-traitement statistique tout comme le fait
Pexpérimentateur sur des mesures de laboratoire. Une autre application est 1’étude
d’écoulement pour lesquels les models en un point tombe en défaut ou bien ne peuvent pas
donner I’information recherchée, c’est le cas des écoulements périodiques turbulents autour
de corps solides, considérés comme des écoulements complexes ou pathologiques présentent
des mouvements 4 grande échelle fortement instationnaires ou irréguliers. Les macro
simulations peuvent étre alors utilisées pour fournir des informations utiles 4 la mise au point
de modeles plus simples, en particulier sur des quantités non accessibles aux mesures.
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.3 Les méthodes de résolutions numériques d’écoulement :

Au cours des derniéres décennies, l'industrie aéronautique a fourni un effort particulier pour
améliorer les méthodes numériques employées en meécanique des fluides pour résoudre les
équations de Navier-Stokes, car les exigences en terme de précision et de réduction des temps
de calcul augmentent, alors que les problémes physiques abordés deviennent plus complexes.

En particulier, la nécessité d'améliorer les outils de prédiction des écoulements turbulents a
entraine le développement des méthodes numériques plus précises basées sur la simulation
des grandes échelles (SGE) ou sur la simulation numérique directe (SND), et d’autres pour les
modélisations en un point.

Dans le cas des simulations directes ou de simulation des grandes structures turbulentes, des
methodes de grande précision sont nécessaires, elles doivent aussi posséder ‘de bonnes
propriétés de conservation (quantité de mouvement, énergie...) et un bon comportement sur
des temps d’intégration importants.

La SND, qui simule toutes les échelles de I'écoulement, nécessite, d'une part, des temps
d'intégration suffisamment longs pour garantir l'obtention d'un champ moyen convergé, et
d'autre part, une discrétisation des termes convectifs assez précise pour ne pas détériorer la
representation des structures de plus petites échelles. En conséquence, cette approche au
succes grandissant se montre particulierement sensible a l'efficacité et a la précision de la
méthode numérique servant & intégrer les équations.

Si les schémas numériques habituellement employées dans les codes de calcul d'écoulements
compressibles se comportent de maniére plutot satisfaisante face aux contraintes de la SND
pour les écoulements en régimes transsonique ou supersonique, cette propriété n'est plus
vérifiée quand I'écoulement s'effectue a des trés faibles valeurs du nombre de Mach. En effet,
développées initialement pour la simulation des écoulements 4 grande vitesse, les méthodes

numériques deviennent inadaptées en termes de précision et d'efficacité quand M-<0.2.

Les techniques privilégiées qui permettent la prédétermination numérique d’écoulements sont
les méthodes de volumes finis, de différences finies ou d’éléments finis. Les méthodes de
volumes finis en particulier ont été largement utilisées du fait de leur robustesse pour traiter
des équations avec termes sources complexes et des propriétés de conservation globale des
schémas utilisés.

Les méthodes de discrétisation permettent de remplacer les équations continues aux dérivées
partielles par des équations numériques. Parmi les plus anciennes, les méthodes de différences
finies sont généralement basées sur 1’approximation d’une fonction par son développement de
Taylor autour d’un point. Des approximations plus précises sont obtenues soit en augmentant
le nombre de point dans I’expression des dérivées, soit en utilisant des relations implicites
(schémas hermitiens). Les schémas d’approximations décentrés sont généralement d’ordre
inférieur mais peuvent posséder des propriétés stabilisatrices (schémas amont). Ils présentent
neéanmoins ’inconvénient d’introduire une fausse diffusion d’origine numérique qui devra
étre contrdlée si I’on désire que I’erreur introduite reste limité.

Les schémas d’intégration temporelle font intervenir généralement deux ou trois niveaux, les
schémas implicites sont généralement plus stables que les schémas explicites. Citons aussi les
schémas prédicteurs-correcteur. Dans le cas d’opérateurs différentiels complexes la méthode
des pas fractionnaires permet de discrétiser successivement les n opérateurs sur une fraction

% du pas de temps. Une application particuliére importante des pas fractionnaires est faite

dans les schémas de directions alternées (ADI) utilisée pour résoudre les équations de
convection-diffusion 4 plusieurs dimensions.
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Le calcul d’écoulements en geométrie complexes peut &tre abordé soit par les méthodes
d’éléments finis, soit par la méthode de volumes finis sur des maillages curvilignes (Amsden
A.A et Hirt C.W.,1973,- Thompson J.F. et al.,1974). Les méthodes de volumes finis sont
basées sur le concept d’intégration des équations sur une cellule de calcul. Elles sont souvent
d’ordre peu élevé (ordre un ou deux) mais les schémas utilisés sont choisis de fagon 4 fournir
des approximations physiquement réalistes méme sur des maillages trés laches (Gosman A.D.
et al.,1969-1977, -Patankar S.V.,1980). Remarquons que cette condition n’est pas forcément
réalisée dans les méthodes de différences finies méme d’ordre élevé: une méthode de
différences finies réputée de haute précision peut devenir médiocre ou méme inutilisable sur
un maillage trop grossier. Divers algorithmes spécifiques 4 la résolution des équations du
mouvement en variables primitives ont été développés. En écoulement incompressible, la
principale difficulté réside dans le couplage vitesse-pression & partir de 1’équation de
continuité. Une des méthodes les plus anciennes pour les écoulements stationnaires est la
méthode de compressibilité artificielle qui introduit une équation de pression avec évolution
fictive. Les méthodes de projection ainsi que les méthodes MAC (Welch J.E. et al.,1966).
SMAC (Amsden A.A. et Harlow F .H., 1970) et leurs dérivés utilisent une équation de poisson
pour la pression et un maillage décalé pour les composantes de la vitesse et s’appliquent en
situation instationnaire.

Dans le présent travail on a privilégié I’utilisation de la technique des volumes finis pour sa
grande flexibilité géométrique renforcée par une intégration appliquée a un maillage structuré
genérer suivant des coordonnées généralisées liées 4 la forme de ’obstacle étudier.
L’utilisation des coordonnées curvilignes complique tant soit peu la formulation des équations
de mouvement qui nécessite alors ’utilisation de dérivées covariantes et de tenseurs
métriques, introduisant ainsi une source d’instabilité et de dissipation numérique lorsque le
maillage utilisé n’est pas orthogonal, le choix des variables dépendantes est un aspect
important influant sur 1’efficacité de la méthode de résolution du probléme, la difficulté
associer au calcul de la pression peut &tre éliminer en introduisant le vecteur-tourbillon, toute
fois cette formulation diminue sensiblement I’ordre des équations gouvernant la simulation.
Les variables primitives nous paraissent alors comme le choix de variables dépendantes le
plus général pour un calcul d’écoulement tridimensionnel.

Notre méthode utilise une marche en temps du type pas fractionnaires. Cette technique a pour
but de découpler les effets de diffusion visqueuse des effets de I'incompressibilité. 11 s'agit
d'approcher la solution des équations de Navier-Stokes avec deux séries d'approximations de
la vitesse (vitesses prédites et projetées) et une série d'approximations de la pression. La
vitesse prédite est obtenue par la résolution d'un probléme de diffusion. Celle-ci n'étant pas &
divergence nulle, elle est corrigée au moyen d'une projection sur l'espace des vitesses a
divergence nulle. L'emploi de maillage décalé est couramment utilisé pour les calculs
d'écoulements incompressibles, car il facilite le couplage entre les variables dépendantes et
prévint le comportement oscillatoire de la pression. L’extension de cette approche au systéme
de coordonnés curvilignes nécessite I’adoption des vitesses contravariantes comme variables
dépendantes ( Shyy W. et al.,1985) soutenant ainsi la conservation de la masse dans chaque
cellule de discrétisation et favorisant la convergence du processus de résolution de I’équation
de Poisson.
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I.4 Domaine d’étude de la thése :

Parmi les voies possibles pour la simulation numérique des écoulements instationnaires
turbulents, celle basée sur la simulation des grosses structures avec une modélisation des
petites échelles virtuelles semble-la mieux adaptée. En effet, a la différence des modeles de
moyenne temporelle de Reynolds, la modélisation par sous maille se base sur le filtrage
spatial et les modé¢les servent a reproduire les effets des structures non captées par la
discrétisation spatiale. Cette technique est utilisée jusqu'a maintenant avec un certain succés
dans des configurations géométriques peu complexes. L'objet de cette recherche est donc
d'appliquer cette technique aux cas d'écoulements externes décollés autour d'obstacles a
geométrie relativement complexe comme le cas des profils d'aile. Les maillages utilisés pour
traiter cette classe d'écoulements sont en général des maillages curvilignes.

Pour atteindre ces objectifs on doit résoudre plusieurs difficultés qui sont liées a la
mod¢lisation des effets des petites échelles, aux problémes d'intégrations temporelles a long
terme et a la validité des approximations des conditions aux limites ouvertes aux grands pas
de temps. Plusieurs schémas temporels et de types de conditions aux limites ouvertes ont été
analyses par expériences numériques. En ce qui concerne les modéles de sous maille, on se
propose d'utiliser les modéles de Smagorinsky et a équations de transport. La méthode de
résolution numérique est efficace et précise d’ordre deux employant des schémas de
discrétisation en volumes finis consistant sur un maillage de calcul décalé suivant une
formulation en coordonnées généralisées tridimensionnelle.

Le plan proposé pour la présentation du travail réalisé est le suivant :

Dans le deuxiéme chapitre de ce mémoire nous reprenons en détail le cadre général de I'étude
en présentant la configuration de 1’écoulement périodique généré autour d’un profil d’aile du
type Naca0012, ainsi que les équations de base nécessaire 4 la formulation du probléme. Le
troisieme chapitre est consacré 4 la présentation de la méthode de Simulation des Grandes
Echelles Turbulentes. On expose d'abord le principe et les objectifs de la méthode et on
introduit le concept de cascade d'énergie. Nous présentons ensuite les modéles de turbulence
classiques, basés sur le concept de viscosité turbulente, modeles utilisés pour la fermeture des
€quations de Navier-Stokes filtrées. Les recherches actuelles dans le domaine de la SGE sont
orientées vers la définition et la validation de nouveaux modéles de fermeture pour ces
cquations. La quatriéme chapitre est consacrée aux méthodes numériques employées pour la
résolution numérique des équations formulées précédemment. Nous présentons ensuite les
résultats instationnaires obtenus grice 4 la SGE avant de comparer les quantités moyennes
aux résultats statistiques dans l'optique de valider la démarche utilisée.

En fin, des conclusions sur les résultats obtenus et les perspectives que nous pouvons
envisager dans ce domaine de recherche sont présentées.
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- Chapitre IT

Formulation du probléme

Nous avons décrit dans le premier chapitre les phénomeénes physiques rencontrés autour des
pales de rotors. Dans cette étude nous nous limitons & l'étude de la modélisation des
phénomenes instationnaires hors régime nominal et 4 la modélisation de la turbulence pour le
calcul des grandes échelles instationnaires eénergétiques. Dans cette partie nous discuterons
des hypothéses et caractéristiques du probléme ainsi que de sa mise en équation aprés la
description du cas teste de profil d’aile Naca0012 dans différentes configurations
d’écoulements.

II.1 Caractéristique du probléme :

Considérons I’écoulement bidimensionnel instationnaire se développant autour d’un profil
d’aile en mouvement cyclique.
Un corps solide et mince (I’aile) est placé dans un écoulement homogene et paralléle de

vitesse U= ; la densité est P~ la pression P, et dont les propriétés internes, sont également
connues. L’écoulement autour de 1’obstacle engendrera une certaine distribution de pression
et de frottement (ou cisaillement) le long de la surface du corps. Nous voulons déterminer ces
distributions de pression et de frottement en fonction de la forme du corps, de sa position face
a I’écoulement non perturbé et des valeurs des paramétres U, p,P, puisqu’elles permettent de
calculer les composantes de la force F qui agissent sur le corps, 4 savoir la trainée Fx, et la
portance Fy, paralléle et normale 4 1’écoulement homogene et non perturbé.

U, peo, Po Conche limite

+— C —> sillage

Figure (2.1) Les caractéristiques d’écoulement autour d’un profil d’aile

En tout premier lieu nous nous proposons, pour étudier la structure de 1’écoulement turbulent
completement développé, de décrire brievement quelques propriétés quantitatives basées sur
des observations expérimentales.
En général, I’écoulement turbulent peut étre caractéristique par les propriétés suivantes :

e L’écoulement est instationnaire.

* Le vecteur vitesse en un point varie de fagon aléatoire en direction et en module.

® L’écoulement contient un grand nombre de tourbillons de taille trés variée.
L’interaction entre ces tourbillons peut étre décrite par le mouvement trés complexe de fils
tourbillonnaires. Ceux-ci sont enchevétrés, transportés par 1’écoulement turbulent et sont
soumis & des étirements et des flexions locales. Ils sont ainsi a la base des fluctuations
aléatoire du vecteur vitesse, pour un nombre de Reynolds élevé, basé sur la grandeur et le
mouvement des grands tourbillons.
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Ces hypothéses constituent une bonne approximation des conditions réelles de 1’écoulement :
le fluide, plus particulier ment un gaz, est considéré comme homogene, s’il contient peu de
particules solides ou liquides susceptibles de modifier ses propriétés générales. Cette
condition est donc assez facile 4 satisfaire. Par contre la condition d’incompressibilité peut
étre plus restrictive en imposant un nombre de Mach beaucoup plus petit que un. Cependant
Iapplication de cette hypothése peut &tre faite jusqu'a des vitesses du fluide assez élevées.

La bidimensionnalité de ’écoulement du fluide est assurée pour une section d’aile assez loin
des extrémités afin de négliger les effets de bord il faut aussi que ’envergure de I’aile soit
grande par rapport 4 la corde du profil (ou aile de grand allongement; A=b%/S avec b
envergure de I’aile et S surface de I’aile).

Les écoulements instationnaires sont engendrés par les mouvements cycliques du profil
suivant une direction déterminée ; tamis, pilonnement, tangage.

1.2 Le mouvement cyclique impos€ au profil d’aile :

Les écoulements instationnaires considérés sont engendrés par les mouvements périodiques
du profil suivant une direction déterminde : tamis (parallele 4 U ), pilonnement
(perpendiculaire 4 U ), oblique (n’importe quelle direction) ou en oscillation d’incidence :
tangage (oscillation par rapport au quart de la corde du profil ).

Dans le cas le plus général de 1’oscillation oblique le profil placé 4 I’incidence métrique o
est animé d’un mouvement oscillatoire suivant une direction xs faisant un angle & par rapport
a la direction de I’écoulement amont U -

ty

Figure.(2.2) Calage du profil face a I’écoulement uniforme

La composante de la vitesse U» de 1’écoulement uniforme avec la vitesse Uc de translation

du profil (Uc=Awcos(wr) ), donne a chaque instant une vitesse résultante ¥ (vitesse relative)
dont le module et I’incidence instantanée par rapport 4 la corde du profil s’écrivent :

V(t)=Uw[1+2/lcos( a)t)cos(é)+(/1)2 cos(a)t)ZF (2.1)
o(t)=ao—i(t) (2.2)
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weO=drogJeosatnd | o_go e

Les oscillations de tamis et de pilonnement se déduise du cas général des équations ci dessus

en prenant respectivement =0 et & =—’2’ on a alors ;

* Pour le mouvement de tamis (& =0):
V()=Ux[1+Acos(et)] (2.4)
oft)=ao= constante (2.5)

* Pour le mouvement de tamis (& =—’2’) :

V(t):Uoo[l-i-(/'L)ZCOS(a)Z‘)Z]% 2.6)

avec a(t)=ao—Arctg[lcosa)t] 2.7)

® Dans le cas du mouvement de tangage : seule la variation d’incidence est 4 prendre en
compte

oft)=cto+amcoswt (2.8)

I1.3 Probléme continu :

Cette section est dévolue 4 la mise en place des équations de Navier-Stokes incompressibles
qui servent & modéliser les écoulements de fluide visqueux. Pour préparer la résolution
numérique, une forme adimensionnée de ces ¢équations est proposée, afin de limiter les erreurs
d'arrondi. En effet, ce probléme est particuliérement exacerbé quand le nombre de Mach
devient trés petit. Aussi, méme un bon adimensionnement des équations ne garantit pas une
¢valuation précise du gradient de pression, si la forme classique des équations de Navier-
Stokes incompressibles est employée.

IL.3.1Hypotheses et équations de base

Afin de se concentrer uniquement sur les problémes numériques liés a la méthode
d'intégration, le cadre physique de ce travail se restreint a des écoulements tridimensionnels
instationnaires incompressible de fluide newtonien.

Les équations de Navier-Stokes, formulées en variables primitives et en coordonnées

cartésiennes dans un domaine de 9» (n=2,3) de frontiére 6Q suffisamment réguliére, peuvent

s'écrire sous la forme conservative en notation tensorielle :

Oui Ouwm;__ 10p , dy

ot ox;  poxi ' Ox,0x; @29
ouj _ .

——axj =0 i, j=1,2,3 (2.10)

La masse volumique du fluide, les composantes de la vitesse, la pression, la viscosité
cinématique sont représentés respectivement par p,ui, p,v tandis que la convention de
sommation d'Einstein est utilisée pour les indices répetes. Ou le terme u.Vu est le terme de
transport ou de convection et le terme vAu est le terme de diffusion dans les équations de
Navier-Stokes, ce dernier étant di 4 I’existence des interactions au niveau moléculaire entre
les particules, et se traduisant par une dissipation d’énergie.
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I1.3.2 Changement de repére :

Il est intéressant d’étudier I’écoulement dans un repere lié¢ au profil. En effet, les paramétres
géométriques du maillage autour du profil deviennent indépendants du temps et ne nécessitent
pas un réajustement au cours du calcul. De plus la valeur d’une grandeur scalaire définie en
un point donné ne dépend pas du repére choisi.
Le mouvement du profil étant défini par sa vitesse de translation Uc et sa vitesse de rotation
Q=(0,0,w) , nous avons :

R =7r+ Ro (2.11)
Ou R désigne le vecteur position d’une particule fluide par rapport au repére absolue et

r le vecteur position d’une particule dans le nouveau repere.

On obtient :
dR _dRo . dr .o .=
dt dr T AT (212}

donc la vitesse d’une particule fluide dans le repere absolue peut étre remplacée dans
I’équation de mouvement par la relation suivante :

—_—— —_— e

Vo=V +Un+Uc+QAr (2.13)

Repére relatif

Repére absolue

Figure (2.3) le systéme des coordonnées en rotation

Pour des vitesses de rotation et d’écoulement uniforme constantes, La composition des
accélérations s’écrit suivant :

dde_dA [ dUc G\ G Arri2OnTr
g gt ar +QAQAP)+2QAVF (2.14)
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En femplagant les équations (2-11) et (2-12) dans le systéme (2-9), (2-10), les équations de
Navier-Stokes s’écrivent :

Qui  Bdum;__10p 10QrY g ‘ _dU.

ot ox;,  poxi 2 Oxi TV 0xj0x 2609 2qu s (2.15)

On peut ainsi définir la pression modifiée P=p+ pﬁg%z

, €t on montre aisément que si

désigne la distance 4 ’axe de rotation du poinf x, ona :

I 2)) 56(2? Y o 00 (2.16)

(@)

I1.3.3 Formulation adimensionnée :

Dans une simulation numérique, Il est nécessaire de stocker informatiquement les variables
conservatives, Comme la précision des calculateurs est au mieux de l'ordre de 16 décimales
significatives, il est important de travailler avec des variables adimensionnées afin d'éviter
que des erreurs d'arrondis, introduites par la représentation machine des réels, ne viennent
détériorer la précision, de la solution numérique. Ce phénomeéne est particuliérement exacerbé
en régime incompressible, car les écoulements sont alors caractérisés par de trés faibles
variations des variables.

Les variables adimensionnées sont obtenues 4 partir des variables physiques en utilisant les
formules suivantes:

_ut _(P'—Pw) _Uoot' X _(O‘C
. T pm o T o o
Ou les symboles i, Pt.xi,w indiquent respectivement, une vitesse, une pression, fréquence
réduite, une coordonné et une fréquence réduite du mouvement d’oscillation, adimensionnées

par une vitesse de I’écoulement amont U= et par une longueur de référence C, la corde du

Ui Xi (2.17)

profil.
De méme, I'hypothése d'un nombre de Reynolds constant conduit a la relation suivante entre
les forces d’inerties et de viscosité : Rm% (2.18)

Pour les essais d’une aile en oscillation harmonique, il faut choisir U=, C et @ de telle sorte
qu’une particule de fluide parcourt pendant le temps @ la méme distance rapportée 4 C sur le

modele. La valeur % qui s’exprime en m, donne la distance que I’aile parcourt pour chaque

période d’oscillation. Si cette distance est grande par rapport 4 la corde C du profil d’aile,
C’est 4 dire que @.C , Pécoulement est dit quasi-stationnaire. On définit le nombre de

o,

Strouhal : S =%’]C— (2.19)

o

En reportant les relations des équations.(2.17)-(2.18) dans les équations.(2.15)-(2.10), les
€quations adimensionnées suivantes sont obtenues:

ouj_
T -0 (2.20)
Qui  Ouiuj __Op 1  du Ffi (2.21)

ot ' dx;  Oxi Re 0x,;0x,

fi==26p Qoup,-4Uea o  p_ +£_22_a)r
dt P73
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II.4 Principes d’analyse tensorielle :

Les techniques exposées dans ce paragraphe seront surtout utiles pour 1’écriture des équations
tensorielles gouvernant la dynamique de I’écoulement dans des systémes en coordonnées
curvilignes. Les concepts et définitions d'analyse tensorielle présentées ici sont donnés sans
preuves, plus de détailles peuvent étre trouvées par exemple dans [3] et [134]. On utilisera ici
les commodités d’écriture trés synthétique des tenseurs et leurs propriétés opératoires, les
notations d’Einstein sont adoptées dans toute cette thése, nous nous restreignons a un espace
euclidien tridimensionnel Ej.

II1.4.1 Transformation des coordonnées

On considére deux systémes de coordonnée dans I’espace E3 .Le premier est un systéme de
coordonnées Cartésiennes, noté x=(x1,xz,x3) alors que l'autre est un systéme de coordonnées

curvilignes, noté ¢ =(§1,§z,é’3). On écrira les composants d’une coordonnée avec un index
comme indice supérieur. Soit deux régions QcR? et GCR?3.
On définit alors la transformation qui lie les deux régions par la relation suivante :

T:x=x($), xeQ, (eG (2.22)
Si le Jacobien de la transformation (2.22), défini par

Ox' Ox? Ox3
e
J_l Ox® ’_ ox' ox? ox?

_lagﬂ l_ 0,20,2002
ox' ox? ox3
05308 &>

(2.23)

ne s’annule pas dans tout le domaineQQ, alors la transformation (2.22) peut étre considérer
comme étant admissible. En conséquence, la projection topographique 7 est dite inversible.

Le calcul tensoriel qui sera discuté dans la section I1.4.3, nécessite la considération de
quelques définitions et propriétés élémentaires du comportement de certaines quantités sous
transformation de coordonnées d’un systéme a un autre. Dans ce but nous formulons les
remarques et définitions suivantes :

Définitions 2.1 : Une quantité Toaz..ar est appelée composante contravariante d’un
tenseur de rang 7, si sous la transformation (2.22), cette quantité s’écrit :
g q

:aé’al Pl (2.24)

Remarque 2.1: Les composantes cartésiennes d'un tenseur sont dénotées par lettres
minuscules Romaines, et les composantes d’un systtme de coordonnées générales par lettres
majuscule Romaines.
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composante contravariante d'un tenseur de rang » dans le systtme de coordonnées
cartésiennes.
2
x2 -

Figure(2.4) La représentation d’un vecteur dans deux systémes de coordonnées

Définitions 2.2: Une quantité ];m _____ ar €St appelée composante covariante d’un tenseur de
rang , si sous la transformation (2.22), cette quantité s’écrit :

_aé’al 6§ar

Lsipo..... B P B e ar (2.25)

7 J ar

Définitions 2.3 : Une quantité T, /%boé p est appelée composante mixte d’un tenseur de rang

r+s, si sous la transformation (2.22), cette quantité s’écrit :

71 yr B Br
tylyz ...... Ve ax ax ag aé‘ Ta1a2
85182......55 OL "Dl ar dxd " Oxd " Abelps (2.26)

Remarque 2.3: Strictement parlent, Toar.ar est la composante contravariante d'un

tenseur de rang », Pour plus de briéveté et simplicité nous I’appellerons un tenseur
contravariant de rang r, de la méme fagon pour les covariant et les tenseurs mixtes.

Remarque 2.4 : Les tenseurs contravariants et covariants sont distingués, respectivement par
un exposant et un indice. Cette notation est essentielle dans le calcul tensoriel et nous devons
adhérer a cette formulation.

Les tenseurs sont, en faite, des entités mathématiques indépendantes du systéme de
coordonnées dans le quelle ils sont &crits. D’oti une définition plus générale du tenseur :

Définitions 2.4 : Une quantité T, p"f:z%z """ ,?;2  est appelée tenseur relatif mixte de rang r+s et de

poids w, si sous la transformation (2.22), cette quantité s’écrit suivant la relation :
71 yr B Ps

o oot ogt

agm ""agar OxS """ Ox0s * PPr..fs (2.27)

dans laquelle J est le Jacobien défini par la relation (2.23)

VWW2ei¥r T
t5152 Ss =J
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Définitions 2.5 : un tenseur relatif de poids unité, est appelé tenseur densité, alors que le
tenseur relatif de poids zéro est un tenseur absolu.

Pour notre étude, on a seulement besoin de tenseurs de rang <2 ou de tenseurs mixtes de

o

. . X >
rang r+s<2 (absolu ou relatif). Par exemple le vecteur vitesse u= 7 est un tenseur d’ordre

un ses composants cartésiens contravariant et covariant sont respectivement dénotés par u et
Ua @VEC U®=uy . Et ses composants dans un systéme de coordonnées générales sont notés par

Uet Usavec U<zU,. 1l existe des quantités qui dépendent de la position dans l'espace,

mais dont les valeurs sont indépendantes du choix du systtme de coordonnées. par exemples
la longueur d'un vecteur, la pression et 1'énergie turbulente. Une telle quantité est appelée un
scalaire qui est un tenseur de rang zéro.

I1.4.2 Paramétres geéométriques :

Le vecteur base est un des parametres le plus important entrant dans la définition des
transformations d’un tenseur d’un systéme cartésien a un systéme de coordonnées curvilignes.
Les vecteurs de base covariants sont des vecteurs tangents a la ligne des coordonnées e et

définis comme étant :

“(a)za(?a (2.28)

Remarque 2.5 : Q) est un ensemble de trois vecteurs, et non pas la composante d’un seul

vecteur, 'indice a entre parenthése varie de 1 a 3,

Les vecteurs : a9=grad( e (2.29)

sont normaux a la surface des coordonnées ge constante, et sont appelés les vecteurs base
contravariants. En outre, ils sont réciproques aux vecteurs base covariants:

oy aP=54 (2.30)

Le 64 est le symbole de Kronecker, genéralement, les vecteurs base ne sont pas des vecteurs
unités, excepté dans le cas d’un systéme de coordonnées cartésiennes.

x2

a®

a®

Figure(2.5) Le domaine cartésien avec les coordonnées curvilignes et les vecteurs de base
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En utilisant la relation (2.30), il est possible de calculer a® une fois @(,)obtenues. A I’aide
de la régle de Cramer on peut &crire :

a®=Layxa,,) oy cyelique (231)
ouJ est donné par :

lea(l)a(z)amlza(l).(a(z)xam) (2.32)

Comparant ce résultat avec la relation (2.23), on montre que J est le Jacobien de la
transformation (2.22) .

Chaque vecteur u peut étre écrit comme une combinaison linéaire des vecteurs de base. Par
exemple, nous avons :

u=a"Vsa o uﬂ:af;“)Ua (2.33)
Cette équation correspond a la loi de transformation (2.25). Utilisant (2.30) on écrit :
Us=agp=afypia (234)
La topologie de E; est définie par 1’élément métrique :
ds’=gapdledl P (2.35)

ou ds est la longueur de 1’élément différentiel associé au déplacement dx” et gop défini par le

produit scalaire des vecteurs de base covariants :

Eap=q ) Ap) (2.36)
8ep est appelé tenseur métrique covariant. De la méme fagon on définit respectivement le
tenseur métrique contravariant et mixte par :

gaﬂza(a).a(ﬂ) - gg:a(“).a(ﬁ) (2.37)

De (2.30) et (2.37), il s’ensuit que le tenseur métrique mixte est égal au delta de Kronecker.
En outre, les tenseurs métriques sont symétriques, et peuvent s’écrire suivant:

aff __ . Pa
g =8 (2.38)
Les composants du tenseur métrique covariant forme une matrice symétrique, noté par
(gaﬂ). En vertu de (2.36), cette matrice est définie positive. On notera le déterminant

lgaﬂ‘ par §.

Théoréme 2.1 : Nous avons

g=J? (2.39)

ici, ’inverse de la matrice (g aff ) est la matrice (g aﬂ), tel que :
8up8V =064 (2.40)

Dans un espace E; la définition du tenseur métrique nous permet d’exprimer longueur, angle
et volume suivant une formulation indépendante des systémes de coordonnées. Par exemple,
la longueur des vecteurs de base covariants et contravariants peut étre calculée, suivant:

a<a)L=\/§a_a N (2.41)
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Ainsi, les vecteurs unités tangentiels et normaux sont donnés par :

(@)
a, a
t=—g(—L , n= = (2.42)

L'élément différentiel du volume dQ associé 4 un systtme de coordonnées curvilignes ¢
s’écrit :

dQ=\[gd¢'ds?ds? (2.43)
Les tenseurs métriques peuvent étre utilisés pour élever et abaisser les indices, comme c’est
illustré dans l'exemple suivant :

T8 — garTa:gaa gﬂyﬂsy (2.44)

Les vecteurs base ne sont pas des constantes dans un systéme de coordonnées généralisées, et
leurs dérivées satisfont :

da Y oa" { }a
—) )
oC P {aﬂ }a O B, (2.45)

I

Soulignons que les symboles de Christoffel { }ne sont pas des tenseurs. Utilisant (2.30), on

ap

peut écrire :

{} 00, 05
, a® (2.46)
v

5;" ax’ 8L7aL"

Les symboles de Christoffel sont symétriques, en ce qui concerne leurs indices :

¥kt

I1.4.2 Calcul tensoriel :

Nous discuterons les propriétés d'opérations algébriques et analytiques a qui peuvent étre
appliquées aux tenseurs sur un espace E;.

Théoréme 2.2 (Addition) : La somme de deux tenseurs du méme type est un tenseur du type
original.

Théoréme 2.3 (produit contracté) : Le produit contracté d'un tenseur de rang ( p + q) avec un
tenseur de rang ( » + ) est un tenseur de rang (p + ) + (g + s).

Théoréme 2.4 (contraction) : Soit un tenseur de rang (p+q ) avec p>let p>1.La contraction
est une sommation sur un indice covariant et un indice contravariant, le résultat est un tenseur

de rang (p-1)+(q-1).
L’illustration du théoréme 2.4, est :

UP=g“U, (2.48)

Théoréme 2.5: Si tous les composants d'un tenseur sont nulles dans un systeme de
coordonnées alors ils le seront dans n’importe quel autre systéme.
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Ce demier théoréme joue un réle important dans la détermination des lois physiques d'un
mnvariant. Ce théoréme nous permet d’écrire les lois physiques dans un systéme de
coordonnées généralisées, une fois leur formulation cartésienne en notation tensorielle écrite.

En geénéral, la différenciation partielle ne transforme pas un tenseur en un autre tenseur. La
dérivée covariante est une opération qui conserve le caractére tensoriel et qui équivaut aune

différenciation partielle dans un systéme de coordonnées cartésiennes.

Définitions 2.6 : on définit

oT xaz.....ar 1 ar
132 o S, ) - Bipr....Ps sa2..ar 4 a1Q2.....ar-16 |
Bipe.....fps o7 aé»yl ! Bipa...... L emie pipo...... s
1) o )
ala.....or __ a@r....ar 4 Ta] ..... ar
TP Ps o e L ppe.....fs16 : Apr.ps  (2.49)
By Bsy
La dérivée covariante du tenseur mixte fifr. 5 de poids w dans un systéme de coordonnées
généralisées.
Remarque 2.6 : Dans un systéme de coordonnées Cartésiennes, nous avons :
_OUa
Ua,f= P (2.50)
Remarque 2.7 : Le dérivée covariante d'un scalaire absolu est réduite 4 une dérivée partielle :
_Op
¢~3_axﬂ (2.51)

En vertu du Théoréme 2.5, les régles habituelles applicables pour une différenciation dans un
systéme de coordonnées cartésiennes sont aussi vérifiées pour une différenciation covariante.

Par exemple,

(vv”*) =U'Us+UUy (2.52)
La dérivée covariante des composants du tenseur métrique est strictement nul
8 =8.p,=0 (2.53)

Ces identités sont rapportées habituellement comme étant le lemme de Ricci. Ils montrent que
la dérivé covariante du déterminant du tenseur métrique et du Jacobien sont égaux 2 zéro :

2,0 g =1 (2.54)

D’ou I’identité usuelle suivante ;

Nk
oce =g o

Cette identité résultante de (2.54) est due au faite que JE est une densité scalaire de poids 1.

(2.55)
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On peut utiliser cette identité pour obtenir une expression utile pour la divergence d'un champ

vectoriel;
div(Ua=0Y" ] “ s 1 2\EU"
v(u)=U%= 3 §“+ ” = \/g I (2.56)

De la méme fagon, la divergence d'un champ de tenseur de rang deux devient :

pa__1 a\/ET'M .jﬂ Tre
% Je 927 2.57)

Une autre identité importante est :

a\/ga(a)_o
IR (2.58)

est appelée l'identité géométrique.

Ces résultats peuvent étre vérifiés en dérivant les relations suivantes : supposons que le
vecteur v est constant, alors 4 l'aide de (2.56) nous avons :

. 8\/§a(“).v 6\/:g—a("‘)
Ozdzv(v)z\/l(-g- 5C7 :\/lg.v o7 259)

La version intégrale de (2.58) peut étre obtenue au moyen du théoréme de divergence de
Gauss :

Ldiv (v)dQ=<r§v.ndF (2.60)
ou ['=0Q) et n vecteur unité sortant normal 4 ', si v=constante, on écrit :
0= Ldiv (v)dQ=cfvﬂaga>dra=vﬂc§aga>dra 2.61)
r r
donc, on obtient :
cfa $)dTa=0 2.62)
r

Nous passons maintenant 4 la description de la modélisation de sous maille et des méthodes
numeriques utilisées pour calculer I'écoulement autour d’un profil d’aile 3D en configuration
de décrochage dynamique et statique en SGE.
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Chapitre III

Simulation des Grandes Echelles
Turbulentes

La Simulation des Grandes Echelles (SGE) est étroitement liée 4 la résolution numérique des
¢quations de Navier-Stokes en régime turbulent et 4 la notion de séparation d'échelles par
filtrage spatial. Les grandes échelles de I'écoulement, isolées par un filtre en échelles, sont
calculées tandis que les petites échelles sont modélisées. Ainsi on peut voir la SGE comme
une réduction du nombre de degrés de liberté du systéme étudié, pour lequel le calcul
dynamique des grandes échelles energétiques est caractéristique de la dynamique globale de
I'écoulement. Dans ce chapitre, nous décrivons la méthodologie de fagon plus formelle en
introduisant la notion de filtrage sous forme mathématique et la notion de modélisation de
sous maille. L'opération de filtrage des termes non linéaires dans les €quations de Navier-
Stokes en régime incompressible fait apparaitre de nombreux termes de sous maille dont nous
discutons la modélisation.

La modélisation de sous maille utilisée pour représenter le tenseur de sous maille est ensuite
présentée. L'écriture des modéles est trés différente selon que l'on travaille dans I'espace
physique ou dans l'espace spectral, méme si les mécanismes reproduits par la modélisation
sont identiques. On ne parlera ici des modéles de Smagorinsky, Dynamique ainsi que des
modeles 4 équations de transports utilisés dans I'espace physique mais on peut se référer 4
[15], [35 1, [90], [121], pour une présentation détaillée des modeles spectraux.

III.1 Fondement de la méthode :

La simulation des grandes structures turbulentes est une approche hybride utilisant une
simulation partielle (grands tourbillons) et une modélisation partielle (petits tourbillons).
L’idée est basée sur 1’observation que si les grands tourbillons sont en fait trés différents selon
la géométrie, leur structure variant beaucoup avec le type d’écoulement considéré, par contre
les petits tourbillons ont un caractére beaucoup plus universel. La méthode consiste alors &
calculer le mouvement tridimensionnel et instationnaire des gros tourbillons dans le cas d’un
mouvement periodique d’un profil d’aile. Les propriétés statistiques sont obtenues ensuite
dans un second temps, tout comme on le ferait sur des signaux issus de mesures en
laboratoire. On peut ainsi prendre des moyennes, dans le temps, dans 1’espace ou sur des
réalisations en répétant le calcul avec des conditions initiales aléatoires. La situation
ressemble donc 4 celle d’un expérimentateur qui disposerait d’un fil chaud en chaque point de
maillage.

De manicre trés générale, la modélisation consiste 4 faire un traitement statistique sur les
equations de base et ensuite résoudre numérique ces équations tandis que la simulation adopte
la démarche inverse : résolution numérique des équations de base et ensuite le traitement
statistique des bases de données ainsi constituées. La justification de ce type d’approche
réside dans une idée simple : les grands tourbillons produits par I’écoulement moyen sont
fortement dépendants de celui-ci, anisotrope et de longue durée de vie, ils sont difficiles 4
mod¢liser. Par contre, les petits tourbillons produits par transfert ont un caractére plus
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universel et tendent vers 1’isotropie, leur durée de vie est courte et ils sont relativement plus
faciles a modéliser.

- Décomposition des variables turbulentes
Equations en composantes 4 grandes échelles et en |

.De | p composante a petite échelles
Navier-stokes

Equations du mouvement filtrées

Traitement statistique Modele de viscosité de sous-maille Fermeture de
des bases de données < hypothese de Smagorinsky sous-maille

III.2 Isotropie locale :

Le concept de cascade d'énergie et d’isotropie locale est essentiel pour la compréhension de la
méthode de simulation des grandes structures turbulentes, comme on va le voir ci-aprés.

La théorie de I’isotropie locale a été développée par Kolmogoroff. A la suite de ses travaux,
une contribution importante & la compréhension des mécanismes turbulents a été apportée par
Von karman, Lin, Batchlor et Towsend, dont nous rappelons, ici les idées de base :

Les gros tourbillons interagissent avec 1’écoulement moyen car leurs échelles sont du méme
ordre de grandeur, ils extraient de 1’énergie cinétique du mouvement moyen et la fournissent
aux agitations &4 grande échelle. Les structures turbulentes peuvent étre considérées comme
des €léments tourbillonnaires qui s’étirent les uns les autres. Cet allongement des filets
tourbillons est un aspect essentiel du mouvement turbulent. Il produit le passage de 1’énergie 4
des échelles de plus en plus petites jusqu 4 ce que les forces visqueuses deviennent actives et
dissipent 1’énergie : c’est la cascade d’énergie.

Lorsque les conditions aux limites le permettent (c'est a dire quand on peut faire 'hypothese
de périodicité dans les trois directions de 1'écoulement), une alternative naturelle 4 l'analyse
dans l'espace physique peut étre l'analyse spectrale des équations du mouvement. Cela peut
nous fournir des informations importantes concernant les mécanismes physiques de la
turbulence. Sans entrer dans les détails, on rappelle juste l'expression du spectre d'énergie
cinétique dans l'espace de Fourier:

2
E(k)=% Dlulk)  ken (3.1)

keSk‘ 1
2
(ou S | représente la couronne ; S ,=¥keZ3tel.qu kek—l,k+l et ulk) sont les coefficients
gL I°P kL 4 2
"2 ]

de Fourier du champ de vitesse u)
et I’équation de 1’évolution de 1’énergie cinétique dans 1’espace spectrale (obtenu a partir des
équations de Navier-Stokes)

(@c+2 vi2 JE(k,t )= (ot W Tk ) (3.2)
Ou Wik, t) est le terme qui représente la production d'énergie due aux forces appliquées au
fluide et Tk, t) représente le transfert d'énergie dii aux termes non-linéaires des équations de
Navier-Stokes.
D'habitude on interprete 1'équation (3.2) de la maniére suivante: 1'énergie est introduite dans le
systtme au niveau des grandes échelles par le terme Wk, t) ensuite elle est transférée aux
échelles de plus en plus petites par le terme (%, ¢) pour étre enfin dissipée au niveau des plus
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petites échelles, par le terme (2 vkz)E(k,t). Le transfert d'énergie des grandes échelles vers

les échelles de petite taille est dii principalement au phénoméne d'étirement des filets
tourbillons (en anglais vortex stretching).

La cascade d’énergic du mouvement moyen injectée dans le mouvement turbulent est
déterminée par les grandes échelles, c’est seulement cette quantité d’énergie qui pourra étre
transmise aux petites échelles et ensuite dissipée. Ainsi le taux de dissipation d’énergie est
déterminé par le mouvement 4 grandes échelles bien que la dissipation soit un processus
visqueux dont les petits tourbillons sont le siége. La viscosité du fluide ne détermine pas le
taux de dissipation mais seulement 1’échelle 4 laquelle cette dissipation se produit. Plus le
nombre de Reynolds est élevé, plus les tourbillons dissipateurs sont petits. Ce processus,
illustré par la figure (3.1).

E\k X
( )T T production
o — transfert
T > dissipation
Zone de l Zone inertielle | Zone de k
production dissipation

Figure(3.1) Schéma du spectre d’énergie turbulente

Du fait de I’interaction avec le mouvement moyen, les gros tourbillons dépendent fortement
des conditions aux limites du probléme. Le mouvement moyen présente souvent des
directions privilégiées qui sont alors imposées aux mouvements turbulents &4 grande échelle.
Ces gros tourbillons peuvent étre fortement anisotropes. Durant le processus de cascade, la
dépendance directionnelle est atténuée. Lorsque le nombre de Reynolds est suffisamment
grand pour que la zone des gros tourbillons et celle des petits tourbillons dissipateur soit bien
distincte dans le spectre, cette dépendance directionnelle est presque totalement perdue : ¢’est
la tendance 4 I’isotropie locale de la micro turbulence.

Les échelles de Kolmogoroff sont les plus petites échelles de 1’écoulement turbulent et sont
exprimés 4 I’aide des relations suivantes :

3 % v 1 .l_
= V? , T:(‘L\—T, U:(Vg )4 (3.3)

Ou 7 la longueur de 1’échelle, 7 la fréquence de I’échelle, v sa vitesse caractéristique, & taux
de dissipation. L'un des principaux résultats de la théorie de Kolmogorov, déduit d'une
hypothése d'auto similarité et d'une analyse dimensionnelle, prédit que la pente du spectre

d'énergie dans la zone inertielle est de —% en échelle logarithmique. Plus précisément, on a :

2 5
E(k ):Ckg 3k 3 ; Ck=1.5 constante de Kolmogorov (3.9
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III.3 Notions de filtrage et propriétés :

Le probléme initial est celui de la définition des grandes structures turbulentes. Pour cela, la
plupart des auteurs effectuent un filtrage des grandeurs turbulentes (Léonard A.,1974).

I11.3.1 Définition :

Soit ¢ une quantité turbulente telle que wi,p par exemple, on définit la quantité filtrée par :

6= 1[G (x.y:M)p(y.0)dy (3.5)

G est la fonction filtre au point x . G détermine exactement la portion des fluctuations qui est
incorporée dans les gros tourbillons. A est un paramétre qui caractérise la largeur du filtre.

On utilisera la notation (_) pour représenter la quantité filtrée.

G doit étre bien slir normalisé de telle fagon que :
IG (x,y;A)dy =1 Vx (3.6)

II1.3.1 Propriétés des filtres :

Une grandeur turbulente peut toujours s’écrire :

p=¢p+¢° (3.7)
grandeur instantanée = partie filtrée + partie 4 petite échelle

¢ caractérise les grandes échelles dont la longueur caractéristique est supérieure a4 A et

@ ' caractérise les petites échelles dont la longueur caractéristique est inférieure 4 A .

Lorsque le filtre est temporel, la décomposition est identique & la décomposition de Reynolds
ou le signal est décomposé autour de sa valeur moyenne. Lorsque le filtre est spatial, la partie
non résolue est appelée contribution de sous maille.

Les propriétés fondamentales des filtres sont définies & partir des moyennes d'ensemble. Les
filtres doivent vérifier les propriétés suivantes :

o conservation des constantes a=a (3.8)

o Linéarité f+g=f+g (3.9)

o Commutativité de la dérivée g 9] (3.10)
Ox Ox

Cependant les propriétés d’un filtre sont tres différentes de celles d’une moyenne classique.
Le filtre ne vérifie pas les régles de Reynolds et en particulier :
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o ¢ 3.11)
o ¢#0 (3.12)

o P=p—¢ (3.13)

Ces propriétés sur les moyennes d'ensemble ne sont malheureusement pas toujours vérifiées
pour les maillages curvilignes 3D, notamment la propriété de commutation [38], [59]. Les
filtres qui commutent avec l'opérateur de dérivation ne sont pour l'instant construits
facilement que dans l'espace de Fourier [85]. La technique tres largement utilisée en SGE est
l'opération de filtrage implicite des équations. Le filtrage implicite consiste & résoudre les
¢quations de Navier-Stokes discrétisées sans appliquer de filtre connu analytiquement, les
opérateurs de dérivation discrets agissant comme un filtre passe-haut en échelle dans la
direction de dérivation [156]. Il est difficile, aussi bien en régime incompressible qu'en régime
compressible, d'interpréter 'opération implicite de filtrage sur les maillages curvilignes 3D
méme si l'approche implicite repose sur l'idée que la taille caractéristique du maillage utilisé
est de I'ordre de la taille du filtre qu'il faudrait utiliser pour capturer les grandes échelles.

e  Exemples de filtres :

1. Le filtre passe bas: trés simple dans I’espace spectrale, ce filtre a
I'inconvénient de fournir une fonction oscillatoire dans 1’espace physique

L\ 3 sinﬁé—i ..
G(#H ,,@A A=F, §=x-y (3.14)

i=1

2. Le filtre top hat : trés simple dans ’espace physique, I’inconvénient est reporté
cette fois dans I’espace spectrale

G(EP% si ’5]<% (3.15)

o s 4

3. Le filtre gaussien : ce filtre est progressif et donc va inclure une part trés faible
de petits tourbillons dans la définition des échelles explicites. Cependant ce
filtre est utilisable aussi bien dans I’espace physique que dans 1’espace de
Fourier et donne souvent les meilleurs résultats.

G(E){\/g%) ex;{_gzj avec y=6 (3.16)

Ces trois filtres et leur transformé de Fourier sont représentés dans la figure(3.2). 11 devrait
étre noté qu’en pratique le filtre Gaussien est toujours utilisé conjointement avec un filtre
passe bas ; la troncature du Gaussien a4 des valeurs non négligeable est la cause des
oscillations observées dans la figure.
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Figure(3.2) Fonctions filtres typiques +—— filtre passe bas ; ---- gaussiens+-—  top hat
(a) espace physique, (b) espace de Fourier

II1.4 Les équations de Navier-Stokes filtrées :

La simulation des grandes échelles repose donc sur un filtrage spatial des équations de
Navier-Stokes. Ce filtrage permet d'introduire des termes correctifs dans les équations décrites
dans les paragraphes précédents. Ces contributions supplémentaires essaient de pallier la perte
d'information liée a l'utilisation d'un maillage de pas d'espace fini. En effet, toute structure
physique, dont la taille est inférieure a celle du pas d'espace, ne peut pas étre prise en compte
directement par la simulation. Or dans le cas d'écoulements turbulents, il existe une forte
interaction entre les "petites" et les "grandes" structures de 1'écoulement.

Ainsi les termes provenant du filtrage spatial des équations de Navier-Stokes permettent de
modéliser l'action des "petites" structures, que la résolution spatiale ne peut prendre en
compte, sur le mouvement des grandes échelles.

On applique une opération de filtrage sur les équations de Navier-Stokes (2.20)-(2.21)
appliquées au mouvement instantané du fluide supposé incompressible :

du ;

00X

=0 (3.17)

aZ.au.’u,-__aEil du:i |\ F
ot = Ox;  Oxi ReOx;0x; fi (3.18)
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Le produit filtré des vitesses instantanées s’écrit alors :

ujz(z'fj+u'jxm+u;) (3.19)
uf_-uj=ﬁ Ui +(ﬁ—1/_lﬂji )—f(u,ﬂ jHuti +u;u'j) (3.20)
avec :
Ly ( Ui— I/_l-jit—l) tensions de Léonard. (3.21)
Ry —(uiu jHuuituiu )-) tensions de Reynolds de sous-maille (3.22)

On peut dés lors écrire 1’équation d’évolution des vitesses filtrées :

ou j

—_—t

Oxj ¢ (3.23)
Quc Ouwjwi__Op , 1 Ou Li—Ri+ f, (3.24)

ot 0x Oxi ReOx;0x;

III.5 Modélisations de sous-maille :

Apres filtrage des équations de Navier-Stokes instantanées, on déduit le systéme suivant
composé¢ des équations de continuité et de quantité de mouvement :

du ; _
2u g (3.25)
Qui Oujii __Op , 1 du, 6ruf (3.26)

0t 0x;  Oxi ReOx;0x; Oxj

Dans lesquelles :

Tij=(u jui—u_jﬂ'i) ’ (3.27)
Tij est le tenseur sous-maille.
Le filtrage implique immanquablement, une perte d’information et par voie de conséquence
une inconnue supplémentaire 7ij apparait qui doit étre modélisé.
Les modeles les plus simples sont basés sur une hypothése de viscosité de turbulence de sous-
maille. Il convient de souligner ici que cette viscosité n’est pas une propriété du fluide mais
une propriété du mouvement turbulent lui-méme, il s’ensuit que cette viscosité de turbulence
devra étre choisie différemment dans chaque cas particulier d’écoulement.
La fermeture du systéme précédent sera alors basée sur une hypothése dans laquelle le

déviateur des tensions de sous maille est relié directement au taux de déformation du champ
filtré (hypothése de Boussinesq) :

Tij—; i Tk =—2 Vi.Sij (3.28)
8uz au/
Z(ij o Oxi 1 (329)
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Vi sera fonction de A largeur du filtre et des invariants de Sy tenseur des déformations du
champ filtré.

III1.5.1 Le modé¢le de sous-maille de Smagorinsky :

Citons I’hypothése de Smagorinsky, ce modéle n’est autre que 1’adaptation du modéele
statistique de longueur de mélange au cas de la simulation des grandes échelles turbulentes,
introduit par le météorologue Smagorinsky (1963). Loin des parois la viscosité de sous-maille
est donnée par :

vi=(CsA F28uSu (3.30)

L’échelle caractéristique de la turbulence de sous maille est ici connue et directement
proportionnelle 4 la largeur du filtre. C; est la constante de Smagorinsky qui varie en pratique
de 0.1 2 0.25.

Dans le cas ol le nombre de Reynolds de turbulence pourrait devenir faible, C; ne peut plus
étre considérée comme constante. Des simulations directes menés dans une géométrie simple
(turbulence homogeéne dans un cube) et utilisées pour tester les fermetures de sous-maille ont
montré (Mac Millan O.J. et Ferziger J.H.,1979) que ’on pouvait utiliser des approximations
du type :

-1
Cs=0.128(1+24—'5) (3.31)
ngs

1
ol Ry, est le nombre de Reynolds de sous-maille construit sur A=(AxAyAZ)3 .
Prés des parois, des modifications sont apportées afin tenir compte de I’effet de la viscosite

moléculaire, C; la constante de Smagorinsky est exprimé 4 ’aide de la fonction qui s’inspire
de la correction de Van Driest E.R. suivante :

d+Y
C#=0.01 1.0—-exp _(75_) _ (3.32)

ou d* =u:/d qui représente la distance adimensionné normale 4 la paroi, d étant la distance la

1

plus proche 4 la paroi, et ur la vitesse de frottement définie selon #%r =(%) .

Une variante du modéle de Smagorinsky a été proposée par Lilly D.K. 1971, elle fait
intervenir non point la valeur instantanée du taux de déformation mais sa valeur moyenne :

vi=(GAY <2Sk1Sk1> (3.33)

Tous ces schémas simples supposent que la turbulence de sous-maille est en équilibre local

avec le champ 4 grande échelle, 7i est alors déterminé par les grands tourbillons.
Le flux d’énergie apporté par les tourbillons d’échelles explicites équilibre alors exactement
le taux de dissipation dont le siége est la turbulence de sous-maille.
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En effet, ’équilibre énergétique dans la zone de sous-maille s’écrit :

3
ViSiy "—CkX (3.34)
et en utilisant v:=C1Dk% il s’ensuit :
kz%NSiij (3.35)
3
V:=C—'TA2 <2SIdSkI> (3.36)

2
II1.5.2 Le modele dynamique de sous-maille :

Le mod¢le de sous-maille dynamique fut proposé par Germano et al.1991, dans le quelle la
constante de Smagorinsky n’est pas choisie arbitrairement ou optimisé, mais déterminer
numériquement au cours de la simulation 4 ’aide d’un second filtrage :

un filtre test noté (T)est appliqué aux équations (3.26)-(3.27), dont la largeur du filtre A est
deux fois plus lache que la largeur du premier filtre A, on obtient :

ofi dujwi__0P 1 _dim 0Ty, F
t+ O0x;j  Oxi ReOxj0x; Oxj f (3.37)

Ou le tenseur sous-maille est maintenant donné par :

Ty=\uiu ,—z’rjﬁ?) (3.38)
On considére alors les tensions turbulentes du champ résolues (tensions de Léonard) définies
par:
L;=(@ i) (339)
Qui représentent les contributions des tensions de Reynolds des échelles dont la largeur est

comprise entre AetA.
Les équations (3.28)-(3.38)-(3.39), nous permettent d’écrire :

L;=Tj—7y (3.40)
en combinant les hypothéses de Smagorinsky pour exprimer les différents tenseurs on obtient:
Tij—— 3 Oy Thk= Z(CA 'Sz ‘SJ (3.41)
et:
Z}_% ij Lk =— Cl&)z’ﬁylij (3.42)
avec :
Si=3 @0y | 5,12 +g‘;f) (3.43)

SiEV28uSu (3.44)

l$|=\/2.57k15'—kz ,
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Appliquons le filtrage test 4 1’équation (3.41), la substitution de cette équation et de 1’équation

(3.42) dans I’équation (3.40) donne :
L.j_:ls&-jbck:—ZC((A)z Ejl.i'j—Az E'jIS—ij ) (3.44)

Notons que la constante C (dont la variation est trés faible) est une fonction de 1’espace et du
temps C=C(x1).

L’équation (3.44) est une équation tenseur (Sjest un tenseur symétrique, dont la trace est
nulle), c’est 4 dire qu’on a cinq équations a résoudre pour déterminer la constante C, Lilly
1992, proposa de choisir C dans un sens des moindres carrés, en définissant I’erreur par :

@-:(Ly—%ajuk—2CM-,~IL-,-—§5,,-L¢—2CM-,-) (3.45)
avec
MF{(A)Z g‘jﬁy—& Eylﬁj) (3.46)
la procédure requiére %%:o, qui permet d’écrire :
C:—Q%ZLM;J;/ (3.47)

III.5.3 Le modéele de sous-maille & équations de transport :

Les écoulements turbulents instationnaires générés en les forgant, soit par des oscillations
périodiques ajoutées au gradient de pression, soit par des perturbations périodiques dans
’espace et dans le temps sont considérés comme des écoulements en non-équilibre spectral.
Les résultats expérimentaux sur ces écoulements pulsés, montrent que des effets de retard se
produisent notamment entre les modulations des tensions de Reynolds et celle de la vitesse
moyenne axiale. Ces résultats ne peuvent &tre représentés par les modeéles classiques basés sur
une hypothése d’équilibre, cet effet d’histoire sera pris en compte par ’introduction d’une ou
plusieurs équations de transport de sous-maille.

Le comportement du modele de sous-maille dépendra bien siir de la position de la coupure
(filtre) qui se place entre les deux limites extrémes de la simulation directe ( le modéle de sous
maille n’intervient pas), et la modélisation statistique (toute fluctuation turbulente est
modélisée) .

Par ailleurs, un nouveau modele de sous-maille & deux équations de transport & été développé
par Dejoan et Schiestel (1999), Befeno et Schiestel (2001), afin de traiter de la turbulence en
non-équilibre spectral sur des maillages relativement laches. Il s’agit d’une adaptation du
modele statistique k—& transposé en LES : les échelles caractéristiques de longueur et de
vitesse de la turbulence de sous-maille sont déterminées a partir d'équations de transport pour
I’énergie cinétique de sous-maille et le taux de dissipation. Ce modéle présente I’avantage de
pas tomber en défaut lorsque la largeur du filtre est grande et de mieux tenir compte des effets
du non-équilibre.
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Horiuti K. et Yoshizawa A. ,1985 ont introduit une modélisation de 1’équation de 1I’énergie de

turbulence de sous-maille ks = —é-u iU dutype:

%k; +;/ gks —Waul +d{ffsgs Vu'u; (348)

Plusieurs auteurs utilisent des hypothéses inspirées des modeles classiques de fermeture en un
point qui utilisent en général le concept de viscosité isotrope de turbulence. Les tensions de
Reynolds sont alors obtenues 4 ’aide d’une loi de comportement :

uu '_%ks5y v:(gu;+%1jcl’j (3.49)

Dans le cadre du modele 4 une équation, la viscosité de sous-maille est évaluée sur la base de
I’échelle de longueur définie analytiquement par Prandtl-Kolmogoroff :

1
Vi =Cvsgs lsgs ksz (350)
La modélisation de 1’équation de transport de 1’énergie turbulente de sous-maille est inspirée
du modele de Prandtl, qui permet de prendre en compte les effets visqueux prés des parois, et
ou une hypotheése de diffusion en gradient est utilisée. L’adaptation de ce modéle & la
modélisation de sous-maille conduit au formalisme suivant :

3
Oks 7 Oks 0| Oks |_ k&
ot Ly L B =) VtS/Sy+a ((WrcAks )axjj X (3.51)
. 8uz auj
avec : ( + ax{) (3.52)
1
et lsgs =A : A=(AxAyAz)§

L’¢chelle de longueur caractéristique étant donnée par la largeur du filtre, il devient inutile
dans le cas présent, d’utiliser une équation modele pour le taux de dissipation. Elle
deviendrait nécessaire si la position de coupure devait prendre des valeurs quelconques.

Lorsque le maillage est trés peu dense, la coupure spectrale peut se placer avant la zone
inertielle du spectre et I’on a une simulation de trés grandes échelles. Si de plus, 1’écoulement
est en non-équilibre spectral, la zone de sous-maille ne sera pas en équilibre et la taille de la
maille de calcul ne pourra plus étre une bonne estimation de 1’échelle de longueur
caractéristique de la turbulence. Cette constatation justifie dans ce cas I’introduction de
modecles de sous-maille a deux équations de transport.

Les équations du champ turbulent ket & peuvent étre déduites des équations modélisées
présentées par Launder B.E., 1975 en utilisant une hypothése de diffusion en gradient et une
viscosité isotrope pour la diffusion turbulente ket &, dont la formulation est donné sous la
forme générale suivante :

Oks ;; Oks _p, 0 (( LV \aks)

or o T o\ on Jox; (3.53)
68_65_ a@&((iw\ ) _2
B g e e\ VP e | % o4
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le terme A représente la production d’énergie turbulente :

B=v 8@(6?& ! aL—l!)

~ox\ ox; | o (3.55)
k2
et VIZC,u? (356)

Pour déterminer les constantes numériques on adopte la méme approche utilisée par Dejoan et
Schiestel (1999). Dans une approche heuristique on supposera que la turbulence de sous-

maille peut étre formellement décrite, en turbulence homogene, par le systéme d’équations :
g2

dks de_p g o E
R (3.57)

Ou F est le flux d’énergie entrant dans la zone de sous-maille.

Si on se place en situation d’équilibre, il est possible simplement de faire le lien avec le

modele classique k—& qui permet de modéliser 1’énergie cinétique turbulente totale £, cela par

une hypothése de similitude. En effet, si le rapport % ou P est le taux de production

d’énergie, est supposé constant et avec k=kp-+ks (énergie explicite+énergie implicite), alors :
dkp

W_k_P_P—F . 7 — - kS
dt

2
11 en résulte I’équation %ﬁzCslP ‘é‘“[ki(CSl“Csz)'*‘ClS}% qui, identifiée au modele k—¢

Usuel, fournit les coefficients 4 utiliser dans (3.57), soit Csi=Ce et Co= Cathe (CaQ Ca1)

Ainsi, 4 la limite extréme ks—k , le modéle k—& est retrouvé avec Cea=1.5 et Csl—1.92 )

La détermination de X< peut se faire de fagon approchée en intégrant un spectre e ]
7 P ¢ pp P

k 3°
2 =5 =2
ks= Iyg k3 dik conduit alors =3 =yN.* , expression qui fait intervenir le nombre d’onde

R k2
3
adimensionnel MN:=kcL ou L est ’échelle intégrale du spectre dans son ensemble, L=k¢
De maniere 4 réaliser Ci2—1.92 lorsque ks—k (soit Nc—0, on choisira empiriquement :
Ca=1.5 et Ca=1.5+0.42—1—
1+ BN¢é

On notera que Ce2 varie avec le maillage. En pratique on évaluera L par ’expression L=Ky
Finalement:

Ca=1.5, Ca=1.5+0.42—L—— 521, c.=15, Cu=0.09  (3.59)
1+0.38N2

1
Ou K c=(AxAyAz )3 représente la coupure spectrale déduite de la taille de la maille et L une

macro échelle ici approchée par L=0.41d | d étant la distance 2 la paroi la plus proche.
La mise au point de ce modele et son test sur le cas du canal pulsé avaient montré
d’intéressantes potentialités (Dejoan et Schiestel, 1999).
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Dans la région de paroi, une extension a faible nombre de Reynolds est obtenue par
transposition directe du mode¢le statistique de Jones et Launder (1972).

[11.6 Equations du mouvement des grandes structures turbulentes
en Coordonnées généralisées

Aprés avoir défini les principales concepts d’analyse tensorielle, utile pour la construction des
équations différentielles d’un écoulement incompressible du mouvement des grandes
structures turbulentes en coordonnées curvilignes. plusieurs formes d’écriture s’imposent a
nous, suivant le choix des variables dépendantes et des considérations de conservation des
équations. Bien que d’une maniére purement formelle elles soient équivalentes les unes aux
autres, ces formulations renferment n’est au moins des différences considérables d'un point de
vue numérique. Une vue d'ensemble des différentes options avec leurs avantages et
inconvénients sont présentées dans [27]. Dans la présente étude une formulation invariante en
coordonnées généralisées du flux de volume contravariant est adoptée.

Nous considérons les équations Navier-Stokes filtrées (3.25)-(3.27). Dans le but d’exprimer
ces équations dans une forme invariante au changement de coordonnée, on rétablit la notation
tensorielle générale avec des variances correctes, en remplagant les dérivées partielles par des
dérivées covariantes et en utilisant les tenseurs métriques :

1%=0 (3.60)

ou* p ap af_ fa

pn +(uau )’a+(g p)ﬂ—m =f (3.61)
7% =(ﬁ+w)-(g“’u/y’+g”yu,%) (3.62)

Q,
Notons qu’en coordonnées cartésiennes & / est égal au symbole de Kronecker 58 .

L’application du Théoréme 2.5, nous permet, d'écrire ces equatlons en coordonnées
généralisées sous la formulation suivante :

Uz=0 (3.63)
U=
P :(iwt).(g‘” Ui+g”Us%) (3.65)

Ol U=et Fesont les composantes contravariantes du champ de vitesse et des forces

extérieures. Pour des raisons que nous préciserons plus tard nous choisirons les composants
du flux de volume contravariants ¥*, donné par,

Ve =«/§U “ (3.66)

comme variables dépendantes. Notez que ¥'* est un tenseur densité de rang 1.
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Une procédure semblable est appliquée aux équations de modélisation de sous-maille des
grandes échelles turbulentes. Nous avons la formulation invariante en coordonnées
généralisée des équations de transport de 1’énergie de turbulence de sous maille et du taux de

dissipation, suivantes :

2
vi=Cu— k (3.67)
aks a off =P —

5 HUk)a (( Gk)g ks,ﬁ)a A-¢ (3.68)

P T R I
py HU%E),a Re+0'k gV 5 . Csxﬁky Cs2 T (3.69)

Ou le terme A représente la production d’énergie turbulente :

B=2.viS’S,; (3.70)
s=Ye"Ut+gmUy)  57=LU,y+U,.) 371

sont respectivement le tenseur contravariant et covariant de déformation du champ filtré. Les

valeurs des constantes de fermeture sont données par (3.59).
Les équations du modele de fermeture de sous-maille peuvent étre considérées comme des
€quations de convection diffusion avec terme source non linéaire. Soit 1'équation de transport

générale suivante :

0

——+¢ Ueh)a—(T.g% ¢ﬂ) =S (3.72)
Ou la quantité @ représente & ou bien k, I est un coefficient de diffusion et S terme source

qui dépend de U% et de ¢@.
En utilisant (2.56) et (2.57), les équations du mouvement (3.63), (3.64) et 1’équation de
transport (3.72) peuvent s’écrire sous une forme plus approprier 4 une discrétisation en

volumes finis :
| 0JgU=_
\/g 0 é’a (3.73)

ou« a\/—T i LJ }Tﬂ}'
ot I \/—g_ ¢ / Lﬁr

T =UU* +g* p—1*¥ (3.75)

a B
at J— g;g =5 (3.76)

0*=(U¢)~(T.g%$,) a7

(3.74)
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IIL7 Les Problémes de simulation des régions prés de la paroi :

Les différents résultats provenant des simulations SGE confirment ’efficacité de cette
méthode 4 transcrire les principales phénoménes liés 4 une turbulence présentant une zone
inertielle dynamique (sillage d’écoulement, jets et région externe de couche limite 3 un
nombre de Reynolds élevé). Cette zone inertielle diminue & 1’approche d’une limite solide,
déplagant la région a isotropie locale qu’a des échelles de plus en plus petites. D’aprés
Saddoughi et Veeravalli [124] dans leur étude d’un écoulement de couche de mélange, le
critere d’isotropie local est directement 1ié au taux de déformation du champ §;. Le taux de
déformation du champ moyen devient bien sfir plus grand au voisinage d’une paroi,
généralisant ainsi I’anisotropie a des plus petites échelles proche d’une limite solide. Aussi,
trés prés des parois, les plus petits tourbillons doivent encore étre suffisamment résolues. Ces
structures cohérentes dans la sous-couche visqueuse ont une influence importante puisqu’ils
interagissent avec la région tampon responsable pour une majeure partie de la production
d'énergie [56]. Il a été estimé qu'utiliser la simulation SGE autour d'une aile d'avion 4 nombre
de Reynolds de corde de 107 exigerait un nombre de nceuds de l'ordre de 10'! [137]. Cela
illustre clairement les problémes de la SGE prés des parois. D’ou la nécessité d’introduire de
conditions aux limites basées sur les lois de parois pour des simulations 4 des nombres de
Reynolds €levés, ou bien utilisé une approche simulant les trés grandes échelles combinant la
mod¢lisation statistique prés des parois et une simulation des grandes échelles en
dehors[137][30].

II1.8 Nouvelles directions de recherche, problémes ouverts :

Citons le modele de similitude d’échelles. (Bardina J., Ferizeger J .H. et Reynolds W.C.,
1980, 1a similitude des mod¢les de turbulence, 1984) qui repose sur I’idée que la majorité des
interactions entre grandes échelles et petites échelles est concentrée prés de la coupure. En

remarquant que le champ Z est plus riche en grandes structures que le champ 5 on est

conduit & définir : ¢*=5—5 qui est supposé étre représentatif des tourbillons d’échelles

voisines des nombres d’onde de coupure. Le modéle suppose alors :
Tg':Cb(szﬁ}—uiu,-) (3.78)

Ce qui traduit I’hypothése que le champ fluctuant de sous-maille a une structure semblable &
celle de la partie du champ filtré correspondant aux plus forts nombres d’ondes.

Les écoulements étudiés par simulation numérique de grandes structures turbulentes sont
généralement des écoulements en géométrie assez simple et nécessitent I’emploi des
supercalculateurs. L’extension 4 des situations industrielles ne peut étre envisagée de fagon
courante. Parmi les problémes ouverts, reste bien siir le probléme central de la fermeture de
sous-maille, mais aussi d’autres problémes plus techniques de mise en ceuvre comme la
formulation des conditions aux limites dans les sections d’entrée et de sortie. Pratiquement les
conditions périodiques sont utilisées chaque fois que la direction correspondante peut étre
considérée comme homogeéne mais dans les cas plus généraux le probléme reste plus délicat 4
maitriser. Sur le plan des fondements de la théorie, le filtrage ne peut étre assimilé 4 une
moyenne statistique conditionnelle de fagon simple. Ce fait est 4 ’origine des propriétés
operatoires plus complexes de ’opérateur de filtrage.

Apres avoir abordé certains aspects concernant la modélisation de sous maille, nous passons 4
la description de la résolution numérique des équations de Navier-Stokes filtrées dans

lesquelles les termes non linéaires ont été modélisés.
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Chapitre IV

Résolution numeérique

Dans le chapitre précédent, nous avons présenté une formulation tensorielle, invariante en
coordonnées des équations différentielles de quantité du mouvement des grandes structures
turbulentes d’un écoulement incompressible, et des principales équations de transport
nécessaire 4 la modélisation de la turbulence des échelles de sous-maille. La résolution
numérique de ces équations, impose en premier lieu de faire un choix judicieux des
techniques de discrétisation spatiale, capables de fournir des approximations physiquement
réalistes méme sur des maillages distordus. Au cours des précédentes quinze dernieres années
plusieurs approches ont été proposées pour le développement des modélisations
d’écoulements turbulents autour de géométrie complexe, tel que les méthodes des différences
finies et des volumes finis, en maillage décalé ou collocatif, en coordonnées orthogonal ou
non-orthogonal, en formulation de vitesses cartésiennes ou contravariantes. Un bréve résumé
des différentes possibilités de ces méthodes en tenant compte de leurs avantages et
inconvénients sera donner dans la prochaine section.

L'objectif de ce chapitre est de présenter une intégration spatiale en volume finie efficace et
précise ainsi qu’une intégration temporelle stable des équations de Navier-Stokes filtrées avec
deux équations de modélisation de turbulence des petites échelles sur un maillage de calcul
décalé couramment utilisé pour les calculs d'écoulements incompressibles, car ils facilitent le
couplage entre les champs de vitesse et de pression, en autorisant l'emploi de schéma centre
pour approcher les dérivées spatiales de type gradient et divergence. En effet, grace 4 la
localisation des nceuds de pression par rapport aux nceuds des composantes de la vitesse, un
schéma centré conduit 4 des molécules compactes 4 la fois pour le calcul de la divergence du
champ de vitesse intervenant dans l'équation de continuité et dans la détermination du
gradient de pression dans l'équation de la quantité de mouvement. Ceci, aussi interdit tout
découplage entre les champs de vitesse et de pression, ce qui renforce la robustesse de la
méthode. Les flux de volume contravariants seront choisis comme variables dépendantes. On
supposera que Le domaine de calcul numérique rectangulaire ou cubique (structuré) est
obtenu par transformation d'un domaine physique doublement ou multi connexes. Une
discrétisation standard sera présenté dans la Section IV.3, restreinte a des grilles de maillage
plus ou moins réguliers, en conséquence de l'avénement des symboles de Christoffel, qui
exigent 1’admissibilité d’une deuxiémes dérivés de la transformation x=x(¢ ). Malgré cela,
l'exactitude de la discrétisation peut étre maintenue si certaines régles relatives aux
approximations des quantités géométriques sont suivies. Dans la Section IV.4, une méthode
plus appropriée aux maillages irréguliers, nécessaire dans un calcul resserré prés des parois
sera adopté afin de contourner les difficultés associées 4 ces derniers. Il est attendu que ces
discrétisations maintiendront la stabilité et la consistance des schémas numériques utilisés
dans la simulation, pour des changements rapides des dimensions de la maille dans le
domaine physique. la discrétisation temporelle doit &étre réalisée de fagon implicite pour ne
pas baser le pas de temps sur la vitesse de propagation des ondes sonores, mais sur la vitesse
du fluide. cependant, méme si elle autorise l'emploi de grands pas de temps, l'avantage de la
méthode n'est pas garanti, car la résolution d'un pas de temps peut se révéler coliteuse et peu
précise suivant l'approche retenue.
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IV.1 Analyse des travaux antérieurs de discrétisation en coordonnées
curvilignes :

Une synthése des différentes méthodes numériques utilisées pour la discrétisation des
équations de Navier-Stokes incompressible et de transport de la turbulence en coordonnées
généralisées est évaluée et analysée afin d’en définire une ligne de procédures plus adaptées
aux objectifs rechercher dans la présente étude.

Généralement, deux approches de base peuvent étre considérées pour 1’écriture des équations
dans un systtme de coordonnées curvilignes. La premiére méthode consiste en une
transformation compléte des équations gouvernant le mouvement en coordonnées
généralisées, comme ce fut présenter au chapitre précédent. Une telle formulation invariante
en coordonnée implique ’introduction de plusieurs paramétres géométriques, et exige un
temps de calcul et d’espace mémoire onéreux. De plus, 1’évaluation des symboles de
Christoffel, 4 partir d’un maillage irrégulier induit une source d’erreurs et d’instabilité qui
peut altérer sérieusement la simulation. C'est peut-étre 13 le principal inconvénient de cette
stratégie, en particulier quand un mode¢le 4 deux équations de transport est utilisé, dont le taux
de production d'énergie turbulente, nécessite le calcul de pas moins de six différents symboles
de Christoffel dans le cas d’une simulation bidimensionnelle.

La deuxiéme approche de résolution procéde par une transformation partielle des équations de
Navier-Stokes et de modélisation afin d’éviter I’apparition des symboles de Christoffel, en
maintenant les vitesses cartésiennes comme variables dépendantes obtenant ainsi une
formulation conservatrice, et structurer plus simple 4 programmer.

Le choix entre les deux approches décrites au-dessus est dicté par le type de maillage utilisé:
décalé ou collocatif. En maillage décalé, généralement les composantes de la vitesse
cartésiennes, ne sont pas perpendiculaires par rapport aux faces de la maille, menant ainsi a
une discrétisation instable conséquente d'une non-conservation de la masse discrétisée suivant
une maille. D’ou, la nécessité de choisir des variables dépendantes orientées suivant le
maillage telles que les flux de volume contravariants. Sur un maillage collocatif 1’orientation
suivant les grilles de la maille dévient facultatif, levant ainsi les contraintes liées au maillage
décalé, I'utilisation des vitesses cartésiennes comme variables primitifs dans les équations de
mouvement parait alors satisfaisant.

A la lumicre des observations précédentes, 1’approche collocatif/cartésiennes pour la
discrétisation des équations Navier-Stokes moyennés avec le modéle standard "k—&" en
coordonnées généralisées est devenu trés populaire et a été largement utilisée pendant les
quinze derniéres années [38], [113], [104], [29], [117], [107], [19], [89], [180], [20], [169],
[119], [144], [52] et [82]. Bien que l'approche collocatif soit trés populaire, elle présente toute
fois un inconvénient de taille celui des mesures spéciales exigées pour I’obtention d’une
discrétisation stable, comme par exemple, ’interpolation de Rhie-Chow [113] afin d’éviter les
difficultés dues au couplage de la pression et de la vitesse. Par contre, un maillage décalé a de
nombreux avantages pour un calcul en écoulement incompressible, tel que 1’élimination
naturelle des oscillations non-physiques du calcul de la pression. En coordonnées cartésiennes
un maillage décalé assure une discrétisation plus naturel, simple et exact qu'en maillage
collocatif. Plusieurs études procédant par des discrétisations des équations de Reynolds sur
des maillages décalé avec les composantes cartésiennes de vitesse comme variables primitifs
ainsi que le modele standard "k—&" en coordonnées généralisées sont présenter dans [92],
[111], [10], [78], [173]et [17]. Comme c’est déja mentionné cette approche peut donner lieu a
une a discrétisations instable. Suivant Chen et al. [17], I'unique méthode pour éviter ces
difficultés, est de choisire un systéme de coordonnées en asseyant de minimiser l'angle entre
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les variables dépendantes et la grille. Regle, trés difficile a vérifié pour un domaine général,
surtout en calcul tridimensionnel.

Des discrétisations sur un maillage décalé avec des vitesses orientées en grille comme
inconnues sont présenté dans [109], [112], [26], [140], [87] et [57]. Dans [140] les équations
gouvernant le mouvement sont formulées en notation vectorielle dont 1'avantage est de ne pas
présenté explicitement de symbole de Christoffel. Dans [112] et [87] les composantes de la
vitesse contravariantes sont utilisées, tandis que dans [109], [26] et [57] les auteurs utilisent
les composantes physiques contavariantes de la vitesse comme inconnues.

Quelques publications utilisent le flux de volume contravariant ¥’* comme variables primitives

(justement celles adoptées par notre étude) sur un maillage décalé [51], [120] et [7] restreintes
aux écoulements laminaires.

Jusqu’a présent, il est trés compliqué de dire quelle est la meilleure approche pour calculer
I’écoulement incompressible autour de géométries arbitraires, mais il est certainement évident
que l'approche collocatif/cartésienne trés répandue est plus préférée, tandis que I’approche
décalée/contravariant, qui demande dans un premier temps une écriture fastidieuse parait une
fois cette étape dépassée plus prolifique, par des calcules plus stables et consistants simulant
le mouvement des grandes structures turbulentes.

IV.2 Génération de maillage et paramétres géométriques :

On considére le maillage en coordonnées curvilignes tridimensionnel d’un cube G transformé
d’un domaine physique Q. Dans G une maille uniforme G, est défini par :

G;.z{g:g;_l =-DAGS? \=(-DACE \=(k-DAC%=L2, . Lj=1,2,. JA=12, K | (41)
2 2 2

Ces points sont les faces des cellules. La figure(4.1) représente une cellule 3D. Il est supposé
que les coordonnées des faces de la cellule soient les seules informations de base recherchées
par la génération de maillage. Les faces de la cellule sont connectées par segments de lignes
droites, correspondantes a I’hypothése d’une transformation d’un domaine physique
doublement ou multi connexes.

¢+l j k)

Figure(4.1) Une maille tridimensionnelle dans le domaine physique {2, et son image dans le domaine G
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Dans un plan bidimensionnel ces raccordements sont appelés nceuds de maille. Une cellule
tridimensionnelle est bornée par six faces, chacune une d’elles, est défini par quatre droites
connectées, qui dans un cas général ne sont pas tracées dans le méme plan, et dont les grilles
n’ont plus besoin d’étre uniforme. La cellule centrée au point ( L¢3.C, ,3) est appelée Gix et son

image dans le plan Q est appelé Qix . Le maillage x=x(§’ ) est défini par les coordonnées des
points n{{ 1. 67 ; ,) étendus a tout le domaine G par interpolation tri-linéaire (bi-linéaire
- i Tk

en bidimensionnel). Ainsi, 4 I'intérieur de la maille la transformation est donnée par la
relation suivante :

x=co+ag +c2 2+l 3+l G2+ esC 1P+ e 2+l E (4.2)

Ou les constantes C0,Cl,...C7 sont convenablement choisies. Ces constantes difféerent d’une
maille 4 une autre, pour une transformation x=x(§ ) supposée doublement ou multi connexes.

Par ailleurs, on admet une certaine orientation des surfaces des faces de la cellule Qi .

La génération de maillage permet de collecter les différentes coordonnées des quatre points
limitant chaque face de maille afin de pouvoir calculer les principaux paramétres
geométriques liés au maillage. Cela sera discuté au-dessous, en premier lieu nous
considérerons les propriétés de continuités de ces quantités. En partant de ’hypothése d’une
transformation doublement ou multi connexes tous les paramétres géométriques sont calculés
a l'intérieur d'une cellule en prenant des différences centrées. Notons par ailleurs la
discontinuité de certaines de ces quantités sur les faces de la cellule. Par exemple, 4 partir de

I’équation.(4.2), on admet que a(«) est constant le long de la ligne ¢# (c.-a-d. £# = constante,
a#f3), et varie d’une maille 4 une autre, méme pour des maillages non réguliers. Par contre,
le long des faces {'*=constant, a(«)est discontinu si le maillage utilisé est non linéaire. Sur les

autres faces de la maille, on trouve que a(«) est continu. D'aprés (4.2) la dérivée ¢” du vecteur

base covariant a(s)est continu sur les faces y tel que y=a#f, toutefois sur les faces a et S

oa)

P est en général discontinue.

la dérivée

Tout cela présage des nombreuses difficultés ayant trait aux calculs des symboles de
Christoffel. Les propriétés de continuités des quantités géométriques restantes suivent ceux

des vecteurs de base covariants. D'aprés (2.32) et (2.39), JE est discontinu sur toutes les

faces de la maille. Alors que \/Ea(a) est régulier et seulement discontinu sur les faces [

(a#pB). Les quantités géométriques sont calculées 4 1’aide de différences centrales et

d’interpolation linéaire. Par exemple, les vecteurs base covariants a()= aaé’fa sont calculés

suivant un arrangement décalé au centre des bords de la maille Gy d'apres :

TR Ly xf
a([d(i,ji;—,kié—): A 4'1
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a(ﬂ)‘ " x€i;—,ji—;—,k+£_)-—x{i;—,jijlz_’k_;_)
i Ag? (4.3)

Aux autres points (au centre de la maille, faces) les vecteurs de base covariants sont obtenus
a partir de leurs valeurs au milieu des faces par une simple moyenne, par exemple on a :

a(?)‘(f,j,h;—): ;_—(a éj)‘Q,ﬂ—;—,m;—)ﬂ“ aéi))(i,j--;a,m;_)) (4.4)

Sur les faces ou les vecteurs de base covariants sont discontinus, leurs valeurs sont obtenues
grﬁce a des moyennes arithmétiques des vecteurs de base covariants existants :

ooty 5 ol s gy alles g patlionspaapratfinnsny) @

Les vecteurs de base contravariants sont obtenus par orthogonalité de (2.31). Dans le cas
bidimensionnel, en prenant, a}y=a{,)=0, I’équation (2.31) permet d’écrire :

a(l)_

\F(aé),— aly) et a®= \/—(—az), aly) (4.6)

avec g =alaky—ahal) 4.7)
Apres les différentes approximations numériques, il est préférable de satisfaire 4 la relation
(2.58), ce qui est toujours le cas en calculant les vecteurs de base contravariant 1’aide de (4.6)
ou, dans un cas plus général, par la condition d'orthogonalité (2.31). A partir de (2.36) et
(2.37) on peut déduire les valeurs des tenseurs métriques covariants et contravariants de tous
les points du maillage. Les symboles de Christoffel sont alors calculés par des différences

centrales aprés avoir calculé a@) et a® aux points exigés, en utilisant 1’équation (2.46). Cela

complete notre description de la méthode de calcul des quantités géométriques.

IV.3 Discrétisation invariante en volumes finis des équations
gouvernant le mouvement :

La méthode des volumes finis est utilisée pour discrétiser les équations de 1’écoulement
autour d’un corps arbitraire (3.73)-(3.77). Cette méthode est basée sur la résolution d’une
forme intégrale de ces équations. Le domaine Q est divisé en volumes élémentaires
auxquelles on applique l'intégration. Un arrangement décalé des variables est utilisé ou tous
les scalaires (pression et quantités turbulentes) sont localisés aux centres de la cellule
(i, j,k) alors que les composants de la vitesse U< sont placés dans la direction ¢ au centre

des faces de la maille. En conséquence, U',U%et U?sont définis respectivement aux

points (z+—:1z—, /,k), (i, j+%,k), (i, j,k+%). Pour chaque inconnu nous définissons une collection
d'un nombre fini de volume de contrdle sur tout le domaineQ). La figure (4.2) présente
l'arrangement de 1’ensemble des inconnues, ainsi que le volume de contrdle correspondant

dans un syst¢éme ¢*. Chaque inconnu est centré au milieu de ¢a maille de controle.
Dans les trois prochaines sections nous considérons respectivement la discrétisation spatiale

de l'équation de continuité (3.73), des équations de Navier-Stokes filtrées (3.74) et de
1'équation du transport (3.76)- (3.77).
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Figure(4.2) L’arrangement des inconnues dans une maille décalé 3D

En utilisant le théoréme de divergence de Gauss, on transforme les intégrales de volume
contenant les termes d’opérateurs différentiels en intégrales de surface des faces de la cellule.
La dérivée temporelle et la partie droite des équations constituent les termes source ainsi que
les termes dus 4 la courbure qui ne peuvent pas étre exprimés en opérateurs différentiels de
flux de volume et qui doivent étre évalués d’une autre maniére. La transformation de

maillage x=x(;’ ) est choisie de telle fagon A{*=l pour a=1,2,3.

IV.3.1 L'équation de continuité :

La discrétisation de l'équation de la continuité (3.73) est obtenue par une intégration sur
chaque cellule Gy suivant :
O04/gU*= O4JgU*
J J——af%—dm | }é; N —dgdgdg?
Qi jk \/E Ci,jk

i+, k k
CLer (i T

Va=lgUs=\lga®u (3.9)

appelés flux de volume, et utilisés comme inconnues primitives, au vu des constatations
suivantes :

)1 a”f®+V3

Avec :

Quand on représente un champ de vitesse constant # en composantes contravariantes,
le recalcule du vecteur original u 4 partir de ces composantes devrait étre exactement
retrouvé, or cette exigence peut étre satisfaite seulement si on utilise les composantes

contravariantes ¥'* au lieu de U# (voir [91]).
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2. D’apres la section IV.2, il est évident que la vitesse U e=q®) u pest pas continue sur

les facesar. D’un autre coté puisque \/E a'® est continu sur toutes les faces de maille

{e=constant alors, V'* ’est aussi.

IV.3.2 Les équations de quantité de mouvement :

L'équation (3.74) peut étre réécrite sous la forme tensorielle suivante :

1 a\/g—];aﬂZFa_aUa {a}Tﬂr
Je  9¢ ot \m

avec Taﬂ :UaUﬂ +gaﬂp_z-aﬂ

(4.10)

Ces équations sont discrétisées dans ’espace par intégration suivant un volume de contrdle
centré au point de localisation de V=. Par exemple, poura=l1 :

oNeT" g "
j\/l_‘é;ﬂ dQ= j —perdgasds

v 40y fo TIZ%*Z’J.* ; g T%

2 ’J 2 ’
La partie droite de I’équation (4.10) est intégrée en utilisant la régle du point milieu :

oU'! 1 oU! 1
Fle—— T? dQ~ Fl— { }Tﬂ"j
Q, l[,,,k( ot {/’7} j \/g_[ ot By

11 i+ ,],k+
gT f,+§,, k——; (4.11)

(u%,,-,k) (4.12)

i+

L’intégration de I’équation (4.10) sur le volume de controle Q 4k €t Q ',/ﬁ_; respectivement,

pour @=2 et @=3peut étre obtenue d’une maniére similaire a celle présenté au-dessus.
La discrétisation est complété par la substitution de (3.62) et (3.75) dans (4.11). Les symboles
de Christoffel sont introduits dans les équations discrétisées par les dérivées covariantes des

vitesses contravariantes dans (3.62). En outre, la vitesse U est remplacée dans les équations

Va

obtenues par \/— . La discrétisation du terme convective nécessite une linéairisation par la

méthode standard de Newton:

Vay Pal ey Pyyay bV oy’ (4.13)

page 42



Résolution numérique Chapitre IV

Ou V @ représente la vitesse contravariante prise au temps précédent. Finalement les flux a

travers les faces de la maille contenant les quantités de convection et les dérivées de diffusion
doivent étre évaluer approximativement par des différences centrales combinées a des
interpolations bi-linéaire (4-points), par exemples :

VesssyHU etV sy Grsesay Y Gimsn) (@14)
o>
Wl(i,j,k)z V(gj,u;—)—V(is,j,k—%) (4.15)

Bien que les différences centrales soient non-monotones, et donnent lieu 4 des oscillations
non-physiques, typiquement au voisinage des régions 4 fort gradient, elles restent une
référence trés fiable, pour des simulations 4 des nombres de Reynolds élevés. En pratique, la
discrétisation des équations de quantité de mouvement est implémenté par des schémas
centraux méme non-monotones dont les résultats sont d’une précision avérer.

Le discrétisation de I’équation de mouvement-¥"'dans le cas bidimensionnel présente un

stencil de discrétisation de 19-points sur lesquels les molécules des différents termes sont
représentées sur la figure (4.3)

1 O O
@) O
. O O
(a) (b) ©)
—_— Vl
V2
O p

Figure (4.3) Le stencil de discrétisation pour les équations de mouvement -1 en 2D: (a) les termes de

Convection ; (b) les termes de diffusion ; (c) les termes de pression

Le stencil-y2 est obtenu par rotation de 90°. En trois dimensions, le nombre total des
variables rassemblées dans 1’équation de mouvement-V'est de 61 (V'-19 points, V2-16

points, /3-16 points et P- 10 points) qui est plus compliqué a tracer.
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IV.3.3 L'équation du transport :

L'équation du transport (3.76) est intégrée sur une cellule de la pression au centre (i, j,k)
suivant la formulation :

J' a‘/—Qa dQ= J' a\/—Q é’ldé’zdé%

anVg 9% ol
N\/—Q‘gii”kgh/—ng .Lkgﬂ/—Q"’g,j,“; (4.16)

La partie droite de I’équation est intégrée en utilisant la régle du point milieu :

99 )10~ LA
(5% ol 55 o (17

On substitue (3.77) dans ’équation (4.16) pour compléter la discrétisation. Les inconnues ¢
sont obtenues au centre des cellules de calcul. Les différences centrales devraient étre utilisees
pour maintenir la précision au deuxiéme ordre. Cependant, ces schémas, ont une tendance a
produire des oscillations qui peuvent endommager la stabilité des solutions du modele a deux
équations, et favorise 1’apparition de valeurs négatives des quantités turbulentes accrues par la
non-linéarité et le couplage fort entre les équations du modéle, ce qui peut entraver la
convergence des solutions.

IV.3.4 Le terme de production dans le modé¢le &4 deux équations :

Le taux de production d'énergie turbulente formulé par (3.70) est un terme source dans les
équations de modélisation de turbulence. La discrétisation de ce terme est porté au centre
(i, j,k) par des différences centrales et d’interpolations bi-linéaires en utilisant le minimum de

nceuds proches du point de discrétisation. De plus en utilisant V“=J§U % comme inconnues,

la dérivée covariante des composantes de la vitesse contravariante doit étre exprimée en
composantes du flux. En vertu de (2.49) et (2.54) on obtient :

ove [vr a
5= \/—[agﬂ { }V“’{ﬂ?}w} (4.18)

En conséquence le terme de production contiendra plusieurs symboles de Christoffel,
particuliérement, en 3D produisant ainsi des résultats imprécis méme sur des maillages
faiblement irréguliers. Pour y remédier 4 cela ces symboles sont éliminés dans cette formule
en utilisant le lemme de Ricci (2.53) substitué dans (3.71) suivant :

ay OU aU'B 5Ua_5gaﬂ

Saﬂ‘z g o7 +gh a7 or (4.19)
ou” ou” 0
_1 N Eap 1
Saﬁ_f(g‘” agﬂ *&p ol oc7 JVJ (4.20)
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Ou, on remplace la vitesse U% par %‘; Bien que, la discrétisation de (4.19) et (4.20)
g

produit de meilleurs résultats que (4.18), elle reste imprécise pour des simulation sur des

maillages déformés.

IV .4 Discrétisation Invariante des équations gouvernant le mouvement
sur des maillages non-réguliers :

En conséquence, de la présence des symboles de Chrisioffel dans les équations discrétisées, la
transformation x=x({ ) utilisée pour générer le maillage doit étre deux fois différentiable.

Cela est vérifié si les points de la grille x=x(¢), {€G sont distribués d’une maniére uniforme
dans le domaine physique Q doublement ou multi connexes. L’utilisation de maillage
présentant des changements rapides de dimensions de maille a des fines pratiques est trés
répandue, par exemple la simulation de la turbulence prés des parois d’un corps arbitraire,
nécessite un traitement particulier, le maillage utilisé par les auteurs est resserré prés des
parois selon des projections topographiques une seule fois différentiable. Dans ce cas
I’emploie de la méthode décrite auparavant est inadéquat aux vus des résultats erronés
produits par cette procédure.

Pour y remédier a ces difficultés les trois prochaines sections seront consacrées 4 la
présentation d’une méthode de discrétisation qui n'exige plus 1’admissibilité par la
transformation x=x(¢)d’une deuxiéme dérivée et dont la précision est maintenue dans le cas

d’une simulation d’un champ uniforme de vitesse et scalaire ainsi qu’un champ de pression
bi-linéaire sur des grilles arbitraires. De plus, cette approche est du deuxiéme ordre quand la
projection topographique est lisse et réduite 4 un schéma MAC cartésien [41] quand l'identité
de génération de maillage x=¢ , est utilisée [161].

Parce que cette nouvelle méthode s'avére pour étre quelque peu compliquée, on procéde par
un résumer des principales traits de la méthode :

e On débute I’écriture des équations de 1’écoulement par une formulation cartésienne.

e Transformation des variables indépendantes : La vitesse cartésienne et les contraintes
ainsi que les termes de gradient sont retenus dans un premier temps dans cette
formulation. Les équations sont écrites dans leur forme définitive en utilisant une
notation vectorielle/tensorielle mixte plus adaptée & une discrétisation.

e La discrétisation des équations de 1’écoulement est obtenue au moyen d'intégration
en volumes finis. Les termes de convection et visqueux impliquant des vitesses ou des
scalaires sur des points qui ne coincident pas avec leurs points de définition sont
automatiquement interpolés. En outre, quelques définitions de certaines quantités non
continues sur les faces ou les bordures des cellules sont introduites. Ces définitions
maintiennent la précision méme pour des champs d’écoulements constants sur des
maillages irréguliers. Les termes de gradient de pression sont approchées par une
méthode d’intégration appeler chemin d’intégration [164].

e On transforme les équations discrétisées pour u en prenant le produit scalaire de cette
équation par \/Ea @ pour obtenir des équations pour V<.
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e Finalement, les équations du mouvement discrétisées contenant u et V'* sont écrites

sous une forme invariante en coordonnées en exprimant  en termes de ¥ dans leurs

points de définition. Par conséquent, I'interpolation et la définition des quantités sur
les faces des cellules sont obtenues avec une grande précision méme pour un champ
d’écoulement uniforme sur des grilles arbitraires.

IV.4.1 L'équation de continuité et les équations de quantité de
mouvement :

Dans le reste de cette section nous nous restreignons 4 un calcul bidimensionnel. Pour la
discrétisation, un maillage décalé représenté sur la figure (4.4) est employé. Pour 1'équation de
continuité la discrétisation robuste (4.8) est retenue sur des mailles arbitraires, car les flux de
masse ont des propriétés de régularité dans leurs points de définition. Nous continuons alors
avec les équations de mouvement.

(i j+172)
(ij+172)
P
. 1 » +
; (‘Jf (4172, y!
| 12
% v
gl

Figure (4.4) Le maillage décalé bidimensionnel et le volume de contrdle QH%, ;j et son image G,-%, j

En premier lieu, nous avons besoin d’une expression pour la dérivée partielle de toute quantité
¢ suivant x exprimée en termes de coordonnées généralisées, & savoir :

5
— jg—agy (Veafs) @421)

Obtenu en utilisant la I’identité¢ (2.58). Dans un premier temps, pour abaisser l'indice
contravariant &, la relation de transformation (4.21) est considérée sans qu’aucun changement
ne soit effectué sur les termes de pression ou sur le tenseur des contraintes visqueuses, les
équations de mouvement (3.74)-(3.75) sont alors écrites sous la forme suivante:

a b aVyua 1 a
o 4 £} 27 (\/E ag ek ):f“ (4.22)

ot Jg 9¢7 Ox* \[gd

By 8ua)
ox’

ou’
T =ve.( o 8 (4.23)
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avec Veff viscosité effective définie comme étant la somme d'une viscosité turbulente V: et du
nombre de Reynolds. La raison pour laquelle ’équation (4.22) est écrite sous une forme
hybride qui contienne des tenseurs en notations cartésiennes et générales sera discutée plus
tard. Il a été trouvé que la forme vectorielle (4.22) est une forme trés utile pour un début de

discrétisation:
6 oV’
u_ 1 “ vy (/—a(y) (ﬂ)):f )

AN Jg 97

7 (B)— (z-l(ﬁ )z 2(ﬂ)y (4.25)

Nous considérons séparément la discrétisation dans l'espace de chacun des termes de (4.24).
Ces termes sont intégrés suivant les différents volumes du contrdle de vitesse. Nous prenons

comme modele le volume QH%, jde la figure(4.4), la contribution de 1'équation discrétisé sur

le volume €;, j+1 peut étre facilement obtenue par rotation et symétrie.
L’intégration de la dérivée temporelle et de la partie droite de (4.24) 4 travers le volume

_[ fdQ—J— )/1,%, ) (4.26)

puisque /g est discontinu au point (z+ ,j)nous devons deﬁmr\/_

Qi+%, j,est donnée par:

j dQ—J— (oL 5u

+~—IJ

L)
l+2,j

Q

, + J par une moyenne

arithmétique du Jacobien des deux points avmsmant le centre :

N s ) (427)

Notons que (4.26) est exact pour un champ de vitesse constant dans 1’espace. L’intégration du
terme de convection & travers le volume, est donnée par:

1 OV'u aVVu
QHJ_. \/_54'7 ——dQ= H‘[j o7 Cids?
o
J-Vlul'“d§2+ _[Vzuj Zdé" w2
‘)

Ot nous avons supposé les vitesses V'et u continues aux points (z+ ,J) . Les deux derniéres

intégrales de (4.28) sont approchés par une moyenne, valable pour n’importe quelle
transformation en coordonnées généralisées avec u=constante. Cependant, en contraste avec
I’approximation du premier terme de ces deux intégrales le second ne peut étre approché avec
une précision du deuxiéme ordre, si la transformation x=x(§ ) n’est pas doublement

différentiable, parce que V?2et u ne sont pas continues suivant{’ aux points i+—1-, +1)  En
Y q Y p JEy

conséquence, l'approximation devient du premier ordre en précision. De 13, nous pouvons
écrire :
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1 aV"u - oy ,'+Lj+l_
QJ: \/E oC7 dQ~V'u §,~,,->’)+V2u iéjé (4.29)
on définit V(iZJr%,ji%)E%_(V(i?:ji;—)+ (i2+1,.it;~)) (4.30)

qui peut étre considérer comme exact pour un champ de vitesse uniforme. Le flux V'dans

(4.29) est calculé par interpolation linéaire :
| 1 1 . 1 1 1 1
V("’f)_E-(V(iw;—,j)-*_V(H-%—,j)) : V(Hl,j)——z—(VGJr;_’j)‘FV(Hg_,j)) (4.31)

Une autre approximation de u est requise, pour cela un schéma central est obtenu, en utilisant
les moyennes suivantes :

=1 . |
u(i’j)—zv(uc—é—,j)-*—u(w-;—,j)) > u("+‘;"f+;”)_7(u(i+;—,j+l)+u(i+;—,j)) (4'32)

Un schéma décentré en amont du premier ordre est obtenu par exemple, avec :

=3l + sign (Vd,f))]”(i—;—,j)*é_[l'”g” (V<},j))]u(,-+;_,,-) (433)

et
= ; 11—
oy PR " g gl 157 O i o029

Tous les termes de convection sont linéairement approchées 4 ’aide de la méthode standard
de Newton.

Une approximation précise du gradient de pression est capitale, particulierment sur des grilles
irréguliéres, a cause de son influence directe sur la résolution. C'est en conséquence de la
contribution relativement élevée du gradient de pression au processus d’équilibre qui dicte le
niveau des forces vives dans le cas d’un nombre de Reynolds élevé.

Dans [164, 149], une approche particuliére et précise est utilisée pour évaluer correctement le
gradient de pression ou d’une manicre générale le gradient d’un scalaire. L'idée de base de
cette méthode appelée chemin d’intégration (integration-path) est d’intégrer le gradient en
question le long des trajectoires convenablement choisies dans le domaine physique et en
exploiter la régularité pour obtenir une approximation. Il a été montré que cette approximation
est exacte pour des gradients constants sur des grilles arbitraires non uniformes.

Avant d’appliquer cette méthode pour calculer le gradient de pression, on integre dans un

premier temps ce terme a travers Qf%, j » suivant:

) IVp.sz\/g (H% , j)Vpl(HL ) (4.35)

2"/

i, j
12_/
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\/- (,F j) est défini par (4.27). L'approximation (4.35) est vérifiée exacte pour un champ de

pression bi-linaire. Nous choisissons un chemin d'intégration & travers le point (z+§, 7). Un

choix évident est celui (i+1,)—(i, /) , obtenu par I’intégration suivante :
x(i+1,/)

¥ IVp [dx=~Vp

LJ

x(i+1,/)
(rg) Jar=vp

x(i./) x (i)

p

(+1.5)€®) (4.36)

ol nous avons privilégié la propriété de régularité de Vp au point (i+—;—, J) . En outre, (4.36) est

toujours vérifié pour un Vp=constant et :

x(i+1,/)

e )
c(H= J‘dx =9 a(1)‘(i,j)+a(1 (i+1,/) (4.37)
x(i./)
afin trouver une équation supplémentaire pour résoudreVp, un autre chemin d'intégration a

travers le point (i+—é—, j) doit étre choisi. Nous choisissons la moyenne des deux trajectoires,

comme suit:
1 x@,j+1)  x(i+1,/+1)
j+1 +1,j+l
(pl i+1 - 1): _[ + J )Vp.dx= (H%,j)c(z) (4.38)
x(u ~-1)  x(i+1,j-1)
avec .

—1 1 1 1 1 1

@)=y a(z)‘ - s a(z)l G, j)+§a(2J @, j+1)+§a(2)\ (i+1, j—1)+Za(2)‘ (i+1, j)"“s‘a(z)l (i+1,5+1)  (4.39)
qui reste encore exact pour les champs de pression bi-linéaire. Les équations (4.36) et (4.38)
sont résolues pour Vp par la méthode de Cramer. En analogie avec (4.6) et (4.7) nous

définissons :

c(1)=—é.—(cé),—cb))r ; Cm:“éT(“cﬁ)a_C(l)y s C=clychy=chrk) (4.40)

La solution s’écrit alors :

Plos FE Al O+ Sl pltiie)e® e

D’une fagon similaire au terme de convection, la discrétisation du terme visqueux est obtenue
par I’ integration suivante :

I g 647(‘/—"5’7 ’ﬂ}@— I agr(‘/‘“y)f” hoag

1+ LIk

~afgafe? f‘“’f)+\/— aPrh|

Cette derniére relation reste vérifier pour /g a f{ )r# constant, V ¥ € [l ,2] et aussi pour un

el
N ,__; (4.42)

champ de vitesse bi-linéaire. Par ailleurs :

\[g_a )’H ) (\/—a )‘z+1 J1) '*'\/—a )|z+j+1) (4.43)
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puisque \/g a® est continu et constant aux points (z+%, ]—%)et (z+%, j +%) Par conséquent,

sauf pour des maillages réguliers, 7 ? est non différentiable suivant{?. On utilise alors la

méthode du chemin d’intégration pour approcher le terme Vey Vu® qui apparait dans 7 P et

maintenir ainsi la précision, quand ver varie rapidement. En utilisant par exemple, la

continuité de vey Vu® au point 1+;, J+-l—), nous aurons :

2
b

x(@+1,741)  x(+1,/)

R [+ ]

Ve VUue.dx
@ ) off
x(i,j+1) x (i)

alli+1,j+1
E Jj+1) )+ua

x(@i+1,j+1)  x(i+1,/)

progl3C ]+ grde s

x (i, j+1) x(i,j)

zVeﬁ"V u<

La derniére intégrale peut étre évaluer suivant:
1 x(i+1,j+1)  x(+1,7) 1

comk( |+ |l
=5

x (i, j+1) x(,4)

_1( awy,. . a ) . an|, aw|, '
_Z( Vefr ("J)+75}L‘(’+1J)+ Veﬁul(l,jﬂ)‘}';fﬁ%kzﬂ ,j+1)) (4.45)

Pour trouver une deuxiéme équation pour VerVu?nous choisissons une autre trajectoire

d'intégration a travers le point (i+%, Jj +—1—). Un choix évident est celui de la moyenne des deux

2

trajectoires, suivantes:
x(z+11+|) x (i, j+1)

1 ( i+1,j+1 1 ):1 1
i el )+u hs31) o Verr Vue.dx
x(i+1,7) x(i./)
1,j+l i,j+1
—( (s uel|frs ))=Veﬁ Vsl 1)ce) (4.46)
_1( a@)|. ,a@)|. ., 4C)|. a)|... .
avec : C(Z)—Z( Ver G+ Ver |(z+1,/)+7e(f}4(1,1+1)+ Ve |(,+1,,+1) (4.47)
Résoudre (4.44) et (4.46) pour VerVu“au point (z+-;?, j+-%—), nous permet d’écrire les

résultats suivants :

Ver Ve (H Lol ):%(u Elzlijfl)"‘ua Et+1),1)) (1)+5(ua giil,ﬁl)_*_ua‘gu;l))c@)
~U“ %21:_;) ) (1)+ua z+i—)j;1) ) (4.48)

Avec ¢ donné par (4.40). Suivant la méme procédure, on peut obtenir une expression pour

ver Vu® aux autres faces de la cellule ainsi qu’au centre.
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La discrétisation spatiale des équations complétés, est représenté par une structure de
molécules sur la figure(4.5). Nous devons transformer les équations completement

discrétisées en terme de flux de volume V<.

o ® O O
IR —
_L_ N e ° ® ® O O
® @
o ® O O
(a) (b) (©)
. u
R VI
V2
o p

Figure (4.5) Le stencil de discrétisation pour les équations de mouvement -# en 2D :(a) les termes de
Convection ; (b) les termes de diffusion ; (c) les termes de pression

Cette opération est constituée de deux étapes. Premierment, en prenant le produit scalaire

de \/Ea(‘) ( | yet des intégrales suivant le volume de contrble Q(.+1 ) , on obtient alors une
H~5,_} I —2-,j

équation pour V. Par exemple, la dérivée temporelle dans les équations (4.26) devient:

or!

) oU 10y ~ kil
vee (f%,f)‘giﬁdm@ (shs)Br |(143) (4.49)

Deuxiémement, puisque les formulations contiennent encore  aux points autres que (z :’12—’ J )

u doit étre exprimé en terme de flux = . Nous avons alors :

Va
u=a(—:'/)_— (4.50)
g

Depuis que la vitesse u est donnée au centre des faces de la maille, les quantités géométriques
discontinues et les flux doivent étre remplacés par des définitions convenables tel que (4.50)
reste continu pour une vitesse u constante sur des maillages arbitraires [161].

Cl(‘)V1 +a(2)V2
Par exemple: M[‘j | )=—————\/—
bj+y g

(i) (4.51)

2
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e ol el el el el )

= 1 1
V() T(V(l.-_/)+V(l,__,+.)+V(.+_/)+V(.~+;_.,+.)) (4.53)
Jg(.,+ =(agy 1)“16)‘1&)}(,,+ 1 (4.54)

Le résultat définitif des approximations précitées ainsi que les contributions de V'et V2, p

aux coefficients de 1'équation V(l )des différents points de maillage incluant (z+%, _]) est
o

représenté dans la figure (4.6). Ces coefficients ne contiennent aucun symbole de Christoffel .

O ©)

O o T

Figure (4.6) Le stencil de discrétisation pour les équations V!

Le nombre total des variables rassemblés dans 1’équation-V' est 9V',12V%et 6p. Les

discrétisations présentées ménent 4 des systémes 4 résoudre plus dense que celui obtenu par
la méthode de discrétisation décrite dans la section précédente.

IV.4.2 L'équation du transport :

La discrétisation de I'équation du transport (3.76) présenté dans la Section IV.3.3 est restreinte
a des maillages plus ou moins réguliers. D'autre part, puisque le coefficient de
diffusionI varie rapidement et présente de large saut en valeur d’une maille 4 une autre, une
discrétisation simple et directe de cette équation peut entrainer de larges erreurs si des grilles
distordues sont utilisées. On va essayer maintenant, de considérer une méthode de
discrétisation capable d’approchée la solution d’un scalaire avec une précision appréciable
méme s’elle est uniforme et linéaire sans se soucier de la régularité de la grille et du
coefficient de diffusionI”. Afin d’atteindre cet objectif, une autre formulation différente de
’actuelle équation de transport est employée.

L’équation générale de transport en coordonnées cartésiennes s’écrit :

ot ox? ox” krg axr =5 (4.55)
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En utilisant la relation de transformation (4.21), on obtient une formulation appropriée de
I'équation du transport donné par :

op 1 9V 1 5 . L 04 |
ot '\/g_ dC @ Jg—aga \/g—ag)rgﬂ 3xyj—5 (4.56)

La discrétisation de (4.56) est obtenu par intégration suivant un volume fini €,  au centre

(i, j) comme indiqué sur la figure (4.4). on obtient alors :

5V"‘¢ l_]+
Jj Je o¢7 5,,-_3 (457)

Toutefois la dérivée temporelle et le terme source sont intégrés en utilisant la régle du point

milieu :
I dQ—\/— i.)) a,l(u) ISdQ «/— & ,)S'(u) (4.58)

jusqu’ici, aucunes dlfﬁcultés ne peuvent survenir car aucunes des quantités utilisées dans les
formules précitées n’est discontinu. En outre, ces discrétisations ont une précision du second
ordre et (4.57) reste vérifier pour ¢constant . Les valeurs sur les faces de maille doivent étre

approcher au moyen d'interpolation des valeurs de ¢ aux centres des cellules voisines. Cela

sera discuté dans la section IV.5. Le seul point 4 discuter ici est 'approximation du terme de
diffusion. En premier lieu, pour faciliter les manipulations, le terme de diffusion sera exprimé
en termes :

ag’a Jeafrg” gxqﬁy j=j-g—%(\/§a(“).l“v¢) (4.59)

1l en résulte de I’intégration suivant €

8V“u

oz 16

L5 bdo- [Ftagacard s

ij)

_ J[@é’ (\/_a(a)rv¢)jé'1dé’2_—-\/—a I“V¢{ +\/_a2 FV(ﬁ'é,j 3 (4.60)

La quantité physique I'V¢ est partout continue pour des maillages arbitraires. Mais si I est
discontinu alors V¢ I’est aussi, I’approximation de V¢ par des différences centrales sera alors
imprécise. Cependant, en utilisant la méthode du chemin d’intégration une approximation

2
1
il

exacte de I'V¢ au point (t+ > J)est obtenue par :

LY (1 )=4y” cO+1 (¢|iﬁ+i ()e® e
Ou: O=Llegy=cly) 3eP=Ll-cty—clyf (4.62)
C=clyely=chrcb (4.63)

Avec :
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_1f %y %
ey =] TG+ (4.64)

1%y, 1%, . 1% 1% 1% 1)
C(z)—gﬂI:_‘(l,j—l) } AT %(1,]; f ST %(l,j+1)+_8'T|(l+l,J—])'.Tﬁ(l-ﬂ,j)“ﬁ-‘_l‘(l'*]d‘ﬂ) (4.65)

La substitution de (4.61) dans (4.60) permet d’obtenir une discrétisation robuste quand V¢
est constant, et en général pour un champ scalaire linéaire. Les flux sur les faces de maille
peuvent &tre obtenus d’une maniére similaire 4 celle présenter au-dessus. La structure qui en
résulte est composée de 9-molécules pour le terme de la diffusion, représenté sur la figure
4.7).

o O O
O ® O

QO  scalaire inconnu
O ® O

Figure (4.7) Le stencil de discrétisation de I’équation de transport

La discrétisation du terme de production d'énergie turbulente, présenté dans la section IV.3.4,
n'est pas trés recommander quand une grille irréguliére est adoptée. Une autre approche pour
discrétiser le terme de production dans le cas des maillages distordus consiste en une

intégration de l'expression cartésienne de F, (3.70), sur un volume fini €, afin qu'aucun

symbole de Christoffel ou tenseur métrique n’apparaisse dans la formulation. La procédure
nécessite une discrétisation des dérivées partielles des composantes cartésiennes de la vitesse

suivant x au point (i, j)et ol les coordonnées locales représentées sur la figure (4.4) sont
utilisées. Cela peut &tre accompli 4 1’aide de la méthode du chemin d’intégration. Pour
approcher la dérivée de la vitesse u“suivant x?, cette dérivée est exprimée en termes des
coordonnées curvilignes ¢ .

En utilisant les différentes relations de transformation, on obtient:

ous _9L7 dut ) ouc
= =Aa
oxP oxPocr P ALt

(4.66)

L'approximation de (4.66) au point (i o] ) s’écrit :
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'(1 J)= )l IJ)A}’ua|(' J) (4.67)

Ici Arual(i,j) représente la différence de u*, 4 travers la cellule qui cléture le point (i, j),

suivant la direction{” . Les différences sont évaluées par les relations suivantes:

Al jy=uf | \—u A w6 )=uf o U
welen=ug y ey ) Auelo=ug ) (4.68)
La derni¢re expression de l'approximation:
v ou® ou®
U= axl P axz (4.69)
devient :
. 1
alG N\— (l)l al (24 a’J+_
Vu l(z,j) a™\G,ju gl a6 )u i -t (4.70)

Les composantes de la vitesse sur les faces de la maille sont obtenues 4 1’aide des formules
(4.50).
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IV.5 Approximation des termes de convection et du flux de
diffusion :

Dans les sections antérieures, on a discuté de la discrétisation en volumes finis des équations
du mouvement turbulent des grandes structures ainsi que de l'équation de transport pour une
quantité scalaire ¢, cédant & un équilibre des flux sur les faces de la maille, impliquant les

valeurs des termes de convection et des dérivées de diffusion, ainsi que du volume intégré du
terme source. L estimation des flux 4 travers les faces de la maille par les valeurs nodales des
points les plus proches est 1'une des clés garantissant le succes de la simulation. Dans les
paragraphes suivants plusieurs schémas d'approximations sont analysés d’un point de vue de
précision, de comportement monotone et d’efficacité. Le traitement des dérivées mixtes des
termes de diffusion dues aux maillages non-orthogonale et leurs effets sur la précision et la
monotonie est aussi étudié.

IV.5.1 Les propriétés des schémas d’approximations de flux :

Les schémas d'approximations de flux sur les faces de maille ont une influence indéniable sur
la précision, la stabilité et I’efficacité de la méthode de résolution numérique. Les équations
discrétisées devraient avoir les propriétés suivantes:

Un ordre élevé de précisions : La précision formelle est déterminée par les séries de Taylor
pour une erreur de troncation qui devrait étre au moins du second ordre sur des maillages
réguliers.

Conservation. Les quantités qui sont conservees physiquement doivent aussi &tre conserveées
numériquement. Par conséquence, il suffit que les flux 4 travers les faces de la cellule
soient déterminés uniquement par les valeurs des deux cellules adjacentes.

Monotonie. Les schémas ne doivent pas produire de fausses oscillations ou de "wiggles ",
afin qu’aucun extréme artificiel n’apparaisse avec la progression du temps.

Les schémas d'approximations doivent étre stables et faciles 4 mettrent en oeuvres pour les
calculs d’écoulements instationnaires multidimensionnels. Il est difficile de satisfaire
simultanément 4 toutes ces propriétés, car jusqu’a une certaine mesure ils sont contradictoires.
Par exemple, une approximation d'ordre supérieur (centrale ou décentré en amont ) des termes
de transport convectives engage des termes de dispersion spatiale (dérivees d’ordre impair)
dans lerreur de troncature. Sous certaines conditions l’ordre de ces dérivées devient
relativement grand comparé aux termes de diffusion (dérivées spatiales d'ordre pair, qui
n’apparaissent pas quand des schémas centraux sont utilisés ) et peuvent causer de fausses
oscillations, principalement dans le cas d’une variation rapide du gradient. Par contre dans le
cas d’un maillage dont le raffinement est adapte pour un calcul de couches limites ou des
conditions aux limites sont convenablement choisies, I'amplitude de ces wiggles est souvent
négligeable, ainsi ces oscillations peuvent atre tolérer. Cependant l'expérience numérique
montre que ’utilisation des schémas d’ordre supérieurs non monotone pour discrétiser les
équations de quantité de mouvement sont malgré tout satisfaisants. Toutefois il ne faut pas
oublier que la non-monotonie reste une source de troubles pour la résolution d’équations de
quantités fondamentalement positives et de systtmes fortement non linéaires, et peut
provoquer la non-convergence des processus itératifs. Par exemple I’utilisation des schémas
non monotone pour discrétiser les équations de transport de la turbulence, provoque
|’apparition de valeurs négatives non physique des solutions turbulentes inadmissible par la
simulation. Par conséquent, 1utilisation d’approximations monotone d’ordre élevé s’impose
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automatiquement pour la discrétisation de ce type d’équation, c’est en substance I’objet des
sections suivantes. Nous concluons ce paragraphe en présentant une condition générale qui
assure la monotonie des solutions numériques.

La forme discrétiser de l'équation (3.77) peut &tre s’écrire:

Bl = Za{ Blitp, jrasesry T 1S ) 4.71)

p,q,r;t

a =1+ Za (4.72)

P,q,7#0

avec :

Pour tous les points (i, j,k) de la grille computationnelle G; . Notons que (4.71) est linéaire et
discrétisée temporellement par un schéma d’Euler implicite (voir IV.6). Les nceuds qui
contribuent au terme de sommation dépendent du choix du schéma d’approximation des flux.
L’utilisation des différences centrales standards et décentrés implique 8 ou 18 nceuds
adjacents respectivement pour deux ou trois dimensions. Pour les schémas d’ordre plus élevé
des nceuds additionnels doivent étre utilisés, mais pour plus d’efficacité numérique, et afin
d’éviter I’élargissement du stencil de discrétisation, certains termes sont transférés au terme
source S.

Si.§=0 la solution exacte a la propriété suivante : si les conditions initiales et aux limites sont
positifs, alors la solution reste positive avec la progression du temps. Si la discrétisation
préserve cette propriété, alors les oscillations ne se produiront pas. Nous avons le théoréme
suivant :

Théoréme 4.1 : Si S=0 et

>0 AVP£0,Vg20,Vr=0: af?20 V(i jk)eG 4.73)
B ¢é’,f,k)>0, V(i, k)G (4.74)
Alors,  9;;)>0 V(z', j,k)EGh VneN (4.75)

Preuve : Par induction. Pour n = 0 (4.75) est vérifié, en conséquence de (4.74). On suppose

%’, j,k)>0 pour tous les points \ ( 5] ,k)EGh . Soit (lo,]o,ko)EGh tel que :

¢(l ) ¢(1 i0, jo, kO (lsj’kkGh (4.76)

Avec (4.73) et (4.76) il s’ensuit :

P i0, jo,ko )¢(l 0, jo,ko )= ¢(lo,jo ko) Za&)do ko +¢(O,JO ko) (4.77)

P:9,r#0
Avec (4.72), on obtient :

¢(l 0, j0,k0 )= ¢(z?0, Jo,ko) (4.78)

Puisque ¢€o, jo,ko)> 0 avec (4.76) et (4.78) il s’ensuit que ¢(,1 j,k)>0 pour tous les points
(i,).k)EGh.
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Le schéma linéaire (4.71), (4.72) est dit positif, satisfaisant a (4.73) et (4.74) en 'absence de
tout terme source. En ce qui concerne la précision, on peut montrer 4 P'aide d’un
développement en série de Taylor que les schémas positifs linéaires de premier ordre en
précision ont un comportement plus adaptée aux simulations d’écoulement incompressible.

IV.5.2 Méthodes d’approximation pour les flux convectifs

Maintenant, on va étudier les différentes méthodes capables d’exprimer une valeur scalaire
sur les faces de la maille en fonction des valeurs nodales qui I’entoure. Pour plus de clarté, on
centre notre description sur une discrétisation suivant un maillage décalé infini uniforme
représenté sur la figure (4.8). Pour des raisons de robustesse et de simplicité algorithmique

gl

— iy
® = ——————0— @
i-2 el L i+1 i+2
i~ i+

Figure (4.8): maillage décalé unidimensionnel avec les neeuds impliqués dans 1'évaluation de ¢ sur la face i+—%—

Les schémas multidimensionnels centraux et décentrés en amont (upwind) seront traiter par
décomposition unidimensionnelle dans la direction normale de chaque face de la maille. Ces
schémas sont appelés schémas fractionnés. Par conséquent, nous nous restreignons a une
interpolation des valeurs sur les faces le long d'une direction spécifique dans I’espace G,
prenant par exemple la direction ¢'. Pour ’application des schémas upwind

multidimensionnel, nous nous reportons a [157]. Nous considérons, ici la valeur du scalaire
sur la face de lamaille@, s seulement. Les autres faces seront traitées de la maniére similaire.
2

IV.5.2.1 Schéma central, décentré en amont du premier ordre et
hybride :

Sur les vingt derniéres années, les techniques de modélisation des termes de convection se
réduisaient 4 P’utilisation des schémas décentrés en amont (upwinding) du premier ordre, des
différences centrales du deuxiéme ordre et des alternatives apparentées, comme le schéma
central/upwind hybride de Spalding [135]. Leur popularité est due essentiellement 4 leur
comportement consistant et stable, pour des équations multidimensionnelles, stationnaire 4
coefficients-constants, source libre, et pour des équations de convection-diffusion d’un
scalaire dont les termes de convection ne jouent pas de role dominant. Ces schémas sont
discutés au-dessous, pour plus de détails voir [101] et [99].

Schéma de différence centrale (SDC).

Dans ce schéma, la valeur sur la face de la maille ¢, est approché¢ au moyen de
2

l'interpolation linéaire suivante:

bi1=5 @i+ gi1) @79)
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1l en résulte une précision du deuxiéme ordre. Ce schéma est évidemment conservatif et n'est
plus positif quand le nombre de Péclet de maille défini comme le rapport des contributions de
convection et de diffusion, dépasse une certaine valeur. Par exemple, quand un maillage
orthogonal est adopté, le schéma peut produire des oscillations, si le nombre de Péclet par
maille défini par (voir (4.16) et (3.77)):
VL,
1 i+
P | = (4.80)

b 2\/{?[+;_(rg“ )1+17

devient supérieur 4 1. dans le cas d’un maillage distordu ’expression du nombre de Péclet de
maille dépend de la maniére avec laquelle les termes de dérivée mixte vont étre approchés.

Schéma décentré en amont (upwind) du premier ordre (SDA) :

La valeur sur la face de la maille @1 est pris égale a la valeur du nceud en amont et, pour des
2

raisons d’efficacité de codage vectoriel, on peut exprimer cette approximation suivant :

¢i+%=—é—[1+sign (V,.LLH- @i +%[1—Sign (V,.L_H-(ﬁ.-” (4.81)
2 2

Ce schéma est conservateur, du premier ordre, inconditionnellement positive. Cependant
lorsque la direction de 1’écoulement est oblique par rapport aux lignes du maillage, le schéma
upwind produit numériquement un écoulement de retour en conséquence d’une fausse
diffusion, traduite par de larges erreurs dans la solution. Le seul remede 4 ces défaillances est
une adaptation du maillage afin d’aligner ces lignes avec la direction de I’écoulement ou un
affinage de la grille jusqu'a ce que la diffusion numérique devienne négligeable en respectant
’ordre de la diffusion physique.

Schéma de différence hybride central/upwind (SDH).

Afin de combiner les avantages du schéma central et ceux du schéma décentré en amont
(upwind), Spalding [135] fut un des premiers auteurs 4 avoir proposer le schéma des
différences hybrides central/upwind. L’approximation de ¢,,1 est donné par :

2

¢i+;_=%{1+s(Pe:+%):l.¢c +J2“|:1—S(Pe:+;_)}¢u (4.82)

Ou ¢c est donné par (4.79), ¢4 par (4.81) et s est une fonction switcher qui dépend du
nombre de Péclet de maille P, avec 0<s(P:)<1. Avec le schéma hybride les termes de

Pe|>1 alors un schéma

convection sont approchés par des différences centrales, 4 moins que

décentré en amont du premier ordre sera appliquer :

5(3):{?;@511 (4.83)

Pour des raisons de convergence, on utilise la fonction switcher suivante:

s(Pe)=1—min (1 ’]TID_TJ (4.84)
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La fonction switcher est obtenue tel que les éléments de la matrice non situés sur la diagonal
impliquant les contributions des termes de convection et de diffusion seraient non-positives,
afin de supprimer les oscillations (wiggles) (théoreme 4.1). L’inconvénient de cette méthode
provient de son utilisation dans le cas d’écoulement 4 convection dominante, ol le schéma
upwind est partout appliqué indépendamment de I’apparition ou non de wiggles.

IV.5.2.2 Schémas décentrés en amont d’ordre supérieure en précision :

La discrétisation 4 ’aide d’un schéma décentré en amont du premier ordre dans le cas
d’écoulements multidimensionnels avec courants de retour produit une diffusion numérique
excessive. L’application de schéma upwind de haute précision dans ce cas, donne lieu a des
améliorations considérables. On cite par exemples les schémas de diffeérences upwind
linéaires du deuxiéme ordre (SDUL) étudiés dans [104], le schéma QUICK proposé par
Leonard [68] et le schéma d’interpolation cubique du troisiéme ordre (UIC) utilisé dans [11].
Le schéma QUICK est de loin le plus populaire, en particulier dans le cas d’écoulements
incompressible (voir par exemple [39], [80], [70], [45] et [143]), car il peut approcher les
valeurs sur les faces d’un maillage uniforme avec une précision du troisieme ordre tout en
gardant une simplicité algorithmique. Les schémas de précision supérieure peuvent étre
construits par interpolation polynomiale comme se fut suggéré par Van Leer [155]. L'idée de
base de cette méthode appeler « -interpolation est fondée sur ’utilisation d’approximations
linéaires et quadratiques des solutions sur chaque cellule obtenant ainsi une discrétisation
spatiale du troisiéme ordre. La forme générale du schéma- k est donné par:

b: + Hoe +1Mpra- 90 I Ge -1 —¢i_1)]Vi1+%_>0
i+’%—— ¢i+1_5,_[(’( +1X¢i+1-¢i )"'(K'”1X¢i+2_¢i+l)]Vil+_é_<0

Ou le paramétre x reste 4 définire. Le premier terme de la parte droite de 1’équation (4.85)
représente le schéma upwind du premier ordre, et le deuxiéme terme est une correction qui
sert A convertire le schéma 4 un ordre supérieur. Pour toutes les valeurs de rce[—l,l], on

obtient une forme mixte du schéma de différences centrales et upwind linéaire du second

ordre. Les schémas SDUL, QUICK et UIC sont obtenues respectivement pour x=—1 ,% et-:l,’-.

(4.85)

La valeur de x=0 donne le schéma de Fromm [34], pendant que &=l correspond aux SDC.
Pour k#L I'erreur de troncature locale est du deuxiéme ordre alors que pour K‘=-:];— elle est du

3

troisiéme ordre. Pour une mise en ceuvre générale, la formulation x reste trés commode.

IV.5.3 Approximation des flux de diffusion :

Dans cette section nous nous intéressons aux schémas capables d’exprimer les dérivés sur les
faces du maillage (les flux de diffusion) en terme de valeur des nceuds adjacents. Une
attention spéciale sera accordée en particulier, aux termes des dérivées mixtes qui surviennent
de I’utilisation d’un systéme de coordonnées non-orthogonale, au vu de la condition de
positivité formulée dans la section IV.5.1. La discrétisation en volumes finis de I'équation du
transport (2.76) céde 4 1'équation (4.16). Apres avoir substitué (2.77) dans (4.16) pour tous les
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faces des cellules, on obtient par exemple, pour les flux diffusives sur la face de la
cellule (i+—%—, j ,k) 'expression suivante:

5 o i
T )T S )BT 5

Pour des raisons de convenance nous nous restreignons aux seules faces (i+-é—, j,k), Les autres

(H%J,k) (4.86)

faces seront traités de la méme fagon.
Remarque 4.1 Nous supposons la transformation x=x(§' ) réguli¢re, afin que les quantités

géométriques\/g ,g7 et le coefficient de diffusion I'sur les faces de maille puissent étre

approchées par interpolation bi ou tri-linéaire.

Si le maillage est orthogonal, les deux derniers termes de (4.86) disparaissent et la premicre
partie est approché par les différences centrales suivantes :

o¢

T3Py~ Ps0) (4.87)
cette approximation est conservatrice et contribue & la positivité du schéma. L’erreur de
troncation locale est du deuxiéme ordre. Cependant quand un maillage non-orthogonal est
utilisé, I’approximation des dérivées mixtes peut causer de fausses oscillations. Par exemple,

0

- 99
si nous approchons 5L 2

(,-%, j,k) par des différences centrales et par interpolation bi-linéaire

(4-points) exigé pour exprimer les valeurs nodales de ¢ sur les faces de la cellule, on obtient:

0 BN L RURY

2

0¢
0¢?
=7}_—'(¢(i+1 )T PG,k YD1, -1k )y~ PG, -1 ,k)) (4.88)

en référence au théoréme 4.1, le coefficient correspondant aux points ¢(,-+1 ,j-1,k) €t ¢(,-, J-LK)

prend un signe défavorable si gﬁf+ 1 ,-k)>0 . D’un autre c6té, si gﬁi 1 jk)<0 , hous obtenons des
L 1d

contributions négatives aux coefficients de ¢(i+1 ,j+1,k) €t ¢(,-, j+1,k) - Mais ceci n’implique pas
nécessairement des solutions oscillatoires. En fait, ces coefficients sont habituellement trés

petits par rapport aux coefficients relatifs aux dérivées % , mais dans le cas d’un maillage

fortement non-orthogonal ces coefficients deviennent considérable et provoquent 1’apparition
de wiggles, nous considérerons trois méthodes pour éliminer ces difficultés.

La méthode (i) :

L'approche la plus évidente consiste en un traitement explicite des dérivées mixtes c’est a dire
qu’ils sont évalués au niveau de temps antérieur et sont incorporés dans le terme source. Cette
méthode est fréquemment utilisée dans les procédures numériques tel que [104], [26], [19],
[89], [180], [20], [82] et beaucoup d’autres. Elle permet de réduire la dimension du stencil &
S-points ou 7-points respectivement dans le cas 2D et 3D, cette méthode a I’avantage de ne
pas diminuer I’ordre de précision des approximations dans le cas stationnaire. Cependant, elle
peut causer la détérioration sérieuse du taux de convergence, en particulier quand le la grille
est nettement non-orthogonal ol des oscillations peuvent encore survenir dans la solution
stationnaire.
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La méthode (ii) :

Dans cette méthode, proposé par Demirdzic [27], une interpolation de 2-points est utilisée au

lieu de 4-points. Par exemple, supposons que gﬁ?+1 _k)>0 , alors l'approximation suivante est
I '2_11;

considéré:

o B
0 é’ 2 (i+é—,j-’k)—¢(i+;_’j+5_’k)—'¢(i+_§_,j_§_’k)
Zé_(¢(i’f’k)+¢(i+l AR ’k))—%_(¢(i,j—l,k)+¢(i+1 ,j,k)) (4.89)

Si g )<0 , on obtient :

(i+%,j,k
0 ‘
0 g)z (i+—é-,j,k)=—12—(¢(i,j+l ,k)+¢(i+1 ,j,k)"¢(i,j,k )-¢(i+| -1 ,k)) (4.90)

Ce schéma est symétrique autour de (l+%, j,k) est du second ordre en précision. Des

expressions similaires sont obtenues pour les deux derniers termes de 1’équation (4.16). Ce
schéma est conservateur, et produit des coefficients des points adjacents inconditionnellement

non-négatives c’est a dire ceux correspondants aux points ¢(,-+1 J-1,k)» ¢(i+1 j+1,k) ¢t
¢ (+1,j,k+1) > ¢(i+1 ,j,k—1) » mais il ne garantit pas la positivité des principaux coefficients aux
points (i, j—l,k),(i+1, j,k),(i, j+1,k) et (i, j,k+1),(i, j,k——l). Cependant les termes de g'' donne
aux contributions de ces coefficients un signe correct dominant si g'?n'est pas trop grand.

Comme illustration nous discutons le cas de la transformation bidimensionnel suivante:
x'=0¢"+{*cosa

={giner (4.91)

ol o>0 est le facteur d’allongement eta est l'angle entre les lignes de la grille représenté sur
la figure (4.2). Il peut étre montré, en considerant I'équation discrétisé (4.80) et en appliquant
la condition de positivité des principaux coefficients que :

|g‘2|3min(g”,g‘2) (4.92)
;2
/77

 — 7 ¢

Figure (4.9): Coordonnées obliques avec allongement horizontal
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a condition que le coefficient de diffusion I'soit uniforme sur chaque maille. En utilisant

(4.91) on peut écrire : g1=0? : g,=0c0sq ; g»=1. (4.93)
alors qu’en utilisant la relation (2.56) nous obtenons de (4.21) les conditions suivantes:
olcosaf<l, si o>1 (4.94)
lCOSdl <.
=1, sio o<l (4.95)

Ces conditions ont été dérivées par Demirdzic [27]. Si la grille est oblique et non allongg,
alors la solution du schéma est toujours positive, et indépendante de l'angle.

La méthode (iii) :

Tous les schémas précédemment considérés ne garantissent pas une positivite
inconditionnelle de la solution. Dans ce qui suit, un nouveau schéma qui satisfait le Théoréme
4.1 sera décrit. I utilise des différences décentrées plutdt que centrales tel que seuls les
coefficients non-négatives seraient impliqués. La dérivé mixte suivant la direction §?au point

(i+—;—, j,k) est évaluée par les différences suivantes:

1 1 .
a¢ . 7¢(i+l,j+],k)+7¢(i,j+l,k)_¢(i,j,k)’gtii_;_,j,k>>0
- 1 1 3
0 é/ 2 ¢(i,j',k)—§-¢(i+1,j-l,k)—7¢("=j—1,k)’g(iié—,j,k)<0 (4.96)

Il est évident que ce schéma réduit Pordre de troncation. mais il a Vavantage d’étre
inconditionnellement positive. Des expressions similaires sont obtenues pour les deux
derniers termes de 1’équation (4.86). de plus puisque les différences des faces de maille sont
uniquement définies sur chaque face de cellule, le schéma est aussi conservateur.

Les termes de dérivées mixtes dans la présente étude sont approcher par des interpolations de
4-point, formulé dans (4.88). Ce choix est motivé par le trés bon comportement de ce schéma
avec lequel aucun coefficient négatif n’est rencontre.

Généralement, le nombre total des variables enchainées ensembles dans I'équation du
transport est de 9 points et 19 points respectivement en deux dimensions et trois dimensions.
La structure du stencil de discrétisation en bidimensionnel est représentée dans la figure
(4.10).

O O O O O scalaire
"
O ® O e - @)
y2
@) O @) O
(a) (b)

Figure (4.10) Le stencil de discrétisation pour une équation de transport en 2D : (a) Termes de convection
(b) termes de diffusion

page 63



Résolution numérique Chapitre IV

IV.6 Conditions aux limites, intégration temporelle et algorithme de
résolution :

Cette partie du chapitre est consacré & quelques thémes complétant la description de la
méthode de résolution numérique. Premiérement, la mise en oeuvre des conditions aux limites
pour les équations de quantité de mouvement ainsi que pour les équations de transport sont
décrites dans section IV.6.1, suivi par une discussion sur la méthode des fonctions de parot.
Ensuite, l'intégration temporelle et la méthode de correction de pression sont présentées dans
la section IV.6.2. La section IV.6.3 décrit le traitement du terme source dans les équations de
turbulence. Un résumé de I’algorithme de résolution total est esquissé dans section IV.6.4.

IV.6.1 Conditions aux limites :

Pour les écoulements incompressibles, les équations gouvernant ie mouvement des structures
turbulentes décrites au Chapitre II sont paraboliques ou elliptiques quand I’écoulement est
indépendant du temps. Par conséquent, les conditions de la limite doivent &tre spécifiées sur
toutes les limites du domaine de calcul. Bien que, les conditions de la limite peuvent étre
spécifiées comme dépendantes du temps, nous nous restreignons aux conditions aux limites
stationnaires. A I"entrées du domaine, la vitesse et les valeurs des quantités de turbulence sont
prescrites. Il est, cependant, habituellement nécessaire de calculer le taux de la dissipation & 4
partir de I'énergie de turbulence k et d’une estimation de la distribution de la longueur des

2

échelles de turbulence /, a I’aide la formule gz—l; dans le cas d’une modélisation & deux

équations de transport. A la sorite du domaine du calcul o souvent aucune information
physique n’est disponible, on applique une condition de sortic d’écoulement (outflow) c’est 4
dire que les contraintes normales et tangentielles sont prises égales a zéro, le gradient normal
d’un scalaire peut étre alors imposé comme nulle. Sur un plan de symétrie les composantes
des tensions de cisaillement, ainsi que les composantes normales de vitesse et les gradients
normaux sont considérés nuls. Sur les parois fixes, en principe, des conditions d’adhérence
peuvent étre imposées. La vitesse du fluide sur la paroi est prise égale 4 celle de Ja paroi qui
est dans notre cas a égale zéro. Souvent, si le maillage prés des parois n’est pas suffisamment
resserrer les contraintes de cisaillement sont intégrées & 1’aide des fonctions de parois. Ces
lois de paroi sont basées sur la supposition d’une prédominance d’un équilibre local dans la
couche turbulente prés des parois. La loi de paroi permet d’exprimer la variation d'énergie de
turbulence et son taux de dissipation en fonction de la distance normale et le frottement de
paroi dans une forme adimensionnelle qui facilite 1’application des conditions aux limites. Ces
formules sont communément reportées comme étant fonctions de paroi.

Plusieurs autres types de conditions aux limites peuvent atre rencontrés dans les problémes de
dynamique des fluides, par exemple pour un écoulement turbulent homogene suivant une
direction précise, des conditions aux limites périodiques peuvent étre appliquer, en imposant
3 1a solution la méme valeur au début et a la fin du domaine.

La discrétisation des conditions aux limites regoit souvent moins d'attention que la
discrétisation des équations de 1I’écoulement, ce qui est injustifié au vu de I'influence de cette
derniére étape dans l'exactitude de la solution. Prés des limites, les intégrales sur les cellules
sont approchées suivant la procédure de discrétisation habituel, mais les flux & travers les
faces de la cellule qui coincident avec les limites du domaine exigent un traitement spécial.
Ces flux sur les limites doivent &tre exprimés en fonctions d’inconnues définies 4 I’intérieur
du domaine de calcul numérique, pour y parvenir on utilise des différences décentrées ou des

extrapolations. Les détails de I'impiémentation des conditions aux limites des équations de
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mouvement et des équations du transport seront présentés, respectivement dans les sections
IvV.6.l.1etlV.6.1.2.

IV.6.1.1 Les équations de quantité de mouvement :

Nous discuterons des conditions aux limites des équations de quantité de mouvement et leur
application. Cette mise en ceuvre est dans un premier temps fastidieuse et un peu compliquée.
Pour décrire cette opération d’une manicre plus claire, nous nous restreignons au cas
bidimensionnel, des détails supplémentaires peuvent &tre trouvés dans [127]. On considére les
conditions aux limites suivantes :

e Les conditions de Dirichlet : les vecteurs de vitesse tangentiels et normaux sont
prescrits sur la surface limite ¢"=constante.

(ul’l}l et (u.t )‘ donnés (4.97)

ol n et ¢ sont les vecteurs unités extérieures normal et tangent.

e Les conditions de Neumann: les contraintes tangentielles et normales sont
prescrites sur la surface limite £”=constante.

(c®nh o (04}  domes (4.98)

ot o™ est le vecteur des contraintes normales.

o La vitesse tangentielle et les contraintes normales sont prescrites sur la surface
limite {"=constante.

t 4

U ot (O'(”).n)z donnés (4.99)

o Les contraintes tangentielles et la vitesse normale sont prescrites sur la surface
limite {"=constante .

(o) e w donnés (4.100)

Une fois les conditions aux limites définies, nous considérons la discrétisation des cellules
auxquelles une face fait partie de la limite du domaine. Nous ne considérons pas les coins du
domaine. Les cellules des limites sont traitées exactement comme les cellules intérieures. Ce
traitement introduit quelques inconnues virtuelles qui peuvent étre éliminées en utilisant les
conditions aux limites ainsi que des extrapolations linéaires. Il est nécessaire d'exprimer les
conditions aux limites en termes de vitesse contravariantes ou composantes des contraintes.
La transformation est définie par la méthode suivante: sur une surface caractérisée par
¢"=constante, on définit uniquement le vecteur normal # et le vecteur tangent ¢, donn€é par

(2.42). Nous avons :

U "=u".a("):(u.n)7.a(”):V g"u.n (4.101)
U, =u‘.a(,)=(u.t)‘.a(,)= guu.l (4.102)
Avec Ui =g1cU? qui permet d’écrire :
U'=E1—\/gt,u.t—gmU" (4.103)
43
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Notons que les indices 7 et ¢ sont fixés, c’est 4 dire qu’on n'applique pas de sommation. Soit le
tenseur des contraintes &5 dénote du B*m™ composant cartésien de o) donné par 1’expression

Og=—pdg+T§ avec p la pression et 7§ le tenseur déviateur des tensions. En coordonnées
généralisées :
o¥=—g? p+r? (4.104)

avec 7% donné par (3.62). Soit le tenseur des contraintes sur la surface {"=constante

exprimé 4 1’aide de la relation suivante :

o =(0'(”).n>l+(0’(").t} (4.105)
D’apres Aris [3], nous avons :
W=, (4.106)
avec nq, le @ composant de n, afin que :
Sg={cnpy o), @.107)

On dérive une expression pour o™ en prenant le produit scalaire de (4.107) par a™ :
Ggnaag” =nzal"g"” o n+t yal gt (4.108)

Le dernier terme de (4.108) disparait car :

tﬂagn)gyﬁ:ﬂ;a ”):__l___a(t)'a(n):()

20 2 (4.109)

De (4.109) on obtient :
F3alal=alal"g "o n (4.110)
Ce qui permet d’écrire :
om=gmg)p 4.111)
De la méme fagon, une expression pour 0" peut étre trouvée en prenant le produit scalaire de

(4.107) par

oy naa(f)zn ﬂa(t”)a("). n+tﬂa(f)a(").t (4.112)
Ou: Ggnaaly=tsafiot (4.113)
=, b L ‘gnn Y
Tel que : Op )g J'ta(ﬂy )_a(;)ag)gyﬁ\/gn—o-( )-t (4.114)
qui devient : OGO g =g g "t (4.115)
Eten conséquence: O "t_gl ( g"8u0 () [—8muo "”) (4.116)

aff

Notons que 0% est donné par (4.104). En conséquence, I’intégration de la pression et des

tensions visqueuses sur les cellules des limites est appliquée simultanément.
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Pour I’intégration en volumes finis nous avons besoin d’un volume de control pour chaque
inconnu, excepté quand la composante normale U” sur la surface des limites du domaine est

imposée. Dans ce cas on considére un seul volume de control pour la composante tangenticlle
U" alors que la vitesse normale est introduite explicitement en vitesse inconnue prescrite sur

les limites. Soit la cellule limite €, sur la surface limite représentée par ¢ >=¢7 la vitesse u est
2

prescrite. Nous avons :
U?=,/g?u.n sur {?=(7} (4.117)
2

Ulzﬁ( g“u.t—glez) sur§2=4’%2 (4.118)
Le stencil résultant de I’intégration suivant le volume Q |,  est représenté sur la figure(4.3).
it

Nous avons des vitesses tangenticlles et pressions virtuelles aux points (i_.é_,o)et (i,0),

2 >
I'extrapolation linéaire suivante:

Hero=2gU" (1+4)

P(i+1,o)=2pl(i+z,1)—p(,-+/,z) (4.120)

(i+—;—,0), (i+1,0) et (z+3 O) Ces inconnues virtuelles peuvent étre éliminées en utilisant

~Pisen) (4.119)

avec k—~--1—lé et [=0,1.

2°2°2

vy
Supposons que la contrainte tangentielle (O’ ) ¢ } est prescrite sur ¢*=¢}, si nous avons une
2

condition limite de non-glissementt. L'expression (4.118) est remplacée par :

O_ﬂ:j( g2g;,0".t-g; 02 SUI§2=§12 (4 21)
11 2

On consideére I’intégration de 1’équation de J'sur ’)”11, puisqu’on traite le cas d’une

condition aux limites ol les contraintes sont prescrites, le tenseur des contraintes regroupant
les termes visqueux et de pression doit étre traitée séparément. Nous nous restreignons aux
intégrales des termes de convection et du tenseur des contraintes, qui impliquent des
inconnues virtuelles. Le discrétisation du terme de convection nécessite 1'évaluation de la

vitesse virtuelle V('+‘ o) (voir la figure (4.3)) par l'extrapolation linéaire suivante:
! E,
V(}+k,o)=2 V(z!+k,1)_V(}+k,2) (4.122)

aveck=

(voir(2.11),(2.77),(4.104)):
O.Jgo " i+
Qﬂj“/_ \é;,, dQ~—\fgoffisi)— \/go-lzt

Le terme \/go"z au point (i-l%,%) est évalu¢ en utilisant (4.121) et (2.39):

%. La discrétisation du tenseur des contraintes est donné par

B

Nl—-w]w

)
{ 4,123

m-—-m»—

page 67



Résolution numérique Chapitre IV

\/—g—O-IZ( ”_O. \/—8210-22

Le premier terme est prescrlt, il contnbue a la partie droite des équations discrétisées de
quantité¢ de mouvement, cependant le second terme et les autres termes de (4.123) contiennent

des inconnues virtuelles qui doivent étre éliminées en utilisant (4.122) avec k=— % % g et

(4.120) avec /=0,1.Et :

,+1 L) (4.124)

I/(H-mO) 2\/_U

,) est évalué a1’ alde de la condition aux limites {(4.117).

I/(L+m 1) (4125)

x+m

Quand la vitesse normale U? n'est pas prescrite a la limite, nous introduisons un demi-volume

avec m=0,1. la quantité U(_

de contrdle pourU?, car les équations de mouvement ne sont valident qu’a I’intérieur du

domaine de I’écoulement. Si nous intégrons (4.10) sur le demi de cellule Q,1 pour @=2 en
’2

utilisant la régle du point milieu, on obtient les approximations suivantes :

J— T2 (’ ‘) (4.126)

O\JeT?
jj_ ‘é;ﬁ dQ~L \/_Tzl

J[Fz 6U2 }Tﬂy]d ~_\/_(Fz__a,£j_2__ ﬁy}Tﬂ’]
QL%

Ces approximations sont appliquées prés des limites de sorite, ol I’écoulement est supposé ne
plus trop changer. Cette restriction nous permet d’approcher les intégrales (4.126) et (4.127)
au premier ordre de précision. Autrement, un stencil plus large serait nécessaire pour
maintenir une précision du second ordre. Les contributions de convection, du tenseur des’
contraintes et la partie droite des équations contenants les symboles de Christoffel, impliquant
des inconnues virtuelles peuvent étre éliminés comme ce qui suit: Pour le terme de
convection, les composantes de la vitesse virtuelle peuvent étre éliminées par 'extrapolation
linéaire des inconnues intérieures et des valeurs limites des vitesses tangentes, si elles sont
prescrites. Les pressions virtuelles peuvent aussi étre éliminées par l'extrapolation linéaire.

N[—‘ Nl—
N|~ ~|_

et

(4.127)

|~_)l..4

Concernant le tenseur des contraintes, le terme \/50'22

(,. 1 ) peut étre évalué en utilisant la
2
condition aux limites, voir (4.111). Si la contrainte tangentielle est prescrite, alors les termes

\/—021,.11 etJ—az‘

maniére habltuellc. Finalement le terme,

( W x) sont donnés par (4.124), sinon ils contribuent au stencil de la

1 f2 By
-4 / %Z 1
glﬂr (1,2) (4.128)
peut étre traité comme auparavant, a I'CXCCptiOH du terme :
g{lzl }C i (i,—;) (4.129)
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; : i ou s ; P
qui requi¢re I’approximation de—=sur{?=¢} ¢€largissant le stencil de discrétisation.
2

042

Cependant, puisqu’on suppose la variation de U suivant la direction? négligeable, on a :

La procédure d’intégration suivant €;,1, de la composante tangentielle de la vitesse V({ L)’
2’ i+,
est similaire 4 celle exposé préalablement, excepté pour les expressions (4.118) et (4.125)
remplacés par :
U' donné sur {?=(? (4.130)
2

V(i2+m,0)=2 V(i2+m,1)—V(i2+m,2) (4.13 1)
La condition (4.130) combiné avec o™n prescrit a la limite de sorite de 1'écoulement, est

supposé égale 4 zéro. L’une des raisons qui nous pousse 4 prescrire U' au lieu de u.t est sa

simplicit¢ de mise en ceuvre. L’imprécision associée ne se propagera pas en amont, a
condition que le nombre Reynolds soit suffisamment grand et que la limite de I'écoulement
soit placée en aval de la région qui nous intéresse. Nous avons complété maintenant la mise
en ceuvre des conditions aux limites, des détails supplémentaires peuvent étre trouvés dans
[127].

IV.6.1.2 I'équation du transport :

Dans cette section nous considérons le discrétisation de I'équation de transport pour ¢ sur les
cellules limites. Les conditions aux limites suivantes seront considérées:

e Les conditions de Dirichlet : ¢ prescrit sur la surface limite {"=constante.
$=gp (4.132)

e Les conditions de Neumann : la dérivée de ¢suivant la direction normale 4 la
surface limite £"=constante est prescrite. '

I'n.Vé=gy (4.133)
ol 1 est le vecteur unité extérieur normal 4 la surface limite ¢"=constante. La mise en oeuvre

des conditions aux limites doit &tre tel qu'il en résulte un schéma positif. Les seuls termes qui
peuvent introduire des inconnues virtuelles sont les termes de convection et les termes de
diffusion. Ces termes seront traités séparément. Chacune des cellules limites sera traité

comme dans la Section IV.3.3. Nous nous restreignons a une cellule limite Qu,jksur §'=¢] .
2

Les autres limites peuvent étre traitées exactement de la méme fagon. Nous ne discutons pas
des modifications apportées aux coins limites du domaine qui nécessite plusieurs
combinaisons des conditions aux limites prescrites. Le traitement de ces possibilités est tres
important pour obtenir un schéma positif. Nous traitons un domaine de calcul
tridimensionnel :

Le terme de diffusion.
Considérons l'intégration en volumes finis du terme de diffusion (voir (4.16) et (3.76)):
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— 1 a\/—rg"‘ Pp 6¢ lj+—;-k J%)
Q,,»,k,\/g o™ zﬁb_‘/_rglﬂaé’ﬂ 3 k ‘/ﬂ gma;ﬂ lj_;k \/_ g;ﬂa‘gﬁ}(l ik ) (4.134)

Supposons que ’on ait une condition de Dirichlet (4.132) sur ¢'={]. On considere les
2

approximations suivantes :

(j,k):¢(ljk) gp

(L) (4.135)

09
El4l

ag’bz( L k8oL e la) go|(Lj-Lk) (4.136)
ag3 @/k)‘gf’( Skt ) gD( :lr——z—) (4.137)

et

0
e AT

(I (4.138)

(sl (4.139)

alors que les autres termes de (4.134) sont traités avec la méme méthode, exposé dans la
Section IV.4.3. Pour (4.135) nous avons utilisé des différences décentrées, alors que dans
(4.136) a (4.139) des différences centrales sont utilisées. L'expression (4.135) contribue a un
schéma positif. Les expressions (4.136) et (4.137) contiennent que des termes connus et n'ont
pas d’influence sur la positivité du schéma, pendant que (4.138) et (4.139) contribuent a un
schéma positif si la méthode (ii) ou (iii), exposé dans la Section IV.4.3, est employée pour

calculer ¢(% L ,k) et ¢(:3,_-,j,kt ! )

aé'll(l /k) ¢ 3 k+|\—gD

Ensuite, soit une condition de Neumann (4.134) sur {'=¢| donné par :
2

I'g"” o¢

\/—agp =&n

ici, l'intégration en volume finie du terme de diffusion (4.134) devient :

—x/g\/— g8y

'n.V¢g=—

af
J' 1 a\/—rg ¢ﬂd§2 \/—Fgw ¢ﬁ
Qlj/\l aé/

(A k+—)

Uk__) (4.141)

—JgTg¥ 3 f 7

1 a¢
ok 3p
1] ék ‘\/—rg Oé’ﬁ

La partie droite de 1’équation (4.141) peut &tre approchée juste 4 I’intérieur du domaine, ces
approximations introduisent quelques inconnues virtuelles aux points ((), j,k) ,(O, j:tl,k) et
(O, j,kil), qui peuvent étre éliminées au moyen de la condition de Neumann (4.133) et des
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points virtuels X, jx)> X(0,j£1,k) €t X(o.jks1)> PAT réflexion, respectivement des points

x(‘».]ak) ? x(leilsk) et x(],_],kil) > ﬁ la limite é’l_—_'gi *
2

Les inconnues virtuelles sont éliminées par les approximations suivantes:

Bo.1.6=90.14) ng x(l,j,k)'x(o,j,k)‘ (4.142)
|
¢(o,_,'¢1 ,k)=¢(1 il ,/c)'irN"x(l k)T X(0, 21 ,k)l (4.143)

¢(O,j,kil):¢(l ,j,kﬂ)—‘gflllx(l k)T X(0, jkx1) (4.144)

En référence au théoréme 4.1 il est claire que ces approximations produisent un schéma

positif car les coefficients de ¢(o, j,k)a¢(0, j41k) €t P juer) SONE non-négatifs. Un modéle de

sous maille 4 deux équations, seules les conditions de Neumann homogenes (gn=0) sont
appliquées.

Le terme de convection.-

Les schémas décentrés en amont (upwind), traités dans la section IV.5.2, introduisent une

seule inconnue virtuelle prés des limites, & savoir ¢(0, k). Avec des conditions aux limites

Dirichlet ou Neumann cette inconnue virtuelle peut é&tre éliminée en utilisant une
extrapolation linéaire. Dans le cas de la condition Dirichlet (4.132) nous écrivons :

Bo.)=28 o _‘j’k)—¢(1, k) (4.145)

toutefois dans le cas d’une condition de Neumann (4.133), (4.142) est utilisé pour éliminer

¢(0, k) Dans tous les cas la positivité des schémas est maintenue.

IV.6.1.3 Fonctions de paroi :

Le calcul détaillé de I’écoulement prés d’une paroi nécessite 1’introduction d’un nombre éleve
de point de discrétisation dans la zone de la sous-couche visqueuse et la zone intermédiaire ou
régnent des gradients intenses. Une méthode pratique pour pallier cet inconvénient est de faire
appelle a une loi universelle dans ces régions. Dans les cas usuels de couche limite sur plagque
plane on utilise la loi logarithmique de vitesse proposée par Launder et Spalding [66]. Les
fonctions de paroi utilisent des lois empiriques pour circonvenir I’incapacité du modéle &
prédire un profil de vitesse logarithmique prés d’une paroi. Avec ces lois, il est possible
d'exprimer la vitesse parallele aux parois et les quantités de la turbulence 2 l'extérieur de la
sous couche visqueuse en fonction de la distance aux parois et des conditions de paroi telle
que la tension du frottement et du gradient de pression.

Les fonctions de paroi sont utilisées pour fournir des conditions aux limites pour les équations
de mouvement et des équations de transport, afin que la sous couche visqueuse n’aie plus
besoin d'étre résolu par un maillage trés fin. Les lois de parois peuvent étre obtenues par
intégration des équations du mouvement dans D’approximation unidimensionnelle de
I’écoulement stationnaire de couette.
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L’expérience et ’analyse dimensionnelle montrent que la tension du frottement sur la paroi
7, est liée 4 la vitesse paralléle a travers la paroi par la loi logarithmique suivante:

1
B o= pCirAlkp
"= In (EY ;)

ol la coordonné de paroi Y+ est donnée par :

uh (4.146)

1
4

_pCixk (4.147)
U

Ici, u’est le vecteur de vitesse tangentielle, et x est la constante de Von Karman (= 0.4) et £

Y+

est un paramétre de rugosité, approximativement €gale 2 0.90 pour une paroi lisse. L’indice p
fait référence au centre d'une cellule adjacente 4 la paroi. L'emplacement du centre de la
cellule loin de la paroi doit étre tel que ¥*>11.3 pour que la loi de paroi (4.146) reste valide.

Sinon, 7, est calculé 4 partir du profil de ]a sous couche visqueuse:

Ty = If; uh (4.148)

Ces relations sont une approche trés acceptable dans le cas d’un écoulement bidimensionnel
dans une région ou 1’équilibre local prédomine, mais nous les utiliserons aussi bien dans des
circonstances plus générales. Une étude des lois de paroi tridimensionnels est présenté dans
[150].

La tension de frottement sur la paroi 7, peut étre utilisée comme une condition aux limites
pour les équations de quantité de mouvement suivant I’expression:

o=z, | ; t=|%"—| (4.149)
"

Si la contrainte tangentielle (O'(").t)' est prescrite. La deuxiéme condition est supposée étre :

u.n=0 (4.150)
Le vecteur ' peut étre obtenu en sousirayant le vecteur normal u" du vecteur vitesse u:
u'=u-u" (4.151)
avec :
U o
u=U%aqg et u"=(u.n)z=g’m a” (4.152)

ot (2.39) a été utilisé. Les composants de la vitesse contravariantes U2 et U" au centre de

la cellule sont calculés par interpolations linéaires en utilisant les points adjacents. La distance
d'un nceud p prés de la paroi d'une surface limite peut étre trouvé comme le produit scalaire
d'un vecteur qui connecte les points limites B et P et du vecteur unité normale n (voir la figure
(4.11)) .

Les coordonnées de B et p sont obtenues par interpolation linéaire des coordonnés des faces
de la maille .

Y,=BP.n=""28_ (4.153)
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Figure (4.11): Calcul de la distance normale Y, entre le nceud p et la surface limite.

Afin d’assurer une représentation numérique exacte de 1’énergie de turbulence prés de la paroi
un traitement particulier est exigé dans 1’évaluation du terme source par les cellules proches
de la paroi. On considére le terme de production de P’équation de 1’énergie de turbulence k.
Puisque I’écoulement dans la sous couche est supposé étre celui de Couette, la contribution
dominante dans le terme de production est :
ou!
be=tyoy (4.154)

Suivant Launder et Spalding [66], nous supposons que la valeur locale de preduction au
centre de la cellule prés de la paroi peut étre obtenue par une moyenne sur le demi de cellule
proche de la paroi :
¥ out
B( =—1— TW:'—d ¢ =’Z'W.-Jl 4.155
Yp g oY Yp (4.155)

en prenant 7, constant a travers la cellule proche de la paroi. Le taux de dissipation de & sur
les cellules de la sous couche doit &tre traité d'une maniére analogue. Pour évaluer le taux de
la dissipation dans la couche logarithmique, on pose :
1r 3
Cik? 4.156
E=———
P (4.156)

en supposant I’équilibre local, logique avec l'usage de la loi logarithmique de paroi. Dans le
sous couche visqueuse nous adoptons l'expression suivante:

k2

e=Cy > (4.157)
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Avec (4.156) et (4.157) nous pouvons calculer la moyenne du taux de dissipation sur le demi

de cellule prés de la paroi:
.

3 3y+
ChkgL2Y4<113

Y,
1 -
&= ledY= ,,”
);6“5 2InEY)

h<

Ciiz——22.y+5113 (4.158)
K p

Ici, nous supposons que la variation d'énergie turbulente 4 travers la cellule proche de la paroi
est négligeable. Les expressions (4.155) et (4.158) remplacent respectivement Py €t &, dans le
terme source de la forme standard de 1'équation pour 1’énergie turbulente (3.76). Finalement,
le flux d'énergie turbulente & travers la paroi est supposé nul et la valeur de £ au premier
point de la grille loin de la paroi est déterminée 4 partir de (4.156).

IV.6.2 Intégration temporelle et les techniques de correction de
pression :

Plusieurs techniques numériques nécessaires 4 la construction d’un code de simulation
numérique d’un écoulement instationnaire (discrétisation spatiale, interpolation et méthodes
de correction, conditions aux limites, etc.) ont été largement discutées dans les sections
précédentes. Pour résoudre un probléme stationnaire, plusieurs stratégies sont disponibles.
Une approche appropriée est d’appliquer une méthode d’intégration dépendante du temps
pour atteindre un état stationnaire. Plus spécifiquement, on peut considérer la solution
stationnaire comme la limite temporells infinie des équations d’écoulements instationnaires
c’est & dire que l'intégration peut étre envisagée comme une méthode d'itération et le pas de
temps comme un facteur de relaxation. Par cette approche il nous suffit donc de définire une
seule méthode d’intégration qui servira alors & résoudre les problémes stationnaires et
instationnaires.

De méme que l'espace physique est discrétisé par un maillage, l'axe des temps doit étre
découpé en intervalles A7 que nous supposerons réguliers pour intégrer numériquement les
équations filtrées de Navier-Stokes et les équations de modélisation. Le champ
acrodynamique n'est alors calculé qu'en des instants ¢"=nAt, ot At est communément appelé

le pas de temps.
Aussi la discrétisation du probléme continu est achevée en choisissant :

a

o Une discrétisation de la dérivée temporelle 5

o l'instant entre #"+' et " ol sont estimés les termes de convection et visqueux.
Si les ces flux sont estimés en ¢", la méthode d'intégration est dite explicite, et elle se

caractérise par la rapidité de l'intégration des équations sur un pas de temps. Cependant ce
dernier peut parfois prendre de trés petites valeurs pour assurer la stabilité de I'intégration, car
il doit vérifier la condition de Courant-Friedricks-Levy :

2
At<CFLmin, Ax, AR

e 4 (4.159)

Ot le nombre de CFL est proche de l'unité, sa valeur doit &tre 1égérement ajustée en fonction
du schéma explicite retenu. Le pas de temps se trouve donc limité par une double contrainte,
qui consiste 4 assurer une intégration stable des flux de convection et visqueux.
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Si les flux sont estimés en ¢+, la méthode d'intégration est dite implicite, et la stabilité de

I'intégration n'est plus liée 4 I'équation (4.159). Dans ce cas, les limitations imposées au pas de
temps ont pour unique origine l'instationnarité des écoulements. Ainsi des pas de temps de
valeur quasi-infinie peuvent étre employés pour accélérer la convergence vers une solution
stationnaire. Cependant le prix 4 payer pour cette stabilité accrue réside dans la nécessité de
résoudre un systéme linéaire 4 chaque pas de temps de l'intégration temporelle, ce qui peut se
révéler trés coliteux en temps de calcul. Cependant, la résolution numérique des équations
incompressible de Navier-Stokes est compliquée par le manque d'équations explicites pour la
pression. Afin de contourner cette difficulté on utilise des méthodes de projection. Ces
méthodes divisent l'intégration d'un pas de temps en deux sous pas, constitués d’un pas
prédicteur qui permet d'obtenir une premiére estimation du champ de vitesse, qui n'est pas en
geénéral 4 divergence nulle et d'un pas correcteur, qui modifie le champ de vitesse afin
d'assurer la contrainte d'incompressibilité. Cette technique est connue comme la méthode de
correction de pression [47]. Pour la discrétisation temporelles nous utilisons une combinaison
linéaire du schéma d’Euler décentré en avant et en arriére, appelé méthode-6, et la méthode
de correction de pression du deuxiéme ordre de troncation en temps décrite par Van Kan
[152].

Le discrétisation spatiale des équations de continuité, du mouvement et des équations de
transport aboutit au systéme d’équations non-linéaires dépendantes du temps suivant:

R%I:—+M (V,¢51 e @ )+Gp =F (4.160)
DV=0 (4.161)
R%;LT,- (I/,qﬁ1 ¢n)=S,~ +84 ;Viell,.N] (4.162)

Ou ¥ et p dénotent des vecteurs algébriques contenants les inconnues de vitesse et de
pression de touts les points du maillage, ¢ est la im fonction scalaire discréte de la grille et
N est le nombre total des scalaires inconnues. Par exemple dans le cas du modele 4 deux
¢quations de transport N = 2. En outre, R est la matrice diagonale unité, D) et G sont
’opérateur de divergence et de gradient discrétisé, M représente la discrétisation spatiale des
termes de convection et des tenscurs des contraintes visqueuses et 7; est Popérateur
impliquant la discrétisation de convection et de diffusion du i scalaire. Le vecteur F
contient les forces de volume et les termes dues au changement de repére ainsi que les valeurs
des vitesses aux limites du domaine et S représente le terme source suivant ¢ qui est en

général une fonction de ¥; et ¢, Vje[l,..N]. Les termes sources S; résultent des conditions

aux limites pour ¢, .Dans cette section nous nous restreignons 4 la discrétisation temporelle de
I'équation de quantité de mouvement. Le traitement des équations du transport sera discuté
dans la prochaine section, car la discrétisation du terme source de la turbulence a un impact
considérable sur l'intégration temporelle. L’application de la méthode-6 a (4.160)-(4.161)
nous permet d’écrire :

yontl_pn
R——s—+6M (y 1 ) (1-0)M (V  }+-0Gp »+1+(1-6)Gp *
___0Fn+l+(1__0)F” (4163)
DV n+1=( (4.164)
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Ol @ varie entre zéro et 1’unité, n dénote du niveau du temps précédent, n+1 le nouveau
niveau du temps. Pour =0 et §=1 nous obtenons le schéma d’Euler du premier ordre

respectivement, explicite et implicite, pour 6=L nous obtenons le schéma de Crank-Nicolson

2
du deuxiéme ordre. La méthode de correction de pression définit le changement du niveau de
temps (n) au niveau (n+1) en deux pas. En premier lieu, (4.164) est remplace par :
V L ]
RTHM(V*)+(1—9)M(Vn}(l—e)Gpn=9Fn+1+(1—9)Fn (4.165)

Ol V* représente une vitesse intermédiaire. Le terme non linéaire M (V*} est linéarisé en

utilisant la méthode Newton du deuxiéme ordre :

M(V'):M(Vn)«(aM ).(V*—V") (4.166)

oV
Le systéme obtenu est résolu pour V'*, en soustrayant (4.165) de(4.163), qui s’€crit :
Yo+l -
—— ——0RG(pr1-pn) (4.167)

Ou le terme Q(M (V "“)—M (V*)) peut étre négligé sans affecter l'ordre de précision [152].
L’application de l'opérateur discret de divergence D a (4.167) en utilisant (4.164) permet
d’écrire :

DV *=—-60AtDR -"G(p"”——p") (4.168)

une équation de Poisson pour la correction de pression. Généralement cette €quation introduit
un stencil de discrétisation de 9 points et 19 points respectivement dans le cas bidimensionnel

et tridimensionnel similaire 4 celui de I’équation de transport. Toutefois la matrice DR'G  est
non-symétrique lorsqu’on utilise un maillage non-orthogonal. Une fois p"*' est obtenue on

calcule V' par la formule (4.167).

IV.6.3 traitement du terme source de la turbulence :

Nous considérons le systéme (4.162) résultant de la discrétisation spatiale des équations du
transport de la turbulence. L'objectif principal de cette section est d’étudier I'influence du
terme source de la turbulence sur l'intégration temporelle des équations. Le terme source est
traité en séparant les contributions positives des contributions négatives arrangées sous forme
linéaire:

S =S +Sr¢; (4.169)
ol S/ représentent les contributions positives et Sfles contributions négatives. Tout terme
négatif ne contenant pas ¢ comme multiplicateur est divisé en premier lieu parg; (obtenu au

2\

niveau du temps antérieur) et ajouté a S afin d’assurer la dominance diagonale des

coefficients de la matrice afin d’amélioré la stabilité numérique. L’approximation de §;
devrait garantir la positivité des quantités de la turbulence (k et £). On introduit pour cela un
nouveau facteur temporel pour le terme source. En utilisant la méthode-8 de discrétisation
nous obtenons le systéme discret suivant :

¢ n+l_ ¢ n

R—T+9T"+‘+(1—9)T"=t//.S,~"+‘+(1—l//)S',-"+Sb,,~ (4.170)
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Ou l//e[O,l] est le facteur choisi indépendamment de 6. Pour un écoulement stationnaire, on
prend 6=l c'est la seule valeur qui assure la positivité de tous les coefficients dans la partie
gauche de 1’équation (4.170) et donc satisfait les conditions de Théoréme 4.1. Maintenant, on
considére le traitement du terme source S; tel que les valeurs des quantités turbulentes soient
non négatives pendant l'évolution du temps et par conséquent maintenir la stabilite
numérique. Il est suffisant de considérer 1'équation suivante:

¢ n+l_An
T¢—=W'Sin+l+(l_"’ )7 (4.171)
On linéarise le terme source au niveau temporel n+1 suivant :
SrHi=gn +(-g% (pr1—¢7) (4.172)

En substituant (4.172) dans (4.171), nous arrivons a :

¢ n+l__ ¢ n a8 n
LA S—— S "4 U n+l__Ahn
= 4% @1-97) (4.173)
Pour préserver la positivité de la solution ¢, on pose l'inégalité suivante (voir le théoreme
: asY 4.174
4.1): (6¢) <0 (4.174)

Bien que ce ne soit pas une exigence nécessaire, il est suffisant que ¢” soit non négative pour

que ¢"+'1’est aussi. Dans ce cas, quand (Q‘i) >0 nous devons choisir y=0.

op
IV.6.4. L’algorithme de résolution :

Les discrétisations spatiales et temporelles cédent & un ensemble d’équations algébriques
couplées pour la vitesse, la pression et les quantités de la turbulence (k et ¢). L’étape finale
du travail de simulation numérique est de choisir une méthode capable de résoudre I’ensemble
des équations discrétisées. Ce choix affecte l'accouplement de plusieurs inconnues.
Fondamentalement, la vitesse et le champ de pression sont associés par I'équation de
continuité. Pour les écoulements turbulents, les équations de mouvement sont associées aux
équations du transport de la turbulence par la viscosité turbulente. Il faut encore noter q’un
trés fort accouplement existe entre les équations de turbulence dans le cas d’une modélisation
a plusieurs équations de transport.

En principe, il y a deux approches pour la résolution de I'ensemble des équations discrétisées
couplées. La premiére consiste & résoudre toutes les équations en chaque point de la grille
simultanément. Par contraste, la seconde est une technique de résolution séquentielle itérative
découplée en traitant les autres variables comme des quantités connues jusqu'a obtenir une
solution convergée des équations. La méthode de résolution couplé exige un ordinateur tres
puissant, mais peut avoir un meilleur taux de convergence et plus de stabilité numérique que
celle traitant la résolution d’une maniére découplée [84, 117, 168]. Néanmoins, résoudre
toutes les équations simultanément, peut &tre si compliqué qu’il devient trés difficile d’utiliser
cette procédure de résolution. Il peut étre alors préférable d’adopter une méthode découplee
ou bien une forme mixte des deux stratégies.

Ici, I'algorithme de résolution peut &tre décrit par les étapes suivantes : Pour chaque pas du

temps, le début du processus commence par une estimation des variables V,p,k et & par des

valeurs initiales ou par les valeurs obtenues au niveau temporel antérieur. notons que la

page 77



Résolution numérique Chapitre IV

vitesse estimée doit satisfaire la condition d’incompressibilité. Ensuite 'équation de continuité
et les équations de quantité de mouvement couplées sont résolues en utilisant une viscosité
turbulente non actualisé. Afin d’assurer un champ de vitesse a divergence nulle la méthode de
correction de pression présentée dans la section IV.6.2 est utilisée. Les équations de quantité
de mouvement et équations de correction de pression sont résolues séquentiellement. A cause
des non-linéarités cette boucle (V*—»p) peut étre répétée jusqu'a ce qu’une solution

convergée soit obtenue, mais une itération de la méthode Newton pour chaque pas du temps
est suffisante dans le cas d’un écoulement turbulent stationnaire. Finalement, les équations de
la turbulence sont résolues d’une fagon découplées en utilisant les quantités de 1’écoulement
mises 2 jour et une viscosité turbulente non actualisé. L'équation pour & est résolue aprés celle
pour k. Pour les écoulements instationnaires, il est nécessaire de répéter cette boucle (k—>¢)
a chaque pas du temps pour atteindre un état de convergence. De plus, la boucle externe
(V*—p—k—>¢) qui contient les deux boucles intérieures (V'*—p) et (k—>¢ ) couplées par la

viscosité turbulente, est répété tant que toutes les variables au niveau temporel n+1 n’ont pas
encore convergées.

Pour résoudre un probléme stationnaire, la méthode consiste 4 résoudre les équations
instationnaires de Navier-Stokes et choisir une limite finale d’intégration temporelle assez
grande pour atteindre 1’état stationnaire. On dit alors q’une solution est stationnaire si elle
vérifie le critére de convergence suivant :

1-4
yntl—yn | ST relaccl|fu"*! 2+absacc (4.175)
avec
n+l__q,n
e,
un_un—‘l

2
Les valeurs de relacc (le paramétre relatif de précision) et absacc (le paramétre absolu de
precision) peuvent étre définies suivant le probléme traité, les valeurs par défaut sont égales 4
zéro. Il est recommandé dans ce cas d’utiliser le schéma Euler implicite, afin de pouvoir
utiliser de large pas de temps. Malheureusement la combinaison de ce schéma et la méthode
de correction de pression exclue l'usage de pas de temps trop grand.

Les systémes des équations linéaires sont résolus par une méthode de sous-espace de Krylov
du type GMRES [122] avec un préconditionnement ILU(factorisation LU incompléte). Cette
méthode est trés adaptée pour résoudre des systémes a matrice non-symétrique, avec un taux
de convergence relativement trés rapide. Puisque la méthode GMRES nécessite le calcul du
résidu. on utilise sa réduction comme critére de convergence. Soit le systtme 4 résoudre noté

Ax=b, aprés k itérations, nous avons une solution approximative x®et un résidu
T®=b— Ax® reli¢ & I’erreur de convergence eW=x—x® par la relation AcW=¢®) , donc la

reduction du résidu résulte de la réduction de erreur de convergence. Le processus
d’itération GMRES s’arréte a chaque pas du temps si le rapport de la norme résiduelle sur le

(k)
T
résidu initial Hsml ou fol est de I’ordre de 10-pour la résolution des systémes
T
2

d’¢quations de quantité de mouvement et du transport des quantités turbulentes et de 104

pour le systéme de pression (voir annexe pour plus de détails).
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Chapitre V

Application et résultats numeériques

L’algorithme de simulation numérique décrit dans les chapitres précédents a été utilisé pour la
détermination de 1’écoulement stationnaire et instationnaire autour d’un profil Naca0012. Les
résultats numériques ont été validés par des comparaisons avec des résultats expérimentaux
obtenus par des laboratoires d’aérodynamique instationnaire et celles obtenues par simulation
statistique sur une aile d’envergure dans différentes configurations.

V.1 Mise en ccuvre de la SGE sur le cas test :

Cette section du chapitre est consacrée a la mise en ceuvre de la Simulation des Grandes
Echelles pour calculer l'écoulement autour d’une aile tridimensionnelle présentée au
chapitre(Il).

V.1.1 Géométrie et maillage de 1’écoulement autour du profil d’aile et
ses caractéristiques :

La géométrie de I’écoulement est schématisée sur la figure (5.1), on définit la direction
longitudinale (Ox‘) et normale (Oxz) et finalement la direction transversale (Ox3). D’un point

de vue statistique, les directions (Ox‘) et (Oxz) limitées par la paroi du profil sont

inhomogenes, alors que la direction (Ox3) est homogene et justiciable de conditions aux

limites périodiques. Pour éviter le recouvrement des spectres et des corrélations dues aux
conditions aux limites les dimensions du domaine de calcul sont choisies telles que :

L,=4C L.=4C L,=C (5.1)

<+— C
Figure (5.1) Schéma de I’aile et des axes de coordonnées

Afin d’effectuer des calculs laminaires et turbulents statistiques nécessaire 4 I’initialisation de
la simulation des grandes échelles turbulentes on adopte deux types de maillage en forme C.
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Le maillage autour d’un profil d’aile adapté aux calculs statistiques illustré par la figure (5.2)
est un maillage trés resserré aux parois et lache au cceur du domaine. Il est important d'avoir
un maillage trés resserré pres des parois dans les calculs statistiques car certains parametres
des modéles sont calculés a partir des gradients de la vitesse et surtout & partir des valeurs de
I'énergie cinétique de turbulence k et de la dissipationg proche des parois. Il faut donc évaluer
les dérivées avec une grande précision. De plus, la discrétisation temporelle utilisée dans la
résolution statistique étant implicite, le pas de temps ne devient plus un facteur limitant. Pour
les simulations des grandes échelles nous avons modifié le maillage de fagon a avoir des
maillages plus réguliers moins lache dans le cceur du domaine sans pour autant desserrer la
concentration des nceuds prés de parois. Tl est également trés important de discrétiser
correctement les couches limites en SGE pour capturer les phénoménes turbulents dans le cas
d’une modélisation n’utilisant pas de loi de parois.

A T
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"““‘..n---‘nu==
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15 i A
NN R g MR .1y
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P
333
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Figure (5.2) Maillage bidimensionnel autour du profil d’aile
Maillage utilisé dans la simulation SGE :

Le maillage en forme de C illustré sur la figure (5.3) généré autour du profil Naca0012 dont la
ligne moyenne et la corde sont confondues en ayant une €paisseur maximum de 12% de sa

corde : la distribution de 1’épaisseur est donné par la fonction suivante (Abbot et Dsenhoff,
1959) :

Ye [0.2969\/; -0.126x—0.3516x> +0.2846x3—0.1015x4] (5.2)

_e
0.2

Ou e représente I’épaisseur maximum du profil par rapport 4 la corde du profil.

Le maillage est tracé dans le plan ¥3=0.03C . Le plan transformé &2 =0. coincide avec la paroi

du profil et £2=l. coincide avec la limite extérieure du domaine. Les plans transformés

£1=0.et ¢'=1.coincident respectivement avec les deux parois latérales & x' =3C et x'=+2C.

Les plans transformés {*=constante sont paralléles aux plans x3=constante .
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Une distribution équidistante selon (Ox3)est adoptée. Nous avons imposé une distribution des
points selon (Oxl) et selon (Oxz) 4 l'aide d'une formule algébrique en cosinus. Le maillage est

finalement lissé a l'aide de la résolution d'une équation aux dérivées partielles hyperbolique
sur xlet x? dans chaque plan x3=constante [39], [76]. [77]. Cela permet d'assurer la

régularité des éléments métriques dans le domaine de calcul

-
1
I

mld

a

P 11T
rs
Pl
e

Figure(5.3) Vues perspectives du maillage tridimensionnel et ces limites autour du profil
d’aile Naca 0012 en forme C
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V.1.2 Conditions aux limites :

Dans les calculs de quantité de mouvement, les conditions de parois du profil sont des
conditions d’adhérence et des conditions de loi de paroi basée sur une loi instantanée
logarithmique quand le maillage est moins concentré prés des parois. Les conditions aux
limites imposées 4 la sortie de 1’écoulement sont des conditions ol on prescrit les contraintes
normales et tangentielles égalent a zéro.

Les conditions d'entrée sont spécifiées sur les régions courbées du maillage C. Les vitesses
imposées par la configuration du mouvement instationnaire étudié sont perturbées afin de
générer la turbulence dans la simulation des grandes échelles turbulentes. La perturbation

autour du profil moyen des composantes de vitesse u; est induite en superposant un bruit
blanc aux profils des vitesses. Il est construit de telle fagon qu’il n’induit pas de débit
supplémentaire. Les calculs réalisés en simulation des grandes échelles permettent de calculer
I'écoulement dans une configuration particuliére 4 chaque pas de temps, a l'inverse des calculs
statistiques qui moyennent plusieurs réalisations dans le temps. Le bruit blanc est donc une
suite spatialement aléatoire mais déterministe en temps. Il est en effet important de pouvoir
recommencer les calculs dans la méme configuration a tout instant, donc 4 I’entrée du
domaine de calcul, les vitesses sont imposées par les relations suivantes :

Ue=Uwo+ii (5.3)
Ve=Vo+V (5.4)
We=w (5.5)

les vitesses de perturbation sont calculées sur la base des intensités de fluctuation (rms)

T <(u"(t))z>t (5.6)
avec : w(t )it )_<’7(t )>,

et d’'une longueur d’échelle ainsi que de la plage des fréquences au-dessus de lesquelles
’énergie est distribuée. La procédure utilisée dans cette étude est similaire 4 celle utilisé par
Rai et Moin [115] pour la simulation directe de la transition d’une couche limite sur une
plaque plane. Pour décrire cette méthode on considére la vitesse de perturbation

#(x2,x3,f) assumant une périodicité suivantX?, X’et ¢ on peut écrire la représentation de

u(x%,x%f) en série de Fourier :

u(x?x% )= ZZZA,,,,,, sm(—|-¢,) sin(2—7zn;£+¢m).sin(—2—L]?1L+¢n) (5.7)
=1 m=ln= .

L.etL,sont les dimensions du domaine de calcul numérique respectivement suivant la

X

direction X2et X* | T est la période des basses fréquences 4 générer et les angles de phase

@m,n,@, sont des nombres aléatoires choisis entre zéro et 277 . On choisit les coefficients sous
la formulation suivante :

A2, =8 ums X 2(1)X 3(m Y(n) (5.8)
avec : X(1)=K .d!3 4.3, L (5.9)
X(mEK  drn' m=12,.M (5.10)

et la fonction T (n) est supposée satisfaire le spectre de Von Karman défini par :
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232
T(n+1)_ H0°1° (5.11)
T(n) ~ 1+02(n+1y
27N
f==t2
U=
Aest la longueur d’échelle, n nombre d’onde. Les valeurs des constantes K, K, et 7(1)

sont choisies telles que :

M
3 x2()1, Y X(m) 3 1) (5.12)
1=1 m=1 n=1

Les conditions d’entrée sont données par un champ réalisant un spectre d’énergie de
Kolmogoroff présentant une pente en _5/3 dans la zone inertielle.

L’énergie turbulente est choisie de fagon a retrouver les niveaux d’énergie de I'expérience de
Pécoulement turbulent autour d’un profil d’aile en fonction de I’expression reliant les
intensités de fluctuation 4 I’entrée du domaine et le spectre d’énergie de turbulence :

E(k):&’%(—%) exp[—z(%ﬂ (5.13)

avec le nombre d’onde Ko correspondant au maximum de E(k) relatif aux gros tourbillons
Les conditions aux limites périodiques sont utilisées dans la direction transversale considérée
homogéne. Nous initialisons la simulation numérique par un champ statistique convergé

obtenue 4 I’aide de la méthode k—¢.

V.1.3 Conditions initiales :

Afin d’initialiser les simulations numériques et valider les performances du code de calcul par
étape dans des configurations moins compliquées que celle de la simulation des grandes
échelles turbulentes, on commence par modéliser ’écoulement stationnaire autour d’un profil

d’aile bidimensionnel 4 un nombre de Reynolds R.=2.10°pour des angles d’incidence

a,=0,6 et 12. Pour illustrer le probléme que nous analysons dans cette section, nous

commencons par présenter les résultats obtenus pour un écoulement Jaminaire 4 un R:=200 et
une incidence=0° sur les figures (5.4) et (5.5) représentant les isovaleurs de la vitesse
longitudinale et la pression de I’état stationnaire obtenue aprés un temps de calcul T=1.7 pour

un Ar=0.02 (on rappelle que T est le temps sans dimension tUx/C).

Profil Naca0012 incidence=0°, Re=200 Profil Naca0012 incidence=0°, Re=200

v s : | ‘ ]

140 0432
1068 0389
10m [RID
098 n2m
0Bt 0260
03w 0217
ore oite
05%m 0131
ns1s 0088
055 oo
045 oon1
a1 oo
03% L8
0291 /4 o012
022 onzn
[ R 1] 4063
ons 0106
oox a4

'2-1....0.. ‘...2 L :
Figuee(3 4) C ontours & isovitesses longjtudinales Figure(5.5) C ontours d' isopressions autour du profil
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On remarque que I’immersion d’un corps symétrique dans écoulement crée localement des
perturbations traduites par une dépression sur les deux cotés de la paroi du profil et
P’apparition un point d’impact sur le bord d’attaque défini comme étant le point d’arrét ou on
retrouve les conditions génératrices, les contours d’isovitesses longitudinales montrent une
variation rapide des niveaux de valeurs tout au long de la région proche de la paroi du profil
traduisant ainsi 1’épaississement de la couche limite laminaire. 1a distribution de la pression
adimensionnée est représenté sur la figure(5.6) elle est étroitement similaire 4 celle obtenue
par un calcul potentielle.

Profil Naca 0012 incidence=0° , Re=200

-03

o2 —”J:—”|—+’/

&

o 4
L U

pression
o
A

|

0.75

sE— s
Figure(5.6) La distibution de pression sur la paroi

La méthode numérique décrite dans les chapitres antérieurs a été testé pour la prédiction de
’écoulement turbulent & un nombre de Reynolds R=2.10" en incidence a,=0 4 I'aide du
modéle"k—¢", afin d’établire une étude comparatif des résultats obtenues avec les différents
schéma de discrétisation et ceux obtenues expérimentalement.

Les équations du mouvement turbulent discrétisées en utilisant la méthode des volumes finis
adaptée au maillage irrégulier représenté sur la figure(5.2) sont intégrées temporellement par
un schéma d’Euler =1 pour calculer le champ aérodynamique stationnaire autour du profil
pour cela les termes de convection des équations de transport sont approchés par un schéma
de différence hybride tandis que ceux des équations de quantité de mouvement sont approchés
dans un premier temps par un schéma décentré du premier ordre, on constate alors que I’état
stationnaire est atteint aprés un temps T=2.05 en utilisant un pas At=0.01, les résultats sont
présentées sous formes d’isovaleurs de la vitesse longitudinale et de pression sur les figures
(5.8) et (5.9) et dont Ja comparaison avec les figures (5.4) et (5.5) confirme les constations de
fdélité de notre code de simulation 4 reproduire les conditions réelles d’écoulement tel que la
diminution de I'épaisseur de la couche limite turbulente par rapport 4 celle de la couche
Jaminaire confortée par la figure ( 5.7) ol on a représenté la vitesse moyenne U/U= dans le
cas turbulent comparée a la vitesse ]laminaire au méme abscisse sur la fin de ’extrados. Pour
y/C=0.005 on a encore U/ /U= environ égal 2 0.5, ona alors limpression que le fluide glisse sur
la paroi. La distribution du coefficient de pression sur la paroi du profil nécessaire au calcul
des forces et moments, montre un assez bon accord des deux courbes confondues (extrados et
intrados) avec les résultas obtenues expérimentalement [2] pour un nombre de Reynolds
supérieurs 4 celui utilisé dans notre simulation.
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Figure(5.8) Contouss d'isovitesses longitudinales
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Les capacités de prédiction des schémas quick, hybride et central pour la discrétisation de
’équation du mouvement ont &té testés dans la méme configuration d’écoulement que celle
du premier schéma décentré. Les performances de ces approximations & calculer la
distribution de la pression sur la paroi du profil sont représentée sur la figure (5.10). Le
schéma central souffre d’une diffusion numérique excessive qui empéche la simulation de
converger vers |’état stationnaire tandis que les résultats permanents des deux autres schémas
ne sont atteints qu’aprés un temps de calcul largement supérieur & celui du schéma upwind et
qui montre une différence de pression entre Pextrados et I’intrados physiquement
inacceptable. La méthode du chemin d'intégration des équations avec un coefficient de
diffusion discontinu montre d’assez bons résultats sur des maillages irréguliers, contrairement
aux résultats obtenus avec la méthode de discrétisation standard sur les figures(5.11),(5.12)
qui montre clairement des discontinuités et d’oscillations qui laisse pensé que cette stratégie
est inapte a simulé d’écoulement sur des maillages déformés.

05 ¥ g "
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Figue (5.13) Distributionde la piession surla pavod du profil

La figure (5.13) représentant la distribution de la pression sur la paroi du profil calculée par
les deux méthodes de discrétisation confirme toute Pefficacité et la précision des résultats de
la méthode d’intégration spatiale adaptée aux maillages irréguliers et dont les comparaisons
avec les données expérimentales sont tres satisfaisantes.

Pour la discrétisation des flux de convection de ’équation de transport un schéma hybride
central, upwind est utilisé afin de prévenir les valeurs négatives des quantités turbulentes k et
& assurant ainsi la stabilité de la procédure. Tandis que les dérivées mixtes des termes de
diffusion sont approchés d’apres la méthode (iii) exposée dans la section IV.5 cependant ce
traitement abaisse sensiblement le taux de convergence.

Pour décrire ’écoulement autour du profil d’aile en incidence égale 4 6° et 12°, plusieurs
visualisations ont ét¢ faites.

La figure (5.14) représentant les isovaleurs de la vitesse longitudinale et les lignes de courant
permet de regarder de plus prés les perturbations engendrées. Certains filets sont déviés vers
le haut et contournent I’extrados. D’autres longent Pintrados. 11 existe donc un filet frontalier
qui ne passant ni en haut ni en bas, viendra s’arréter sur le profil. La position de ce point
d’arrét est fonction de I’incidence. Les isovaleurs de vitesse et de pression (5.15) confirment
la création de dépression et par conséquent une survitesse sur l’extrados et Iinverse sur
Iintrados. La courbe de distribution de pression unique dans le cas d’une incidence nulle se
dédouble sur la figure (5.16), la dépression de la face qui devient extrados augmente, ’autre

diminue.
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’ i
Figure(5.14) Contours disovitesses longitudinales

Nacal01Z, incidence=6°, Re=200000
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Le point de rebroussement intrados recule, initialement se situant au point x,=0.0 et x,=0.0
en incidence égale a 0°, il se déplace au point x, =0.0073 et x,=—0.011 en incidence égale a

6° et au point x; =0.012 et x,=—0.019 en incidence égale a 12°.

Notons que pour un angle d'attaque égale 4 12°, on remarque sur la figure (5.18) représentant
les contours d’isopressions 1’apparition d’une région fortement dépressionnaire (bleu)
concentré sur le bord d’attaque de I’extrados du profil. Alors qu’a I’aval du profil on retrouve
rapidement les conditions de pression infini amont, cette différence de pression provoque le
décollement de la couche limite représenté sur la figure(5.19) par ’apparition d’un tourbillon
sur la fin de Pextrados du profil schématisé par des lignes de courant circulaires. Les forces
appliquées sur le profil d’aile sont obtenues par intégration de la pression et des tensions
visqueuses le long du profil. Le coefficient de portance Cz tendant vers zéro pour une
incidence=0° et croit avec l'incidence. La méme constatation peut étre faite pour le
coefficient de trainée.

oo 0° 6° 12°
Cz | 0.001711366 | 0.5176860 0.7189694

Cx 0.01823912 | 0.06414938 0.09608506

Interpolation du champ initial

L'interpolation du champ u: et pest réalisée dans chaque plan x puisque la répartition
longitudinale des points n'a pas changée. L'interpolation est linéaire dans chaque direction
(Ox,) et (Ox;) en considérant donc que le maillage est quasi-orthogonal dans chaque

plan x, =cte le long du profil. Cette hypothése n'est pas strictement vérifiée sur les bosses du

profil. Chaque point du nouveau maillage est encadré par quatre points de l'ancien maillage.
Les valeurs des différentes quantités physiques initiales au point du nouveau maillage sont

obtenues par une interpolation linéaire selon chaque direction (O x,) et (Ox;).

V.2 Résultats instationnaires de la SGE :

L'intérét de la simulation des grandes échelles par rapport 4 une simulation statistique réside
dans les informations accessibles sur les grosses structures instationnaires de I'écoulement.
Cette partie présente quelques résultats instationnaires obtenus autour du profil. Nous
présentons un instantané du champ des isovaleurs de la vitesse longitudinale. Puis nous
présentons I'évolution du champ instantané au cours du temps en montrant la capture de
structures tourbillonnaires instationnaires crées par le décollement de la couche limite sur
’extrados du profil en incidence égale a 20°.

V.2.1 Champ instantané autour du profil :

La figure (5.20) représente les isovaleurs de la composante longitudinale de la vitesse a
I'initialisation enx,=0.01C . Elle est rendue ici sans dimension par la vitesse & l'entrée. Les
figures(5.21)-(5.22) représentent les isovaleurs du champ instantané de la vitesse
longitudinale en x;=0.01C et les vecteurs vitesse instantanée en X, =0.5C 4 la fin de notre

calcul 4 T=6.5. Nous rappelons que le temps de référence que nous avons défini correspond
au temps de calcul basé sur la vitesse 4 l'entrée et sur la longueur de la corde du profil.
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»mufe(S 20) isovalours de la vitesse lgilgi/tudinale dans un plan
z=0.01au temps T=0.04

Nous pouvons observer sur la figure (5.21) la déstabilisation de ’évolution de la couche
limite dont la transition au régime turbulent est clairement visualisée le long du profil sur la
figure (5.20), Du bord d'attaque vers le bord de fuite, la couche limite s'épaissit de plus en
plus jusqua se décoller complétement. Ce phénoméne met en évidence I'importance de
linitialisation dans le calcul et son influence sur un temps non négligeable par rapport au
temps de calcul des simulations de la SGE, car on ne l'observe pas sur les résultats moyennés.
Nous observons également des différences entre le champ initial sur la figure (5.20) et le
champ instationnaire de la figure (5.22) qui montre Papparition d’un deuxiéme tourbillon prés
du bord de fuite et confirme la configuration bidimensionnel de I’écoulement étudié
toutefois la simulation faillie 4 prédire la séparation laminaire au bord d’attaque.

V.2.1.1 Evolution temporelle des champs :

Nous présentons quelques champs instationnaires obtenus a différents temps de calcul dans un
plan proche de la face latérale gauche.

La figure(5.23) présente les isovaleurs de la composante longitudinale de la vitesse et les
lignes de courant pour différents temps de calcul dans un planx,=1C. On observe une

modification de I'écoulement et la déstabilisation de la zone initialement décollée. Nous
pouvons remarquer tout au long du début de simulation le grossissement de la poche
tourbillonnaire sur I’extrados qui se déplace en s’enroulant sur elle-méme et en s’éloignant du
profil jusqu'a I’apparition d’un deuxiéme tourbillon au temps T=2.5 confiné au bord de fuite.
Les oscillations de la couche limite perturbée générent au final un lacher de tourbillons visible
sur la figure pour un T=3.5. On constate alors que I’écoulement reprend sa forme initiale et
entame une autre phase de décrochage semblable a celle décrite précédemment confirmant
ainsi la périodicité du phénomene. Les difficultés physiques sont particuliérement
significatives dans ces situations de décrochage et de post décrochage ou l'écoulement fait
intervenir une séparation massive et des phénomeénes instationnaires. Il en résulte que la
prédiction précise de lincidence de décrochage et du coefficient de portance maximale sont
un probléme particuliérement difficile. Au-dela du décrochage, la structure de I'écoulement
(lacher tourbillonnaire) et les forces instationnaires sont des facteurs importants de la stabilité.
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V.2.2 Spectres temporels :

Nous avons pu voir 4 travers la présentation des isovaleurs de la vitesse longitudinale qu'il
existe des phénoménes instationnaires 4 grandes échelles. Bien qu'il soit difficile de capturer
pleinement les basses frequences des grosses structures instationnaires vu le de temps de
simulation nécessaire, nous avons réalis¢ une étude spectrale des signaux fluctuants (u,,v;,w:)
dans la zone de décollement initial. Les acquisitions sont réalisées tous les 100 pas de temps,
ce qui correspond 4 un pas de temps sans dimension de AT=0.001. Nous présentons les

résultats obtenus dans le planx, =0.595C . Le point sélectionné selon la direction transversal

se situe en x,=0.8C et les trois points choisis dans la direction verticale sont proches de la

paroi de ’extrados du profil. Pour ne pas surcharger les spectres, seules les ordonnées y sont
indiquées sur les figures, elles sont rendues sans dimension par la corde du profil.

Les isovaleurs de la composante longitudinale dans le plan x;=0.595C sont tracés au cours
du temps sur les figures (5.24), (5.25) et (5.26) ou l'on peut observer le passage des
tourbillons au cours du temps. Les figures (5.27), (5.28) et (5.29) representent I'évolution
temporelle des composantes de la vitesse correspondant aux spectres représentés sur les
figures (5.30) 4 (5.50). Le nombre d'échantillons utilisé pour réaliser les spectres temporels
n'est pas trés important mais est un multiple de deux comme le préconisent les transformées
de Fourier rapide. Nous présentons les spectres en échelle logarithmique. Tous les spectres
sont rendus sans dimension par la valeur maximum de la densité d'énergie du spectre. Nous
avons convolué chaque signal par une fonction cosinus 4 support borné pour le rendre
périodique et limiter ainsi les effets de bords. La fréquence maximum que l'on puisse obtenir

sur les spectres vaut f*= Alt'zl 05 . Nous avons préféré présenter nos résultats sans analogie de

2 . 14 8 ! ; 4
Taylor K =—gf— puisque nous avons un écoulement inhomogene. On observe la présence d'un

pic qui se détache sur les spectres de wet v, autour de f= 4000 Hz. Cela est en assez bon
accord avec la fréquence que l'on peut estimer sur la courbe de la composante u
correspondantes 4 la figure (5.27) enx2=0.0456 . Nous pouvons souligner que les fréquences
de l'ordre du kHz correspondent aux ondes sonores. 11 est possible de d’obtenir un nombre de
Strouhal 4 partir de la fréquence mesurée. Le nombre de Strouhal est un nombre sans
dimension utilisé dans I'étude des corps €pais caractérisés par des lachés tourbillonnaires. Il
mesure le temps de retournement des tourbillons convectés par I'écoulement par unité de
temps. Il est rendu sans dimension par I'épaisseur des corps épais étudiés. Si l'on introduit la

r

corde du profil, et la vitesse de convection de I’écoulement amont, le nombre de Strouhal

associé vaut St=§1,—=0.2857. La valeur du nombre de Strouhal calculée ci-dessus est en bon

accord avec celle calculée ou mesurée dans les sillages des corps épais avec des lachés
tourbillonnaires. Le nombre de Strouhal pour le cylindre vaut St =0.2 et il vaut St = 0.3 pour
les corps épais. En fin, nous pouvons également obtenir un ordre de grandeur du nombre de

d'onde associé au pic que nous avons décrit précédemment: k=—2(—]71=1—°—7—69§. Cette longueur

d'onde correspond a4 une longueur adimensionnée par la longueur de corde égale & [=0.557.
La longueur estimée & partir du volume de chaque maille proche de la paroi basse du coté
latéral droit ou nous effectuons nos spectres vaut 1,in=0.0075. La longueur estimée [ est au
moins cent fois plus importante que [min €t il n'y a pas donc de problemes de résolution en
maillage. Les phénomeénes capturcs sont 4 grande échelle, ils ne sont pas filtrés par le
maillage. Nous discutons maintenant des résultats obtenus en moyennant les quantités sur le
temps de calcul total.
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V.3 Résultats moyennés de la SGE :

Cette partie présente les résultats obtenus sur la pression, les valeurs moyennes de la vitesse et
des tensions de Reynolds en les comparant aux simulations statistiques et aux résultats
expérimentaux. Le temps de calcul total sans dimension de la simulation SGE que nous avons
réalisé est de l'ordre de six. Ce temps de calcul correspond 4 8000 pas de temps. Comme nous
l'avons vu sur les résultats instationnaires, Nous MOyennons sur un temps qui prend en compte
un seul lacher de tourbillons. Les moyennes présentées, sauf lorsque nous le mentionnons
explicitement, correspondent 4 un temps d'accumulation égal au temps total de calcul. On
utilisera 4 la fois des moyennes dans I’espace et dans le temps du fait de "homogénéité de la

direction transversale.

V 3.1 Résultats sur la distribution de pression :

— |
4 Naca 0012 :_incidence=20 Re=100000 25
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16
: 1
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£ ’
1 ———
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Figure 5-63 La distribution de la pression sur la paroi du profﬂ Figure 5-64 La distribution de la pression selon un calcul direct et

expérimental
La figure(5-63) présentant la distribution de la pression moyennée suivant la direction
transversale et en temps montre clairement une allure semblable 4 celle obtenue par un calcul
direct et expérimental [59] présenté sur la figure(5-64). On remarque toutefois une
surévaluation du pic de pression prédit au bord d’attaque ainsi qu’un manque dans la
prédiction de la région de séparation laminaire, néanmoins un résultat particuliérement
intéressant de la SGE est la capacité de 1a méthode 4 prédire la présence du plateau de
pression mesuré expérimentalement, associé au décollement de la couche limite. Nous avons
représenté figure(5.65) les isovaleurs de pression moyenne montrant Pinstabilité de la surface

dépressionnaire li¢e au lacher de tourbillon.
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L'ensemble des résultats obtenus par note simulation montre que le phénomene de sur
prédiction de pression au bord d’attaque par la SGE est moins marqué pour des incidences
inférieures 4 celle provoquant un décrochage statique, Il apparait au contraire plus marqué
dans les zones ol l'on observe un plateau de pression correspondant 4 une zone de
recirculation

V.3.2 Résultats sur les profils de vitesse moyennes :

Nous allons maintenant présenter les résultats obtenus sur les vitesses moyennes suivant les
coordonnées verticales (O x,) dans plusieurs plan de mesure (O x, ) correspondant 4 la surface

d’aspiration du profil en aval et en amont du décollement de la couche limite. Sur chaque
figure, les rectangles correspondent aux points de la simulation statistique et le trait représente
les résultats de la SGE. Toutes les vitesses sont rendues sans dimension par la vitesse de
référence qui est la vitesse de I’infini amont au profil. Nous comparons donc nos résultats sur

les profils de la vitesse moyenne aux quantités statistiques ﬁ=<u(t)>t ou ()l est ’opérateur de

moyenne temporelle. Les composantes moyennes de la vitesse sont alors obtenues 4 partir de

nos variables filtrées, seules accessibles par le calcul en prenant ﬁ=<17(t)>l . Nous pouvons

souligner, 4 premiére vue le bon accord observé entre les résultats statistiques "k—¢&"et la
simulation des grandes échelles turbulentes sur les composantes de la vitesse présentées sur

les figures (5-66)-(5-77). Les profils de vitesse 4 la section x,=0.1cau début du bord

d’attaque, représentée sur les figures(5-66) et (5-72) indique en particulier un développement
attaché de la couche limite caractérisé par une diminution des vitesses dans la zone de proche
paroi. Les régimes laminaire et turbulent coexistent toujours sur un profil, Il n'y a donc pas de
"profils laminaires"qui impliqueraient alors que les autres seraient turbulents; mais seulement
des profils 4 laminarité plus ou moins étendue, cependant la transition laminaire/turbulent est
favorisée par I’influence du gradient de pression engendré par la forme du profil placé a un
angle d’incidence provoquant une recompression immédiate apres le bord d'attaque, on note
alors que pour le nombre de Reynolds considére, ’écoulement est pleinement turbulent. Les
figures suivantes montre plusieurs choses: on 'y distingue d'abord une couche limite qui va en
s'épaississant dans le sens du courant; on y remarque aussi une diminution des vecteurs locaux
de vitesse 4 I’extérieur de la couche limite ce qui montre que le courant fluide ralentit ; mais
surtout il apparait un contre-courant que signale linversion du sens d'entrainement des
particules fluides prés de la surface du profil.

Les figures (5-67)-(5-70) détaillent plus précisément ce qui se passe successivement le long
du profil. Elles mettent bien en évidence, au fur et  mesure que s'épaissit la couche limite, le
fait que le gradient de vitesse diminue (l'angle que fait la pente des courbes de variation de
vitesse au point de contact avec la surface par rapport a la normale). Or, le décollement se
produit précisément lorsque cet angle s'annule, c'est 4 dire lorsque le gradient de vitesse
devient nul, cela est vérifié dans notre simulation pour0.10c<x, <0.15¢c. A noter que la
recirculation inverse carrément ce gradient.

Il est possible que le léger épaississement de la zone décoller de la couche limite, observer sur
la figure(5-70) des profils u de la SGE par rapport 4 celui obtenu par simulation statistique,
soit seulement lié 4 une forte dissipation introduite par le modele de sous maille. Si le
décollement s'initie 4 l'endroit précis ou le gradient de vitesse s'annule, la surface de
discontinuité elle-méme (ou surface de décollement) n'est pas forcément aussi nette que celle
représentée sur les figures. En fait, il s'agit moins d'une véritable surface de contact entre une
rétro-circulation et les filets de la couche limite de I'écoulement général, que d'une nappe de
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rotors, plus ou moins stable, plus ou moins mouvante. Par ailleurs cette nappe n'est pas non
plus parallele a l'écoulement puisqu'elle se referme plus ou moins loin derricre le profil avec
celle venue du coté opposé du profil, au vu des figures(5-71) et (5-77).

La composante v de la vitesse, obtenue par la SGE est identiquement semblable 4 celle
obtenue par simulation statistique "k—¢" dans la sous couche visqueuse, comme le montre les
figures(5-72)-(5-74), toutefois on remarque une différence marqué entre les deux résultats a
’extérieur de la couche limite due essentiellement 4 la qualité du maillage non régulier. Les
résultats obtenus aprés 1’établissement du décollement représentés sur les figures(5-75)-(5-76)
sont en assez bon accord avec les résultats statistiques et semblent moins perturbés par
D’instabilité que les profils de la vitesse longitudinale.

V.3.2 Résultats sur les profils des tensions de Reynolds :

Dans cette partie nous présentons les résultats obtenus sur les profils des tensions de Reynolds
dans quelques plan de mesure x, fixé comme pour les composantes de la vitesse moyenne. Les

tensions de Reynolds sont obtenues 4 partir de nos variables filtrées par la formule ci-dessous
en utilisant 1I’équation (5.6) :

<u,='u'j'->=<(t7,~ ~(; Y, (it >)> (5.14)
on obtient : (uruy =iz, )~{iz (i, )~ (. ) +{ (& Y )) (5.15)

puisque par hypothése : <(>>=(>

(g )=(it .11, y~{it; Xt ) (5.16)

A nouveau, sur chaque figure, les rectangles correspondent aux points de la simulation
statistique bidimensionnelle et le trait représente les résultats de la SGE. Toutes les
corrélations sont rendues sans dimension par le carré de la vitesse de référence 4 Iinfini
amont du profil. Nous avons mis les courbes relatives aux résultats de simulation statistique
"k—&'qu’a titre indicatif puisque ces derniéres ne mettent pas en jeu les corrélations de la
composante transversale de la vitesse. Chacune des contraintes de Reynolds correspond 4 la
corrélation de deux composantes des fluctuations en un méme point du champ de vitesse et
représente ainsi une quantité mesurable. Une valeur finie de cette corrélation indique que les
deux composantes ne sont pas indépendantes ’une de 1’autre. Nous pouvons observer sur les
figures la bonne description du maximum des valeurs des tensions confiné trés prés des
parois. Les tensions de Reynolds évoluent lentement car, il y a une forte influence de
l'initialisation qui masque l'évolution des tensions prédites par la SGE. Nous avons aussi
observé que l'intensité des pics turbulents qui apparaissent sur les différentes corrélations dans
le coeur, et qui correspondent 4 la région du décollement, ont tendance a augmenter en
intensité et 4 s'étaler au cours du calcul. Concernant les corrélations croisées, les tensions

<u§u§> et <u1u3> étant trés inférieures 4 <ul'u2> qui est principalement responsable de la

production de turbulence, nous ne présentons que cette dernicre.
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Sur la section du bord d’attaque du profil x; =0.1c¢ nous avons des corrélations <ui”ui'>prédites

par la SGE plus faibles en intensité que les tensions calculées par RANS. On remarque que les
pics sont correctement positionnés méme si on observe un léger épaississement sur les
courbes de la SGE 4 relier aux différences que nous avons mis en évidence entre la SGE et
RANS sur les gradients 4 la paroi des profils des vitesses. Ceci peut également expliquer

lintensité plus faible puisque % varie plus lentement. Le pic d’intensité positive des

corrélations <u§u5> est mal positionné par rapport 4 la paroi et sous-estimé en comparaison

des résultats statistiques, il y a certainement un effet du maillage qui influe directement sur la
composante normale de la vitesse moyenne mais qui n’explique pas 4 lui seul I’¢élargissement

observé. Les résultas obtenues sur les tensions croisées <ui'u5> restes du méme ordre de
grandeur et sont en assez bon accord dans la forme, le second pic négatif observé sur les
corrélations <ui'u§> proche de la paroi sur la figure(5-84) semble venir du couplage entre la
vitesse moyenne longitudinale moins importante dans les couches limites et les valeurs plus
importantes en valeur absolue de la valeur moyenne i1, dans cette zone. Nous avons remarqué

que les intensités des corrélations transversales <u§u5'> sont sous-estimées par la SGE dans la

région du bord d’attaque du profil.

La figure(5-79) représente les corrélations longitudinales (urur) 4 la section x; =0.5¢ dans la

région du décollement. Il apparait que 1’intensité turbulente proche de la paroi du profil dans
le décollement est surestimée mais le double pic signalé dans le cas d’un phénomeéne
d’écoulement de retour est correctement positionné sur I’axe(ox,) . On peut noter que les

résultats statistiques ne prédisent pas de double pic dans le décollement. Nous pouvons aussi
souligner que ’intensité de la corrélation longitudinale est dix fois supérieur a celle prédite en

x,=0.1c du fait de I’épaississement des profils de vitesse moyenne. Le pic d'intensité positive
des corrélations <u5u§> en x, =0.5¢ est décalé par rapport aux résultats statistiques caractérisé

par un élargissement dans sa largeur. Sa forme est liée 4 la mauvaise prédiction du gradient de
la vitesse moyenne normale 4 cette station. Nous regardons 4 la fin de cette partie l'influence
de Tinitialisation et la turbulence initiale contenue dans nos résultats. Nous pouvons souligner

que les pics observés sur <u1u2> sont propres 4 la SGE dans la mesure ou méme s'ils sont

longs 4 croitre, ils apparaissent encore aprés avoir moyenné les quantités sur un temps plus
court, d'une fagon trés globale, les caractéristiques de la turbulence sont finalement assez bien
prédites en présence d’un écoulement de retour par rapport a la modélisation statistique. On
peut remarquer que la largeur du pic calculée par la SGE est trop importante, da a I'é¢talement

de la région du décollement. Le signe négatif de <ui'u§> dans la région proche de la paroi
provient de la composante longitudinale de la vitesse qui est négative et qui n'est pas

7

compensée par la composante verticale 4 cette station. L’intensit¢é de la tension de
Reynolds <u§u;';'> est mieux évaluée 4 la sectionx,=0.5cen présence du décollement,

présentant des valeurs plus acceptables pour un écoulement tridimensionnel.

Concernant les résultats en x, =0.9¢, le pic mesuré correspond 4 I'épaississement de la couche
limite qui relaxe lentement vers son état d'équilibre, apres son décollement et son instabilité

caractérisée par le lacher de tourbillon. A nouveau nous pouvons noter que (ufuﬁ) n'est plus
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prédit correctement proche de la paroi. La position du pic est correctement prédite par la SGE
pour les corrélations longitudinales tandis qu'il est décalé pour <u§u§>. Nous pouvons aussi

noter que le pic d'intensité turbulente qui se trouvait prés de la paroi sur les corrélations
longitudinales, est de plus en plus attaché 4 la paroi. Ceci s'explique par le fait que le terme de
production de (ui'ui'>, positif dans la zone de décollement, est fonction de%—e’t%ul—. La
1 X2
position du maxima d'intensité turbulente dépend donc de la distribution des gradients selon
(ox,) et (ox,) . Nous avons remarqué que nous sous-estimons les corrélations transverses sauf

dans le décollement. Aprés avoir regardé I'influence de la contribution du champ initial dans
le calcul des tensions de Reynolds évaluées 4 partir des grandes échelles, il semble que ce

phénoméne soit 1ié 4 une mauvaise redistribution de <ui'ui'> vers <u2u2> et (u‘jug) puisque la
SGE ne produit pas suffisamment de (urui'> sauf dans les zones citées ci-dessus. Il se produit le

méme phénomeéne avec les tensions croisées, qui sont les sources de production de la
turbulence, lorsqu'il n'y a pas présence de forts gradients comme dans le décollement.
L'explication de ces résultats se trouve peut étre dans une mauvaise capture des phénomenes
turbulents de type "streaks" dans les couches limites qui sont responsables de la production
des tensions de Reynolds. Les streaks sont des zones de fluide prés des parois, ou il y a
alternance de zones de fluide 4 faible vitesse et 4 haute vitesse. Ces streaks induisent 1'éjection
intermittente de fluide des couches limites vers le centre de la paroi (burst) responsable de la
production turbulente dans ce type d'écoulement. La sous estimation de ces corrélations
semble donc liée dans notre cas 4 la mauvaise évaluation des gradients aux parois et a une
forte turbulence 4 petite échelle dans les contributions de sous maille que nous ne capturons
pas correctement.

V.4 Résultats de 1’écoulement autour du profil en mouvement
oscillatoire de tangage

Aprés 1'étude de I'écoulement turbulent autour du profil d'aile en incidence de décrochage
statique, notre intérét se porte sur la réponse de I'écoulement instationnaire et turbulent se
développant autour d'un profil d'aile en mouvement de tangage. Le mouvement d'oscillation
au quart de la corde du profil est défini par un angle d'attaque dépendant du temps, autour

d'une incidence moyenne Q0 :
a(t)=ao+amcos(2kt) (5.14)

Ou k est la fréquence réduite. Nous nous intéressons & des cas de décrochage dynamique

profond, c'est-a-dire a des cas ot 'amplitude d'oscillation @'m est importante. Dans cette ¢tude,
I'amplitude d'oscillation vaut 10 degrés. L’incidence moyenne a pour valeur 15 degrés et la
fréquence réduite est de 0.15, ce qui donne une période sans-dimensions du mouvement
d'oscillation de T=20.94. Le nombre de Reynolds, basé sur la corde du profil est Re=1
million. Les courbes d'hystérésis, c'est-a-dire les efforts, portance Cz, trainée Cy et moment
Cpw, en fonction de l'incidence du profil sont obtenues par intégration des forces de pression et
de cisaillement sur la surface du corps.
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Figure(5.90) Boucles d’hystérésis du mouvement en tangage du profil Naca0012
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La comparaison de la figure(5.90) représentant I'évolution des coefficients aérodynamiques
obtenus par simulation des grandes structures en fonction de l'incidence avec les résultats de
I’épreuve expérimentale présentés sur la figure(1.1) montre une trés bonne conformité
phénoménologique. L’apparition d’un mince écoulement de retour, le développement des
tourbillons de décrochage dynamique, 1’état de lacher de tourbillons post décrochage
dynamique ainsi que le recollement de la couche limite se produit au cours d’un temps
adimensionnel T=2.5 du mouvement de tangage du profil. L’analyse des principales étapes du
processus de décrochage dynamique simulé est réalisée par une description des coefficients
des forces et moment agissant sur le profil ainsi que des champs de vitesse instantanée.

Comme c’est évident dans la figure(5.90), les phénomenes transitoires considérés dans la
phase de descente sont éliminés pendant la phase de monté du mouvement de tangage du
profil. Méme si une bonne reproductibilité du coefficient de portance peut étre obtenue pour
la phase de monté, de forts effets apériodiques peuvent étre observés pendant le lacher
tourbillonnaire de la phase descendante du mouvement. Le décrochage dynamique differe du
décrochage statique sous deux aspects. En premier lieu, la portance maximale obtenue sous
des conditions d'incidence variable est plus importante que pour une incidence calée. En
second lieu, alors que la portance maximum, a incidence calée, ne dépend que de l'incidence,
la portance pour un profil en mouvement de tangage dépende de I'histoire du mouvement
d'oscillation. On associe ainsi au décrochage dynamique une boucle d'hystérésis. L'influence
de I'histoire rend la prédiction du décrochage dynamique extrémement difficile, en particulier
pour les cas de décrochage profond pour lesquels l'amplitude d'oscillation autour de

lincidence moyenne Q%0 , serai de ’ordre de l'incidence de portance statique maximale. Le
modele utilisé pour la simulation des grandes structures turbulentes, tend vers une sous-
estimation des coefficients pour la phase de montée, alors qu’ils sont mieux prédits dans la
phase de descente d’autre part et pour des raisons qui releve de la qualité du maillage on
constate plusieurs insuffisances dans les résultats des coefficients de trainée et du moment.

L’augmentation des coefficients de portance au-dela de l'angle de décrochage statique (z14°)

est essentiellement dii au développement des tourbillons générés par le décrochage dynamique
qui maintiennent le pic d’aspiration au bord d’attaque de I’extrados du profil d’aile. Sur la
courbe d’hystérésis de la portance, on définit quatre points de référence caractérisant
I’évolution du processus de décrochage dynamique libellés par ordre alphabétique pour : un
écoulement attaché, développement de tourbillons de décrochage dynamique, lacher de
tourbillons post décrochage dynamique ainsi qu’un recollement de la couche limite. Le
moment par rapport 4 l'axe passant par le quart de la corde présente une boucle en huit avec
une augmentation significative du moment Piqueur.

Afin d’étudier le comportement qualitatif de la couche limite se développant sur le profil
Naca0012 en mouvement de tangage, on a effectué¢ un zoom de la zone dans laquelle évolue
le profil. Pour des raisons de symétrie, les résultats schématisé sur la figure(5.91) présentent
I’évolution de la couche limite au cours de la phase de descente c’est & dire une demi-période.
Sur la figure sont résumées les différentes phases du décrochage dynamique.

Pendant que la portance du profil continue d'augmenter avec l'incidence au-dela de la valeur
maximale de décrochage statique, il se forme un tourbillon au bord d'attaque qui se déplace en
roulant sur le profil pendant la phase de décélération (décroissance d'incidence), la portance
passe par un maximum lorsque le tourbillon est & mi-corde. Du fait des charges induites par le
tourbillon lors de son déplacement, le moment piqueur augmente et atteint un maximum
lorsque les tourbillons passent au bord de Fuite. L'incidence continue de décroitre et la couche
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limite finit par recoller, mais la portance ne retrouve sa valeur statique que pour de faibles
Incidences. Les résultats nous montrent que le tourbillon du bord d'attaque peut étre suivi d'un
second au bord de fuite lorsque le premier grossit. Les deux enroulements tourbillonnaires
progressent vers le sillage ou le tourbillon aval s’échappe & incidencea=22° alors que le
tourbillon amont est émis dans le sillage vers la fin du premier quart de période. Pour une
incidence voisine de 14°, les deux zones de décollement ont tendance 4 se confondre, on
observe alors le méme comportement rencontré pendant le premier quart de période. Au cours

d’une demi-période quatre tourbillons sont ainsi émis dans le sillage.

Notre simulation numérique est encore incapable de décrire correctement les effets du
décrochage dynamique ; ceci s’explique par la grande complexité des mécanismes mis en
ceuvre qui ne sont toujours pas bien compris, ol en particulier le caractére fortement visqueux
et instationnaire de I’écoulement est dominant. En effet, on observe de grosses structures
tourbillonnaires lachées par le profil, ce qui explique a la fois des gains de portance par
rapport au décrochage statique, mais aussi de trés forts gradients de portance et de moment de
tangage lorsque ces structures tourbillonnaires sont évacuées en aval du profil.
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Figure(5.91) champs de vitesse instantanés et lignes de courant du mouvement en tangage du profil Naca0012
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Chapitre VI
Conclusions et perspectives

Ce travail a porté sur la Simulation des Grandes Echelles turbulentes en régime
incompressible en géométrie complexe, en vue d'une application a un écoulement autour d’un
profil statique puis oscillant en configuration de décrochage tel que celui intervenant en vol
d’avancement & grande vitesse ou a forte charge sur les pales reculantes du rotor principal de
I’hélicoptere.

C'est un cas test qui présente des difficultés physiques particuliérement significatives dans des
sitnations de décrochage et de post décrochage o 1'écoulement fait intervenir une séparation
massive et des phénoménes instationnaires. Au-deld du décrochage, la structure de
I'écoulement (lacher tourbillonnaire) et les forces instationnaires sont des facteurs importants
influents sur la stabilité et les performances aérodynamiques des profils portants.

Les équations de Navier Stokes pour un fluide incompressible ont été résolues dans la
géométrie considérée en adaptant les conditions aux limites en entrée, sortie et aux parois.
Ceci a nécessité la mise en ceuvre d'un code de calcul tridimensionnel basé sur I’utilisation
des techniques des volumes finis pour discrétiser spatialement les équations du mouvement
écrites sous une formulation en vitesses contravariantes appliquée a un maillage structuré
décalé généré suivant des coordonnées généralisées liées 4 la forme de I’obstacle. Notre
méthode d’intégration temporelle est du type pas fractionnaires complétement implicite
précise au second ordre tandis qu'une méthode de Newton approchée assure la prise en
compte des termes non-linéaires. Une méthode de Krylov a été retenue pour résoudre le
systéme linéaire de grande taille associée a chaque itération du processus de Newton.

La méthodologie de la simulation des grandes échelles a été utilisée pour filtrer spatialement
les grandes échelles de I'écoulement et modéliser la turbulence & petite échelle. Seul le tenseur
de sous maille présent dans les équations de 1’écoulement ainsi obtenu est calculé 4 l'aide du
modele de Smagorinsky modifié afin tenir compte de I’effet de la viscosité moléculaire prés
des parois. Ce travail a permis de montrer qu'il est possible de récupérer des informations
instationnaires en perturbant un écoulement initial obtenu par simulation statistique en
utilisant la méthodologie des grandes échelles. C'est un fait important dans la mesure ou une
des difficultés majeures des méthodes RANS 4 I'heure actuelle pour le calcul instationnaire
vient du nombre d'équations 4 résoudre et du nombre important de termes 4 modéliser. Le
nombre d'équations utilisées en SGE est constant et les résultats obtenus sont instationnaires.
Un autre avantage de la SGE est sa simplicité et le faible nombre de parameétres 4 caler par
rapport 4 RANS. Les résultats obtenus sur les profils de vitesse moyenne ainsi que les
tensions de Reynolds sont encourageants méme si les tensions sont surestimées dans le cas de
I’écoulement autour du profil en incidence de décrochage, ol nous avons pu mesurer toutes
les difficultés d'une estimation précise des efforts s'exergant sur un profil d'aile, liées 4 la
précision et I’indépendance vis-a-vis du maillage des prédictions d'écoulements visqueux
ainsi qu’a la modélisation de la turbulence et de la transition. La SGE capture mieux les
oscillations de I'écoulement et permis de mieux suivre ’évolution du bulbe de décollement
depuis sa formation au bord d’attaque jusqu'a son passage au bord de fuite ou il donne
naissance 4 une émission tourbillonnaire dans le sillage. Les calculs de décrochage
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dynamique sur le profil oscillant réalisés, indiquent que le code de calcul fourni une
prédiction acceptable des écoulements et des efforts s'exercant sur des corps en mouvement.
Dé¢s lors, des calculs d'interaction fluide-structure sont envisageables puisque la prédiction des
efforts sur une structure immergée dans un milieu fluide en est le point difficile.

Néanmoins, nous nous sommes heurtés lors de ces calculs 4 un certain nombre de difficultés.
La premiere est liée au cofit CPU de la SGE trés important en résolution fortement couplée
des équations de Navier-Stokes dans le cadre de la modélisation d'écoulements
incompressibles mais qui reste toutefois une voie attrayante, comparativement aux méthodes
découplées dites a " correction de pression " ( SIMPLE, SIMPLER, PISO ). Cette attractivité
est principalement due a la robustesse de l'algorithme construit qui consiste a résoudre le
systéme linéarisé des équations de Navier-Stokes de maniere couplée. L'originalité de cette
méthode consiste a introduire des variables intermédiaires facilitant ultérieurement la
reconstruction des flux et & dériver une équation de pression des équations de quantité de
mouvement et de 1'équation de continuité. Cette démarche conduit ainsi - lors d'applications
tridimensionnelles - 4 un systéme linéaire qui nécessite d'importantes ressources de stockage
et dont la convergence non-linéaire de l'algorithme se trouve a la fois dépendante de
l'efficacité des méthodes de résolution linéaire mais aussi de la représentation de la non-
linéarité. Cependant, I'un des facteurs contraignant dans le calcul est la taille des mailles aux
parois et dont dépend le chois du pas de temps malgré ’adoption d’une résolution implicite.
Nous avons choisi initialement de ne pas utiliser de lois de paroi parce qu'il semblait judicieux
de ne pas introduire de modélisation supplémentaire dans la résolution des grandes échelles.
Une amélioration des résultats est possible en utilisant un maillage plus serré autour des zones
de décollement et précisément aux parois. Un nombre de points plus important dans la
direction longitudinale pour mieux capturer les phénomeénes post décrochage dynamique et
peut permettre d'éviter de trop les diffuser. Un maillage plus serré aux parois permetrait
également de mieux prédire la production de l'énergie cinétique par la SGE et ainsi
d'améliorer les bilans et le calcul des tensions de Reynolds.

L'utilisation de la simulation des grandes échelles pour calculer un écoulement aussi
complexe & soulevé de nombreuses questions fondamentales. L'interprétation de I'opération de
filtrage sur des maillages curvilignes qui sont anisotropes n'est pas évidente. Il subsiste
également des problémes associés au couplage entre la viscosité numérique introduite par les
schémas décentrés et la viscosité de sous maille. On a constaté aussi dans certains cas que le
modele choisi dans la présente étude surdissipe et peut entrainer la disparition des grosses
structures de I'écoulement.

Le code a été congu pour fonctionner sur un seul ordinateur avec un maillage monobloc. Ce
mode de fonctionnement adapté aux moyens informatiques mis 4 notre disposition est en train
d'étre dépassé. L'émergence de la nouvelle technologie basée sur l'architecture parallele
entraine sans doute la disparition des ordinateurs vectoriels dans le domaine de calcul intensif
dans un avenir proche. La maitrise de la parallélisation devient incontournable. Avec une
vitesse de calcul de plusieurs GFLOPS et une capacité de mémoire de plusieurs dizaines Go,
un serveur de calcul A architecture paralléle permet d'étudier des problémes complexes encore
plus proches de la réalité. Cependant, ce type de probléme est souvent difficile a traiter avec
un maillage multi-blocs. Le développement des outils multi-blocs est donc a I'ordre du jour.
Afin de mieux répondre au besoin des nouvelles applications et de bien profiter de I’avantage
offert par cette nouvelle technologie, la parallélisation du code devrait étre entreprise pour
transformer le code en un solveur Navier-Stokes multi-blocs.

Nous tenons & souligner au final que ce calcul n’a été rendu possible que grice 4 une
évolution trés rapide des moyens informatiques sur ces trois derniéres années et ne constitue
qu’un premier pas qu’on a osé franchir.
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La SGE est une méthodologie qui sera de plus en plus utilisée dans le monde industriel vu ses
capacités 4 capturer les grandes échelles instationnaires des écoulements. Mais comme nous
l'avons vu, c'est une technique qui reste encore trés chére. Une voie pour son utilisation plus
systématique en écoulement complexe passe certainement par la parallélisation des codes.
Cela s'avérera d'autant plus nécessaire s'il faut des maillages trés serrés aux parois pour bien
calculer les différentes interactions qui sont observée autour du profil. Cela pose de nouveaux
problémes, comme le probléme du filtrage temporel des solutions en plus du filtrage spatial et
du choix d'un pas de temps pertinent par rapport aux phénomenes physiques considérés.
Néanmoins, la réalisation d'études paramétriques sur les modélisations utilisées en SGE pour
calculer des écoulements présentant des phénomeénes physiques complexes ne sera rendue
possible qu'a condition de faire diminuer le temps des calculs. Cette voie est d'autant plus
sérieusement envisageable depuis que la mémoire de calcul nécessaire se trouve vulgarisé a
toute machine informatique. Une autre voie complémentaire est peut-&tre d'utiliser le
couplage entre la SGE et les simulations statistiques un peu différemment. Nous avons vu sur
les résultats que les différences observées entre les résultats se situent au niveau de la région
proche parois. Il pourrait étre bénéfique de ne calculer que la partie d'interaction entre fluide-
structure en travaillant sur les conditions physiques & imposer 4 l'entrée d'un domaine de
calcul plus restreint. Il a déja été utilisé avec succeés des initialisations de calculs spatiaux 4
partir de calculs temporels moins chers.

La montée en puissance de calcul des ordinateurs dans les années 4 venir permettra de simuler
numériquement des écoulements de plus en plus complexes et de tester plus
systématiquement la méthodologie de la SGE dans les conditions réelles d'écoulements
industriels incompressibles, permettant une modélisation de plus en plus fine des écoulements
turbulents instationnaires incompressibles 3D en géométrie complexe.
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Annexe A

Analyse mathématique des équations de
Navier-Stokes

A.1 Existence, unicité des solutions :

Position du probléme. Les espaces fonctionnels

On considére les équations de Navier-Stokes, qui décrivent le mouvement d'un fluide
newtonien, incompressible dans un domaine Q de Rr(nef2,3}):

(@iuu(x,2). V u(x,)= ft)-Vp(x,f)+vAu(x,f) dans Qx[0,00[. v>0 (a.1)

et div(u(x,t))=0 dans Qx[0,00][. (a.2)
avec les conditions initiales et aux limites :

u(x,0)=uo(x) . xeQd (a.3)

et u(x,)=gd(x,t). x€0Q) >0 ¢donnée (a.4)

Le probléme qu'on se pose est de trouver u et p tels que (a.1), (a.2), (a.3) et (a.4) aient lieu.
Pour la résolution mathématique de ce probleme on considere les espaces :

J yz{vng”(Q)",divsz} I'espace des fonctions test, ot Cg(Q2) représente l'espace des
fonctions C= a support compact dans €.
e H=I’adhérence de 7 dans I(Q) et
e V=Iadhérence de y dans H}(Q)'
ne{2,3} étant la dimension de l'espace considéré.
H et V sont des espaces de Hilbert munis respectivement de la norme I | ,, €t de la norme

” " ., €t on peut les caractériser comme suit :
H ={veL2(Q)";divv=0;v.n| aQ=O}

v={peHYQY,divv=0}
D'autres propriétés des espaces H et V sont présentées dans Temam [92].
On note par A l'opérateur linéaire non borné dans H associé au produit scalaire de v
(Au,v)z((u,v)) Yu,veV
Le domaine de l'opérateur A est noté par D(A) et d'apres la théorie sur les systémes linéaires
elliptiques on a :
D(A) = (HHQ)f 7 )
Soit ¥ l'espace dual de V. Alors, ona:
D(A)cVcHCcP!
Ou toutes les inclusions sont continues, chaque espace est dense dans le suivant et de plus

l'inclusion V' — H est compacte. De plus :
Au=—PAu
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ou P est le projecteur orthogonal dans Lz(Q)" sur l'espace H (dans le cas périodique Au=—Au
YueD(A)).
L'opérateur A est auto adjoint, positif et d'inverse compact dans H. Il existe une suite A telle
que :

O<di<iz<.....<Mk<..... >0
et une base orthonormale dans H , {w},_,. tel que :

Awk=Aiwr keN~

Les quantités %|u,2 et ”u”2 représente I'énergie cinétique et 1'enstrophie respectivement.

On utilise les notations standard pour les produits scalaires et les normes dans L’ et dans H} :
1 1
(u,v): ju(x).v(x)dx et ((u,v))= IVu(x).Vv(x)dx : |u|=(u,u); et "u"=((u,u))2
Q Q

Formulation faible. Résultats d'existence et d'unicité

La formulation faible des équations de Navier-Stokes (due a J. Leray) ne dépend que de
la vitesse u. Elle est obtenue en multipliant 1'équation (a.1) avec une fonction testvey ,

puis en intégrant sur Q.
Si on note u(2) 1'application
xe€Q —u(x,r)
alors le probleme a résoudre dans la formulation faible est de trouver les solutions u(f)eV
pour presque tout ¢ telles que 1’équation :

L WA WA WD) ey @)

soit vérifiée au sens de distributions sur 0,7 [ ou ]0, o].
Le terme b est donné par:

B,y w)=2 Iu DL y,dx (2.6)

i Q
(dans un domaine ot les intégrales ont un sens).
On appelle solution faible des équations de Navier-Stokes sur [0,7' ] un champ de vecteurs de
divergence nulle

ueI2((0,7)7 )nL=((0,T}H) pour T> 0
et qui vérifie 1'équation (a.5) au sens des distributions, et solution forte, la solution qui

appartient a :

(0,7} D(A)L=((0,7)}¥) pour T> 0
Les résultats d'existence et d'unicité des solutions sont différents selon la dimension de
l'espace considéré.
L'existence de la solution est généralement obtenue par une méthode constructive: on
construit d'abord une solution approchée (par une méthode de Galerkin par exemple) et
ensuite on passe a la limite a 1'aide d'estimations a priori sur la solution construite. On peut
aussi utiliser les théoremes de point fixe de Leray-Schauder ou bien de Banach, qui donnent
les solutions sur un petit intervalle de temps ]0,7" [. La partie délicate dans ce type de
démonstration est la dérivation des estimations a priori. Celles-ci dépendent de 1'évaluation du
terme b. Il existe plusieurs estimations de ce terme, obtenues en combinant I'inégalité de
Hoélder avec d'autres inégalités, comme par exemple: celles de Sobolev, d'interpolation, de
Gagliardo-Niremberg.
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On résume maintenant les résultats connus concernant l'existence et I'unicité dans le
contexte de la théorie des espaces L * :
e en dimension 2, la théorie mathématique concernant les équations de Navier-Stokes
est assez satisfaisante, le probléme étant bien posé, au sens qu'on connait l'existence et
l'unicité de la solution faible; on a le méme type de résultat pour les solutions fortes, mais
pour celles-ci, seulement dans le cas ot la donnée initiale est suffisamment régulicre.

Plus précisément on énonce ici un théoréme qui regroupe en fait ces résultats :

Théoréme a.1 i) Si fet up sont données telles que :
fer(0,1v) et upe H (a.7)
alors il existe une unique solution faible des équations de Navier-Stokes qui est dans
C([0,T]; H) et qui vérifie
wel2(0,T7)

if) Si f'et ug sont données telles que
fel>(0,T:H) et ue V (a.8)
alors 1l existe une unique solution forte des équations de Navier-Stokes qui est dans
co.T1;7).
e cn dimension 3, on a seulement des résultats partiels : I'existence et ['unicité des
solutions fortes sur un intervalle 10,7 [ (le temps de blow-up T * dépendant de la
condition initiale (Ladyshzenskaya [54])), ainsi que l'existence globale des solutions
faibles.
On peut énoncer dans ce cas:

Théoréme a.2 i) Si fet uy sont données telles que (a.7) alors il existe une solution
faible des équations de Navier-Stokes qui est continue au sens faible sur [0,7'] a valeurs
dans H et qui vérifie

u GL%(O,T;V')

ii) Si f et uy sont données telles que (a.8) alors il existe 7' = T" (o ) tel que sur l'intervalle
[0,77] les équations de Navier-Stokes admettent une unique solution forte.

Remarque a.1 Actuellement on ne sait pas si la solution faible des équations de
Navier-Stokes 3D est unique, ou quelles sont les hypothéses qui peuvent la rendre unique,
ainsi que l'existence de la solution forte pour tout 7.
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Annexe B

M¢éthodes de Krylov

B.1 Méthode de Krylov :

Pour résoudre le systéme linéaire suivant :

Joé=b (b.1)

En général J est une matrice non-symétrique, & solution du systéme linéaire. On utilise des
méthodes fondés sur une recherche de la solution en restriction 4 un sous-espace de Krylov
De telles méthodes cherchent une approximation de la solution §* du systeme (b.1) sur

9 +K(J,r0 ,k) ou K(J,r0 ,k) est le sous espace de Krylov défini par :

Définition (b.1) :Le sous-espace de Krylov K(J,r0 ,k) associé au vecteur 7, =b—Jo, et ala

de 6
Cette approche se justifie par le résultat suivant :

Théoréme (b.1) : Soit J non singuliére. Il existe k, <N tel que §*€d, +K (J,ro ,k).

Preuve. En mettant J sous sa forme de Jordan, il est aisé de montrer qu'il existe un entier
k<N tel que K(Jir ko J=K(J 75 ko +1) Ainsi,

ky-1
J*or, =ZakJ kr
k=0

Soit />0 plus petit entier tel que g, soit non nul alors
' ky—1-1

0=y +J Y b1y
k=0

avec b, =Lhetsl pour k=0,k,~I-2 et b, -1-1=—1 il suffit dés lors de prendre :
a ’ Q
kg —1-1

5-:50 + Zbkjkro
k=0

De nombreux algorithmes utilisent ce résultat pour résoudre ou approcher la solution de (b.1)
lorsque J est non symétrique. Dans l'algorithme de FOM ou de GMRES, une base pour le
sous-espace de Krylov est construite, puis une approximation de la solution est donnée a
chaque étape de sa construction. Une de ces méthodes a retenu notre attention, il s'agit de
GMRES qui est optimale au sens ou elle cherche une approximation de la solution vérifiant :
in -,

zeK\J,ry .k
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B.1.1 GMRES :

Nous présentons ici briévement 1’algorithme de GMRES, en introduisant quelques notations

nécessaire

Le principe de GMRES est de minimiser ”—J(é'o +z)+b“2 avec z dans le sous-espace de Krylov

K (J,);) ,k) (définition b.1). Ainsi, (b.1) est remplacé par le probléme de minimisation approché

o —Jz|),

zeK Jr kJ

le sous espace de Krylov est généré par le processus d’Amoldi conduisant 4 1’algorithme de

GMRES suivant :

Algorithme b.1: GMRES
0o €R¥ une premiére approximation de &+,

(s1). 7, :=b—Jo,
bl sy ko

(s2). Do
ki=k+1.

k
(@) Win=JV _Zhl,kvz
1=0

avec hl‘k Z=(Jvk,V1 ) (l:]. gesees ,k)

hk+1.k::|lwk+l A

Wit

Vi1 =
hk+1,k

(b) calculer p":=§2§ql;«l”ﬂel ~Hiy “2

until  p,=0
(s3). Calculer y, ; z.:=V, y, et §:=5,+z,

7 1<p<k+1,p<i<k
()= 0"
ou Hk p,l sinon

et

e~y =miplps o] =

2 yeY

Le processus d’ Arnoldi génére une base orthogonale telle que :

YA T
impliquant

jin “ro Jz —mm”ﬂel —Hky“

zeK\J,r, ,k yenk
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On peut facilement vérifier les trois propriétés suivantes :
) K(J ko J=K (75 ko 1)

(1) p=0
(iii) JO,=b
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Résumé

Cette thése porte sur la simulation numérique d'un écoulement externe incompressible,
instationnaire et turbulent a l'aide de la Simulation des Grandes Echelles (SGE). Dans cette
approche, les grandes échelles énergétiques et instationnaires de 1'écoulement sont calculées,
tandis que les petites éehelles sont modélisées.

L'objectif de ce travail, est d'analyser les potentialités de la SGE pour le calcul d'écoulements
périodiques en géométrie 3D en vue d'applications aux pales de rotors d’hélicopteres.

Le cas d'étude retenu pour la validation de la méthodologie est I'écoulement autour d’un profil
d’aile Naca0012 en configurations de décrochage statique et dynamique pour lequel il existe
des résultats statistiques et expérimentaux. L'écoulement présente des phénomenes physiques
complexes caractérisés par de large décollement, et de lacher de tourbillons. La SGE est
obtenue & partir d'un modéle de sous maille de Smagorinsky modifié prés de la paroi. La
discrétisation temporelle des équations écrites en vitesses contravariantes dans un systeme de
coordonnées curvilignes est réalisée par un schéma 4 pas fractionnaires implicite d'ordre deux
tandis que 1’intégration spatiale suivant une cellule décalée est accomplie par la technique des
volumes finis.

La SGE a permis d'obtenir des informations instationnaires sur I'écoulement, et de mettre en
évidence la formation et le lacher de tourbillons autour du profil d’aile. La solution
instationnaire est différente de la solution stationnaire RANS obtenue avec une modélisation
statistique classique et montre la déstabilisation du décollement au cours du temps. Les
résultats de la SGE obtenus sur la pression, les profils de la vitesse moyenne et les tensions de
Reynolds sont discutées et comparées aux résultats expérimentaux et statistiques, obtenus
avec le modele k—¢.

Abstract

A realistic 3D external, unsteady, turbulent and incompressible flow was simulated using the
Large Eddy Simulation (LES).

The selected test-case was a 3D airfoil. Indeed there were available experimental results and
numerical simulations using RANS approach that could be used for comparisons with our
simulation. Also this configuration contained the main physical phenomena encountered
around rotors of helicopter.

The main aerofoil geometry examined is the Naca0012. Of particular interest is the prediction
of maximum lift and stall on aerofoil, leading to a large separation and vortex shedding. In the
LES approach, the large unsteady and energetic scales are calculated. The contribution of the
unresolved small scales is modelled using the Smagorinsky modified model. Time integration
of the curvilinear equations in contravariant velocity form is preformed by a second order
implicit fractional step method. The spatial discretization is obtained by a finite volume
schema on a structured staggered grid.

The LES of such flow has given some interesting unsteady results. The temporal evolution of
the turbulent eddies, convected by the mean flow, has been observed. The large separation
became unstable and the vortex shedding were captured by the LES. The methodology was
then validated by comparing our results on the pressure, the mean velocity and the Reynolds
stress tensor to the numerical results given by the statistical modelisation of k—&
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Introduction Chapitre 1

Chapitre I

Introduction

[.1 Motivations et objectifs:

La détermination de I'écoulement autour d'une aile en mouvement cyclique a pris un regain
d'intérét depuis que l'on s'est aperu de l'importance du décrochage dynamique pour
’'amélioration des performances et de la durée de vie des rotors d’hélicoptéres, des rotors
d'éoliennes et des hydroptéres subcavitants.

Ce probléme, 1ié a l'instationnarité de l'écoulement est tout a fait général pour toute surface
portante animée d'un mouvement cyclique dont I'amplitude ou l'incidence et la fréquence
dépassent une certaine valeur. Il se traduit en particulier par un décollement et un recollement
de la couche limite (Mc Croskey et Philippe, 1975), (j.j-Philippe, 1977). Au cours d'un
mouvement de tangage par exemple, la portance du profil continue d'augmenter avec
lincidence au-dela de la valeur maximale de décrochage statique, il se forme alors un
tourbillon au bord d'attaque qui se déplace en roulant sur le profil pendant la phase de
décélération (décroissance d'incidence), la portance passe par un maximum lorsque le
tourbillon est a mi-corde. Du fait des charges induites par le tourbillon lors de son
déplacement, le moment piqueur augmente et atteint un maximum lorsque les tourbillons
passent au bord de Fuite. L'incidence continue de décroitre et la couche limite finit par
recoller, mais la portance ne retrouve sa valeur statique que pour de faibles Incidences. Pour
un mouvement cyclique, la portance présente ainsi une boucle d'hystérésis avec une partie
supérieure a la portance statique et une autre plus faible. Le moment par rapport a l'axe
passant par le quart de la corde présente une boucle en huit avec une augmentation
significative du moment Piqueur (voir Figure(1.1)). Cette description du phénoméne en
tangage pour un nombre de Reynolds de 2.5 10° peut présenter des caractéristiques
légérement différentes lorsque Le nombre de Reynolds est plus faible. Par exemple pour un
nombre de Reynolds de 10* les résultats nous montrent que le tourbillon du bord d'attaque
peut étre suivi d'un second a mi-corde. Dans tous les cas, il est certain que les variations de
portance et de moment engendrent des vibrations, donc une fatigue de la structure de l'aile et
du bruit pour I'environnement. Ces effets négatifs peuvent étre compensés par une
amélioration du rendement dans le cas de 1'éolienne et on peut penser utiliser cet effet pour
améliorer certains types de rotors. Il est donc important d'étudier ce phénomeéne.

L’objet du présent travail porte donc sur le développement d’une prévision numérique de
I’écoulement turbulent autour d’une aile en mouvement périodique imposé capable de décrire
le champ aérodynamique, ce qui représente un vrai challenge pour la mécanique des fluides
numériques au vu de I’élévation du nombre de Reynolds et des différents régimes
d’écoulements qui caractérise notre probleme comme le montre la Figure(1.2). Au bord
d’attaque, on remarque une zone de couche limite laminaire non décollé, I’épaisseur de cette
couche y est tres petite devant la corde et les pressions extérieures sont transmises directement
a la paroi, une autre région de couche limite est alimentée par un courant de retour, qui
s’ajoutant aux forts cisaillements au sein du fluide crée un écoulement rotationnel
important ; sous Ieffet d’un gradient de pression favorable qui accélére 1’écoulement, ce
courant de retour, prenant naissance au bord de fuite peut &tre soit laminaire, soit turbulent,
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Figure(1.1) Boucles d’hystérésis du mouvement en tangage du profil NACA 0012
(K.W. Mc Alister et W.J. Croskey 1982)
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suivant le nombre de Reynolds. Quand I’angle d’incidence augmente jusqu'a atteindre une
valeur critique, ce décollement se transforme en un décrochage total de la couche limite sur
'extrados du profil. Un autre type de décollement apparait au bord d’attaque des profils en
incidence sous forme d’un bulbe local qui se produit aprés la pointe de survitesse située prés
du bord d’attaque. La couche limite est laminaire entre le point d’arrét et le pic de survitesse.
A T’aval de ce pic le gradient de pression crée une recompression qui fait décoller la couche
limite localement ; deux phénoménes peuvent s’y produire :
* Une transition laminaire-turbulent avec le recollement de la couche limite.
® Un éclatement du bulbe pouvant entrainer un décrochage total de la couche limite
sur I’extrados du profil. Ce deuxiéme cas apparait surtout pour des faibles nombres
de Reynolds (Bonnet et Gleyzes, 1983), (cousteix, 1988).
Un sillage nait de la rencontre des deux couches limites extrados et intrados du profil. Il
représente le débit déficitaire de 1’écoulement au bord de fuite. Ce sillage ainsi formé est
caractérisé par d’importantes contraintes de cisaillement et de distribution d’intensité du
vecteur tourbillon, s’atténuant au fur et 3 mesure que les particules fluides s’éloignent du
profil.

Figure (1.2) : schéma des différents régimes de 1’écoulement autour d’un profil d’aile :
1.couche limite laminaire, 2. décollement bulbe laminaire, 3. région de transition,
4.couche limite turbulente, 5.point de décollement, 6. zone de décollement, 7.sillage

1.2 Les différentes approches de la turbulence :

Il n’existe pas une théorie générale explicative du phénomeéne de turbulence mais de
nombreuses théories partielles et incomplétes. Parmi ces théories, certaines, si elles sont trés
rudimentaires et trés limitées, n’en demeurent pas moins utiles & une approche industrielle,
d’autres plus évoluées, exigent des développements mathématiques plus importants. Les
approches sont donc nombreuses et diverses : la turbulence est une discipline en évolution
constante qui s’enrichit sans cesse de matériaux nouveaux

1.2.1 Méthode statistique :

Une solution turbulente est toujours une solution compliquée non stationnaire des équations
du mouvement, présentant des fluctuations irréguliéres dans I’espace et dans le temps. Devant
cet aspect désordonné des évolutions turbulentes et cette apparente complexité du phénomeéne
I"attitude naturelle et la plus utilisée a été d’introduire des méthodes statistiques. Le hasard
apparent des évolutions turbulentes a son origine dans les irrégularités des conditions initiales
et des conditions aux limites mal déterminées dans leur détail et pour lesquelles une trés petite
variation bouleverse totalement la structure détaillée de I’écoulement. La méthode statistique
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n’est donc pas justifiés par I’absence de causes mais par I’ignorance des causes surabondantes
et difficilement accessibles.

La décomposition d’une grandeur caractéristique instantanée de 1’écoulement turbulent en une
partie macroscopique et une partie turbulente d’apparence aléatoire permet de développer un
traitement statistique des équations de mouvement. Ce traitement appliqué aux équations de
Navier-Stokes qui décrivent le mouvement détaillé instantané du fluide, fait apparaitre des
termes inconnus supplémentaires qui sont interprétés comme des tensions turbulentes. Le fait
de prendre la moyenne d’une €quation instantanée conduit 4 une perte d’informations qu’il
faudra réintroduire sous forme d’hypothéses physiques : C’est le probléme de fermeture.

1.2.2 Approche directe : simulation numérique directe (SND) et
Simulation des grandes échelles turbulentes (SGE)

La plupart des approches de la turbulence supposent que le mouvement instantané détaillé du
fluide est décrit par les équations de Navier-Stokes. Le fluide est alors considéré comme un
continuum par rapport 4 1’échelle moléculaire. Selon ce point de vue, on connait donc les
€quations de la turbulence, et certaines recherches se sont orientées vers I’étude de "solutions
turbulentes " des équations de Navier-Stokes (Agostini L. et Bass J., 1950-Bass J., 1961).
L’étude de tout écoulement turbulent pourrait donc se faire, du moins en principe, par
reésolution directe des équations de Navier-Stokes. En vue de la prédétermination numérique
d’un écoulement turbulent la question se pose donc : pourquoi ne pas résoudre directement les
¢quations de Navier-Stokes ? cette vue consisterait 4 faire un calcul direct du mouvement
turbulent pour une ou plusieurs réalisations avec des conditions aux limites aléatoires et faire
ensuite un traitement statistique sur les solutions obtenues. On montre toutefois que le nombre
de points de discrétisation nécessaire pour représenter les plus petites échelles de la turbulence
atteint des valeurs faramineuses.

Pour fixer les idées, essayons de préciser quantitativement les ressources informatiques
necessaires. La turbulence étant toujours tridimensionnelle et instationnaire, le nombre N° de
points de maillage qui conditionne 1’espace mémoire nécessaire sur ordinateur dans un
domaine cubique sera proportionnel 4,5 étant le pas d’espace, et le temps de calcul sera

proportionnel égg——tz ou &t est le pas de temps.

De manicre 4 représenter les plus petites échelles, &x et ot doivent étre de I’ordre des échelles
de Kolmogoroff.

Plus précisément :

3\4
_n = V_
5x—4 avec n [ 8] (1.1)
( )%
=T =¥
et Ot= 4 avec T = (1.2)

L’ordre de grandeur de ces échelles a été divisé par quatre afin de pouvoir représenter au
moins trés grossiérement une sinusoide sur une période.

Soit Re:=¥ le nombre de Reynolds de la turbulence, ou 1 est la dimension des gros

3
tourbillons énergétiques l=£lfgk et k I’énergie cinétique de la turbulence :
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(N)’:%LM(%I%@& : (1.3)

On a admis que la dimension géométrique L caractéristique de 1’écoulement était de I’ordre
de l.
Considérons par exemple une section de ’écoulement autour d’un cylindre, si 1’on admet

Rem%’ ou Re est le nombre de Reynolds de I’écoulement Re=% on trouve pour un

Re=80000 et N°=4.10'°, On montrerait de méme que le temps de calcul est proportionnel 4

1
Re/v,

Les grandes structures )
d’échelles Les petites structures

d’échelle 7

Figure (1-2) : Visualisation d’un écoulement de couche de mélange (Brown et Roshko 1974)

Cette approche directe nécessite de puissants moyens informatiques, elle ne peut étre conduite
actuellement que sur des écoulements en géométrie relativement simple et pour des nombres
de Reynolds peu élevés. L’attaque directe des équations de Navier-Stokes en régime turbulent
reste donc réservée 4 des études fondamentales de recherche en turbulence (Orszag et
Patterson, 1972 ; Orszag et Pao, 1974), et n’est pas abordable pour la prévision numérique
d’écoulements dans la pratique industrielle, tout au moins dans un futur prévisible.

Il existe toutefois une technique de calcul intermédiaire entre le calcul direct et I’approche
statistique. La méthode consiste 4 calculer I’écoulement 4 partir des équations de Navier-
Stokes sur un maillage plus lache et 4 modéliser les mouvements d’échelles inférieures aux
dimensions de la maille. Il s’agit donc d’une simulation numeérique des grosses structures
turbulentes (Large Eddy Simulation) justement celles qui seraient le plus difficile 4 modéliser.
Le but est donc de simuler par un calcul tridimensionnel et instationnaire des réalisations
d’écoulements turbulents qui fournissent une vision et une description détaillée des structures
générées et leur évolution. Les diverses méthodes de simulation sont utiles pour des études
approfondies d’écoulement turbulent car elles permettent de générer le champ fluctuant 4
grande échelle qui peut étre analysé par un post-traitement statistique tout comme le fait
Pexpérimentateur sur des mesures de laboratoire. Une autre application est 1’étude
d’écoulement pour lesquels les models en un point tombe en défaut ou bien ne peuvent pas
donner I’information recherchée, c’est le cas des écoulements périodiques turbulents autour
de corps solides, considérés comme des écoulements complexes ou pathologiques présentent
des mouvements 4 grande échelle fortement instationnaires ou irréguliers. Les macro
simulations peuvent étre alors utilisées pour fournir des informations utiles 4 la mise au point
de modeles plus simples, en particulier sur des quantités non accessibles aux mesures.
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.3 Les méthodes de résolutions numériques d’écoulement :

Au cours des derniéres décennies, l'industrie aéronautique a fourni un effort particulier pour
améliorer les méthodes numériques employées en meécanique des fluides pour résoudre les
équations de Navier-Stokes, car les exigences en terme de précision et de réduction des temps
de calcul augmentent, alors que les problémes physiques abordés deviennent plus complexes.

En particulier, la nécessité d'améliorer les outils de prédiction des écoulements turbulents a
entraine le développement des méthodes numériques plus précises basées sur la simulation
des grandes échelles (SGE) ou sur la simulation numérique directe (SND), et d’autres pour les
modélisations en un point.

Dans le cas des simulations directes ou de simulation des grandes structures turbulentes, des
methodes de grande précision sont nécessaires, elles doivent aussi posséder ‘de bonnes
propriétés de conservation (quantité de mouvement, énergie...) et un bon comportement sur
des temps d’intégration importants.

La SND, qui simule toutes les échelles de I'écoulement, nécessite, d'une part, des temps
d'intégration suffisamment longs pour garantir l'obtention d'un champ moyen convergé, et
d'autre part, une discrétisation des termes convectifs assez précise pour ne pas détériorer la
representation des structures de plus petites échelles. En conséquence, cette approche au
succes grandissant se montre particulierement sensible a l'efficacité et a la précision de la
méthode numérique servant & intégrer les équations.

Si les schémas numériques habituellement employées dans les codes de calcul d'écoulements
compressibles se comportent de maniére plutot satisfaisante face aux contraintes de la SND
pour les écoulements en régimes transsonique ou supersonique, cette propriété n'est plus
vérifiée quand I'écoulement s'effectue a des trés faibles valeurs du nombre de Mach. En effet,
développées initialement pour la simulation des écoulements 4 grande vitesse, les méthodes

numériques deviennent inadaptées en termes de précision et d'efficacité quand M-<0.2.

Les techniques privilégiées qui permettent la prédétermination numérique d’écoulements sont
les méthodes de volumes finis, de différences finies ou d’éléments finis. Les méthodes de
volumes finis en particulier ont été largement utilisées du fait de leur robustesse pour traiter
des équations avec termes sources complexes et des propriétés de conservation globale des
schémas utilisés.

Les méthodes de discrétisation permettent de remplacer les équations continues aux dérivées
partielles par des équations numériques. Parmi les plus anciennes, les méthodes de différences
finies sont généralement basées sur 1’approximation d’une fonction par son développement de
Taylor autour d’un point. Des approximations plus précises sont obtenues soit en augmentant
le nombre de point dans I’expression des dérivées, soit en utilisant des relations implicites
(schémas hermitiens). Les schémas d’approximations décentrés sont généralement d’ordre
inférieur mais peuvent posséder des propriétés stabilisatrices (schémas amont). Ils présentent
neéanmoins ’inconvénient d’introduire une fausse diffusion d’origine numérique qui devra
étre contrdlée si I’on désire que I’erreur introduite reste limité.

Les schémas d’intégration temporelle font intervenir généralement deux ou trois niveaux, les
schémas implicites sont généralement plus stables que les schémas explicites. Citons aussi les
schémas prédicteurs-correcteur. Dans le cas d’opérateurs différentiels complexes la méthode
des pas fractionnaires permet de discrétiser successivement les n opérateurs sur une fraction

% du pas de temps. Une application particuliére importante des pas fractionnaires est faite

dans les schémas de directions alternées (ADI) utilisée pour résoudre les équations de
convection-diffusion 4 plusieurs dimensions.
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Le calcul d’écoulements en geométrie complexes peut &tre abordé soit par les méthodes
d’éléments finis, soit par la méthode de volumes finis sur des maillages curvilignes (Amsden
A.A et Hirt C.W.,1973,- Thompson J.F. et al.,1974). Les méthodes de volumes finis sont
basées sur le concept d’intégration des équations sur une cellule de calcul. Elles sont souvent
d’ordre peu élevé (ordre un ou deux) mais les schémas utilisés sont choisis de fagon 4 fournir
des approximations physiquement réalistes méme sur des maillages trés laches (Gosman A.D.
et al.,1969-1977, -Patankar S.V.,1980). Remarquons que cette condition n’est pas forcément
réalisée dans les méthodes de différences finies méme d’ordre élevé: une méthode de
différences finies réputée de haute précision peut devenir médiocre ou méme inutilisable sur
un maillage trop grossier. Divers algorithmes spécifiques 4 la résolution des équations du
mouvement en variables primitives ont été développés. En écoulement incompressible, la
principale difficulté réside dans le couplage vitesse-pression & partir de 1’équation de
continuité. Une des méthodes les plus anciennes pour les écoulements stationnaires est la
méthode de compressibilité artificielle qui introduit une équation de pression avec évolution
fictive. Les méthodes de projection ainsi que les méthodes MAC (Welch J.E. et al.,1966).
SMAC (Amsden A.A. et Harlow F .H., 1970) et leurs dérivés utilisent une équation de poisson
pour la pression et un maillage décalé pour les composantes de la vitesse et s’appliquent en
situation instationnaire.

Dans le présent travail on a privilégié I’utilisation de la technique des volumes finis pour sa
grande flexibilité géométrique renforcée par une intégration appliquée a un maillage structuré
genérer suivant des coordonnées généralisées liées 4 la forme de ’obstacle étudier.
L’utilisation des coordonnées curvilignes complique tant soit peu la formulation des équations
de mouvement qui nécessite alors ’utilisation de dérivées covariantes et de tenseurs
métriques, introduisant ainsi une source d’instabilité et de dissipation numérique lorsque le
maillage utilisé n’est pas orthogonal, le choix des variables dépendantes est un aspect
important influant sur 1’efficacité de la méthode de résolution du probléme, la difficulté
associer au calcul de la pression peut &tre éliminer en introduisant le vecteur-tourbillon, toute
fois cette formulation diminue sensiblement I’ordre des équations gouvernant la simulation.
Les variables primitives nous paraissent alors comme le choix de variables dépendantes le
plus général pour un calcul d’écoulement tridimensionnel.

Notre méthode utilise une marche en temps du type pas fractionnaires. Cette technique a pour
but de découpler les effets de diffusion visqueuse des effets de I'incompressibilité. 11 s'agit
d'approcher la solution des équations de Navier-Stokes avec deux séries d'approximations de
la vitesse (vitesses prédites et projetées) et une série d'approximations de la pression. La
vitesse prédite est obtenue par la résolution d'un probléme de diffusion. Celle-ci n'étant pas &
divergence nulle, elle est corrigée au moyen d'une projection sur l'espace des vitesses a
divergence nulle. L'emploi de maillage décalé est couramment utilisé pour les calculs
d'écoulements incompressibles, car il facilite le couplage entre les variables dépendantes et
prévint le comportement oscillatoire de la pression. L’extension de cette approche au systéme
de coordonnés curvilignes nécessite I’adoption des vitesses contravariantes comme variables
dépendantes ( Shyy W. et al.,1985) soutenant ainsi la conservation de la masse dans chaque
cellule de discrétisation et favorisant la convergence du processus de résolution de I’équation
de Poisson.
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I.4 Domaine d’étude de la thése :

Parmi les voies possibles pour la simulation numérique des écoulements instationnaires
turbulents, celle basée sur la simulation des grosses structures avec une modélisation des
petites échelles virtuelles semble-la mieux adaptée. En effet, a la différence des modeles de
moyenne temporelle de Reynolds, la modélisation par sous maille se base sur le filtrage
spatial et les modé¢les servent a reproduire les effets des structures non captées par la
discrétisation spatiale. Cette technique est utilisée jusqu'a maintenant avec un certain succés
dans des configurations géométriques peu complexes. L'objet de cette recherche est donc
d'appliquer cette technique aux cas d'écoulements externes décollés autour d'obstacles a
geométrie relativement complexe comme le cas des profils d'aile. Les maillages utilisés pour
traiter cette classe d'écoulements sont en général des maillages curvilignes.

Pour atteindre ces objectifs on doit résoudre plusieurs difficultés qui sont liées a la
mod¢lisation des effets des petites échelles, aux problémes d'intégrations temporelles a long
terme et a la validité des approximations des conditions aux limites ouvertes aux grands pas
de temps. Plusieurs schémas temporels et de types de conditions aux limites ouvertes ont été
analyses par expériences numériques. En ce qui concerne les modéles de sous maille, on se
propose d'utiliser les modéles de Smagorinsky et a équations de transport. La méthode de
résolution numérique est efficace et précise d’ordre deux employant des schémas de
discrétisation en volumes finis consistant sur un maillage de calcul décalé suivant une
formulation en coordonnées généralisées tridimensionnelle.

Le plan proposé pour la présentation du travail réalisé est le suivant :

Dans le deuxiéme chapitre de ce mémoire nous reprenons en détail le cadre général de I'étude
en présentant la configuration de 1’écoulement périodique généré autour d’un profil d’aile du
type Naca0012, ainsi que les équations de base nécessaire 4 la formulation du probléme. Le
troisieme chapitre est consacré 4 la présentation de la méthode de Simulation des Grandes
Echelles Turbulentes. On expose d'abord le principe et les objectifs de la méthode et on
introduit le concept de cascade d'énergie. Nous présentons ensuite les modéles de turbulence
classiques, basés sur le concept de viscosité turbulente, modeles utilisés pour la fermeture des
€quations de Navier-Stokes filtrées. Les recherches actuelles dans le domaine de la SGE sont
orientées vers la définition et la validation de nouveaux modéles de fermeture pour ces
cquations. La quatriéme chapitre est consacrée aux méthodes numériques employées pour la
résolution numérique des équations formulées précédemment. Nous présentons ensuite les
résultats instationnaires obtenus grice 4 la SGE avant de comparer les quantités moyennes
aux résultats statistiques dans l'optique de valider la démarche utilisée.

En fin, des conclusions sur les résultats obtenus et les perspectives que nous pouvons
envisager dans ce domaine de recherche sont présentées.
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- Chapitre IT

Formulation du probléme

Nous avons décrit dans le premier chapitre les phénomeénes physiques rencontrés autour des
pales de rotors. Dans cette étude nous nous limitons & l'étude de la modélisation des
phénomenes instationnaires hors régime nominal et 4 la modélisation de la turbulence pour le
calcul des grandes échelles instationnaires eénergétiques. Dans cette partie nous discuterons
des hypothéses et caractéristiques du probléme ainsi que de sa mise en équation aprés la
description du cas teste de profil d’aile Naca0012 dans différentes configurations
d’écoulements.

II.1 Caractéristique du probléme :

Considérons I’écoulement bidimensionnel instationnaire se développant autour d’un profil
d’aile en mouvement cyclique.
Un corps solide et mince (I’aile) est placé dans un écoulement homogene et paralléle de

vitesse U= ; la densité est P~ la pression P, et dont les propriétés internes, sont également
connues. L’écoulement autour de 1’obstacle engendrera une certaine distribution de pression
et de frottement (ou cisaillement) le long de la surface du corps. Nous voulons déterminer ces
distributions de pression et de frottement en fonction de la forme du corps, de sa position face
a I’écoulement non perturbé et des valeurs des paramétres U, p,P, puisqu’elles permettent de
calculer les composantes de la force F qui agissent sur le corps, 4 savoir la trainée Fx, et la
portance Fy, paralléle et normale 4 1’écoulement homogene et non perturbé.

U, peo, Po Conche limite

+— C —> sillage

Figure (2.1) Les caractéristiques d’écoulement autour d’un profil d’aile

En tout premier lieu nous nous proposons, pour étudier la structure de 1’écoulement turbulent
completement développé, de décrire brievement quelques propriétés quantitatives basées sur
des observations expérimentales.
En général, I’écoulement turbulent peut étre caractéristique par les propriétés suivantes :

e L’écoulement est instationnaire.

* Le vecteur vitesse en un point varie de fagon aléatoire en direction et en module.

® L’écoulement contient un grand nombre de tourbillons de taille trés variée.
L’interaction entre ces tourbillons peut étre décrite par le mouvement trés complexe de fils
tourbillonnaires. Ceux-ci sont enchevétrés, transportés par 1’écoulement turbulent et sont
soumis & des étirements et des flexions locales. Ils sont ainsi a la base des fluctuations
aléatoire du vecteur vitesse, pour un nombre de Reynolds élevé, basé sur la grandeur et le
mouvement des grands tourbillons.
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Ces hypothéses constituent une bonne approximation des conditions réelles de 1’écoulement :
le fluide, plus particulier ment un gaz, est considéré comme homogene, s’il contient peu de
particules solides ou liquides susceptibles de modifier ses propriétés générales. Cette
condition est donc assez facile 4 satisfaire. Par contre la condition d’incompressibilité peut
étre plus restrictive en imposant un nombre de Mach beaucoup plus petit que un. Cependant
Iapplication de cette hypothése peut &tre faite jusqu'a des vitesses du fluide assez élevées.

La bidimensionnalité de ’écoulement du fluide est assurée pour une section d’aile assez loin
des extrémités afin de négliger les effets de bord il faut aussi que ’envergure de I’aile soit
grande par rapport 4 la corde du profil (ou aile de grand allongement; A=b%/S avec b
envergure de I’aile et S surface de I’aile).

Les écoulements instationnaires sont engendrés par les mouvements cycliques du profil
suivant une direction déterminée ; tamis, pilonnement, tangage.

1.2 Le mouvement cyclique impos€ au profil d’aile :

Les écoulements instationnaires considérés sont engendrés par les mouvements périodiques
du profil suivant une direction déterminde : tamis (parallele 4 U ), pilonnement
(perpendiculaire 4 U ), oblique (n’importe quelle direction) ou en oscillation d’incidence :
tangage (oscillation par rapport au quart de la corde du profil ).

Dans le cas le plus général de 1’oscillation oblique le profil placé 4 I’incidence métrique o
est animé d’un mouvement oscillatoire suivant une direction xs faisant un angle & par rapport
a la direction de I’écoulement amont U -

ty

Figure.(2.2) Calage du profil face a I’écoulement uniforme

La composante de la vitesse U» de 1’écoulement uniforme avec la vitesse Uc de translation

du profil (Uc=Awcos(wr) ), donne a chaque instant une vitesse résultante ¥ (vitesse relative)
dont le module et I’incidence instantanée par rapport 4 la corde du profil s’écrivent :

V(t)=Uw[1+2/lcos( a)t)cos(é)+(/1)2 cos(a)t)ZF (2.1)
o(t)=ao—i(t) (2.2)
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weO=drogJeosatnd | o_go e

Les oscillations de tamis et de pilonnement se déduise du cas général des équations ci dessus

en prenant respectivement =0 et & =—’2’ on a alors ;

* Pour le mouvement de tamis (& =0):
V()=Ux[1+Acos(et)] (2.4)
oft)=ao= constante (2.5)

* Pour le mouvement de tamis (& =—’2’) :

V(t):Uoo[l-i-(/'L)ZCOS(a)Z‘)Z]% 2.6)

avec a(t)=ao—Arctg[lcosa)t] 2.7)

® Dans le cas du mouvement de tangage : seule la variation d’incidence est 4 prendre en
compte

oft)=cto+amcoswt (2.8)

I1.3 Probléme continu :

Cette section est dévolue 4 la mise en place des équations de Navier-Stokes incompressibles
qui servent & modéliser les écoulements de fluide visqueux. Pour préparer la résolution
numérique, une forme adimensionnée de ces ¢équations est proposée, afin de limiter les erreurs
d'arrondi. En effet, ce probléme est particuliérement exacerbé quand le nombre de Mach
devient trés petit. Aussi, méme un bon adimensionnement des équations ne garantit pas une
¢valuation précise du gradient de pression, si la forme classique des équations de Navier-
Stokes incompressibles est employée.

IL.3.1Hypotheses et équations de base

Afin de se concentrer uniquement sur les problémes numériques liés a la méthode
d'intégration, le cadre physique de ce travail se restreint a des écoulements tridimensionnels
instationnaires incompressible de fluide newtonien.

Les équations de Navier-Stokes, formulées en variables primitives et en coordonnées

cartésiennes dans un domaine de 9» (n=2,3) de frontiére 6Q suffisamment réguliére, peuvent

s'écrire sous la forme conservative en notation tensorielle :

Oui Ouwm;__ 10p , dy

ot ox;  poxi ' Ox,0x; @29
ouj _ .

——axj =0 i, j=1,2,3 (2.10)

La masse volumique du fluide, les composantes de la vitesse, la pression, la viscosité
cinématique sont représentés respectivement par p,ui, p,v tandis que la convention de
sommation d'Einstein est utilisée pour les indices répetes. Ou le terme u.Vu est le terme de
transport ou de convection et le terme vAu est le terme de diffusion dans les équations de
Navier-Stokes, ce dernier étant di 4 I’existence des interactions au niveau moléculaire entre
les particules, et se traduisant par une dissipation d’énergie.
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I1.3.2 Changement de repére :

Il est intéressant d’étudier I’écoulement dans un repere lié¢ au profil. En effet, les paramétres
géométriques du maillage autour du profil deviennent indépendants du temps et ne nécessitent
pas un réajustement au cours du calcul. De plus la valeur d’une grandeur scalaire définie en
un point donné ne dépend pas du repére choisi.
Le mouvement du profil étant défini par sa vitesse de translation Uc et sa vitesse de rotation
Q=(0,0,w) , nous avons :

R =7r+ Ro (2.11)
Ou R désigne le vecteur position d’une particule fluide par rapport au repére absolue et

r le vecteur position d’une particule dans le nouveau repere.

On obtient :
dR _dRo . dr .o .=
dt dr T AT (212}

donc la vitesse d’une particule fluide dans le repere absolue peut étre remplacée dans
I’équation de mouvement par la relation suivante :

—_—— —_— e

Vo=V +Un+Uc+QAr (2.13)

Repére relatif

Repére absolue

Figure (2.3) le systéme des coordonnées en rotation

Pour des vitesses de rotation et d’écoulement uniforme constantes, La composition des
accélérations s’écrit suivant :

dde_dA [ dUc G\ G Arri2OnTr
g gt ar +QAQAP)+2QAVF (2.14)
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En femplagant les équations (2-11) et (2-12) dans le systéme (2-9), (2-10), les équations de
Navier-Stokes s’écrivent :

Qui  Bdum;__10p 10QrY g ‘ _dU.

ot ox;,  poxi 2 Oxi TV 0xj0x 2609 2qu s (2.15)

On peut ainsi définir la pression modifiée P=p+ pﬁg%z

, €t on montre aisément que si

désigne la distance 4 ’axe de rotation du poinf x, ona :

I 2)) 56(2? Y o 00 (2.16)

(@)

I1.3.3 Formulation adimensionnée :

Dans une simulation numérique, Il est nécessaire de stocker informatiquement les variables
conservatives, Comme la précision des calculateurs est au mieux de l'ordre de 16 décimales
significatives, il est important de travailler avec des variables adimensionnées afin d'éviter
que des erreurs d'arrondis, introduites par la représentation machine des réels, ne viennent
détériorer la précision, de la solution numérique. Ce phénomeéne est particuliérement exacerbé
en régime incompressible, car les écoulements sont alors caractérisés par de trés faibles
variations des variables.

Les variables adimensionnées sont obtenues 4 partir des variables physiques en utilisant les
formules suivantes:

_ut _(P'—Pw) _Uoot' X _(O‘C
. T pm o T o o
Ou les symboles i, Pt.xi,w indiquent respectivement, une vitesse, une pression, fréquence
réduite, une coordonné et une fréquence réduite du mouvement d’oscillation, adimensionnées

par une vitesse de I’écoulement amont U= et par une longueur de référence C, la corde du

Ui Xi (2.17)

profil.
De méme, I'hypothése d'un nombre de Reynolds constant conduit a la relation suivante entre
les forces d’inerties et de viscosité : Rm% (2.18)

Pour les essais d’une aile en oscillation harmonique, il faut choisir U=, C et @ de telle sorte
qu’une particule de fluide parcourt pendant le temps @ la méme distance rapportée 4 C sur le

modele. La valeur % qui s’exprime en m, donne la distance que I’aile parcourt pour chaque

période d’oscillation. Si cette distance est grande par rapport 4 la corde C du profil d’aile,
C’est 4 dire que @.C , Pécoulement est dit quasi-stationnaire. On définit le nombre de

o,

Strouhal : S =%’]C— (2.19)

o

En reportant les relations des équations.(2.17)-(2.18) dans les équations.(2.15)-(2.10), les
€quations adimensionnées suivantes sont obtenues:

ouj_
T -0 (2.20)
Qui  Ouiuj __Op 1  du Ffi (2.21)

ot ' dx;  Oxi Re 0x,;0x,

fi==26p Qoup,-4Uea o  p_ +£_22_a)r
dt P73
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II.4 Principes d’analyse tensorielle :

Les techniques exposées dans ce paragraphe seront surtout utiles pour 1’écriture des équations
tensorielles gouvernant la dynamique de I’écoulement dans des systémes en coordonnées
curvilignes. Les concepts et définitions d'analyse tensorielle présentées ici sont donnés sans
preuves, plus de détailles peuvent étre trouvées par exemple dans [3] et [134]. On utilisera ici
les commodités d’écriture trés synthétique des tenseurs et leurs propriétés opératoires, les
notations d’Einstein sont adoptées dans toute cette thése, nous nous restreignons a un espace
euclidien tridimensionnel Ej.

II1.4.1 Transformation des coordonnées

On considére deux systémes de coordonnée dans I’espace E3 .Le premier est un systéme de
coordonnées Cartésiennes, noté x=(x1,xz,x3) alors que l'autre est un systéme de coordonnées

curvilignes, noté ¢ =(§1,§z,é’3). On écrira les composants d’une coordonnée avec un index
comme indice supérieur. Soit deux régions QcR? et GCR?3.
On définit alors la transformation qui lie les deux régions par la relation suivante :

T:x=x($), xeQ, (eG (2.22)
Si le Jacobien de la transformation (2.22), défini par

Ox' Ox? Ox3
e
J_l Ox® ’_ ox' ox? ox?

_lagﬂ l_ 0,20,2002
ox' ox? ox3
05308 &>

(2.23)

ne s’annule pas dans tout le domaineQQ, alors la transformation (2.22) peut étre considérer
comme étant admissible. En conséquence, la projection topographique 7 est dite inversible.

Le calcul tensoriel qui sera discuté dans la section I1.4.3, nécessite la considération de
quelques définitions et propriétés élémentaires du comportement de certaines quantités sous
transformation de coordonnées d’un systéme a un autre. Dans ce but nous formulons les
remarques et définitions suivantes :

Définitions 2.1 : Une quantité Toaz..ar est appelée composante contravariante d’un
tenseur de rang 7, si sous la transformation (2.22), cette quantité s’écrit :
g q

:aé’al Pl (2.24)

Remarque 2.1: Les composantes cartésiennes d'un tenseur sont dénotées par lettres
minuscules Romaines, et les composantes d’un systtme de coordonnées générales par lettres
majuscule Romaines.
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composante contravariante d'un tenseur de rang » dans le systtme de coordonnées
cartésiennes.
2
x2 -

Figure(2.4) La représentation d’un vecteur dans deux systémes de coordonnées

Définitions 2.2: Une quantité ];m _____ ar €St appelée composante covariante d’un tenseur de
rang , si sous la transformation (2.22), cette quantité s’écrit :

_aé’al 6§ar

Lsipo..... B P B e ar (2.25)

7 J ar

Définitions 2.3 : Une quantité T, /%boé p est appelée composante mixte d’un tenseur de rang

r+s, si sous la transformation (2.22), cette quantité s’écrit :

71 yr B Br
tylyz ...... Ve ax ax ag aé‘ Ta1a2
85182......55 OL "Dl ar dxd " Oxd " Abelps (2.26)

Remarque 2.3: Strictement parlent, Toar.ar est la composante contravariante d'un

tenseur de rang », Pour plus de briéveté et simplicité nous I’appellerons un tenseur
contravariant de rang r, de la méme fagon pour les covariant et les tenseurs mixtes.

Remarque 2.4 : Les tenseurs contravariants et covariants sont distingués, respectivement par
un exposant et un indice. Cette notation est essentielle dans le calcul tensoriel et nous devons
adhérer a cette formulation.

Les tenseurs sont, en faite, des entités mathématiques indépendantes du systéme de
coordonnées dans le quelle ils sont &crits. D’oti une définition plus générale du tenseur :

Définitions 2.4 : Une quantité T, p"f:z%z """ ,?;2  est appelée tenseur relatif mixte de rang r+s et de

poids w, si sous la transformation (2.22), cette quantité s’écrit suivant la relation :
71 yr B Ps

o oot ogt

agm ""agar OxS """ Ox0s * PPr..fs (2.27)

dans laquelle J est le Jacobien défini par la relation (2.23)

VWW2ei¥r T
t5152 Ss =J
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Définitions 2.5 : un tenseur relatif de poids unité, est appelé tenseur densité, alors que le
tenseur relatif de poids zéro est un tenseur absolu.

Pour notre étude, on a seulement besoin de tenseurs de rang <2 ou de tenseurs mixtes de

o

. . X >
rang r+s<2 (absolu ou relatif). Par exemple le vecteur vitesse u= 7 est un tenseur d’ordre

un ses composants cartésiens contravariant et covariant sont respectivement dénotés par u et
Ua @VEC U®=uy . Et ses composants dans un systéme de coordonnées générales sont notés par

Uet Usavec U<zU,. 1l existe des quantités qui dépendent de la position dans l'espace,

mais dont les valeurs sont indépendantes du choix du systtme de coordonnées. par exemples
la longueur d'un vecteur, la pression et 1'énergie turbulente. Une telle quantité est appelée un
scalaire qui est un tenseur de rang zéro.

I1.4.2 Paramétres geéométriques :

Le vecteur base est un des parametres le plus important entrant dans la définition des
transformations d’un tenseur d’un systéme cartésien a un systéme de coordonnées curvilignes.
Les vecteurs de base covariants sont des vecteurs tangents a la ligne des coordonnées e et

définis comme étant :

“(a)za(?a (2.28)

Remarque 2.5 : Q) est un ensemble de trois vecteurs, et non pas la composante d’un seul

vecteur, 'indice a entre parenthése varie de 1 a 3,

Les vecteurs : a9=grad( e (2.29)

sont normaux a la surface des coordonnées ge constante, et sont appelés les vecteurs base
contravariants. En outre, ils sont réciproques aux vecteurs base covariants:

oy aP=54 (2.30)

Le 64 est le symbole de Kronecker, genéralement, les vecteurs base ne sont pas des vecteurs
unités, excepté dans le cas d’un systéme de coordonnées cartésiennes.

x2

a®

a®

Figure(2.5) Le domaine cartésien avec les coordonnées curvilignes et les vecteurs de base
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En utilisant la relation (2.30), il est possible de calculer a® une fois @(,)obtenues. A I’aide
de la régle de Cramer on peut &crire :

a®=Layxa,,) oy cyelique (231)
ouJ est donné par :

lea(l)a(z)amlza(l).(a(z)xam) (2.32)

Comparant ce résultat avec la relation (2.23), on montre que J est le Jacobien de la
transformation (2.22) .

Chaque vecteur u peut étre écrit comme une combinaison linéaire des vecteurs de base. Par
exemple, nous avons :

u=a"Vsa o uﬂ:af;“)Ua (2.33)
Cette équation correspond a la loi de transformation (2.25). Utilisant (2.30) on écrit :
Us=agp=afypia (234)
La topologie de E; est définie par 1’élément métrique :
ds’=gapdledl P (2.35)

ou ds est la longueur de 1’élément différentiel associé au déplacement dx” et gop défini par le

produit scalaire des vecteurs de base covariants :

Eap=q ) Ap) (2.36)
8ep est appelé tenseur métrique covariant. De la méme fagon on définit respectivement le
tenseur métrique contravariant et mixte par :

gaﬂza(a).a(ﬂ) - gg:a(“).a(ﬁ) (2.37)

De (2.30) et (2.37), il s’ensuit que le tenseur métrique mixte est égal au delta de Kronecker.
En outre, les tenseurs métriques sont symétriques, et peuvent s’écrire suivant:

aff __ . Pa
g =8 (2.38)
Les composants du tenseur métrique covariant forme une matrice symétrique, noté par
(gaﬂ). En vertu de (2.36), cette matrice est définie positive. On notera le déterminant

lgaﬂ‘ par §.

Théoréme 2.1 : Nous avons

g=J? (2.39)

ici, ’inverse de la matrice (g aff ) est la matrice (g aﬂ), tel que :
8up8V =064 (2.40)

Dans un espace E; la définition du tenseur métrique nous permet d’exprimer longueur, angle
et volume suivant une formulation indépendante des systémes de coordonnées. Par exemple,
la longueur des vecteurs de base covariants et contravariants peut étre calculée, suivant:

a<a)L=\/§a_a N (2.41)
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Ainsi, les vecteurs unités tangentiels et normaux sont donnés par :

(@)
a, a
t=—g(—L , n= = (2.42)

L'élément différentiel du volume dQ associé 4 un systtme de coordonnées curvilignes ¢
s’écrit :

dQ=\[gd¢'ds?ds? (2.43)
Les tenseurs métriques peuvent étre utilisés pour élever et abaisser les indices, comme c’est
illustré dans l'exemple suivant :

T8 — garTa:gaa gﬂyﬂsy (2.44)

Les vecteurs base ne sont pas des constantes dans un systéme de coordonnées généralisées, et
leurs dérivées satisfont :

da Y oa" { }a
—) )
oC P {aﬂ }a O B, (2.45)

I

Soulignons que les symboles de Christoffel { }ne sont pas des tenseurs. Utilisant (2.30), on

ap

peut écrire :

{} 00, 05
, a® (2.46)
v

5;" ax’ 8L7aL"

Les symboles de Christoffel sont symétriques, en ce qui concerne leurs indices :

¥kt

I1.4.2 Calcul tensoriel :

Nous discuterons les propriétés d'opérations algébriques et analytiques a qui peuvent étre
appliquées aux tenseurs sur un espace E;.

Théoréme 2.2 (Addition) : La somme de deux tenseurs du méme type est un tenseur du type
original.

Théoréme 2.3 (produit contracté) : Le produit contracté d'un tenseur de rang ( p + q) avec un
tenseur de rang ( » + ) est un tenseur de rang (p + ) + (g + s).

Théoréme 2.4 (contraction) : Soit un tenseur de rang (p+q ) avec p>let p>1.La contraction
est une sommation sur un indice covariant et un indice contravariant, le résultat est un tenseur

de rang (p-1)+(q-1).
L’illustration du théoréme 2.4, est :

UP=g“U, (2.48)

Théoréme 2.5: Si tous les composants d'un tenseur sont nulles dans un systeme de
coordonnées alors ils le seront dans n’importe quel autre systéme.
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Ce demier théoréme joue un réle important dans la détermination des lois physiques d'un
mnvariant. Ce théoréme nous permet d’écrire les lois physiques dans un systéme de
coordonnées généralisées, une fois leur formulation cartésienne en notation tensorielle écrite.

En geénéral, la différenciation partielle ne transforme pas un tenseur en un autre tenseur. La
dérivée covariante est une opération qui conserve le caractére tensoriel et qui équivaut aune

différenciation partielle dans un systéme de coordonnées cartésiennes.

Définitions 2.6 : on définit

oT xaz.....ar 1 ar
132 o S, ) - Bipr....Ps sa2..ar 4 a1Q2.....ar-16 |
Bipe.....fps o7 aé»yl ! Bipa...... L emie pipo...... s
1) o )
ala.....or __ a@r....ar 4 Ta] ..... ar
TP Ps o e L ppe.....fs16 : Apr.ps  (2.49)
By Bsy
La dérivée covariante du tenseur mixte fifr. 5 de poids w dans un systéme de coordonnées
généralisées.
Remarque 2.6 : Dans un systéme de coordonnées Cartésiennes, nous avons :
_OUa
Ua,f= P (2.50)
Remarque 2.7 : Le dérivée covariante d'un scalaire absolu est réduite 4 une dérivée partielle :
_Op
¢~3_axﬂ (2.51)

En vertu du Théoréme 2.5, les régles habituelles applicables pour une différenciation dans un
systéme de coordonnées cartésiennes sont aussi vérifiées pour une différenciation covariante.

Par exemple,

(vv”*) =U'Us+UUy (2.52)
La dérivée covariante des composants du tenseur métrique est strictement nul
8 =8.p,=0 (2.53)

Ces identités sont rapportées habituellement comme étant le lemme de Ricci. Ils montrent que
la dérivé covariante du déterminant du tenseur métrique et du Jacobien sont égaux 2 zéro :

2,0 g =1 (2.54)

D’ou I’identité usuelle suivante ;

Nk
oce =g o

Cette identité résultante de (2.54) est due au faite que JE est une densité scalaire de poids 1.

(2.55)
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On peut utiliser cette identité pour obtenir une expression utile pour la divergence d'un champ

vectoriel;
div(Ua=0Y" ] “ s 1 2\EU"
v(u)=U%= 3 §“+ ” = \/g I (2.56)

De la méme fagon, la divergence d'un champ de tenseur de rang deux devient :

pa__1 a\/ET'M .jﬂ Tre
% Je 927 2.57)

Une autre identité importante est :

a\/ga(a)_o
IR (2.58)

est appelée l'identité géométrique.

Ces résultats peuvent étre vérifiés en dérivant les relations suivantes : supposons que le
vecteur v est constant, alors 4 l'aide de (2.56) nous avons :

. 8\/§a(“).v 6\/:g—a("‘)
Ozdzv(v)z\/l(-g- 5C7 :\/lg.v o7 259)

La version intégrale de (2.58) peut étre obtenue au moyen du théoréme de divergence de
Gauss :

Ldiv (v)dQ=<r§v.ndF (2.60)
ou ['=0Q) et n vecteur unité sortant normal 4 ', si v=constante, on écrit :
0= Ldiv (v)dQ=cfvﬂaga>dra=vﬂc§aga>dra 2.61)
r r
donc, on obtient :
cfa $)dTa=0 2.62)
r

Nous passons maintenant 4 la description de la modélisation de sous maille et des méthodes
numeriques utilisées pour calculer I'écoulement autour d’un profil d’aile 3D en configuration
de décrochage dynamique et statique en SGE.
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Chapitre III

Simulation des Grandes Echelles
Turbulentes

La Simulation des Grandes Echelles (SGE) est étroitement liée 4 la résolution numérique des
¢quations de Navier-Stokes en régime turbulent et 4 la notion de séparation d'échelles par
filtrage spatial. Les grandes échelles de I'écoulement, isolées par un filtre en échelles, sont
calculées tandis que les petites échelles sont modélisées. Ainsi on peut voir la SGE comme
une réduction du nombre de degrés de liberté du systéme étudié, pour lequel le calcul
dynamique des grandes échelles energétiques est caractéristique de la dynamique globale de
I'écoulement. Dans ce chapitre, nous décrivons la méthodologie de fagon plus formelle en
introduisant la notion de filtrage sous forme mathématique et la notion de modélisation de
sous maille. L'opération de filtrage des termes non linéaires dans les €quations de Navier-
Stokes en régime incompressible fait apparaitre de nombreux termes de sous maille dont nous
discutons la modélisation.

La modélisation de sous maille utilisée pour représenter le tenseur de sous maille est ensuite
présentée. L'écriture des modéles est trés différente selon que l'on travaille dans I'espace
physique ou dans l'espace spectral, méme si les mécanismes reproduits par la modélisation
sont identiques. On ne parlera ici des modéles de Smagorinsky, Dynamique ainsi que des
modeles 4 équations de transports utilisés dans I'espace physique mais on peut se référer 4
[15], [35 1, [90], [121], pour une présentation détaillée des modeles spectraux.

III.1 Fondement de la méthode :

La simulation des grandes structures turbulentes est une approche hybride utilisant une
simulation partielle (grands tourbillons) et une modélisation partielle (petits tourbillons).
L’idée est basée sur 1’observation que si les grands tourbillons sont en fait trés différents selon
la géométrie, leur structure variant beaucoup avec le type d’écoulement considéré, par contre
les petits tourbillons ont un caractére beaucoup plus universel. La méthode consiste alors &
calculer le mouvement tridimensionnel et instationnaire des gros tourbillons dans le cas d’un
mouvement periodique d’un profil d’aile. Les propriétés statistiques sont obtenues ensuite
dans un second temps, tout comme on le ferait sur des signaux issus de mesures en
laboratoire. On peut ainsi prendre des moyennes, dans le temps, dans 1’espace ou sur des
réalisations en répétant le calcul avec des conditions initiales aléatoires. La situation
ressemble donc 4 celle d’un expérimentateur qui disposerait d’un fil chaud en chaque point de
maillage.

De manicre trés générale, la modélisation consiste 4 faire un traitement statistique sur les
equations de base et ensuite résoudre numérique ces équations tandis que la simulation adopte
la démarche inverse : résolution numérique des équations de base et ensuite le traitement
statistique des bases de données ainsi constituées. La justification de ce type d’approche
réside dans une idée simple : les grands tourbillons produits par I’écoulement moyen sont
fortement dépendants de celui-ci, anisotrope et de longue durée de vie, ils sont difficiles 4
mod¢liser. Par contre, les petits tourbillons produits par transfert ont un caractére plus
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universel et tendent vers 1’isotropie, leur durée de vie est courte et ils sont relativement plus
faciles a modéliser.

- Décomposition des variables turbulentes
Equations en composantes 4 grandes échelles et en |

.De | p composante a petite échelles
Navier-stokes

Equations du mouvement filtrées

Traitement statistique Modele de viscosité de sous-maille Fermeture de
des bases de données < hypothese de Smagorinsky sous-maille

III.2 Isotropie locale :

Le concept de cascade d'énergie et d’isotropie locale est essentiel pour la compréhension de la
méthode de simulation des grandes structures turbulentes, comme on va le voir ci-aprés.

La théorie de I’isotropie locale a été développée par Kolmogoroff. A la suite de ses travaux,
une contribution importante & la compréhension des mécanismes turbulents a été apportée par
Von karman, Lin, Batchlor et Towsend, dont nous rappelons, ici les idées de base :

Les gros tourbillons interagissent avec 1’écoulement moyen car leurs échelles sont du méme
ordre de grandeur, ils extraient de 1’énergie cinétique du mouvement moyen et la fournissent
aux agitations &4 grande échelle. Les structures turbulentes peuvent étre considérées comme
des €léments tourbillonnaires qui s’étirent les uns les autres. Cet allongement des filets
tourbillons est un aspect essentiel du mouvement turbulent. Il produit le passage de 1’énergie 4
des échelles de plus en plus petites jusqu 4 ce que les forces visqueuses deviennent actives et
dissipent 1’énergie : c’est la cascade d’énergie.

Lorsque les conditions aux limites le permettent (c'est a dire quand on peut faire 'hypothese
de périodicité dans les trois directions de 1'écoulement), une alternative naturelle 4 l'analyse
dans l'espace physique peut étre l'analyse spectrale des équations du mouvement. Cela peut
nous fournir des informations importantes concernant les mécanismes physiques de la
turbulence. Sans entrer dans les détails, on rappelle juste l'expression du spectre d'énergie
cinétique dans l'espace de Fourier:

2
E(k)=% Dlulk)  ken (3.1)

keSk‘ 1
2
(ou S | représente la couronne ; S ,=¥keZ3tel.qu kek—l,k+l et ulk) sont les coefficients
gL I°P kL 4 2
"2 ]

de Fourier du champ de vitesse u)
et I’équation de 1’évolution de 1’énergie cinétique dans 1’espace spectrale (obtenu a partir des
équations de Navier-Stokes)

(@c+2 vi2 JE(k,t )= (ot W Tk ) (3.2)
Ou Wik, t) est le terme qui représente la production d'énergie due aux forces appliquées au
fluide et Tk, t) représente le transfert d'énergie dii aux termes non-linéaires des équations de
Navier-Stokes.
D'habitude on interprete 1'équation (3.2) de la maniére suivante: 1'énergie est introduite dans le
systtme au niveau des grandes échelles par le terme Wk, t) ensuite elle est transférée aux
échelles de plus en plus petites par le terme (%, ¢) pour étre enfin dissipée au niveau des plus
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petites échelles, par le terme (2 vkz)E(k,t). Le transfert d'énergie des grandes échelles vers

les échelles de petite taille est dii principalement au phénoméne d'étirement des filets
tourbillons (en anglais vortex stretching).

La cascade d’énergic du mouvement moyen injectée dans le mouvement turbulent est
déterminée par les grandes échelles, c’est seulement cette quantité d’énergie qui pourra étre
transmise aux petites échelles et ensuite dissipée. Ainsi le taux de dissipation d’énergie est
déterminé par le mouvement 4 grandes échelles bien que la dissipation soit un processus
visqueux dont les petits tourbillons sont le siége. La viscosité du fluide ne détermine pas le
taux de dissipation mais seulement 1’échelle 4 laquelle cette dissipation se produit. Plus le
nombre de Reynolds est élevé, plus les tourbillons dissipateurs sont petits. Ce processus,
illustré par la figure (3.1).

E\k X
( )T T production
o — transfert
T > dissipation
Zone de l Zone inertielle | Zone de k
production dissipation

Figure(3.1) Schéma du spectre d’énergie turbulente

Du fait de I’interaction avec le mouvement moyen, les gros tourbillons dépendent fortement
des conditions aux limites du probléme. Le mouvement moyen présente souvent des
directions privilégiées qui sont alors imposées aux mouvements turbulents &4 grande échelle.
Ces gros tourbillons peuvent étre fortement anisotropes. Durant le processus de cascade, la
dépendance directionnelle est atténuée. Lorsque le nombre de Reynolds est suffisamment
grand pour que la zone des gros tourbillons et celle des petits tourbillons dissipateur soit bien
distincte dans le spectre, cette dépendance directionnelle est presque totalement perdue : ¢’est
la tendance 4 I’isotropie locale de la micro turbulence.

Les échelles de Kolmogoroff sont les plus petites échelles de 1’écoulement turbulent et sont
exprimés 4 I’aide des relations suivantes :

3 % v 1 .l_
= V? , T:(‘L\—T, U:(Vg )4 (3.3)

Ou 7 la longueur de 1’échelle, 7 la fréquence de I’échelle, v sa vitesse caractéristique, & taux
de dissipation. L'un des principaux résultats de la théorie de Kolmogorov, déduit d'une
hypothése d'auto similarité et d'une analyse dimensionnelle, prédit que la pente du spectre

d'énergie dans la zone inertielle est de —% en échelle logarithmique. Plus précisément, on a :

2 5
E(k ):Ckg 3k 3 ; Ck=1.5 constante de Kolmogorov (3.9
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III.3 Notions de filtrage et propriétés :

Le probléme initial est celui de la définition des grandes structures turbulentes. Pour cela, la
plupart des auteurs effectuent un filtrage des grandeurs turbulentes (Léonard A.,1974).

I11.3.1 Définition :

Soit ¢ une quantité turbulente telle que wi,p par exemple, on définit la quantité filtrée par :

6= 1[G (x.y:M)p(y.0)dy (3.5)

G est la fonction filtre au point x . G détermine exactement la portion des fluctuations qui est
incorporée dans les gros tourbillons. A est un paramétre qui caractérise la largeur du filtre.

On utilisera la notation (_) pour représenter la quantité filtrée.

G doit étre bien slir normalisé de telle fagon que :
IG (x,y;A)dy =1 Vx (3.6)

II1.3.1 Propriétés des filtres :

Une grandeur turbulente peut toujours s’écrire :

p=¢p+¢° (3.7)
grandeur instantanée = partie filtrée + partie 4 petite échelle

¢ caractérise les grandes échelles dont la longueur caractéristique est supérieure a4 A et

@ ' caractérise les petites échelles dont la longueur caractéristique est inférieure 4 A .

Lorsque le filtre est temporel, la décomposition est identique & la décomposition de Reynolds
ou le signal est décomposé autour de sa valeur moyenne. Lorsque le filtre est spatial, la partie
non résolue est appelée contribution de sous maille.

Les propriétés fondamentales des filtres sont définies & partir des moyennes d'ensemble. Les
filtres doivent vérifier les propriétés suivantes :

o conservation des constantes a=a (3.8)

o Linéarité f+g=f+g (3.9)

o Commutativité de la dérivée g 9] (3.10)
Ox Ox

Cependant les propriétés d’un filtre sont tres différentes de celles d’une moyenne classique.
Le filtre ne vérifie pas les régles de Reynolds et en particulier :
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o ¢ 3.11)
o ¢#0 (3.12)

o P=p—¢ (3.13)

Ces propriétés sur les moyennes d'ensemble ne sont malheureusement pas toujours vérifiées
pour les maillages curvilignes 3D, notamment la propriété de commutation [38], [59]. Les
filtres qui commutent avec l'opérateur de dérivation ne sont pour l'instant construits
facilement que dans l'espace de Fourier [85]. La technique tres largement utilisée en SGE est
l'opération de filtrage implicite des équations. Le filtrage implicite consiste & résoudre les
¢quations de Navier-Stokes discrétisées sans appliquer de filtre connu analytiquement, les
opérateurs de dérivation discrets agissant comme un filtre passe-haut en échelle dans la
direction de dérivation [156]. Il est difficile, aussi bien en régime incompressible qu'en régime
compressible, d'interpréter 'opération implicite de filtrage sur les maillages curvilignes 3D
méme si l'approche implicite repose sur l'idée que la taille caractéristique du maillage utilisé
est de I'ordre de la taille du filtre qu'il faudrait utiliser pour capturer les grandes échelles.

e  Exemples de filtres :

1. Le filtre passe bas: trés simple dans I’espace spectrale, ce filtre a
I'inconvénient de fournir une fonction oscillatoire dans 1’espace physique

L\ 3 sinﬁé—i ..
G(#H ,,@A A=F, §=x-y (3.14)

i=1

2. Le filtre top hat : trés simple dans ’espace physique, I’inconvénient est reporté
cette fois dans I’espace spectrale

G(EP% si ’5]<% (3.15)

o s 4

3. Le filtre gaussien : ce filtre est progressif et donc va inclure une part trés faible
de petits tourbillons dans la définition des échelles explicites. Cependant ce
filtre est utilisable aussi bien dans I’espace physique que dans 1’espace de
Fourier et donne souvent les meilleurs résultats.

G(E){\/g%) ex;{_gzj avec y=6 (3.16)

Ces trois filtres et leur transformé de Fourier sont représentés dans la figure(3.2). 11 devrait
étre noté qu’en pratique le filtre Gaussien est toujours utilisé conjointement avec un filtre
passe bas ; la troncature du Gaussien a4 des valeurs non négligeable est la cause des
oscillations observées dans la figure.
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(@)

il A L
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Figure(3.2) Fonctions filtres typiques +—— filtre passe bas ; ---- gaussiens+-—  top hat
(a) espace physique, (b) espace de Fourier

II1.4 Les équations de Navier-Stokes filtrées :

La simulation des grandes échelles repose donc sur un filtrage spatial des équations de
Navier-Stokes. Ce filtrage permet d'introduire des termes correctifs dans les équations décrites
dans les paragraphes précédents. Ces contributions supplémentaires essaient de pallier la perte
d'information liée a l'utilisation d'un maillage de pas d'espace fini. En effet, toute structure
physique, dont la taille est inférieure a celle du pas d'espace, ne peut pas étre prise en compte
directement par la simulation. Or dans le cas d'écoulements turbulents, il existe une forte
interaction entre les "petites" et les "grandes" structures de 1'écoulement.

Ainsi les termes provenant du filtrage spatial des équations de Navier-Stokes permettent de
modéliser l'action des "petites" structures, que la résolution spatiale ne peut prendre en
compte, sur le mouvement des grandes échelles.

On applique une opération de filtrage sur les équations de Navier-Stokes (2.20)-(2.21)
appliquées au mouvement instantané du fluide supposé incompressible :

du ;

00X

=0 (3.17)

aZ.au.’u,-__aEil du:i |\ F
ot = Ox;  Oxi ReOx;0x; fi (3.18)
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Le produit filtré des vitesses instantanées s’écrit alors :

ujz(z'fj+u'jxm+u;) (3.19)
uf_-uj=ﬁ Ui +(ﬁ—1/_lﬂji )—f(u,ﬂ jHuti +u;u'j) (3.20)
avec :
Ly ( Ui— I/_l-jit—l) tensions de Léonard. (3.21)
Ry —(uiu jHuuituiu )-) tensions de Reynolds de sous-maille (3.22)

On peut dés lors écrire 1’équation d’évolution des vitesses filtrées :

ou j

—_—t

Oxj ¢ (3.23)
Quc Ouwjwi__Op , 1 Ou Li—Ri+ f, (3.24)

ot 0x Oxi ReOx;0x;

III.5 Modélisations de sous-maille :

Apres filtrage des équations de Navier-Stokes instantanées, on déduit le systéme suivant
composé¢ des équations de continuité et de quantité de mouvement :

du ; _
2u g (3.25)
Qui Oujii __Op , 1 du, 6ruf (3.26)

0t 0x;  Oxi ReOx;0x; Oxj

Dans lesquelles :

Tij=(u jui—u_jﬂ'i) ’ (3.27)
Tij est le tenseur sous-maille.
Le filtrage implique immanquablement, une perte d’information et par voie de conséquence
une inconnue supplémentaire 7ij apparait qui doit étre modélisé.
Les modeles les plus simples sont basés sur une hypothése de viscosité de turbulence de sous-
maille. Il convient de souligner ici que cette viscosité n’est pas une propriété du fluide mais
une propriété du mouvement turbulent lui-méme, il s’ensuit que cette viscosité de turbulence
devra étre choisie différemment dans chaque cas particulier d’écoulement.
La fermeture du systéme précédent sera alors basée sur une hypothése dans laquelle le

déviateur des tensions de sous maille est relié directement au taux de déformation du champ
filtré (hypothése de Boussinesq) :

Tij—; i Tk =—2 Vi.Sij (3.28)
8uz au/
Z(ij o Oxi 1 (329)
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Vi sera fonction de A largeur du filtre et des invariants de Sy tenseur des déformations du
champ filtré.

III1.5.1 Le modé¢le de sous-maille de Smagorinsky :

Citons I’hypothése de Smagorinsky, ce modéle n’est autre que 1’adaptation du modéele
statistique de longueur de mélange au cas de la simulation des grandes échelles turbulentes,
introduit par le météorologue Smagorinsky (1963). Loin des parois la viscosité de sous-maille
est donnée par :

vi=(CsA F28uSu (3.30)

L’échelle caractéristique de la turbulence de sous maille est ici connue et directement
proportionnelle 4 la largeur du filtre. C; est la constante de Smagorinsky qui varie en pratique
de 0.1 2 0.25.

Dans le cas ol le nombre de Reynolds de turbulence pourrait devenir faible, C; ne peut plus
étre considérée comme constante. Des simulations directes menés dans une géométrie simple
(turbulence homogeéne dans un cube) et utilisées pour tester les fermetures de sous-maille ont
montré (Mac Millan O.J. et Ferziger J.H.,1979) que ’on pouvait utiliser des approximations
du type :

-1
Cs=0.128(1+24—'5) (3.31)
ngs

1
ol Ry, est le nombre de Reynolds de sous-maille construit sur A=(AxAyAZ)3 .
Prés des parois, des modifications sont apportées afin tenir compte de I’effet de la viscosite

moléculaire, C; la constante de Smagorinsky est exprimé 4 ’aide de la fonction qui s’inspire
de la correction de Van Driest E.R. suivante :

d+Y
C#=0.01 1.0—-exp _(75_) _ (3.32)

ou d* =u:/d qui représente la distance adimensionné normale 4 la paroi, d étant la distance la

1

plus proche 4 la paroi, et ur la vitesse de frottement définie selon #%r =(%) .

Une variante du modéle de Smagorinsky a été proposée par Lilly D.K. 1971, elle fait
intervenir non point la valeur instantanée du taux de déformation mais sa valeur moyenne :

vi=(GAY <2Sk1Sk1> (3.33)

Tous ces schémas simples supposent que la turbulence de sous-maille est en équilibre local

avec le champ 4 grande échelle, 7i est alors déterminé par les grands tourbillons.
Le flux d’énergie apporté par les tourbillons d’échelles explicites équilibre alors exactement
le taux de dissipation dont le siége est la turbulence de sous-maille.
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En effet, ’équilibre énergétique dans la zone de sous-maille s’écrit :

3
ViSiy "—CkX (3.34)
et en utilisant v:=C1Dk% il s’ensuit :
kz%NSiij (3.35)
3
V:=C—'TA2 <2SIdSkI> (3.36)

2
II1.5.2 Le modele dynamique de sous-maille :

Le mod¢le de sous-maille dynamique fut proposé par Germano et al.1991, dans le quelle la
constante de Smagorinsky n’est pas choisie arbitrairement ou optimisé, mais déterminer
numériquement au cours de la simulation 4 ’aide d’un second filtrage :

un filtre test noté (T)est appliqué aux équations (3.26)-(3.27), dont la largeur du filtre A est
deux fois plus lache que la largeur du premier filtre A, on obtient :

ofi dujwi__0P 1 _dim 0Ty, F
t+ O0x;j  Oxi ReOxj0x; Oxj f (3.37)

Ou le tenseur sous-maille est maintenant donné par :

Ty=\uiu ,—z’rjﬁ?) (3.38)
On considére alors les tensions turbulentes du champ résolues (tensions de Léonard) définies
par:
L;=(@ i) (339)
Qui représentent les contributions des tensions de Reynolds des échelles dont la largeur est

comprise entre AetA.
Les équations (3.28)-(3.38)-(3.39), nous permettent d’écrire :

L;=Tj—7y (3.40)
en combinant les hypothéses de Smagorinsky pour exprimer les différents tenseurs on obtient:
Tij—— 3 Oy Thk= Z(CA 'Sz ‘SJ (3.41)
et:
Z}_% ij Lk =— Cl&)z’ﬁylij (3.42)
avec :
Si=3 @0y | 5,12 +g‘;f) (3.43)

SiEV28uSu (3.44)

l$|=\/2.57k15'—kz ,
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Appliquons le filtrage test 4 1’équation (3.41), la substitution de cette équation et de 1’équation

(3.42) dans I’équation (3.40) donne :
L.j_:ls&-jbck:—ZC((A)z Ejl.i'j—Az E'jIS—ij ) (3.44)

Notons que la constante C (dont la variation est trés faible) est une fonction de 1’espace et du
temps C=C(x1).

L’équation (3.44) est une équation tenseur (Sjest un tenseur symétrique, dont la trace est
nulle), c’est 4 dire qu’on a cinq équations a résoudre pour déterminer la constante C, Lilly
1992, proposa de choisir C dans un sens des moindres carrés, en définissant I’erreur par :

@-:(Ly—%ajuk—2CM-,~IL-,-—§5,,-L¢—2CM-,-) (3.45)
avec
MF{(A)Z g‘jﬁy—& Eylﬁj) (3.46)
la procédure requiére %%:o, qui permet d’écrire :
C:—Q%ZLM;J;/ (3.47)

III.5.3 Le modéele de sous-maille & équations de transport :

Les écoulements turbulents instationnaires générés en les forgant, soit par des oscillations
périodiques ajoutées au gradient de pression, soit par des perturbations périodiques dans
’espace et dans le temps sont considérés comme des écoulements en non-équilibre spectral.
Les résultats expérimentaux sur ces écoulements pulsés, montrent que des effets de retard se
produisent notamment entre les modulations des tensions de Reynolds et celle de la vitesse
moyenne axiale. Ces résultats ne peuvent &tre représentés par les modeéles classiques basés sur
une hypothése d’équilibre, cet effet d’histoire sera pris en compte par ’introduction d’une ou
plusieurs équations de transport de sous-maille.

Le comportement du modele de sous-maille dépendra bien siir de la position de la coupure
(filtre) qui se place entre les deux limites extrémes de la simulation directe ( le modéle de sous
maille n’intervient pas), et la modélisation statistique (toute fluctuation turbulente est
modélisée) .

Par ailleurs, un nouveau modele de sous-maille & deux équations de transport & été développé
par Dejoan et Schiestel (1999), Befeno et Schiestel (2001), afin de traiter de la turbulence en
non-équilibre spectral sur des maillages relativement laches. Il s’agit d’une adaptation du
modele statistique k—& transposé en LES : les échelles caractéristiques de longueur et de
vitesse de la turbulence de sous-maille sont déterminées a partir d'équations de transport pour
I’énergie cinétique de sous-maille et le taux de dissipation. Ce modéle présente I’avantage de
pas tomber en défaut lorsque la largeur du filtre est grande et de mieux tenir compte des effets
du non-équilibre.
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Horiuti K. et Yoshizawa A. ,1985 ont introduit une modélisation de 1’équation de 1I’énergie de

turbulence de sous-maille ks = —é-u iU dutype:

%k; +;/ gks —Waul +d{ffsgs Vu'u; (348)

Plusieurs auteurs utilisent des hypothéses inspirées des modeles classiques de fermeture en un
point qui utilisent en général le concept de viscosité isotrope de turbulence. Les tensions de
Reynolds sont alors obtenues 4 ’aide d’une loi de comportement :

uu '_%ks5y v:(gu;+%1jcl’j (3.49)

Dans le cadre du modele 4 une équation, la viscosité de sous-maille est évaluée sur la base de
I’échelle de longueur définie analytiquement par Prandtl-Kolmogoroff :

1
Vi =Cvsgs lsgs ksz (350)
La modélisation de 1’équation de transport de 1’énergie turbulente de sous-maille est inspirée
du modele de Prandtl, qui permet de prendre en compte les effets visqueux prés des parois, et
ou une hypotheése de diffusion en gradient est utilisée. L’adaptation de ce modéle & la
modélisation de sous-maille conduit au formalisme suivant :

3
Oks 7 Oks 0| Oks |_ k&
ot Ly L B =) VtS/Sy+a ((WrcAks )axjj X (3.51)
. 8uz auj
avec : ( + ax{) (3.52)
1
et lsgs =A : A=(AxAyAz)§

L’¢chelle de longueur caractéristique étant donnée par la largeur du filtre, il devient inutile
dans le cas présent, d’utiliser une équation modele pour le taux de dissipation. Elle
deviendrait nécessaire si la position de coupure devait prendre des valeurs quelconques.

Lorsque le maillage est trés peu dense, la coupure spectrale peut se placer avant la zone
inertielle du spectre et I’on a une simulation de trés grandes échelles. Si de plus, 1’écoulement
est en non-équilibre spectral, la zone de sous-maille ne sera pas en équilibre et la taille de la
maille de calcul ne pourra plus étre une bonne estimation de 1’échelle de longueur
caractéristique de la turbulence. Cette constatation justifie dans ce cas I’introduction de
modecles de sous-maille a deux équations de transport.

Les équations du champ turbulent ket & peuvent étre déduites des équations modélisées
présentées par Launder B.E., 1975 en utilisant une hypothése de diffusion en gradient et une
viscosité isotrope pour la diffusion turbulente ket &, dont la formulation est donné sous la
forme générale suivante :

Oks ;; Oks _p, 0 (( LV \aks)

or o T o\ on Jox; (3.53)
68_65_ a@&((iw\ ) _2
B g e e\ VP e | % o4
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le terme A représente la production d’énergie turbulente :

B=v 8@(6?& ! aL—l!)

~ox\ ox; | o (3.55)
k2
et VIZC,u? (356)

Pour déterminer les constantes numériques on adopte la méme approche utilisée par Dejoan et
Schiestel (1999). Dans une approche heuristique on supposera que la turbulence de sous-

maille peut étre formellement décrite, en turbulence homogene, par le systéme d’équations :
g2

dks de_p g o E
R (3.57)

Ou F est le flux d’énergie entrant dans la zone de sous-maille.

Si on se place en situation d’équilibre, il est possible simplement de faire le lien avec le

modele classique k—& qui permet de modéliser 1’énergie cinétique turbulente totale £, cela par

une hypothése de similitude. En effet, si le rapport % ou P est le taux de production

d’énergie, est supposé constant et avec k=kp-+ks (énergie explicite+énergie implicite), alors :
dkp

W_k_P_P—F . 7 — - kS
dt

2
11 en résulte I’équation %ﬁzCslP ‘é‘“[ki(CSl“Csz)'*‘ClS}% qui, identifiée au modele k—¢

Usuel, fournit les coefficients 4 utiliser dans (3.57), soit Csi=Ce et Co= Cathe (CaQ Ca1)

Ainsi, 4 la limite extréme ks—k , le modéle k—& est retrouvé avec Cea=1.5 et Csl—1.92 )

La détermination de X< peut se faire de fagon approchée en intégrant un spectre e ]
7 P ¢ pp P

k 3°
2 =5 =2
ks= Iyg k3 dik conduit alors =3 =yN.* , expression qui fait intervenir le nombre d’onde

R k2
3
adimensionnel MN:=kcL ou L est ’échelle intégrale du spectre dans son ensemble, L=k¢
De maniere 4 réaliser Ci2—1.92 lorsque ks—k (soit Nc—0, on choisira empiriquement :
Ca=1.5 et Ca=1.5+0.42—1—
1+ BN¢é

On notera que Ce2 varie avec le maillage. En pratique on évaluera L par ’expression L=Ky
Finalement:

Ca=1.5, Ca=1.5+0.42—L—— 521, c.=15, Cu=0.09  (3.59)
1+0.38N2

1
Ou K c=(AxAyAz )3 représente la coupure spectrale déduite de la taille de la maille et L une

macro échelle ici approchée par L=0.41d | d étant la distance 2 la paroi la plus proche.
La mise au point de ce modele et son test sur le cas du canal pulsé avaient montré
d’intéressantes potentialités (Dejoan et Schiestel, 1999).

page 32



Simulation des grandes échelles turbulentes Chapitre III

Dans la région de paroi, une extension a faible nombre de Reynolds est obtenue par
transposition directe du mode¢le statistique de Jones et Launder (1972).

[11.6 Equations du mouvement des grandes structures turbulentes
en Coordonnées généralisées

Aprés avoir défini les principales concepts d’analyse tensorielle, utile pour la construction des
équations différentielles d’un écoulement incompressible du mouvement des grandes
structures turbulentes en coordonnées curvilignes. plusieurs formes d’écriture s’imposent a
nous, suivant le choix des variables dépendantes et des considérations de conservation des
équations. Bien que d’une maniére purement formelle elles soient équivalentes les unes aux
autres, ces formulations renferment n’est au moins des différences considérables d'un point de
vue numérique. Une vue d'ensemble des différentes options avec leurs avantages et
inconvénients sont présentées dans [27]. Dans la présente étude une formulation invariante en
coordonnées généralisées du flux de volume contravariant est adoptée.

Nous considérons les équations Navier-Stokes filtrées (3.25)-(3.27). Dans le but d’exprimer
ces équations dans une forme invariante au changement de coordonnée, on rétablit la notation
tensorielle générale avec des variances correctes, en remplagant les dérivées partielles par des
dérivées covariantes et en utilisant les tenseurs métriques :

1%=0 (3.60)

ou* p ap af_ fa

pn +(uau )’a+(g p)ﬂ—m =f (3.61)
7% =(ﬁ+w)-(g“’u/y’+g”yu,%) (3.62)

Q,
Notons qu’en coordonnées cartésiennes & / est égal au symbole de Kronecker 58 .

L’application du Théoréme 2.5, nous permet, d'écrire ces equatlons en coordonnées
généralisées sous la formulation suivante :

Uz=0 (3.63)
U=
P :(iwt).(g‘” Ui+g”Us%) (3.65)

Ol U=et Fesont les composantes contravariantes du champ de vitesse et des forces

extérieures. Pour des raisons que nous préciserons plus tard nous choisirons les composants
du flux de volume contravariants ¥*, donné par,

Ve =«/§U “ (3.66)

comme variables dépendantes. Notez que ¥'* est un tenseur densité de rang 1.
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Une procédure semblable est appliquée aux équations de modélisation de sous-maille des
grandes échelles turbulentes. Nous avons la formulation invariante en coordonnées
généralisée des équations de transport de 1’énergie de turbulence de sous maille et du taux de

dissipation, suivantes :

2
vi=Cu— k (3.67)
aks a off =P —

5 HUk)a (( Gk)g ks,ﬁ)a A-¢ (3.68)

P T R I
py HU%E),a Re+0'k gV 5 . Csxﬁky Cs2 T (3.69)

Ou le terme A représente la production d’énergie turbulente :

B=2.viS’S,; (3.70)
s=Ye"Ut+gmUy)  57=LU,y+U,.) 371

sont respectivement le tenseur contravariant et covariant de déformation du champ filtré. Les

valeurs des constantes de fermeture sont données par (3.59).
Les équations du modele de fermeture de sous-maille peuvent étre considérées comme des
€quations de convection diffusion avec terme source non linéaire. Soit 1'équation de transport

générale suivante :

0

——+¢ Ueh)a—(T.g% ¢ﬂ) =S (3.72)
Ou la quantité @ représente & ou bien k, I est un coefficient de diffusion et S terme source

qui dépend de U% et de ¢@.
En utilisant (2.56) et (2.57), les équations du mouvement (3.63), (3.64) et 1’équation de
transport (3.72) peuvent s’écrire sous une forme plus approprier 4 une discrétisation en

volumes finis :
| 0JgU=_
\/g 0 é’a (3.73)

ou« a\/—T i LJ }Tﬂ}'
ot I \/—g_ ¢ / Lﬁr

T =UU* +g* p—1*¥ (3.75)

a B
at J— g;g =5 (3.76)

0*=(U¢)~(T.g%$,) a7

(3.74)
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IIL7 Les Problémes de simulation des régions prés de la paroi :

Les différents résultats provenant des simulations SGE confirment ’efficacité de cette
méthode 4 transcrire les principales phénoménes liés 4 une turbulence présentant une zone
inertielle dynamique (sillage d’écoulement, jets et région externe de couche limite 3 un
nombre de Reynolds élevé). Cette zone inertielle diminue & 1’approche d’une limite solide,
déplagant la région a isotropie locale qu’a des échelles de plus en plus petites. D’aprés
Saddoughi et Veeravalli [124] dans leur étude d’un écoulement de couche de mélange, le
critere d’isotropie local est directement 1ié au taux de déformation du champ §;. Le taux de
déformation du champ moyen devient bien sfir plus grand au voisinage d’une paroi,
généralisant ainsi I’anisotropie a des plus petites échelles proche d’une limite solide. Aussi,
trés prés des parois, les plus petits tourbillons doivent encore étre suffisamment résolues. Ces
structures cohérentes dans la sous-couche visqueuse ont une influence importante puisqu’ils
interagissent avec la région tampon responsable pour une majeure partie de la production
d'énergie [56]. Il a été estimé qu'utiliser la simulation SGE autour d'une aile d'avion 4 nombre
de Reynolds de corde de 107 exigerait un nombre de nceuds de l'ordre de 10'! [137]. Cela
illustre clairement les problémes de la SGE prés des parois. D’ou la nécessité d’introduire de
conditions aux limites basées sur les lois de parois pour des simulations 4 des nombres de
Reynolds €levés, ou bien utilisé une approche simulant les trés grandes échelles combinant la
mod¢lisation statistique prés des parois et une simulation des grandes échelles en
dehors[137][30].

II1.8 Nouvelles directions de recherche, problémes ouverts :

Citons le modele de similitude d’échelles. (Bardina J., Ferizeger J .H. et Reynolds W.C.,
1980, 1a similitude des mod¢les de turbulence, 1984) qui repose sur I’idée que la majorité des
interactions entre grandes échelles et petites échelles est concentrée prés de la coupure. En

remarquant que le champ Z est plus riche en grandes structures que le champ 5 on est

conduit & définir : ¢*=5—5 qui est supposé étre représentatif des tourbillons d’échelles

voisines des nombres d’onde de coupure. Le modéle suppose alors :
Tg':Cb(szﬁ}—uiu,-) (3.78)

Ce qui traduit I’hypothése que le champ fluctuant de sous-maille a une structure semblable &
celle de la partie du champ filtré correspondant aux plus forts nombres d’ondes.

Les écoulements étudiés par simulation numérique de grandes structures turbulentes sont
généralement des écoulements en géométrie assez simple et nécessitent I’emploi des
supercalculateurs. L’extension 4 des situations industrielles ne peut étre envisagée de fagon
courante. Parmi les problémes ouverts, reste bien siir le probléme central de la fermeture de
sous-maille, mais aussi d’autres problémes plus techniques de mise en ceuvre comme la
formulation des conditions aux limites dans les sections d’entrée et de sortie. Pratiquement les
conditions périodiques sont utilisées chaque fois que la direction correspondante peut étre
considérée comme homogeéne mais dans les cas plus généraux le probléme reste plus délicat 4
maitriser. Sur le plan des fondements de la théorie, le filtrage ne peut étre assimilé 4 une
moyenne statistique conditionnelle de fagon simple. Ce fait est 4 ’origine des propriétés
operatoires plus complexes de ’opérateur de filtrage.

Apres avoir abordé certains aspects concernant la modélisation de sous maille, nous passons 4
la description de la résolution numérique des équations de Navier-Stokes filtrées dans

lesquelles les termes non linéaires ont été modélisés.
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Chapitre IV

Résolution numeérique

Dans le chapitre précédent, nous avons présenté une formulation tensorielle, invariante en
coordonnées des équations différentielles de quantité du mouvement des grandes structures
turbulentes d’un écoulement incompressible, et des principales équations de transport
nécessaire 4 la modélisation de la turbulence des échelles de sous-maille. La résolution
numérique de ces équations, impose en premier lieu de faire un choix judicieux des
techniques de discrétisation spatiale, capables de fournir des approximations physiquement
réalistes méme sur des maillages distordus. Au cours des précédentes quinze dernieres années
plusieurs approches ont été proposées pour le développement des modélisations
d’écoulements turbulents autour de géométrie complexe, tel que les méthodes des différences
finies et des volumes finis, en maillage décalé ou collocatif, en coordonnées orthogonal ou
non-orthogonal, en formulation de vitesses cartésiennes ou contravariantes. Un bréve résumé
des différentes possibilités de ces méthodes en tenant compte de leurs avantages et
inconvénients sera donner dans la prochaine section.

L'objectif de ce chapitre est de présenter une intégration spatiale en volume finie efficace et
précise ainsi qu’une intégration temporelle stable des équations de Navier-Stokes filtrées avec
deux équations de modélisation de turbulence des petites échelles sur un maillage de calcul
décalé couramment utilisé pour les calculs d'écoulements incompressibles, car ils facilitent le
couplage entre les champs de vitesse et de pression, en autorisant l'emploi de schéma centre
pour approcher les dérivées spatiales de type gradient et divergence. En effet, grace 4 la
localisation des nceuds de pression par rapport aux nceuds des composantes de la vitesse, un
schéma centré conduit 4 des molécules compactes 4 la fois pour le calcul de la divergence du
champ de vitesse intervenant dans l'équation de continuité et dans la détermination du
gradient de pression dans l'équation de la quantité de mouvement. Ceci, aussi interdit tout
découplage entre les champs de vitesse et de pression, ce qui renforce la robustesse de la
méthode. Les flux de volume contravariants seront choisis comme variables dépendantes. On
supposera que Le domaine de calcul numérique rectangulaire ou cubique (structuré) est
obtenu par transformation d'un domaine physique doublement ou multi connexes. Une
discrétisation standard sera présenté dans la Section IV.3, restreinte a des grilles de maillage
plus ou moins réguliers, en conséquence de l'avénement des symboles de Christoffel, qui
exigent 1’admissibilité d’une deuxiémes dérivés de la transformation x=x(¢ ). Malgré cela,
l'exactitude de la discrétisation peut étre maintenue si certaines régles relatives aux
approximations des quantités géométriques sont suivies. Dans la Section IV.4, une méthode
plus appropriée aux maillages irréguliers, nécessaire dans un calcul resserré prés des parois
sera adopté afin de contourner les difficultés associées 4 ces derniers. Il est attendu que ces
discrétisations maintiendront la stabilité et la consistance des schémas numériques utilisés
dans la simulation, pour des changements rapides des dimensions de la maille dans le
domaine physique. la discrétisation temporelle doit &étre réalisée de fagon implicite pour ne
pas baser le pas de temps sur la vitesse de propagation des ondes sonores, mais sur la vitesse
du fluide. cependant, méme si elle autorise l'emploi de grands pas de temps, l'avantage de la
méthode n'est pas garanti, car la résolution d'un pas de temps peut se révéler coliteuse et peu
précise suivant l'approche retenue.
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IV.1 Analyse des travaux antérieurs de discrétisation en coordonnées
curvilignes :

Une synthése des différentes méthodes numériques utilisées pour la discrétisation des
équations de Navier-Stokes incompressible et de transport de la turbulence en coordonnées
généralisées est évaluée et analysée afin d’en définire une ligne de procédures plus adaptées
aux objectifs rechercher dans la présente étude.

Généralement, deux approches de base peuvent étre considérées pour 1’écriture des équations
dans un systtme de coordonnées curvilignes. La premiére méthode consiste en une
transformation compléte des équations gouvernant le mouvement en coordonnées
généralisées, comme ce fut présenter au chapitre précédent. Une telle formulation invariante
en coordonnée implique ’introduction de plusieurs paramétres géométriques, et exige un
temps de calcul et d’espace mémoire onéreux. De plus, 1’évaluation des symboles de
Christoffel, 4 partir d’un maillage irrégulier induit une source d’erreurs et d’instabilité qui
peut altérer sérieusement la simulation. C'est peut-étre 13 le principal inconvénient de cette
stratégie, en particulier quand un mode¢le 4 deux équations de transport est utilisé, dont le taux
de production d'énergie turbulente, nécessite le calcul de pas moins de six différents symboles
de Christoffel dans le cas d’une simulation bidimensionnelle.

La deuxiéme approche de résolution procéde par une transformation partielle des équations de
Navier-Stokes et de modélisation afin d’éviter I’apparition des symboles de Christoffel, en
maintenant les vitesses cartésiennes comme variables dépendantes obtenant ainsi une
formulation conservatrice, et structurer plus simple 4 programmer.

Le choix entre les deux approches décrites au-dessus est dicté par le type de maillage utilisé:
décalé ou collocatif. En maillage décalé, généralement les composantes de la vitesse
cartésiennes, ne sont pas perpendiculaires par rapport aux faces de la maille, menant ainsi a
une discrétisation instable conséquente d'une non-conservation de la masse discrétisée suivant
une maille. D’ou, la nécessité de choisir des variables dépendantes orientées suivant le
maillage telles que les flux de volume contravariants. Sur un maillage collocatif 1’orientation
suivant les grilles de la maille dévient facultatif, levant ainsi les contraintes liées au maillage
décalé, I'utilisation des vitesses cartésiennes comme variables primitifs dans les équations de
mouvement parait alors satisfaisant.

A la lumicre des observations précédentes, 1’approche collocatif/cartésiennes pour la
discrétisation des équations Navier-Stokes moyennés avec le modéle standard "k—&" en
coordonnées généralisées est devenu trés populaire et a été largement utilisée pendant les
quinze derniéres années [38], [113], [104], [29], [117], [107], [19], [89], [180], [20], [169],
[119], [144], [52] et [82]. Bien que l'approche collocatif soit trés populaire, elle présente toute
fois un inconvénient de taille celui des mesures spéciales exigées pour I’obtention d’une
discrétisation stable, comme par exemple, ’interpolation de Rhie-Chow [113] afin d’éviter les
difficultés dues au couplage de la pression et de la vitesse. Par contre, un maillage décalé a de
nombreux avantages pour un calcul en écoulement incompressible, tel que 1’élimination
naturelle des oscillations non-physiques du calcul de la pression. En coordonnées cartésiennes
un maillage décalé assure une discrétisation plus naturel, simple et exact qu'en maillage
collocatif. Plusieurs études procédant par des discrétisations des équations de Reynolds sur
des maillages décalé avec les composantes cartésiennes de vitesse comme variables primitifs
ainsi que le modele standard "k—&" en coordonnées généralisées sont présenter dans [92],
[111], [10], [78], [173]et [17]. Comme c’est déja mentionné cette approche peut donner lieu a
une a discrétisations instable. Suivant Chen et al. [17], I'unique méthode pour éviter ces
difficultés, est de choisire un systéme de coordonnées en asseyant de minimiser l'angle entre
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les variables dépendantes et la grille. Regle, trés difficile a vérifié pour un domaine général,
surtout en calcul tridimensionnel.

Des discrétisations sur un maillage décalé avec des vitesses orientées en grille comme
inconnues sont présenté dans [109], [112], [26], [140], [87] et [57]. Dans [140] les équations
gouvernant le mouvement sont formulées en notation vectorielle dont 1'avantage est de ne pas
présenté explicitement de symbole de Christoffel. Dans [112] et [87] les composantes de la
vitesse contravariantes sont utilisées, tandis que dans [109], [26] et [57] les auteurs utilisent
les composantes physiques contavariantes de la vitesse comme inconnues.

Quelques publications utilisent le flux de volume contravariant ¥’* comme variables primitives

(justement celles adoptées par notre étude) sur un maillage décalé [51], [120] et [7] restreintes
aux écoulements laminaires.

Jusqu’a présent, il est trés compliqué de dire quelle est la meilleure approche pour calculer
I’écoulement incompressible autour de géométries arbitraires, mais il est certainement évident
que l'approche collocatif/cartésienne trés répandue est plus préférée, tandis que I’approche
décalée/contravariant, qui demande dans un premier temps une écriture fastidieuse parait une
fois cette étape dépassée plus prolifique, par des calcules plus stables et consistants simulant
le mouvement des grandes structures turbulentes.

IV.2 Génération de maillage et paramétres géométriques :

On considére le maillage en coordonnées curvilignes tridimensionnel d’un cube G transformé
d’un domaine physique Q. Dans G une maille uniforme G, est défini par :

G;.z{g:g;_l =-DAGS? \=(-DACE \=(k-DAC%=L2, . Lj=1,2,. JA=12, K | (41)
2 2 2

Ces points sont les faces des cellules. La figure(4.1) représente une cellule 3D. Il est supposé
que les coordonnées des faces de la cellule soient les seules informations de base recherchées
par la génération de maillage. Les faces de la cellule sont connectées par segments de lignes
droites, correspondantes a I’hypothése d’une transformation d’un domaine physique
doublement ou multi connexes.

¢+l j k)

Figure(4.1) Une maille tridimensionnelle dans le domaine physique {2, et son image dans le domaine G
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Dans un plan bidimensionnel ces raccordements sont appelés nceuds de maille. Une cellule
tridimensionnelle est bornée par six faces, chacune une d’elles, est défini par quatre droites
connectées, qui dans un cas général ne sont pas tracées dans le méme plan, et dont les grilles
n’ont plus besoin d’étre uniforme. La cellule centrée au point ( L¢3.C, ,3) est appelée Gix et son

image dans le plan Q est appelé Qix . Le maillage x=x(§’ ) est défini par les coordonnées des
points n{{ 1. 67 ; ,) étendus a tout le domaine G par interpolation tri-linéaire (bi-linéaire
- i Tk

en bidimensionnel). Ainsi, 4 I'intérieur de la maille la transformation est donnée par la
relation suivante :

x=co+ag +c2 2+l 3+l G2+ esC 1P+ e 2+l E (4.2)

Ou les constantes C0,Cl,...C7 sont convenablement choisies. Ces constantes difféerent d’une
maille 4 une autre, pour une transformation x=x(§ ) supposée doublement ou multi connexes.

Par ailleurs, on admet une certaine orientation des surfaces des faces de la cellule Qi .

La génération de maillage permet de collecter les différentes coordonnées des quatre points
limitant chaque face de maille afin de pouvoir calculer les principaux paramétres
geométriques liés au maillage. Cela sera discuté au-dessous, en premier lieu nous
considérerons les propriétés de continuités de ces quantités. En partant de ’hypothése d’une
transformation doublement ou multi connexes tous les paramétres géométriques sont calculés
a l'intérieur d'une cellule en prenant des différences centrées. Notons par ailleurs la
discontinuité de certaines de ces quantités sur les faces de la cellule. Par exemple, 4 partir de

I’équation.(4.2), on admet que a(«) est constant le long de la ligne ¢# (c.-a-d. £# = constante,
a#f3), et varie d’une maille 4 une autre, méme pour des maillages non réguliers. Par contre,
le long des faces {'*=constant, a(«)est discontinu si le maillage utilisé est non linéaire. Sur les

autres faces de la maille, on trouve que a(«) est continu. D'aprés (4.2) la dérivée ¢” du vecteur

base covariant a(s)est continu sur les faces y tel que y=a#f, toutefois sur les faces a et S

oa)

P est en général discontinue.

la dérivée

Tout cela présage des nombreuses difficultés ayant trait aux calculs des symboles de
Christoffel. Les propriétés de continuités des quantités géométriques restantes suivent ceux

des vecteurs de base covariants. D'aprés (2.32) et (2.39), JE est discontinu sur toutes les

faces de la maille. Alors que \/Ea(a) est régulier et seulement discontinu sur les faces [

(a#pB). Les quantités géométriques sont calculées 4 1’aide de différences centrales et

d’interpolation linéaire. Par exemple, les vecteurs base covariants a()= aaé’fa sont calculés

suivant un arrangement décalé au centre des bords de la maille Gy d'apres :

TR Ly xf
a([d(i,ji;—,kié—): A 4'1

page 39



Résolution numérique Chapitre IV

a(ﬂ)‘ " x€i;—,ji—;—,k+£_)-—x{i;—,jijlz_’k_;_)
i Ag? (4.3)

Aux autres points (au centre de la maille, faces) les vecteurs de base covariants sont obtenus
a partir de leurs valeurs au milieu des faces par une simple moyenne, par exemple on a :

a(?)‘(f,j,h;—): ;_—(a éj)‘Q,ﬂ—;—,m;—)ﬂ“ aéi))(i,j--;a,m;_)) (4.4)

Sur les faces ou les vecteurs de base covariants sont discontinus, leurs valeurs sont obtenues
grﬁce a des moyennes arithmétiques des vecteurs de base covariants existants :

ooty 5 ol s gy alles g patlionspaapratfinnsny) @

Les vecteurs de base contravariants sont obtenus par orthogonalité de (2.31). Dans le cas
bidimensionnel, en prenant, a}y=a{,)=0, I’équation (2.31) permet d’écrire :

a(l)_

\F(aé),— aly) et a®= \/—(—az), aly) (4.6)

avec g =alaky—ahal) 4.7)
Apres les différentes approximations numériques, il est préférable de satisfaire 4 la relation
(2.58), ce qui est toujours le cas en calculant les vecteurs de base contravariant 1’aide de (4.6)
ou, dans un cas plus général, par la condition d'orthogonalité (2.31). A partir de (2.36) et
(2.37) on peut déduire les valeurs des tenseurs métriques covariants et contravariants de tous
les points du maillage. Les symboles de Christoffel sont alors calculés par des différences

centrales aprés avoir calculé a@) et a® aux points exigés, en utilisant 1’équation (2.46). Cela

complete notre description de la méthode de calcul des quantités géométriques.

IV.3 Discrétisation invariante en volumes finis des équations
gouvernant le mouvement :

La méthode des volumes finis est utilisée pour discrétiser les équations de 1’écoulement
autour d’un corps arbitraire (3.73)-(3.77). Cette méthode est basée sur la résolution d’une
forme intégrale de ces équations. Le domaine Q est divisé en volumes élémentaires
auxquelles on applique l'intégration. Un arrangement décalé des variables est utilisé ou tous
les scalaires (pression et quantités turbulentes) sont localisés aux centres de la cellule
(i, j,k) alors que les composants de la vitesse U< sont placés dans la direction ¢ au centre

des faces de la maille. En conséquence, U',U%et U?sont définis respectivement aux

points (z+—:1z—, /,k), (i, j+%,k), (i, j,k+%). Pour chaque inconnu nous définissons une collection
d'un nombre fini de volume de contrdle sur tout le domaineQ). La figure (4.2) présente
l'arrangement de 1’ensemble des inconnues, ainsi que le volume de contrdle correspondant

dans un syst¢éme ¢*. Chaque inconnu est centré au milieu de ¢a maille de controle.
Dans les trois prochaines sections nous considérons respectivement la discrétisation spatiale

de l'équation de continuité (3.73), des équations de Navier-Stokes filtrées (3.74) et de
1'équation du transport (3.76)- (3.77).
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Figure(4.2) L’arrangement des inconnues dans une maille décalé 3D

En utilisant le théoréme de divergence de Gauss, on transforme les intégrales de volume
contenant les termes d’opérateurs différentiels en intégrales de surface des faces de la cellule.
La dérivée temporelle et la partie droite des équations constituent les termes source ainsi que
les termes dus 4 la courbure qui ne peuvent pas étre exprimés en opérateurs différentiels de
flux de volume et qui doivent étre évalués d’une autre maniére. La transformation de

maillage x=x(;’ ) est choisie de telle fagon A{*=l pour a=1,2,3.

IV.3.1 L'équation de continuité :

La discrétisation de l'équation de la continuité (3.73) est obtenue par une intégration sur
chaque cellule Gy suivant :
O04/gU*= O4JgU*
J J——af%—dm | }é; N —dgdgdg?
Qi jk \/E Ci,jk

i+, k k
CLer (i T

Va=lgUs=\lga®u (3.9)

appelés flux de volume, et utilisés comme inconnues primitives, au vu des constatations
suivantes :

)1 a”f®+V3

Avec :

Quand on représente un champ de vitesse constant # en composantes contravariantes,
le recalcule du vecteur original u 4 partir de ces composantes devrait étre exactement
retrouvé, or cette exigence peut étre satisfaite seulement si on utilise les composantes

contravariantes ¥'* au lieu de U# (voir [91]).
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2. D’apres la section IV.2, il est évident que la vitesse U e=q®) u pest pas continue sur

les facesar. D’un autre coté puisque \/E a'® est continu sur toutes les faces de maille

{e=constant alors, V'* ’est aussi.

IV.3.2 Les équations de quantité de mouvement :

L'équation (3.74) peut étre réécrite sous la forme tensorielle suivante :

1 a\/g—];aﬂZFa_aUa {a}Tﬂr
Je  9¢ ot \m

avec Taﬂ :UaUﬂ +gaﬂp_z-aﬂ

(4.10)

Ces équations sont discrétisées dans ’espace par intégration suivant un volume de contrdle
centré au point de localisation de V=. Par exemple, poura=l1 :

oNeT" g "
j\/l_‘é;ﬂ dQ= j —perdgasds

v 40y fo TIZ%*Z’J.* ; g T%

2 ’J 2 ’
La partie droite de I’équation (4.10) est intégrée en utilisant la régle du point milieu :

oU'! 1 oU! 1
Fle—— T? dQ~ Fl— { }Tﬂ"j
Q, l[,,,k( ot {/’7} j \/g_[ ot By

11 i+ ,],k+
gT f,+§,, k——; (4.11)

(u%,,-,k) (4.12)

i+

L’intégration de I’équation (4.10) sur le volume de controle Q 4k €t Q ',/ﬁ_; respectivement,

pour @=2 et @=3peut étre obtenue d’une maniére similaire a celle présenté au-dessus.
La discrétisation est complété par la substitution de (3.62) et (3.75) dans (4.11). Les symboles
de Christoffel sont introduits dans les équations discrétisées par les dérivées covariantes des

vitesses contravariantes dans (3.62). En outre, la vitesse U est remplacée dans les équations

Va

obtenues par \/— . La discrétisation du terme convective nécessite une linéairisation par la

méthode standard de Newton:

Vay Pal ey Pyyay bV oy’ (4.13)
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Ou V @ représente la vitesse contravariante prise au temps précédent. Finalement les flux a

travers les faces de la maille contenant les quantités de convection et les dérivées de diffusion
doivent étre évaluer approximativement par des différences centrales combinées a des
interpolations bi-linéaire (4-points), par exemples :

VesssyHU etV sy Grsesay Y Gimsn) (@14)
o>
Wl(i,j,k)z V(gj,u;—)—V(is,j,k—%) (4.15)

Bien que les différences centrales soient non-monotones, et donnent lieu 4 des oscillations
non-physiques, typiquement au voisinage des régions 4 fort gradient, elles restent une
référence trés fiable, pour des simulations 4 des nombres de Reynolds élevés. En pratique, la
discrétisation des équations de quantité de mouvement est implémenté par des schémas
centraux méme non-monotones dont les résultats sont d’une précision avérer.

Le discrétisation de I’équation de mouvement-¥"'dans le cas bidimensionnel présente un

stencil de discrétisation de 19-points sur lesquels les molécules des différents termes sont
représentées sur la figure (4.3)

1 O O
@) O
. O O
(a) (b) ©)
—_— Vl
V2
O p

Figure (4.3) Le stencil de discrétisation pour les équations de mouvement -1 en 2D: (a) les termes de

Convection ; (b) les termes de diffusion ; (c) les termes de pression

Le stencil-y2 est obtenu par rotation de 90°. En trois dimensions, le nombre total des
variables rassemblées dans 1’équation de mouvement-V'est de 61 (V'-19 points, V2-16

points, /3-16 points et P- 10 points) qui est plus compliqué a tracer.
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IV.3.3 L'équation du transport :

L'équation du transport (3.76) est intégrée sur une cellule de la pression au centre (i, j,k)
suivant la formulation :

J' a‘/—Qa dQ= J' a\/—Q é’ldé’zdé%

anVg 9% ol
N\/—Q‘gii”kgh/—ng .Lkgﬂ/—Q"’g,j,“; (4.16)

La partie droite de I’équation est intégrée en utilisant la régle du point milieu :

99 )10~ LA
(5% ol 55 o (17

On substitue (3.77) dans ’équation (4.16) pour compléter la discrétisation. Les inconnues ¢
sont obtenues au centre des cellules de calcul. Les différences centrales devraient étre utilisees
pour maintenir la précision au deuxiéme ordre. Cependant, ces schémas, ont une tendance a
produire des oscillations qui peuvent endommager la stabilité des solutions du modele a deux
équations, et favorise 1’apparition de valeurs négatives des quantités turbulentes accrues par la
non-linéarité et le couplage fort entre les équations du modéle, ce qui peut entraver la
convergence des solutions.

IV.3.4 Le terme de production dans le modé¢le &4 deux équations :

Le taux de production d'énergie turbulente formulé par (3.70) est un terme source dans les
équations de modélisation de turbulence. La discrétisation de ce terme est porté au centre
(i, j,k) par des différences centrales et d’interpolations bi-linéaires en utilisant le minimum de

nceuds proches du point de discrétisation. De plus en utilisant V“=J§U % comme inconnues,

la dérivée covariante des composantes de la vitesse contravariante doit étre exprimée en
composantes du flux. En vertu de (2.49) et (2.54) on obtient :

ove [vr a
5= \/—[agﬂ { }V“’{ﬂ?}w} (4.18)

En conséquence le terme de production contiendra plusieurs symboles de Christoffel,
particuliérement, en 3D produisant ainsi des résultats imprécis méme sur des maillages
faiblement irréguliers. Pour y remédier 4 cela ces symboles sont éliminés dans cette formule
en utilisant le lemme de Ricci (2.53) substitué dans (3.71) suivant :

ay OU aU'B 5Ua_5gaﬂ

Saﬂ‘z g o7 +gh a7 or (4.19)
ou” ou” 0
_1 N Eap 1
Saﬁ_f(g‘” agﬂ *&p ol oc7 JVJ (4.20)
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Ou, on remplace la vitesse U% par %‘; Bien que, la discrétisation de (4.19) et (4.20)
g

produit de meilleurs résultats que (4.18), elle reste imprécise pour des simulation sur des

maillages déformés.

IV .4 Discrétisation Invariante des équations gouvernant le mouvement
sur des maillages non-réguliers :

En conséquence, de la présence des symboles de Chrisioffel dans les équations discrétisées, la
transformation x=x({ ) utilisée pour générer le maillage doit étre deux fois différentiable.

Cela est vérifié si les points de la grille x=x(¢), {€G sont distribués d’une maniére uniforme
dans le domaine physique Q doublement ou multi connexes. L’utilisation de maillage
présentant des changements rapides de dimensions de maille a des fines pratiques est trés
répandue, par exemple la simulation de la turbulence prés des parois d’un corps arbitraire,
nécessite un traitement particulier, le maillage utilisé par les auteurs est resserré prés des
parois selon des projections topographiques une seule fois différentiable. Dans ce cas
I’emploie de la méthode décrite auparavant est inadéquat aux vus des résultats erronés
produits par cette procédure.

Pour y remédier a ces difficultés les trois prochaines sections seront consacrées 4 la
présentation d’une méthode de discrétisation qui n'exige plus 1’admissibilité par la
transformation x=x(¢)d’une deuxiéme dérivée et dont la précision est maintenue dans le cas

d’une simulation d’un champ uniforme de vitesse et scalaire ainsi qu’un champ de pression
bi-linéaire sur des grilles arbitraires. De plus, cette approche est du deuxiéme ordre quand la
projection topographique est lisse et réduite 4 un schéma MAC cartésien [41] quand l'identité
de génération de maillage x=¢ , est utilisée [161].

Parce que cette nouvelle méthode s'avére pour étre quelque peu compliquée, on procéde par
un résumer des principales traits de la méthode :

e On débute I’écriture des équations de 1’écoulement par une formulation cartésienne.

e Transformation des variables indépendantes : La vitesse cartésienne et les contraintes
ainsi que les termes de gradient sont retenus dans un premier temps dans cette
formulation. Les équations sont écrites dans leur forme définitive en utilisant une
notation vectorielle/tensorielle mixte plus adaptée & une discrétisation.

e La discrétisation des équations de 1’écoulement est obtenue au moyen d'intégration
en volumes finis. Les termes de convection et visqueux impliquant des vitesses ou des
scalaires sur des points qui ne coincident pas avec leurs points de définition sont
automatiquement interpolés. En outre, quelques définitions de certaines quantités non
continues sur les faces ou les bordures des cellules sont introduites. Ces définitions
maintiennent la précision méme pour des champs d’écoulements constants sur des
maillages irréguliers. Les termes de gradient de pression sont approchées par une
méthode d’intégration appeler chemin d’intégration [164].

e On transforme les équations discrétisées pour u en prenant le produit scalaire de cette
équation par \/Ea @ pour obtenir des équations pour V<.

page 45



Résolution numérique Chapitre IV

e Finalement, les équations du mouvement discrétisées contenant u et V'* sont écrites

sous une forme invariante en coordonnées en exprimant  en termes de ¥ dans leurs

points de définition. Par conséquent, I'interpolation et la définition des quantités sur
les faces des cellules sont obtenues avec une grande précision méme pour un champ
d’écoulement uniforme sur des grilles arbitraires.

IV.4.1 L'équation de continuité et les équations de quantité de
mouvement :

Dans le reste de cette section nous nous restreignons 4 un calcul bidimensionnel. Pour la
discrétisation, un maillage décalé représenté sur la figure (4.4) est employé. Pour 1'équation de
continuité la discrétisation robuste (4.8) est retenue sur des mailles arbitraires, car les flux de
masse ont des propriétés de régularité dans leurs points de définition. Nous continuons alors
avec les équations de mouvement.

(i j+172)
(ij+172)
P
. 1 » +
; (‘Jf (4172, y!
| 12
% v
gl

Figure (4.4) Le maillage décalé bidimensionnel et le volume de contrdle QH%, ;j et son image G,-%, j

En premier lieu, nous avons besoin d’une expression pour la dérivée partielle de toute quantité
¢ suivant x exprimée en termes de coordonnées généralisées, & savoir :

5
— jg—agy (Veafs) @421)

Obtenu en utilisant la I’identité¢ (2.58). Dans un premier temps, pour abaisser l'indice
contravariant &, la relation de transformation (4.21) est considérée sans qu’aucun changement
ne soit effectué sur les termes de pression ou sur le tenseur des contraintes visqueuses, les
équations de mouvement (3.74)-(3.75) sont alors écrites sous la forme suivante:

a b aVyua 1 a
o 4 £} 27 (\/E ag ek ):f“ (4.22)

ot Jg 9¢7 Ox* \[gd

By 8ua)
ox’

ou’
T =ve.( o 8 (4.23)
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avec Veff viscosité effective définie comme étant la somme d'une viscosité turbulente V: et du
nombre de Reynolds. La raison pour laquelle ’équation (4.22) est écrite sous une forme
hybride qui contienne des tenseurs en notations cartésiennes et générales sera discutée plus
tard. Il a été trouvé que la forme vectorielle (4.22) est une forme trés utile pour un début de

discrétisation:
6 oV’
u_ 1 “ vy (/—a(y) (ﬂ)):f )

AN Jg 97

7 (B)— (z-l(ﬁ )z 2(ﬂ)y (4.25)

Nous considérons séparément la discrétisation dans l'espace de chacun des termes de (4.24).
Ces termes sont intégrés suivant les différents volumes du contrdle de vitesse. Nous prenons

comme modele le volume QH%, jde la figure(4.4), la contribution de 1'équation discrétisé sur

le volume €;, j+1 peut étre facilement obtenue par rotation et symétrie.
L’intégration de la dérivée temporelle et de la partie droite de (4.24) 4 travers le volume

_[ fdQ—J— )/1,%, ) (4.26)

puisque /g est discontinu au point (z+ ,j)nous devons deﬁmr\/_

Qi+%, j,est donnée par:

j dQ—J— (oL 5u

+~—IJ

L)
l+2,j

Q

, + J par une moyenne

arithmétique du Jacobien des deux points avmsmant le centre :

N s ) (427)

Notons que (4.26) est exact pour un champ de vitesse constant dans 1’espace. L’intégration du
terme de convection & travers le volume, est donnée par:

1 OV'u aVVu
QHJ_. \/_54'7 ——dQ= H‘[j o7 Cids?
o
J-Vlul'“d§2+ _[Vzuj Zdé" w2
‘)

Ot nous avons supposé les vitesses V'et u continues aux points (z+ ,J) . Les deux derniéres

intégrales de (4.28) sont approchés par une moyenne, valable pour n’importe quelle
transformation en coordonnées généralisées avec u=constante. Cependant, en contraste avec
I’approximation du premier terme de ces deux intégrales le second ne peut étre approché avec
une précision du deuxiéme ordre, si la transformation x=x(§ ) n’est pas doublement

différentiable, parce que V?2et u ne sont pas continues suivant{’ aux points i+—1-, +1)  En
Y q Y p JEy

conséquence, l'approximation devient du premier ordre en précision. De 13, nous pouvons
écrire :
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1 aV"u - oy ,'+Lj+l_
QJ: \/E oC7 dQ~V'u §,~,,->’)+V2u iéjé (4.29)
on définit V(iZJr%,ji%)E%_(V(i?:ji;—)+ (i2+1,.it;~)) (4.30)

qui peut étre considérer comme exact pour un champ de vitesse uniforme. Le flux V'dans

(4.29) est calculé par interpolation linéaire :
| 1 1 . 1 1 1 1
V("’f)_E-(V(iw;—,j)-*_V(H-%—,j)) : V(Hl,j)——z—(VGJr;_’j)‘FV(Hg_,j)) (4.31)

Une autre approximation de u est requise, pour cela un schéma central est obtenu, en utilisant
les moyennes suivantes :

=1 . |
u(i’j)—zv(uc—é—,j)-*—u(w-;—,j)) > u("+‘;"f+;”)_7(u(i+;—,j+l)+u(i+;—,j)) (4'32)

Un schéma décentré en amont du premier ordre est obtenu par exemple, avec :

=3l + sign (Vd,f))]”(i—;—,j)*é_[l'”g” (V<},j))]u(,-+;_,,-) (433)

et
= ; 11—
oy PR " g gl 157 O i o029

Tous les termes de convection sont linéairement approchées 4 ’aide de la méthode standard
de Newton.

Une approximation précise du gradient de pression est capitale, particulierment sur des grilles
irréguliéres, a cause de son influence directe sur la résolution. C'est en conséquence de la
contribution relativement élevée du gradient de pression au processus d’équilibre qui dicte le
niveau des forces vives dans le cas d’un nombre de Reynolds élevé.

Dans [164, 149], une approche particuliére et précise est utilisée pour évaluer correctement le
gradient de pression ou d’une manicre générale le gradient d’un scalaire. L'idée de base de
cette méthode appelée chemin d’intégration (integration-path) est d’intégrer le gradient en
question le long des trajectoires convenablement choisies dans le domaine physique et en
exploiter la régularité pour obtenir une approximation. Il a été montré que cette approximation
est exacte pour des gradients constants sur des grilles arbitraires non uniformes.

Avant d’appliquer cette méthode pour calculer le gradient de pression, on integre dans un

premier temps ce terme a travers Qf%, j » suivant:

) IVp.sz\/g (H% , j)Vpl(HL ) (4.35)

2"/

i, j
12_/
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\/- (,F j) est défini par (4.27). L'approximation (4.35) est vérifiée exacte pour un champ de

pression bi-linaire. Nous choisissons un chemin d'intégration & travers le point (z+§, 7). Un

choix évident est celui (i+1,)—(i, /) , obtenu par I’intégration suivante :
x(i+1,/)

¥ IVp [dx=~Vp

LJ

x(i+1,/)
(rg) Jar=vp

x(i./) x (i)

p

(+1.5)€®) (4.36)

ol nous avons privilégié la propriété de régularité de Vp au point (i+—;—, J) . En outre, (4.36) est

toujours vérifié pour un Vp=constant et :

x(i+1,/)

e )
c(H= J‘dx =9 a(1)‘(i,j)+a(1 (i+1,/) (4.37)
x(i./)
afin trouver une équation supplémentaire pour résoudreVp, un autre chemin d'intégration a

travers le point (i+—é—, j) doit étre choisi. Nous choisissons la moyenne des deux trajectoires,

comme suit:
1 x@,j+1)  x(i+1,/+1)
j+1 +1,j+l
(pl i+1 - 1): _[ + J )Vp.dx= (H%,j)c(z) (4.38)
x(u ~-1)  x(i+1,j-1)
avec .

—1 1 1 1 1 1

@)=y a(z)‘ - s a(z)l G, j)+§a(2J @, j+1)+§a(2)\ (i+1, j—1)+Za(2)‘ (i+1, j)"“s‘a(z)l (i+1,5+1)  (4.39)
qui reste encore exact pour les champs de pression bi-linéaire. Les équations (4.36) et (4.38)
sont résolues pour Vp par la méthode de Cramer. En analogie avec (4.6) et (4.7) nous

définissons :

c(1)=—é.—(cé),—cb))r ; Cm:“éT(“cﬁ)a_C(l)y s C=clychy=chrk) (4.40)

La solution s’écrit alors :

Plos FE Al O+ Sl pltiie)e® e

D’une fagon similaire au terme de convection, la discrétisation du terme visqueux est obtenue
par I’ integration suivante :

I g 647(‘/—"5’7 ’ﬂ}@— I agr(‘/‘“y)f” hoag

1+ LIk

~afgafe? f‘“’f)+\/— aPrh|

Cette derniére relation reste vérifier pour /g a f{ )r# constant, V ¥ € [l ,2] et aussi pour un

el
N ,__; (4.42)

champ de vitesse bi-linéaire. Par ailleurs :

\[g_a )’H ) (\/—a )‘z+1 J1) '*'\/—a )|z+j+1) (4.43)
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puisque \/g a® est continu et constant aux points (z+%, ]—%)et (z+%, j +%) Par conséquent,

sauf pour des maillages réguliers, 7 ? est non différentiable suivant{?. On utilise alors la

méthode du chemin d’intégration pour approcher le terme Vey Vu® qui apparait dans 7 P et

maintenir ainsi la précision, quand ver varie rapidement. En utilisant par exemple, la

continuité de vey Vu® au point 1+;, J+-l—), nous aurons :

2
b

x(@+1,741)  x(+1,/)

R [+ ]

Ve VUue.dx
@ ) off
x(i,j+1) x (i)

alli+1,j+1
E Jj+1) )+ua

x(@i+1,j+1)  x(i+1,/)

progl3C ]+ grde s

x (i, j+1) x(i,j)

zVeﬁ"V u<

La derniére intégrale peut étre évaluer suivant:
1 x(i+1,j+1)  x(+1,7) 1

comk( |+ |l
=5

x (i, j+1) x(,4)

_1( awy,. . a ) . an|, aw|, '
_Z( Vefr ("J)+75}L‘(’+1J)+ Veﬁul(l,jﬂ)‘}';fﬁ%kzﬂ ,j+1)) (4.45)

Pour trouver une deuxiéme équation pour VerVu?nous choisissons une autre trajectoire

d'intégration a travers le point (i+%, Jj +—1—). Un choix évident est celui de la moyenne des deux

2

trajectoires, suivantes:
x(z+11+|) x (i, j+1)

1 ( i+1,j+1 1 ):1 1
i el )+u hs31) o Verr Vue.dx
x(i+1,7) x(i./)
1,j+l i,j+1
—( (s uel|frs ))=Veﬁ Vsl 1)ce) (4.46)
_1( a@)|. ,a@)|. ., 4C)|. a)|... .
avec : C(Z)—Z( Ver G+ Ver |(z+1,/)+7e(f}4(1,1+1)+ Ve |(,+1,,+1) (4.47)
Résoudre (4.44) et (4.46) pour VerVu“au point (z+-;?, j+-%—), nous permet d’écrire les

résultats suivants :

Ver Ve (H Lol ):%(u Elzlijfl)"‘ua Et+1),1)) (1)+5(ua giil,ﬁl)_*_ua‘gu;l))c@)
~U“ %21:_;) ) (1)+ua z+i—)j;1) ) (4.48)

Avec ¢ donné par (4.40). Suivant la méme procédure, on peut obtenir une expression pour

ver Vu® aux autres faces de la cellule ainsi qu’au centre.
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La discrétisation spatiale des équations complétés, est représenté par une structure de
molécules sur la figure(4.5). Nous devons transformer les équations completement

discrétisées en terme de flux de volume V<.

o ® O O
IR —
_L_ N e ° ® ® O O
® @
o ® O O
(a) (b) (©)
. u
R VI
V2
o p

Figure (4.5) Le stencil de discrétisation pour les équations de mouvement -# en 2D :(a) les termes de
Convection ; (b) les termes de diffusion ; (c) les termes de pression

Cette opération est constituée de deux étapes. Premierment, en prenant le produit scalaire

de \/Ea(‘) ( | yet des intégrales suivant le volume de contrble Q(.+1 ) , on obtient alors une
H~5,_} I —2-,j

équation pour V. Par exemple, la dérivée temporelle dans les équations (4.26) devient:

or!

) oU 10y ~ kil
vee (f%,f)‘giﬁdm@ (shs)Br |(143) (4.49)

Deuxiémement, puisque les formulations contiennent encore  aux points autres que (z :’12—’ J )

u doit étre exprimé en terme de flux = . Nous avons alors :

Va
u=a(—:'/)_— (4.50)
g

Depuis que la vitesse u est donnée au centre des faces de la maille, les quantités géométriques
discontinues et les flux doivent étre remplacés par des définitions convenables tel que (4.50)
reste continu pour une vitesse u constante sur des maillages arbitraires [161].

Cl(‘)V1 +a(2)V2
Par exemple: M[‘j | )=—————\/—
bj+y g

(i) (4.51)

2
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e ol el el el el )

= 1 1
V() T(V(l.-_/)+V(l,__,+.)+V(.+_/)+V(.~+;_.,+.)) (4.53)
Jg(.,+ =(agy 1)“16)‘1&)}(,,+ 1 (4.54)

Le résultat définitif des approximations précitées ainsi que les contributions de V'et V2, p

aux coefficients de 1'équation V(l )des différents points de maillage incluant (z+%, _]) est
o

représenté dans la figure (4.6). Ces coefficients ne contiennent aucun symbole de Christoffel .

O ©)

O o T

Figure (4.6) Le stencil de discrétisation pour les équations V!

Le nombre total des variables rassemblés dans 1’équation-V' est 9V',12V%et 6p. Les

discrétisations présentées ménent 4 des systémes 4 résoudre plus dense que celui obtenu par
la méthode de discrétisation décrite dans la section précédente.

IV.4.2 L'équation du transport :

La discrétisation de I'équation du transport (3.76) présenté dans la Section IV.3.3 est restreinte
a des maillages plus ou moins réguliers. D'autre part, puisque le coefficient de
diffusionI varie rapidement et présente de large saut en valeur d’une maille 4 une autre, une
discrétisation simple et directe de cette équation peut entrainer de larges erreurs si des grilles
distordues sont utilisées. On va essayer maintenant, de considérer une méthode de
discrétisation capable d’approchée la solution d’un scalaire avec une précision appréciable
méme s’elle est uniforme et linéaire sans se soucier de la régularité de la grille et du
coefficient de diffusionI”. Afin d’atteindre cet objectif, une autre formulation différente de
’actuelle équation de transport est employée.

L’équation générale de transport en coordonnées cartésiennes s’écrit :

ot ox? ox” krg axr =5 (4.55)
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En utilisant la relation de transformation (4.21), on obtient une formulation appropriée de
I'équation du transport donné par :

op 1 9V 1 5 . L 04 |
ot '\/g_ dC @ Jg—aga \/g—ag)rgﬂ 3xyj—5 (4.56)

La discrétisation de (4.56) est obtenu par intégration suivant un volume fini €,  au centre

(i, j) comme indiqué sur la figure (4.4). on obtient alors :

5V"‘¢ l_]+
Jj Je o¢7 5,,-_3 (457)

Toutefois la dérivée temporelle et le terme source sont intégrés en utilisant la régle du point

milieu :
I dQ—\/— i.)) a,l(u) ISdQ «/— & ,)S'(u) (4.58)

jusqu’ici, aucunes dlfﬁcultés ne peuvent survenir car aucunes des quantités utilisées dans les
formules précitées n’est discontinu. En outre, ces discrétisations ont une précision du second
ordre et (4.57) reste vérifier pour ¢constant . Les valeurs sur les faces de maille doivent étre

approcher au moyen d'interpolation des valeurs de ¢ aux centres des cellules voisines. Cela

sera discuté dans la section IV.5. Le seul point 4 discuter ici est 'approximation du terme de
diffusion. En premier lieu, pour faciliter les manipulations, le terme de diffusion sera exprimé
en termes :

ag’a Jeafrg” gxqﬁy j=j-g—%(\/§a(“).l“v¢) (4.59)

1l en résulte de I’intégration suivant €

8V“u

oz 16

L5 bdo- [Ftagacard s

ij)

_ J[@é’ (\/_a(a)rv¢)jé'1dé’2_—-\/—a I“V¢{ +\/_a2 FV(ﬁ'é,j 3 (4.60)

La quantité physique I'V¢ est partout continue pour des maillages arbitraires. Mais si I est
discontinu alors V¢ I’est aussi, I’approximation de V¢ par des différences centrales sera alors
imprécise. Cependant, en utilisant la méthode du chemin d’intégration une approximation

2
1
il

exacte de I'V¢ au point (t+ > J)est obtenue par :

LY (1 )=4y” cO+1 (¢|iﬁ+i ()e® e
Ou: O=Llegy=cly) 3eP=Ll-cty—clyf (4.62)
C=clyely=chrcb (4.63)

Avec :
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_1f %y %
ey =] TG+ (4.64)

1%y, 1%, . 1% 1% 1% 1)
C(z)—gﬂI:_‘(l,j—l) } AT %(1,]; f ST %(l,j+1)+_8'T|(l+l,J—])'.Tﬁ(l-ﬂ,j)“ﬁ-‘_l‘(l'*]d‘ﬂ) (4.65)

La substitution de (4.61) dans (4.60) permet d’obtenir une discrétisation robuste quand V¢
est constant, et en général pour un champ scalaire linéaire. Les flux sur les faces de maille
peuvent &tre obtenus d’une maniére similaire 4 celle présenter au-dessus. La structure qui en
résulte est composée de 9-molécules pour le terme de la diffusion, représenté sur la figure
4.7).

o O O
O ® O

QO  scalaire inconnu
O ® O

Figure (4.7) Le stencil de discrétisation de I’équation de transport

La discrétisation du terme de production d'énergie turbulente, présenté dans la section IV.3.4,
n'est pas trés recommander quand une grille irréguliére est adoptée. Une autre approche pour
discrétiser le terme de production dans le cas des maillages distordus consiste en une

intégration de l'expression cartésienne de F, (3.70), sur un volume fini €, afin qu'aucun

symbole de Christoffel ou tenseur métrique n’apparaisse dans la formulation. La procédure
nécessite une discrétisation des dérivées partielles des composantes cartésiennes de la vitesse

suivant x au point (i, j)et ol les coordonnées locales représentées sur la figure (4.4) sont
utilisées. Cela peut &tre accompli 4 1’aide de la méthode du chemin d’intégration. Pour
approcher la dérivée de la vitesse u“suivant x?, cette dérivée est exprimée en termes des
coordonnées curvilignes ¢ .

En utilisant les différentes relations de transformation, on obtient:

ous _9L7 dut ) ouc
= =Aa
oxP oxPocr P ALt

(4.66)

L'approximation de (4.66) au point (i o] ) s’écrit :

page 54



Résolution numérique Chapitre IV

'(1 J)= )l IJ)A}’ua|(' J) (4.67)

Ici Arual(i,j) représente la différence de u*, 4 travers la cellule qui cléture le point (i, j),

suivant la direction{” . Les différences sont évaluées par les relations suivantes:

Al jy=uf | \—u A w6 )=uf o U
welen=ug y ey ) Auelo=ug ) (4.68)
La derni¢re expression de l'approximation:
v ou® ou®
U= axl P axz (4.69)
devient :
. 1
alG N\— (l)l al (24 a’J+_
Vu l(z,j) a™\G,ju gl a6 )u i -t (4.70)

Les composantes de la vitesse sur les faces de la maille sont obtenues 4 1’aide des formules
(4.50).
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IV.5 Approximation des termes de convection et du flux de
diffusion :

Dans les sections antérieures, on a discuté de la discrétisation en volumes finis des équations
du mouvement turbulent des grandes structures ainsi que de l'équation de transport pour une
quantité scalaire ¢, cédant & un équilibre des flux sur les faces de la maille, impliquant les

valeurs des termes de convection et des dérivées de diffusion, ainsi que du volume intégré du
terme source. L estimation des flux 4 travers les faces de la maille par les valeurs nodales des
points les plus proches est 1'une des clés garantissant le succes de la simulation. Dans les
paragraphes suivants plusieurs schémas d'approximations sont analysés d’un point de vue de
précision, de comportement monotone et d’efficacité. Le traitement des dérivées mixtes des
termes de diffusion dues aux maillages non-orthogonale et leurs effets sur la précision et la
monotonie est aussi étudié.

IV.5.1 Les propriétés des schémas d’approximations de flux :

Les schémas d'approximations de flux sur les faces de maille ont une influence indéniable sur
la précision, la stabilité et I’efficacité de la méthode de résolution numérique. Les équations
discrétisées devraient avoir les propriétés suivantes:

Un ordre élevé de précisions : La précision formelle est déterminée par les séries de Taylor
pour une erreur de troncation qui devrait étre au moins du second ordre sur des maillages
réguliers.

Conservation. Les quantités qui sont conservees physiquement doivent aussi &tre conserveées
numériquement. Par conséquence, il suffit que les flux 4 travers les faces de la cellule
soient déterminés uniquement par les valeurs des deux cellules adjacentes.

Monotonie. Les schémas ne doivent pas produire de fausses oscillations ou de "wiggles ",
afin qu’aucun extréme artificiel n’apparaisse avec la progression du temps.

Les schémas d'approximations doivent étre stables et faciles 4 mettrent en oeuvres pour les
calculs d’écoulements instationnaires multidimensionnels. Il est difficile de satisfaire
simultanément 4 toutes ces propriétés, car jusqu’a une certaine mesure ils sont contradictoires.
Par exemple, une approximation d'ordre supérieur (centrale ou décentré en amont ) des termes
de transport convectives engage des termes de dispersion spatiale (dérivees d’ordre impair)
dans lerreur de troncature. Sous certaines conditions l’ordre de ces dérivées devient
relativement grand comparé aux termes de diffusion (dérivées spatiales d'ordre pair, qui
n’apparaissent pas quand des schémas centraux sont utilisés ) et peuvent causer de fausses
oscillations, principalement dans le cas d’une variation rapide du gradient. Par contre dans le
cas d’un maillage dont le raffinement est adapte pour un calcul de couches limites ou des
conditions aux limites sont convenablement choisies, I'amplitude de ces wiggles est souvent
négligeable, ainsi ces oscillations peuvent atre tolérer. Cependant l'expérience numérique
montre que ’utilisation des schémas d’ordre supérieurs non monotone pour discrétiser les
équations de quantité de mouvement sont malgré tout satisfaisants. Toutefois il ne faut pas
oublier que la non-monotonie reste une source de troubles pour la résolution d’équations de
quantités fondamentalement positives et de systtmes fortement non linéaires, et peut
provoquer la non-convergence des processus itératifs. Par exemple I’utilisation des schémas
non monotone pour discrétiser les équations de transport de la turbulence, provoque
|’apparition de valeurs négatives non physique des solutions turbulentes inadmissible par la
simulation. Par conséquent, 1utilisation d’approximations monotone d’ordre élevé s’impose
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automatiquement pour la discrétisation de ce type d’équation, c’est en substance I’objet des
sections suivantes. Nous concluons ce paragraphe en présentant une condition générale qui
assure la monotonie des solutions numériques.

La forme discrétiser de l'équation (3.77) peut &tre s’écrire:

Bl = Za{ Blitp, jrasesry T 1S ) 4.71)

p,q,r;t

a =1+ Za (4.72)

P,q,7#0

avec :

Pour tous les points (i, j,k) de la grille computationnelle G; . Notons que (4.71) est linéaire et
discrétisée temporellement par un schéma d’Euler implicite (voir IV.6). Les nceuds qui
contribuent au terme de sommation dépendent du choix du schéma d’approximation des flux.
L’utilisation des différences centrales standards et décentrés implique 8 ou 18 nceuds
adjacents respectivement pour deux ou trois dimensions. Pour les schémas d’ordre plus élevé
des nceuds additionnels doivent étre utilisés, mais pour plus d’efficacité numérique, et afin
d’éviter I’élargissement du stencil de discrétisation, certains termes sont transférés au terme
source S.

Si.§=0 la solution exacte a la propriété suivante : si les conditions initiales et aux limites sont
positifs, alors la solution reste positive avec la progression du temps. Si la discrétisation
préserve cette propriété, alors les oscillations ne se produiront pas. Nous avons le théoréme
suivant :

Théoréme 4.1 : Si S=0 et

>0 AVP£0,Vg20,Vr=0: af?20 V(i jk)eG 4.73)
B ¢é’,f,k)>0, V(i, k)G (4.74)
Alors,  9;;)>0 V(z', j,k)EGh VneN (4.75)

Preuve : Par induction. Pour n = 0 (4.75) est vérifié, en conséquence de (4.74). On suppose

%’, j,k)>0 pour tous les points \ ( 5] ,k)EGh . Soit (lo,]o,ko)EGh tel que :

¢(l ) ¢(1 i0, jo, kO (lsj’kkGh (4.76)

Avec (4.73) et (4.76) il s’ensuit :

P i0, jo,ko )¢(l 0, jo,ko )= ¢(lo,jo ko) Za&)do ko +¢(O,JO ko) (4.77)

P:9,r#0
Avec (4.72), on obtient :

¢(l 0, j0,k0 )= ¢(z?0, Jo,ko) (4.78)

Puisque ¢€o, jo,ko)> 0 avec (4.76) et (4.78) il s’ensuit que ¢(,1 j,k)>0 pour tous les points
(i,).k)EGh.
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Le schéma linéaire (4.71), (4.72) est dit positif, satisfaisant a (4.73) et (4.74) en 'absence de
tout terme source. En ce qui concerne la précision, on peut montrer 4 P'aide d’un
développement en série de Taylor que les schémas positifs linéaires de premier ordre en
précision ont un comportement plus adaptée aux simulations d’écoulement incompressible.

IV.5.2 Méthodes d’approximation pour les flux convectifs

Maintenant, on va étudier les différentes méthodes capables d’exprimer une valeur scalaire
sur les faces de la maille en fonction des valeurs nodales qui I’entoure. Pour plus de clarté, on
centre notre description sur une discrétisation suivant un maillage décalé infini uniforme
représenté sur la figure (4.8). Pour des raisons de robustesse et de simplicité algorithmique

gl

— iy
® = ——————0— @
i-2 el L i+1 i+2
i~ i+

Figure (4.8): maillage décalé unidimensionnel avec les neeuds impliqués dans 1'évaluation de ¢ sur la face i+—%—

Les schémas multidimensionnels centraux et décentrés en amont (upwind) seront traiter par
décomposition unidimensionnelle dans la direction normale de chaque face de la maille. Ces
schémas sont appelés schémas fractionnés. Par conséquent, nous nous restreignons a une
interpolation des valeurs sur les faces le long d'une direction spécifique dans I’espace G,
prenant par exemple la direction ¢'. Pour ’application des schémas upwind

multidimensionnel, nous nous reportons a [157]. Nous considérons, ici la valeur du scalaire
sur la face de lamaille@, s seulement. Les autres faces seront traitées de la maniére similaire.
2

IV.5.2.1 Schéma central, décentré en amont du premier ordre et
hybride :

Sur les vingt derniéres années, les techniques de modélisation des termes de convection se
réduisaient 4 P’utilisation des schémas décentrés en amont (upwinding) du premier ordre, des
différences centrales du deuxiéme ordre et des alternatives apparentées, comme le schéma
central/upwind hybride de Spalding [135]. Leur popularité est due essentiellement 4 leur
comportement consistant et stable, pour des équations multidimensionnelles, stationnaire 4
coefficients-constants, source libre, et pour des équations de convection-diffusion d’un
scalaire dont les termes de convection ne jouent pas de role dominant. Ces schémas sont
discutés au-dessous, pour plus de détails voir [101] et [99].

Schéma de différence centrale (SDC).

Dans ce schéma, la valeur sur la face de la maille ¢, est approché¢ au moyen de
2

l'interpolation linéaire suivante:

bi1=5 @i+ gi1) @79)
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1l en résulte une précision du deuxiéme ordre. Ce schéma est évidemment conservatif et n'est
plus positif quand le nombre de Péclet de maille défini comme le rapport des contributions de
convection et de diffusion, dépasse une certaine valeur. Par exemple, quand un maillage
orthogonal est adopté, le schéma peut produire des oscillations, si le nombre de Péclet par
maille défini par (voir (4.16) et (3.77)):
VL,
1 i+
P | = (4.80)

b 2\/{?[+;_(rg“ )1+17

devient supérieur 4 1. dans le cas d’un maillage distordu ’expression du nombre de Péclet de
maille dépend de la maniére avec laquelle les termes de dérivée mixte vont étre approchés.

Schéma décentré en amont (upwind) du premier ordre (SDA) :

La valeur sur la face de la maille @1 est pris égale a la valeur du nceud en amont et, pour des
2

raisons d’efficacité de codage vectoriel, on peut exprimer cette approximation suivant :

¢i+%=—é—[1+sign (V,.LLH- @i +%[1—Sign (V,.L_H-(ﬁ.-” (4.81)
2 2

Ce schéma est conservateur, du premier ordre, inconditionnellement positive. Cependant
lorsque la direction de 1’écoulement est oblique par rapport aux lignes du maillage, le schéma
upwind produit numériquement un écoulement de retour en conséquence d’une fausse
diffusion, traduite par de larges erreurs dans la solution. Le seul remede 4 ces défaillances est
une adaptation du maillage afin d’aligner ces lignes avec la direction de I’écoulement ou un
affinage de la grille jusqu'a ce que la diffusion numérique devienne négligeable en respectant
’ordre de la diffusion physique.

Schéma de différence hybride central/upwind (SDH).

Afin de combiner les avantages du schéma central et ceux du schéma décentré en amont
(upwind), Spalding [135] fut un des premiers auteurs 4 avoir proposer le schéma des
différences hybrides central/upwind. L’approximation de ¢,,1 est donné par :

2

¢i+;_=%{1+s(Pe:+%):l.¢c +J2“|:1—S(Pe:+;_)}¢u (4.82)

Ou ¢c est donné par (4.79), ¢4 par (4.81) et s est une fonction switcher qui dépend du
nombre de Péclet de maille P, avec 0<s(P:)<1. Avec le schéma hybride les termes de

Pe|>1 alors un schéma

convection sont approchés par des différences centrales, 4 moins que

décentré en amont du premier ordre sera appliquer :

5(3):{?;@511 (4.83)

Pour des raisons de convergence, on utilise la fonction switcher suivante:

s(Pe)=1—min (1 ’]TID_TJ (4.84)
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La fonction switcher est obtenue tel que les éléments de la matrice non situés sur la diagonal
impliquant les contributions des termes de convection et de diffusion seraient non-positives,
afin de supprimer les oscillations (wiggles) (théoreme 4.1). L’inconvénient de cette méthode
provient de son utilisation dans le cas d’écoulement 4 convection dominante, ol le schéma
upwind est partout appliqué indépendamment de I’apparition ou non de wiggles.

IV.5.2.2 Schémas décentrés en amont d’ordre supérieure en précision :

La discrétisation 4 ’aide d’un schéma décentré en amont du premier ordre dans le cas
d’écoulements multidimensionnels avec courants de retour produit une diffusion numérique
excessive. L’application de schéma upwind de haute précision dans ce cas, donne lieu a des
améliorations considérables. On cite par exemples les schémas de diffeérences upwind
linéaires du deuxiéme ordre (SDUL) étudiés dans [104], le schéma QUICK proposé par
Leonard [68] et le schéma d’interpolation cubique du troisiéme ordre (UIC) utilisé dans [11].
Le schéma QUICK est de loin le plus populaire, en particulier dans le cas d’écoulements
incompressible (voir par exemple [39], [80], [70], [45] et [143]), car il peut approcher les
valeurs sur les faces d’un maillage uniforme avec une précision du troisieme ordre tout en
gardant une simplicité algorithmique. Les schémas de précision supérieure peuvent étre
construits par interpolation polynomiale comme se fut suggéré par Van Leer [155]. L'idée de
base de cette méthode appeler « -interpolation est fondée sur ’utilisation d’approximations
linéaires et quadratiques des solutions sur chaque cellule obtenant ainsi une discrétisation
spatiale du troisiéme ordre. La forme générale du schéma- k est donné par:

b: + Hoe +1Mpra- 90 I Ge -1 —¢i_1)]Vi1+%_>0
i+’%—— ¢i+1_5,_[(’( +1X¢i+1-¢i )"'(K'”1X¢i+2_¢i+l)]Vil+_é_<0

Ou le paramétre x reste 4 définire. Le premier terme de la parte droite de 1’équation (4.85)
représente le schéma upwind du premier ordre, et le deuxiéme terme est une correction qui
sert A convertire le schéma 4 un ordre supérieur. Pour toutes les valeurs de rce[—l,l], on

obtient une forme mixte du schéma de différences centrales et upwind linéaire du second

ordre. Les schémas SDUL, QUICK et UIC sont obtenues respectivement pour x=—1 ,% et-:l,’-.

(4.85)

La valeur de x=0 donne le schéma de Fromm [34], pendant que &=l correspond aux SDC.
Pour k#L I'erreur de troncature locale est du deuxiéme ordre alors que pour K‘=-:];— elle est du

3

troisiéme ordre. Pour une mise en ceuvre générale, la formulation x reste trés commode.

IV.5.3 Approximation des flux de diffusion :

Dans cette section nous nous intéressons aux schémas capables d’exprimer les dérivés sur les
faces du maillage (les flux de diffusion) en terme de valeur des nceuds adjacents. Une
attention spéciale sera accordée en particulier, aux termes des dérivées mixtes qui surviennent
de I’utilisation d’un systéme de coordonnées non-orthogonale, au vu de la condition de
positivité formulée dans la section IV.5.1. La discrétisation en volumes finis de I'équation du
transport (2.76) céde 4 1'équation (4.16). Apres avoir substitué (2.77) dans (4.16) pour tous les

page 60



Résolution numeérique Chapitre IV

faces des cellules, on obtient par exemple, pour les flux diffusives sur la face de la
cellule (i+—%—, j ,k) 'expression suivante:

5 o i
T )T S )BT 5

Pour des raisons de convenance nous nous restreignons aux seules faces (i+-é—, j,k), Les autres

(H%J,k) (4.86)

faces seront traités de la méme fagon.
Remarque 4.1 Nous supposons la transformation x=x(§' ) réguli¢re, afin que les quantités

géométriques\/g ,g7 et le coefficient de diffusion I'sur les faces de maille puissent étre

approchées par interpolation bi ou tri-linéaire.

Si le maillage est orthogonal, les deux derniers termes de (4.86) disparaissent et la premicre
partie est approché par les différences centrales suivantes :

o¢

T3Py~ Ps0) (4.87)
cette approximation est conservatrice et contribue & la positivité du schéma. L’erreur de
troncation locale est du deuxiéme ordre. Cependant quand un maillage non-orthogonal est
utilisé, I’approximation des dérivées mixtes peut causer de fausses oscillations. Par exemple,

0

- 99
si nous approchons 5L 2

(,-%, j,k) par des différences centrales et par interpolation bi-linéaire

(4-points) exigé pour exprimer les valeurs nodales de ¢ sur les faces de la cellule, on obtient:

0 BN L RURY

2

0¢
0¢?
=7}_—'(¢(i+1 )T PG,k YD1, -1k )y~ PG, -1 ,k)) (4.88)

en référence au théoréme 4.1, le coefficient correspondant aux points ¢(,-+1 ,j-1,k) €t ¢(,-, J-LK)

prend un signe défavorable si gﬁf+ 1 ,-k)>0 . D’un autre c6té, si gﬁi 1 jk)<0 , hous obtenons des
L 1d

contributions négatives aux coefficients de ¢(i+1 ,j+1,k) €t ¢(,-, j+1,k) - Mais ceci n’implique pas
nécessairement des solutions oscillatoires. En fait, ces coefficients sont habituellement trés

petits par rapport aux coefficients relatifs aux dérivées % , mais dans le cas d’un maillage

fortement non-orthogonal ces coefficients deviennent considérable et provoquent 1’apparition
de wiggles, nous considérerons trois méthodes pour éliminer ces difficultés.

La méthode (i) :

L'approche la plus évidente consiste en un traitement explicite des dérivées mixtes c’est a dire
qu’ils sont évalués au niveau de temps antérieur et sont incorporés dans le terme source. Cette
méthode est fréquemment utilisée dans les procédures numériques tel que [104], [26], [19],
[89], [180], [20], [82] et beaucoup d’autres. Elle permet de réduire la dimension du stencil &
S-points ou 7-points respectivement dans le cas 2D et 3D, cette méthode a I’avantage de ne
pas diminuer I’ordre de précision des approximations dans le cas stationnaire. Cependant, elle
peut causer la détérioration sérieuse du taux de convergence, en particulier quand le la grille
est nettement non-orthogonal ol des oscillations peuvent encore survenir dans la solution
stationnaire.
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La méthode (ii) :

Dans cette méthode, proposé par Demirdzic [27], une interpolation de 2-points est utilisée au

lieu de 4-points. Par exemple, supposons que gﬁ?+1 _k)>0 , alors l'approximation suivante est
I '2_11;

considéré:

o B
0 é’ 2 (i+é—,j-’k)—¢(i+;_’j+5_’k)—'¢(i+_§_,j_§_’k)
Zé_(¢(i’f’k)+¢(i+l AR ’k))—%_(¢(i,j—l,k)+¢(i+1 ,j,k)) (4.89)

Si g )<0 , on obtient :

(i+%,j,k
0 ‘
0 g)z (i+—é-,j,k)=—12—(¢(i,j+l ,k)+¢(i+1 ,j,k)"¢(i,j,k )-¢(i+| -1 ,k)) (4.90)

Ce schéma est symétrique autour de (l+%, j,k) est du second ordre en précision. Des

expressions similaires sont obtenues pour les deux derniers termes de 1’équation (4.16). Ce
schéma est conservateur, et produit des coefficients des points adjacents inconditionnellement

non-négatives c’est a dire ceux correspondants aux points ¢(,-+1 J-1,k)» ¢(i+1 j+1,k) ¢t
¢ (+1,j,k+1) > ¢(i+1 ,j,k—1) » mais il ne garantit pas la positivité des principaux coefficients aux
points (i, j—l,k),(i+1, j,k),(i, j+1,k) et (i, j,k+1),(i, j,k——l). Cependant les termes de g'' donne
aux contributions de ces coefficients un signe correct dominant si g'?n'est pas trop grand.

Comme illustration nous discutons le cas de la transformation bidimensionnel suivante:
x'=0¢"+{*cosa

={giner (4.91)

ol o>0 est le facteur d’allongement eta est l'angle entre les lignes de la grille représenté sur
la figure (4.2). Il peut étre montré, en considerant I'équation discrétisé (4.80) et en appliquant
la condition de positivité des principaux coefficients que :

|g‘2|3min(g”,g‘2) (4.92)
;2
/77

 — 7 ¢

Figure (4.9): Coordonnées obliques avec allongement horizontal
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a condition que le coefficient de diffusion I'soit uniforme sur chaque maille. En utilisant

(4.91) on peut écrire : g1=0? : g,=0c0sq ; g»=1. (4.93)
alors qu’en utilisant la relation (2.56) nous obtenons de (4.21) les conditions suivantes:
olcosaf<l, si o>1 (4.94)
lCOSdl <.
=1, sio o<l (4.95)

Ces conditions ont été dérivées par Demirdzic [27]. Si la grille est oblique et non allongg,
alors la solution du schéma est toujours positive, et indépendante de l'angle.

La méthode (iii) :

Tous les schémas précédemment considérés ne garantissent pas une positivite
inconditionnelle de la solution. Dans ce qui suit, un nouveau schéma qui satisfait le Théoréme
4.1 sera décrit. I utilise des différences décentrées plutdt que centrales tel que seuls les
coefficients non-négatives seraient impliqués. La dérivé mixte suivant la direction §?au point

(i+—;—, j,k) est évaluée par les différences suivantes:

1 1 .
a¢ . 7¢(i+l,j+],k)+7¢(i,j+l,k)_¢(i,j,k)’gtii_;_,j,k>>0
- 1 1 3
0 é/ 2 ¢(i,j',k)—§-¢(i+1,j-l,k)—7¢("=j—1,k)’g(iié—,j,k)<0 (4.96)

Il est évident que ce schéma réduit Pordre de troncation. mais il a Vavantage d’étre
inconditionnellement positive. Des expressions similaires sont obtenues pour les deux
derniers termes de 1’équation (4.86). de plus puisque les différences des faces de maille sont
uniquement définies sur chaque face de cellule, le schéma est aussi conservateur.

Les termes de dérivées mixtes dans la présente étude sont approcher par des interpolations de
4-point, formulé dans (4.88). Ce choix est motivé par le trés bon comportement de ce schéma
avec lequel aucun coefficient négatif n’est rencontre.

Généralement, le nombre total des variables enchainées ensembles dans I'équation du
transport est de 9 points et 19 points respectivement en deux dimensions et trois dimensions.
La structure du stencil de discrétisation en bidimensionnel est représentée dans la figure
(4.10).

O O O O O scalaire
"
O ® O e - @)
y2
@) O @) O
(a) (b)

Figure (4.10) Le stencil de discrétisation pour une équation de transport en 2D : (a) Termes de convection
(b) termes de diffusion
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IV.6 Conditions aux limites, intégration temporelle et algorithme de
résolution :

Cette partie du chapitre est consacré & quelques thémes complétant la description de la
méthode de résolution numérique. Premiérement, la mise en oeuvre des conditions aux limites
pour les équations de quantité de mouvement ainsi que pour les équations de transport sont
décrites dans section IV.6.1, suivi par une discussion sur la méthode des fonctions de parot.
Ensuite, l'intégration temporelle et la méthode de correction de pression sont présentées dans
la section IV.6.2. La section IV.6.3 décrit le traitement du terme source dans les équations de
turbulence. Un résumé de I’algorithme de résolution total est esquissé dans section IV.6.4.

IV.6.1 Conditions aux limites :

Pour les écoulements incompressibles, les équations gouvernant ie mouvement des structures
turbulentes décrites au Chapitre II sont paraboliques ou elliptiques quand I’écoulement est
indépendant du temps. Par conséquent, les conditions de la limite doivent &tre spécifiées sur
toutes les limites du domaine de calcul. Bien que, les conditions de la limite peuvent étre
spécifiées comme dépendantes du temps, nous nous restreignons aux conditions aux limites
stationnaires. A I"entrées du domaine, la vitesse et les valeurs des quantités de turbulence sont
prescrites. Il est, cependant, habituellement nécessaire de calculer le taux de la dissipation & 4
partir de I'énergie de turbulence k et d’une estimation de la distribution de la longueur des

2

échelles de turbulence /, a I’aide la formule gz—l; dans le cas d’une modélisation & deux

équations de transport. A la sorite du domaine du calcul o souvent aucune information
physique n’est disponible, on applique une condition de sortic d’écoulement (outflow) c’est 4
dire que les contraintes normales et tangentielles sont prises égales a zéro, le gradient normal
d’un scalaire peut étre alors imposé comme nulle. Sur un plan de symétrie les composantes
des tensions de cisaillement, ainsi que les composantes normales de vitesse et les gradients
normaux sont considérés nuls. Sur les parois fixes, en principe, des conditions d’adhérence
peuvent étre imposées. La vitesse du fluide sur la paroi est prise égale 4 celle de Ja paroi qui
est dans notre cas a égale zéro. Souvent, si le maillage prés des parois n’est pas suffisamment
resserrer les contraintes de cisaillement sont intégrées & 1’aide des fonctions de parois. Ces
lois de paroi sont basées sur la supposition d’une prédominance d’un équilibre local dans la
couche turbulente prés des parois. La loi de paroi permet d’exprimer la variation d'énergie de
turbulence et son taux de dissipation en fonction de la distance normale et le frottement de
paroi dans une forme adimensionnelle qui facilite 1’application des conditions aux limites. Ces
formules sont communément reportées comme étant fonctions de paroi.

Plusieurs autres types de conditions aux limites peuvent atre rencontrés dans les problémes de
dynamique des fluides, par exemple pour un écoulement turbulent homogene suivant une
direction précise, des conditions aux limites périodiques peuvent étre appliquer, en imposant
3 1a solution la méme valeur au début et a la fin du domaine.

La discrétisation des conditions aux limites regoit souvent moins d'attention que la
discrétisation des équations de 1I’écoulement, ce qui est injustifié au vu de I'influence de cette
derniére étape dans l'exactitude de la solution. Prés des limites, les intégrales sur les cellules
sont approchées suivant la procédure de discrétisation habituel, mais les flux & travers les
faces de la cellule qui coincident avec les limites du domaine exigent un traitement spécial.
Ces flux sur les limites doivent &tre exprimés en fonctions d’inconnues définies 4 I’intérieur
du domaine de calcul numérique, pour y parvenir on utilise des différences décentrées ou des

extrapolations. Les détails de I'impiémentation des conditions aux limites des équations de
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mouvement et des équations du transport seront présentés, respectivement dans les sections
IvV.6.l.1etlV.6.1.2.

IV.6.1.1 Les équations de quantité de mouvement :

Nous discuterons des conditions aux limites des équations de quantité de mouvement et leur
application. Cette mise en ceuvre est dans un premier temps fastidieuse et un peu compliquée.
Pour décrire cette opération d’une manicre plus claire, nous nous restreignons au cas
bidimensionnel, des détails supplémentaires peuvent &tre trouvés dans [127]. On considére les
conditions aux limites suivantes :

e Les conditions de Dirichlet : les vecteurs de vitesse tangentiels et normaux sont
prescrits sur la surface limite ¢"=constante.

(ul’l}l et (u.t )‘ donnés (4.97)

ol n et ¢ sont les vecteurs unités extérieures normal et tangent.

e Les conditions de Neumann: les contraintes tangentielles et normales sont
prescrites sur la surface limite £”=constante.

(c®nh o (04}  domes (4.98)

ot o™ est le vecteur des contraintes normales.

o La vitesse tangentielle et les contraintes normales sont prescrites sur la surface
limite {"=constante.

t 4

U ot (O'(”).n)z donnés (4.99)

o Les contraintes tangentielles et la vitesse normale sont prescrites sur la surface
limite {"=constante .

(o) e w donnés (4.100)

Une fois les conditions aux limites définies, nous considérons la discrétisation des cellules
auxquelles une face fait partie de la limite du domaine. Nous ne considérons pas les coins du
domaine. Les cellules des limites sont traitées exactement comme les cellules intérieures. Ce
traitement introduit quelques inconnues virtuelles qui peuvent étre éliminées en utilisant les
conditions aux limites ainsi que des extrapolations linéaires. Il est nécessaire d'exprimer les
conditions aux limites en termes de vitesse contravariantes ou composantes des contraintes.
La transformation est définie par la méthode suivante: sur une surface caractérisée par
¢"=constante, on définit uniquement le vecteur normal # et le vecteur tangent ¢, donn€é par

(2.42). Nous avons :

U "=u".a("):(u.n)7.a(”):V g"u.n (4.101)
U, =u‘.a(,)=(u.t)‘.a(,)= guu.l (4.102)
Avec Ui =g1cU? qui permet d’écrire :
U'=E1—\/gt,u.t—gmU" (4.103)
43
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Notons que les indices 7 et ¢ sont fixés, c’est 4 dire qu’on n'applique pas de sommation. Soit le
tenseur des contraintes &5 dénote du B*m™ composant cartésien de o) donné par 1’expression

Og=—pdg+T§ avec p la pression et 7§ le tenseur déviateur des tensions. En coordonnées
généralisées :
o¥=—g? p+r? (4.104)

avec 7% donné par (3.62). Soit le tenseur des contraintes sur la surface {"=constante

exprimé 4 1’aide de la relation suivante :

o =(0'(”).n>l+(0’(").t} (4.105)
D’apres Aris [3], nous avons :
W=, (4.106)
avec nq, le @ composant de n, afin que :
Sg={cnpy o), @.107)

On dérive une expression pour o™ en prenant le produit scalaire de (4.107) par a™ :
Ggnaag” =nzal"g"” o n+t yal gt (4.108)

Le dernier terme de (4.108) disparait car :

tﬂagn)gyﬁ:ﬂ;a ”):__l___a(t)'a(n):()

20 2 (4.109)

De (4.109) on obtient :
F3alal=alal"g "o n (4.110)
Ce qui permet d’écrire :
om=gmg)p 4.111)
De la méme fagon, une expression pour 0" peut étre trouvée en prenant le produit scalaire de

(4.107) par

oy naa(f)zn ﬂa(t”)a("). n+tﬂa(f)a(").t (4.112)
Ou: Ggnaaly=tsafiot (4.113)
=, b L ‘gnn Y
Tel que : Op )g J'ta(ﬂy )_a(;)ag)gyﬁ\/gn—o-( )-t (4.114)
qui devient : OGO g =g g "t (4.115)
Eten conséquence: O "t_gl ( g"8u0 () [—8muo "”) (4.116)

aff

Notons que 0% est donné par (4.104). En conséquence, I’intégration de la pression et des

tensions visqueuses sur les cellules des limites est appliquée simultanément.
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Pour I’intégration en volumes finis nous avons besoin d’un volume de control pour chaque
inconnu, excepté quand la composante normale U” sur la surface des limites du domaine est

imposée. Dans ce cas on considére un seul volume de control pour la composante tangenticlle
U" alors que la vitesse normale est introduite explicitement en vitesse inconnue prescrite sur

les limites. Soit la cellule limite €, sur la surface limite représentée par ¢ >=¢7 la vitesse u est
2

prescrite. Nous avons :
U?=,/g?u.n sur {?=(7} (4.117)
2

Ulzﬁ( g“u.t—glez) sur§2=4’%2 (4.118)
Le stencil résultant de I’intégration suivant le volume Q |,  est représenté sur la figure(4.3).
it

Nous avons des vitesses tangenticlles et pressions virtuelles aux points (i_.é_,o)et (i,0),

2 >
I'extrapolation linéaire suivante:

Hero=2gU" (1+4)

P(i+1,o)=2pl(i+z,1)—p(,-+/,z) (4.120)

(i+—;—,0), (i+1,0) et (z+3 O) Ces inconnues virtuelles peuvent étre éliminées en utilisant

~Pisen) (4.119)

avec k—~--1—lé et [=0,1.

2°2°2

vy
Supposons que la contrainte tangentielle (O’ ) ¢ } est prescrite sur ¢*=¢}, si nous avons une
2

condition limite de non-glissementt. L'expression (4.118) est remplacée par :

O_ﬂ:j( g2g;,0".t-g; 02 SUI§2=§12 (4 21)
11 2

On consideére I’intégration de 1’équation de J'sur ’)”11, puisqu’on traite le cas d’une

condition aux limites ol les contraintes sont prescrites, le tenseur des contraintes regroupant
les termes visqueux et de pression doit étre traitée séparément. Nous nous restreignons aux
intégrales des termes de convection et du tenseur des contraintes, qui impliquent des
inconnues virtuelles. Le discrétisation du terme de convection nécessite 1'évaluation de la

vitesse virtuelle V('+‘ o) (voir la figure (4.3)) par l'extrapolation linéaire suivante:
! E,
V(}+k,o)=2 V(z!+k,1)_V(}+k,2) (4.122)

aveck=

(voir(2.11),(2.77),(4.104)):
O.Jgo " i+
Qﬂj“/_ \é;,, dQ~—\fgoffisi)— \/go-lzt

Le terme \/go"z au point (i-l%,%) est évalu¢ en utilisant (4.121) et (2.39):

%. La discrétisation du tenseur des contraintes est donné par

B

Nl—-w]w

)
{ 4,123

m-—-m»—
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\/—g—O-IZ( ”_O. \/—8210-22

Le premier terme est prescrlt, il contnbue a la partie droite des équations discrétisées de
quantité¢ de mouvement, cependant le second terme et les autres termes de (4.123) contiennent

des inconnues virtuelles qui doivent étre éliminées en utilisant (4.122) avec k=— % % g et

(4.120) avec /=0,1.Et :

,+1 L) (4.124)

I/(H-mO) 2\/_U

,) est évalué a1’ alde de la condition aux limites {(4.117).

I/(L+m 1) (4125)

x+m

Quand la vitesse normale U? n'est pas prescrite a la limite, nous introduisons un demi-volume

avec m=0,1. la quantité U(_

de contrdle pourU?, car les équations de mouvement ne sont valident qu’a I’intérieur du

domaine de I’écoulement. Si nous intégrons (4.10) sur le demi de cellule Q,1 pour @=2 en
’2

utilisant la régle du point milieu, on obtient les approximations suivantes :

J— T2 (’ ‘) (4.126)

O\JeT?
jj_ ‘é;ﬁ dQ~L \/_Tzl

J[Fz 6U2 }Tﬂy]d ~_\/_(Fz__a,£j_2__ ﬁy}Tﬂ’]
QL%

Ces approximations sont appliquées prés des limites de sorite, ol I’écoulement est supposé ne
plus trop changer. Cette restriction nous permet d’approcher les intégrales (4.126) et (4.127)
au premier ordre de précision. Autrement, un stencil plus large serait nécessaire pour
maintenir une précision du second ordre. Les contributions de convection, du tenseur des’
contraintes et la partie droite des équations contenants les symboles de Christoffel, impliquant
des inconnues virtuelles peuvent étre éliminés comme ce qui suit: Pour le terme de
convection, les composantes de la vitesse virtuelle peuvent étre éliminées par 'extrapolation
linéaire des inconnues intérieures et des valeurs limites des vitesses tangentes, si elles sont
prescrites. Les pressions virtuelles peuvent aussi étre éliminées par l'extrapolation linéaire.

N[—‘ Nl—
N|~ ~|_

et

(4.127)

|~_)l..4

Concernant le tenseur des contraintes, le terme \/50'22

(,. 1 ) peut étre évalué en utilisant la
2
condition aux limites, voir (4.111). Si la contrainte tangentielle est prescrite, alors les termes

\/—021,.11 etJ—az‘

maniére habltuellc. Finalement le terme,

( W x) sont donnés par (4.124), sinon ils contribuent au stencil de la

1 f2 By
-4 / %Z 1
glﬂr (1,2) (4.128)
peut étre traité comme auparavant, a I'CXCCptiOH du terme :
g{lzl }C i (i,—;) (4.129)
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; : i ou s ; P
qui requi¢re I’approximation de—=sur{?=¢} ¢€largissant le stencil de discrétisation.
2

042

Cependant, puisqu’on suppose la variation de U suivant la direction? négligeable, on a :

La procédure d’intégration suivant €;,1, de la composante tangentielle de la vitesse V({ L)’
2’ i+,
est similaire 4 celle exposé préalablement, excepté pour les expressions (4.118) et (4.125)
remplacés par :
U' donné sur {?=(? (4.130)
2

V(i2+m,0)=2 V(i2+m,1)—V(i2+m,2) (4.13 1)
La condition (4.130) combiné avec o™n prescrit a la limite de sorite de 1'écoulement, est

supposé égale 4 zéro. L’une des raisons qui nous pousse 4 prescrire U' au lieu de u.t est sa

simplicit¢ de mise en ceuvre. L’imprécision associée ne se propagera pas en amont, a
condition que le nombre Reynolds soit suffisamment grand et que la limite de I'écoulement
soit placée en aval de la région qui nous intéresse. Nous avons complété maintenant la mise
en ceuvre des conditions aux limites, des détails supplémentaires peuvent étre trouvés dans
[127].

IV.6.1.2 I'équation du transport :

Dans cette section nous considérons le discrétisation de I'équation de transport pour ¢ sur les
cellules limites. Les conditions aux limites suivantes seront considérées:

e Les conditions de Dirichlet : ¢ prescrit sur la surface limite {"=constante.
$=gp (4.132)

e Les conditions de Neumann : la dérivée de ¢suivant la direction normale 4 la
surface limite £"=constante est prescrite. '

I'n.Vé=gy (4.133)
ol 1 est le vecteur unité extérieur normal 4 la surface limite ¢"=constante. La mise en oeuvre

des conditions aux limites doit &tre tel qu'il en résulte un schéma positif. Les seuls termes qui
peuvent introduire des inconnues virtuelles sont les termes de convection et les termes de
diffusion. Ces termes seront traités séparément. Chacune des cellules limites sera traité

comme dans la Section IV.3.3. Nous nous restreignons a une cellule limite Qu,jksur §'=¢] .
2

Les autres limites peuvent étre traitées exactement de la méme fagon. Nous ne discutons pas
des modifications apportées aux coins limites du domaine qui nécessite plusieurs
combinaisons des conditions aux limites prescrites. Le traitement de ces possibilités est tres
important pour obtenir un schéma positif. Nous traitons un domaine de calcul
tridimensionnel :

Le terme de diffusion.
Considérons l'intégration en volumes finis du terme de diffusion (voir (4.16) et (3.76)):
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— 1 a\/—rg"‘ Pp 6¢ lj+—;-k J%)
Q,,»,k,\/g o™ zﬁb_‘/_rglﬂaé’ﬂ 3 k ‘/ﬂ gma;ﬂ lj_;k \/_ g;ﬂa‘gﬁ}(l ik ) (4.134)

Supposons que ’on ait une condition de Dirichlet (4.132) sur ¢'={]. On considere les
2

approximations suivantes :

(j,k):¢(ljk) gp

(L) (4.135)

09
El4l

ag’bz( L k8oL e la) go|(Lj-Lk) (4.136)
ag3 @/k)‘gf’( Skt ) gD( :lr——z—) (4.137)

et

0
e AT

(I (4.138)

(sl (4.139)

alors que les autres termes de (4.134) sont traités avec la méme méthode, exposé dans la
Section IV.4.3. Pour (4.135) nous avons utilisé des différences décentrées, alors que dans
(4.136) a (4.139) des différences centrales sont utilisées. L'expression (4.135) contribue a un
schéma positif. Les expressions (4.136) et (4.137) contiennent que des termes connus et n'ont
pas d’influence sur la positivité du schéma, pendant que (4.138) et (4.139) contribuent a un
schéma positif si la méthode (ii) ou (iii), exposé dans la Section IV.4.3, est employée pour

calculer ¢(% L ,k) et ¢(:3,_-,j,kt ! )

aé'll(l /k) ¢ 3 k+|\—gD

Ensuite, soit une condition de Neumann (4.134) sur {'=¢| donné par :
2

I'g"” o¢

\/—agp =&n

ici, l'intégration en volume finie du terme de diffusion (4.134) devient :

—x/g\/— g8y

'n.V¢g=—

af
J' 1 a\/—rg ¢ﬂd§2 \/—Fgw ¢ﬁ
Qlj/\l aé/

(A k+—)

Uk__) (4.141)

—JgTg¥ 3 f 7

1 a¢
ok 3p
1] ék ‘\/—rg Oé’ﬁ

La partie droite de 1’équation (4.141) peut &tre approchée juste 4 I’intérieur du domaine, ces
approximations introduisent quelques inconnues virtuelles aux points ((), j,k) ,(O, j:tl,k) et
(O, j,kil), qui peuvent étre éliminées au moyen de la condition de Neumann (4.133) et des
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points virtuels X, jx)> X(0,j£1,k) €t X(o.jks1)> PAT réflexion, respectivement des points

x(‘».]ak) ? x(leilsk) et x(],_],kil) > ﬁ la limite é’l_—_'gi *
2

Les inconnues virtuelles sont éliminées par les approximations suivantes:

Bo.1.6=90.14) ng x(l,j,k)'x(o,j,k)‘ (4.142)
|
¢(o,_,'¢1 ,k)=¢(1 il ,/c)'irN"x(l k)T X(0, 21 ,k)l (4.143)

¢(O,j,kil):¢(l ,j,kﬂ)—‘gflllx(l k)T X(0, jkx1) (4.144)

En référence au théoréme 4.1 il est claire que ces approximations produisent un schéma

positif car les coefficients de ¢(o, j,k)a¢(0, j41k) €t P juer) SONE non-négatifs. Un modéle de

sous maille 4 deux équations, seules les conditions de Neumann homogenes (gn=0) sont
appliquées.

Le terme de convection.-

Les schémas décentrés en amont (upwind), traités dans la section IV.5.2, introduisent une

seule inconnue virtuelle prés des limites, & savoir ¢(0, k). Avec des conditions aux limites

Dirichlet ou Neumann cette inconnue virtuelle peut é&tre éliminée en utilisant une
extrapolation linéaire. Dans le cas de la condition Dirichlet (4.132) nous écrivons :

Bo.)=28 o _‘j’k)—¢(1, k) (4.145)

toutefois dans le cas d’une condition de Neumann (4.133), (4.142) est utilisé pour éliminer

¢(0, k) Dans tous les cas la positivité des schémas est maintenue.

IV.6.1.3 Fonctions de paroi :

Le calcul détaillé de I’écoulement prés d’une paroi nécessite 1’introduction d’un nombre éleve
de point de discrétisation dans la zone de la sous-couche visqueuse et la zone intermédiaire ou
régnent des gradients intenses. Une méthode pratique pour pallier cet inconvénient est de faire
appelle a une loi universelle dans ces régions. Dans les cas usuels de couche limite sur plagque
plane on utilise la loi logarithmique de vitesse proposée par Launder et Spalding [66]. Les
fonctions de paroi utilisent des lois empiriques pour circonvenir I’incapacité du modéle &
prédire un profil de vitesse logarithmique prés d’une paroi. Avec ces lois, il est possible
d'exprimer la vitesse parallele aux parois et les quantités de la turbulence 2 l'extérieur de la
sous couche visqueuse en fonction de la distance aux parois et des conditions de paroi telle
que la tension du frottement et du gradient de pression.

Les fonctions de paroi sont utilisées pour fournir des conditions aux limites pour les équations
de mouvement et des équations de transport, afin que la sous couche visqueuse n’aie plus
besoin d'étre résolu par un maillage trés fin. Les lois de parois peuvent étre obtenues par
intégration des équations du mouvement dans D’approximation unidimensionnelle de
I’écoulement stationnaire de couette.
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L’expérience et ’analyse dimensionnelle montrent que la tension du frottement sur la paroi
7, est liée 4 la vitesse paralléle a travers la paroi par la loi logarithmique suivante:

1
B o= pCirAlkp
"= In (EY ;)

ol la coordonné de paroi Y+ est donnée par :

uh (4.146)

1
4

_pCixk (4.147)
U

Ici, u’est le vecteur de vitesse tangentielle, et x est la constante de Von Karman (= 0.4) et £

Y+

est un paramétre de rugosité, approximativement €gale 2 0.90 pour une paroi lisse. L’indice p
fait référence au centre d'une cellule adjacente 4 la paroi. L'emplacement du centre de la
cellule loin de la paroi doit étre tel que ¥*>11.3 pour que la loi de paroi (4.146) reste valide.

Sinon, 7, est calculé 4 partir du profil de ]a sous couche visqueuse:

Ty = If; uh (4.148)

Ces relations sont une approche trés acceptable dans le cas d’un écoulement bidimensionnel
dans une région ou 1’équilibre local prédomine, mais nous les utiliserons aussi bien dans des
circonstances plus générales. Une étude des lois de paroi tridimensionnels est présenté dans
[150].

La tension de frottement sur la paroi 7, peut étre utilisée comme une condition aux limites
pour les équations de quantité de mouvement suivant I’expression:

o=z, | ; t=|%"—| (4.149)
"

Si la contrainte tangentielle (O'(").t)' est prescrite. La deuxiéme condition est supposée étre :

u.n=0 (4.150)
Le vecteur ' peut étre obtenu en sousirayant le vecteur normal u" du vecteur vitesse u:
u'=u-u" (4.151)
avec :
U o
u=U%aqg et u"=(u.n)z=g’m a” (4.152)

ot (2.39) a été utilisé. Les composants de la vitesse contravariantes U2 et U" au centre de

la cellule sont calculés par interpolations linéaires en utilisant les points adjacents. La distance
d'un nceud p prés de la paroi d'une surface limite peut étre trouvé comme le produit scalaire
d'un vecteur qui connecte les points limites B et P et du vecteur unité normale n (voir la figure
(4.11)) .

Les coordonnées de B et p sont obtenues par interpolation linéaire des coordonnés des faces
de la maille .

Y,=BP.n=""28_ (4.153)
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Figure (4.11): Calcul de la distance normale Y, entre le nceud p et la surface limite.

Afin d’assurer une représentation numérique exacte de 1’énergie de turbulence prés de la paroi
un traitement particulier est exigé dans 1’évaluation du terme source par les cellules proches
de la paroi. On considére le terme de production de P’équation de 1’énergie de turbulence k.
Puisque I’écoulement dans la sous couche est supposé étre celui de Couette, la contribution
dominante dans le terme de production est :
ou!
be=tyoy (4.154)

Suivant Launder et Spalding [66], nous supposons que la valeur locale de preduction au
centre de la cellule prés de la paroi peut étre obtenue par une moyenne sur le demi de cellule
proche de la paroi :
¥ out
B( =—1— TW:'—d ¢ =’Z'W.-Jl 4.155
Yp g oY Yp (4.155)

en prenant 7, constant a travers la cellule proche de la paroi. Le taux de dissipation de & sur
les cellules de la sous couche doit &tre traité d'une maniére analogue. Pour évaluer le taux de
la dissipation dans la couche logarithmique, on pose :
1r 3
Cik? 4.156
E=———
P (4.156)

en supposant I’équilibre local, logique avec l'usage de la loi logarithmique de paroi. Dans le
sous couche visqueuse nous adoptons l'expression suivante:

k2

e=Cy > (4.157)
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Avec (4.156) et (4.157) nous pouvons calculer la moyenne du taux de dissipation sur le demi

de cellule prés de la paroi:
.

3 3y+
ChkgL2Y4<113

Y,
1 -
&= ledY= ,,”
);6“5 2InEY)

h<

Ciiz——22.y+5113 (4.158)
K p

Ici, nous supposons que la variation d'énergie turbulente 4 travers la cellule proche de la paroi
est négligeable. Les expressions (4.155) et (4.158) remplacent respectivement Py €t &, dans le
terme source de la forme standard de 1'équation pour 1’énergie turbulente (3.76). Finalement,
le flux d'énergie turbulente & travers la paroi est supposé nul et la valeur de £ au premier
point de la grille loin de la paroi est déterminée 4 partir de (4.156).

IV.6.2 Intégration temporelle et les techniques de correction de
pression :

Plusieurs techniques numériques nécessaires 4 la construction d’un code de simulation
numérique d’un écoulement instationnaire (discrétisation spatiale, interpolation et méthodes
de correction, conditions aux limites, etc.) ont été largement discutées dans les sections
précédentes. Pour résoudre un probléme stationnaire, plusieurs stratégies sont disponibles.
Une approche appropriée est d’appliquer une méthode d’intégration dépendante du temps
pour atteindre un état stationnaire. Plus spécifiquement, on peut considérer la solution
stationnaire comme la limite temporells infinie des équations d’écoulements instationnaires
c’est & dire que l'intégration peut étre envisagée comme une méthode d'itération et le pas de
temps comme un facteur de relaxation. Par cette approche il nous suffit donc de définire une
seule méthode d’intégration qui servira alors & résoudre les problémes stationnaires et
instationnaires.

De méme que l'espace physique est discrétisé par un maillage, l'axe des temps doit étre
découpé en intervalles A7 que nous supposerons réguliers pour intégrer numériquement les
équations filtrées de Navier-Stokes et les équations de modélisation. Le champ
acrodynamique n'est alors calculé qu'en des instants ¢"=nAt, ot At est communément appelé

le pas de temps.
Aussi la discrétisation du probléme continu est achevée en choisissant :

a

o Une discrétisation de la dérivée temporelle 5

o l'instant entre #"+' et " ol sont estimés les termes de convection et visqueux.
Si les ces flux sont estimés en ¢", la méthode d'intégration est dite explicite, et elle se

caractérise par la rapidité de l'intégration des équations sur un pas de temps. Cependant ce
dernier peut parfois prendre de trés petites valeurs pour assurer la stabilité de I'intégration, car
il doit vérifier la condition de Courant-Friedricks-Levy :

2
At<CFLmin, Ax, AR

e 4 (4.159)

Ot le nombre de CFL est proche de l'unité, sa valeur doit &tre 1égérement ajustée en fonction
du schéma explicite retenu. Le pas de temps se trouve donc limité par une double contrainte,
qui consiste 4 assurer une intégration stable des flux de convection et visqueux.
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Si les flux sont estimés en ¢+, la méthode d'intégration est dite implicite, et la stabilité de

I'intégration n'est plus liée 4 I'équation (4.159). Dans ce cas, les limitations imposées au pas de
temps ont pour unique origine l'instationnarité des écoulements. Ainsi des pas de temps de
valeur quasi-infinie peuvent étre employés pour accélérer la convergence vers une solution
stationnaire. Cependant le prix 4 payer pour cette stabilité accrue réside dans la nécessité de
résoudre un systéme linéaire 4 chaque pas de temps de l'intégration temporelle, ce qui peut se
révéler trés coliteux en temps de calcul. Cependant, la résolution numérique des équations
incompressible de Navier-Stokes est compliquée par le manque d'équations explicites pour la
pression. Afin de contourner cette difficulté on utilise des méthodes de projection. Ces
méthodes divisent l'intégration d'un pas de temps en deux sous pas, constitués d’un pas
prédicteur qui permet d'obtenir une premiére estimation du champ de vitesse, qui n'est pas en
geénéral 4 divergence nulle et d'un pas correcteur, qui modifie le champ de vitesse afin
d'assurer la contrainte d'incompressibilité. Cette technique est connue comme la méthode de
correction de pression [47]. Pour la discrétisation temporelles nous utilisons une combinaison
linéaire du schéma d’Euler décentré en avant et en arriére, appelé méthode-6, et la méthode
de correction de pression du deuxiéme ordre de troncation en temps décrite par Van Kan
[152].

Le discrétisation spatiale des équations de continuité, du mouvement et des équations de
transport aboutit au systéme d’équations non-linéaires dépendantes du temps suivant:

R%I:—+M (V,¢51 e @ )+Gp =F (4.160)
DV=0 (4.161)
R%;LT,- (I/,qﬁ1 ¢n)=S,~ +84 ;Viell,.N] (4.162)

Ou ¥ et p dénotent des vecteurs algébriques contenants les inconnues de vitesse et de
pression de touts les points du maillage, ¢ est la im fonction scalaire discréte de la grille et
N est le nombre total des scalaires inconnues. Par exemple dans le cas du modele 4 deux
¢quations de transport N = 2. En outre, R est la matrice diagonale unité, D) et G sont
’opérateur de divergence et de gradient discrétisé, M représente la discrétisation spatiale des
termes de convection et des tenscurs des contraintes visqueuses et 7; est Popérateur
impliquant la discrétisation de convection et de diffusion du i scalaire. Le vecteur F
contient les forces de volume et les termes dues au changement de repére ainsi que les valeurs
des vitesses aux limites du domaine et S représente le terme source suivant ¢ qui est en

général une fonction de ¥; et ¢, Vje[l,..N]. Les termes sources S; résultent des conditions

aux limites pour ¢, .Dans cette section nous nous restreignons 4 la discrétisation temporelle de
I'équation de quantité de mouvement. Le traitement des équations du transport sera discuté
dans la prochaine section, car la discrétisation du terme source de la turbulence a un impact
considérable sur l'intégration temporelle. L’application de la méthode-6 a (4.160)-(4.161)
nous permet d’écrire :

yontl_pn
R——s—+6M (y 1 ) (1-0)M (V  }+-0Gp »+1+(1-6)Gp *
___0Fn+l+(1__0)F” (4163)
DV n+1=( (4.164)
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Ol @ varie entre zéro et 1’unité, n dénote du niveau du temps précédent, n+1 le nouveau
niveau du temps. Pour =0 et §=1 nous obtenons le schéma d’Euler du premier ordre

respectivement, explicite et implicite, pour 6=L nous obtenons le schéma de Crank-Nicolson

2
du deuxiéme ordre. La méthode de correction de pression définit le changement du niveau de
temps (n) au niveau (n+1) en deux pas. En premier lieu, (4.164) est remplace par :
V L ]
RTHM(V*)+(1—9)M(Vn}(l—e)Gpn=9Fn+1+(1—9)Fn (4.165)

Ol V* représente une vitesse intermédiaire. Le terme non linéaire M (V*} est linéarisé en

utilisant la méthode Newton du deuxiéme ordre :

M(V'):M(Vn)«(aM ).(V*—V") (4.166)

oV
Le systéme obtenu est résolu pour V'*, en soustrayant (4.165) de(4.163), qui s’€crit :
Yo+l -
—— ——0RG(pr1-pn) (4.167)

Ou le terme Q(M (V "“)—M (V*)) peut étre négligé sans affecter l'ordre de précision [152].
L’application de l'opérateur discret de divergence D a (4.167) en utilisant (4.164) permet
d’écrire :

DV *=—-60AtDR -"G(p"”——p") (4.168)

une équation de Poisson pour la correction de pression. Généralement cette €quation introduit
un stencil de discrétisation de 9 points et 19 points respectivement dans le cas bidimensionnel

et tridimensionnel similaire 4 celui de I’équation de transport. Toutefois la matrice DR'G  est
non-symétrique lorsqu’on utilise un maillage non-orthogonal. Une fois p"*' est obtenue on

calcule V' par la formule (4.167).

IV.6.3 traitement du terme source de la turbulence :

Nous considérons le systéme (4.162) résultant de la discrétisation spatiale des équations du
transport de la turbulence. L'objectif principal de cette section est d’étudier I'influence du
terme source de la turbulence sur l'intégration temporelle des équations. Le terme source est
traité en séparant les contributions positives des contributions négatives arrangées sous forme
linéaire:

S =S +Sr¢; (4.169)
ol S/ représentent les contributions positives et Sfles contributions négatives. Tout terme
négatif ne contenant pas ¢ comme multiplicateur est divisé en premier lieu parg; (obtenu au

2\

niveau du temps antérieur) et ajouté a S afin d’assurer la dominance diagonale des

coefficients de la matrice afin d’amélioré la stabilité numérique. L’approximation de §;
devrait garantir la positivité des quantités de la turbulence (k et £). On introduit pour cela un
nouveau facteur temporel pour le terme source. En utilisant la méthode-8 de discrétisation
nous obtenons le systéme discret suivant :

¢ n+l_ ¢ n

R—T+9T"+‘+(1—9)T"=t//.S,~"+‘+(1—l//)S',-"+Sb,,~ (4.170)
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Ou l//e[O,l] est le facteur choisi indépendamment de 6. Pour un écoulement stationnaire, on
prend 6=l c'est la seule valeur qui assure la positivité de tous les coefficients dans la partie
gauche de 1’équation (4.170) et donc satisfait les conditions de Théoréme 4.1. Maintenant, on
considére le traitement du terme source S; tel que les valeurs des quantités turbulentes soient
non négatives pendant l'évolution du temps et par conséquent maintenir la stabilite
numérique. Il est suffisant de considérer 1'équation suivante:

¢ n+l_An
T¢—=W'Sin+l+(l_"’ )7 (4.171)
On linéarise le terme source au niveau temporel n+1 suivant :
SrHi=gn +(-g% (pr1—¢7) (4.172)

En substituant (4.172) dans (4.171), nous arrivons a :

¢ n+l__ ¢ n a8 n
LA S—— S "4 U n+l__Ahn
= 4% @1-97) (4.173)
Pour préserver la positivité de la solution ¢, on pose l'inégalité suivante (voir le théoreme
: asY 4.174
4.1): (6¢) <0 (4.174)

Bien que ce ne soit pas une exigence nécessaire, il est suffisant que ¢” soit non négative pour

que ¢"+'1’est aussi. Dans ce cas, quand (Q‘i) >0 nous devons choisir y=0.

op
IV.6.4. L’algorithme de résolution :

Les discrétisations spatiales et temporelles cédent & un ensemble d’équations algébriques
couplées pour la vitesse, la pression et les quantités de la turbulence (k et ¢). L’étape finale
du travail de simulation numérique est de choisir une méthode capable de résoudre I’ensemble
des équations discrétisées. Ce choix affecte l'accouplement de plusieurs inconnues.
Fondamentalement, la vitesse et le champ de pression sont associés par I'équation de
continuité. Pour les écoulements turbulents, les équations de mouvement sont associées aux
équations du transport de la turbulence par la viscosité turbulente. Il faut encore noter q’un
trés fort accouplement existe entre les équations de turbulence dans le cas d’une modélisation
a plusieurs équations de transport.

En principe, il y a deux approches pour la résolution de I'ensemble des équations discrétisées
couplées. La premiére consiste & résoudre toutes les équations en chaque point de la grille
simultanément. Par contraste, la seconde est une technique de résolution séquentielle itérative
découplée en traitant les autres variables comme des quantités connues jusqu'a obtenir une
solution convergée des équations. La méthode de résolution couplé exige un ordinateur tres
puissant, mais peut avoir un meilleur taux de convergence et plus de stabilité numérique que
celle traitant la résolution d’une maniére découplée [84, 117, 168]. Néanmoins, résoudre
toutes les équations simultanément, peut &tre si compliqué qu’il devient trés difficile d’utiliser
cette procédure de résolution. Il peut étre alors préférable d’adopter une méthode découplee
ou bien une forme mixte des deux stratégies.

Ici, I'algorithme de résolution peut &tre décrit par les étapes suivantes : Pour chaque pas du

temps, le début du processus commence par une estimation des variables V,p,k et & par des

valeurs initiales ou par les valeurs obtenues au niveau temporel antérieur. notons que la
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vitesse estimée doit satisfaire la condition d’incompressibilité. Ensuite 'équation de continuité
et les équations de quantité de mouvement couplées sont résolues en utilisant une viscosité
turbulente non actualisé. Afin d’assurer un champ de vitesse a divergence nulle la méthode de
correction de pression présentée dans la section IV.6.2 est utilisée. Les équations de quantité
de mouvement et équations de correction de pression sont résolues séquentiellement. A cause
des non-linéarités cette boucle (V*—»p) peut étre répétée jusqu'a ce qu’une solution

convergée soit obtenue, mais une itération de la méthode Newton pour chaque pas du temps
est suffisante dans le cas d’un écoulement turbulent stationnaire. Finalement, les équations de
la turbulence sont résolues d’une fagon découplées en utilisant les quantités de 1’écoulement
mises 2 jour et une viscosité turbulente non actualisé. L'équation pour & est résolue aprés celle
pour k. Pour les écoulements instationnaires, il est nécessaire de répéter cette boucle (k—>¢)
a chaque pas du temps pour atteindre un état de convergence. De plus, la boucle externe
(V*—p—k—>¢) qui contient les deux boucles intérieures (V'*—p) et (k—>¢ ) couplées par la

viscosité turbulente, est répété tant que toutes les variables au niveau temporel n+1 n’ont pas
encore convergées.

Pour résoudre un probléme stationnaire, la méthode consiste 4 résoudre les équations
instationnaires de Navier-Stokes et choisir une limite finale d’intégration temporelle assez
grande pour atteindre 1’état stationnaire. On dit alors q’une solution est stationnaire si elle
vérifie le critére de convergence suivant :

1-4
yntl—yn | ST relaccl|fu"*! 2+absacc (4.175)
avec
n+l__q,n
e,
un_un—‘l

2
Les valeurs de relacc (le paramétre relatif de précision) et absacc (le paramétre absolu de
precision) peuvent étre définies suivant le probléme traité, les valeurs par défaut sont égales 4
zéro. Il est recommandé dans ce cas d’utiliser le schéma Euler implicite, afin de pouvoir
utiliser de large pas de temps. Malheureusement la combinaison de ce schéma et la méthode
de correction de pression exclue l'usage de pas de temps trop grand.

Les systémes des équations linéaires sont résolus par une méthode de sous-espace de Krylov
du type GMRES [122] avec un préconditionnement ILU(factorisation LU incompléte). Cette
méthode est trés adaptée pour résoudre des systémes a matrice non-symétrique, avec un taux
de convergence relativement trés rapide. Puisque la méthode GMRES nécessite le calcul du
résidu. on utilise sa réduction comme critére de convergence. Soit le systtme 4 résoudre noté

Ax=b, aprés k itérations, nous avons une solution approximative x®et un résidu
T®=b— Ax® reli¢ & I’erreur de convergence eW=x—x® par la relation AcW=¢®) , donc la

reduction du résidu résulte de la réduction de erreur de convergence. Le processus
d’itération GMRES s’arréte a chaque pas du temps si le rapport de la norme résiduelle sur le

(k)
T
résidu initial Hsml ou fol est de I’ordre de 10-pour la résolution des systémes
T
2

d’¢quations de quantité de mouvement et du transport des quantités turbulentes et de 104

pour le systéme de pression (voir annexe pour plus de détails).
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Chapitre V

Application et résultats numeériques

L’algorithme de simulation numérique décrit dans les chapitres précédents a été utilisé pour la
détermination de 1’écoulement stationnaire et instationnaire autour d’un profil Naca0012. Les
résultats numériques ont été validés par des comparaisons avec des résultats expérimentaux
obtenus par des laboratoires d’aérodynamique instationnaire et celles obtenues par simulation
statistique sur une aile d’envergure dans différentes configurations.

V.1 Mise en ccuvre de la SGE sur le cas test :

Cette section du chapitre est consacrée a la mise en ceuvre de la Simulation des Grandes
Echelles pour calculer l'écoulement autour d’une aile tridimensionnelle présentée au
chapitre(Il).

V.1.1 Géométrie et maillage de 1’écoulement autour du profil d’aile et
ses caractéristiques :

La géométrie de I’écoulement est schématisée sur la figure (5.1), on définit la direction
longitudinale (Ox‘) et normale (Oxz) et finalement la direction transversale (Ox3). D’un point

de vue statistique, les directions (Ox‘) et (Oxz) limitées par la paroi du profil sont

inhomogenes, alors que la direction (Ox3) est homogene et justiciable de conditions aux

limites périodiques. Pour éviter le recouvrement des spectres et des corrélations dues aux
conditions aux limites les dimensions du domaine de calcul sont choisies telles que :

L,=4C L.=4C L,=C (5.1)

<+— C
Figure (5.1) Schéma de I’aile et des axes de coordonnées

Afin d’effectuer des calculs laminaires et turbulents statistiques nécessaire 4 I’initialisation de
la simulation des grandes échelles turbulentes on adopte deux types de maillage en forme C.
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Le maillage autour d’un profil d’aile adapté aux calculs statistiques illustré par la figure (5.2)
est un maillage trés resserré aux parois et lache au cceur du domaine. Il est important d'avoir
un maillage trés resserré pres des parois dans les calculs statistiques car certains parametres
des modéles sont calculés a partir des gradients de la vitesse et surtout & partir des valeurs de
I'énergie cinétique de turbulence k et de la dissipationg proche des parois. Il faut donc évaluer
les dérivées avec une grande précision. De plus, la discrétisation temporelle utilisée dans la
résolution statistique étant implicite, le pas de temps ne devient plus un facteur limitant. Pour
les simulations des grandes échelles nous avons modifié le maillage de fagon a avoir des
maillages plus réguliers moins lache dans le cceur du domaine sans pour autant desserrer la
concentration des nceuds prés de parois. Tl est également trés important de discrétiser
correctement les couches limites en SGE pour capturer les phénoménes turbulents dans le cas
d’une modélisation n’utilisant pas de loi de parois.
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Figure (5.2) Maillage bidimensionnel autour du profil d’aile
Maillage utilisé dans la simulation SGE :

Le maillage en forme de C illustré sur la figure (5.3) généré autour du profil Naca0012 dont la
ligne moyenne et la corde sont confondues en ayant une €paisseur maximum de 12% de sa

corde : la distribution de 1’épaisseur est donné par la fonction suivante (Abbot et Dsenhoff,
1959) :

Ye [0.2969\/; -0.126x—0.3516x> +0.2846x3—0.1015x4] (5.2)

_e
0.2

Ou e représente I’épaisseur maximum du profil par rapport 4 la corde du profil.

Le maillage est tracé dans le plan ¥3=0.03C . Le plan transformé &2 =0. coincide avec la paroi

du profil et £2=l. coincide avec la limite extérieure du domaine. Les plans transformés

£1=0.et ¢'=1.coincident respectivement avec les deux parois latérales & x' =3C et x'=+2C.

Les plans transformés {*=constante sont paralléles aux plans x3=constante .
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Une distribution équidistante selon (Ox3)est adoptée. Nous avons imposé une distribution des
points selon (Oxl) et selon (Oxz) 4 l'aide d'une formule algébrique en cosinus. Le maillage est

finalement lissé a l'aide de la résolution d'une équation aux dérivées partielles hyperbolique
sur xlet x? dans chaque plan x3=constante [39], [76]. [77]. Cela permet d'assurer la

régularité des éléments métriques dans le domaine de calcul

-
1
I

mld

a

P 11T
rs
Pl
e

Figure(5.3) Vues perspectives du maillage tridimensionnel et ces limites autour du profil
d’aile Naca 0012 en forme C
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V.1.2 Conditions aux limites :

Dans les calculs de quantité de mouvement, les conditions de parois du profil sont des
conditions d’adhérence et des conditions de loi de paroi basée sur une loi instantanée
logarithmique quand le maillage est moins concentré prés des parois. Les conditions aux
limites imposées 4 la sortie de 1’écoulement sont des conditions ol on prescrit les contraintes
normales et tangentielles égalent a zéro.

Les conditions d'entrée sont spécifiées sur les régions courbées du maillage C. Les vitesses
imposées par la configuration du mouvement instationnaire étudié sont perturbées afin de
générer la turbulence dans la simulation des grandes échelles turbulentes. La perturbation

autour du profil moyen des composantes de vitesse u; est induite en superposant un bruit
blanc aux profils des vitesses. Il est construit de telle fagon qu’il n’induit pas de débit
supplémentaire. Les calculs réalisés en simulation des grandes échelles permettent de calculer
I'écoulement dans une configuration particuliére 4 chaque pas de temps, a l'inverse des calculs
statistiques qui moyennent plusieurs réalisations dans le temps. Le bruit blanc est donc une
suite spatialement aléatoire mais déterministe en temps. Il est en effet important de pouvoir
recommencer les calculs dans la méme configuration a tout instant, donc 4 I’entrée du
domaine de calcul, les vitesses sont imposées par les relations suivantes :

Ue=Uwo+ii (5.3)
Ve=Vo+V (5.4)
We=w (5.5)

les vitesses de perturbation sont calculées sur la base des intensités de fluctuation (rms)

T <(u"(t))z>t (5.6)
avec : w(t )it )_<’7(t )>,

et d’'une longueur d’échelle ainsi que de la plage des fréquences au-dessus de lesquelles
’énergie est distribuée. La procédure utilisée dans cette étude est similaire 4 celle utilisé par
Rai et Moin [115] pour la simulation directe de la transition d’une couche limite sur une
plaque plane. Pour décrire cette méthode on considére la vitesse de perturbation

#(x2,x3,f) assumant une périodicité suivantX?, X’et ¢ on peut écrire la représentation de

u(x%,x%f) en série de Fourier :

u(x?x% )= ZZZA,,,,,, sm(—|-¢,) sin(2—7zn;£+¢m).sin(—2—L]?1L+¢n) (5.7)
=1 m=ln= .

L.etL,sont les dimensions du domaine de calcul numérique respectivement suivant la

X

direction X2et X* | T est la période des basses fréquences 4 générer et les angles de phase

@m,n,@, sont des nombres aléatoires choisis entre zéro et 277 . On choisit les coefficients sous
la formulation suivante :

A2, =8 ums X 2(1)X 3(m Y(n) (5.8)
avec : X(1)=K .d!3 4.3, L (5.9)
X(mEK  drn' m=12,.M (5.10)

et la fonction T (n) est supposée satisfaire le spectre de Von Karman défini par :
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232
T(n+1)_ H0°1° (5.11)
T(n) ~ 1+02(n+1y
27N
f==t2
U=
Aest la longueur d’échelle, n nombre d’onde. Les valeurs des constantes K, K, et 7(1)

sont choisies telles que :

M
3 x2()1, Y X(m) 3 1) (5.12)
1=1 m=1 n=1

Les conditions d’entrée sont données par un champ réalisant un spectre d’énergie de
Kolmogoroff présentant une pente en _5/3 dans la zone inertielle.

L’énergie turbulente est choisie de fagon a retrouver les niveaux d’énergie de I'expérience de
Pécoulement turbulent autour d’un profil d’aile en fonction de I’expression reliant les
intensités de fluctuation 4 I’entrée du domaine et le spectre d’énergie de turbulence :

E(k):&’%(—%) exp[—z(%ﬂ (5.13)

avec le nombre d’onde Ko correspondant au maximum de E(k) relatif aux gros tourbillons
Les conditions aux limites périodiques sont utilisées dans la direction transversale considérée
homogéne. Nous initialisons la simulation numérique par un champ statistique convergé

obtenue 4 I’aide de la méthode k—¢.

V.1.3 Conditions initiales :

Afin d’initialiser les simulations numériques et valider les performances du code de calcul par
étape dans des configurations moins compliquées que celle de la simulation des grandes
échelles turbulentes, on commence par modéliser ’écoulement stationnaire autour d’un profil

d’aile bidimensionnel 4 un nombre de Reynolds R.=2.10°pour des angles d’incidence

a,=0,6 et 12. Pour illustrer le probléme que nous analysons dans cette section, nous

commencons par présenter les résultats obtenus pour un écoulement Jaminaire 4 un R:=200 et
une incidence=0° sur les figures (5.4) et (5.5) représentant les isovaleurs de la vitesse
longitudinale et la pression de I’état stationnaire obtenue aprés un temps de calcul T=1.7 pour

un Ar=0.02 (on rappelle que T est le temps sans dimension tUx/C).

Profil Naca0012 incidence=0°, Re=200 Profil Naca0012 incidence=0°, Re=200

v s : | ‘ ]

140 0432
1068 0389
10m [RID
098 n2m
0Bt 0260
03w 0217
ore oite
05%m 0131
ns1s 0088
055 oo
045 oon1
a1 oo
03% L8
0291 /4 o012
022 onzn
[ R 1] 4063
ons 0106
oox a4

'2-1....0.. ‘...2 L :
Figuee(3 4) C ontours & isovitesses longjtudinales Figure(5.5) C ontours d' isopressions autour du profil
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On remarque que I’immersion d’un corps symétrique dans écoulement crée localement des
perturbations traduites par une dépression sur les deux cotés de la paroi du profil et
P’apparition un point d’impact sur le bord d’attaque défini comme étant le point d’arrét ou on
retrouve les conditions génératrices, les contours d’isovitesses longitudinales montrent une
variation rapide des niveaux de valeurs tout au long de la région proche de la paroi du profil
traduisant ainsi 1’épaississement de la couche limite laminaire. 1a distribution de la pression
adimensionnée est représenté sur la figure(5.6) elle est étroitement similaire 4 celle obtenue
par un calcul potentielle.

Profil Naca 0012 incidence=0° , Re=200

-03

o2 —”J:—”|—+’/

&

o 4
L U

pression
o
A

|

0.75

sE— s
Figure(5.6) La distibution de pression sur la paroi

La méthode numérique décrite dans les chapitres antérieurs a été testé pour la prédiction de
’écoulement turbulent & un nombre de Reynolds R=2.10" en incidence a,=0 4 I'aide du
modéle"k—¢", afin d’établire une étude comparatif des résultats obtenues avec les différents
schéma de discrétisation et ceux obtenues expérimentalement.

Les équations du mouvement turbulent discrétisées en utilisant la méthode des volumes finis
adaptée au maillage irrégulier représenté sur la figure(5.2) sont intégrées temporellement par
un schéma d’Euler =1 pour calculer le champ aérodynamique stationnaire autour du profil
pour cela les termes de convection des équations de transport sont approchés par un schéma
de différence hybride tandis que ceux des équations de quantité de mouvement sont approchés
dans un premier temps par un schéma décentré du premier ordre, on constate alors que I’état
stationnaire est atteint aprés un temps T=2.05 en utilisant un pas At=0.01, les résultats sont
présentées sous formes d’isovaleurs de la vitesse longitudinale et de pression sur les figures
(5.8) et (5.9) et dont Ja comparaison avec les figures (5.4) et (5.5) confirme les constations de
fdélité de notre code de simulation 4 reproduire les conditions réelles d’écoulement tel que la
diminution de I'épaisseur de la couche limite turbulente par rapport 4 celle de la couche
Jaminaire confortée par la figure ( 5.7) ol on a représenté la vitesse moyenne U/U= dans le
cas turbulent comparée a la vitesse ]laminaire au méme abscisse sur la fin de ’extrados. Pour
y/C=0.005 on a encore U/ /U= environ égal 2 0.5, ona alors limpression que le fluide glisse sur
la paroi. La distribution du coefficient de pression sur la paroi du profil nécessaire au calcul
des forces et moments, montre un assez bon accord des deux courbes confondues (extrados et
intrados) avec les résultas obtenues expérimentalement [2] pour un nombre de Reynolds
supérieurs 4 celui utilisé dans notre simulation.
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| Naca 0012, incidenoe=0°, Re=200000
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Figure(3.7) Profils des vitesses longitudinales yie

Figure(5.8) Contouss d'isovitesses longitudinales

Naca0012, incidence=0°, Re=2 00000
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Figure(5.10) Distribution du coefficient de pression

Naca 0012, Incidence=0°, Re=200000,
discrétisations classtque

1 BARR

TTTTTV (711

| :
PR T | AT R AT T R T T |

-1 0 1 2 3
Figure(5.11) C ontours d isopressions

N aca0012, Incidence=0°, Re Re=200000,

disoréti sati ons classicue

Figure(3.12) Contours d isovitesses
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Les capacités de prédiction des schémas quick, hybride et central pour la discrétisation de
’équation du mouvement ont &té testés dans la méme configuration d’écoulement que celle
du premier schéma décentré. Les performances de ces approximations & calculer la
distribution de la pression sur la paroi du profil sont représentée sur la figure (5.10). Le
schéma central souffre d’une diffusion numérique excessive qui empéche la simulation de
converger vers |’état stationnaire tandis que les résultats permanents des deux autres schémas
ne sont atteints qu’aprés un temps de calcul largement supérieur & celui du schéma upwind et
qui montre une différence de pression entre Pextrados et I’intrados physiquement
inacceptable. La méthode du chemin d'intégration des équations avec un coefficient de
diffusion discontinu montre d’assez bons résultats sur des maillages irréguliers, contrairement
aux résultats obtenus avec la méthode de discrétisation standard sur les figures(5.11),(5.12)
qui montre clairement des discontinuités et d’oscillations qui laisse pensé que cette stratégie
est inapte a simulé d’écoulement sur des maillages déformés.

05 ¥ g "
: #|Naca 0012, Incid e=0° , Re=200000¢7
04 i o
'03 ]ll > E' i \-\-\.
J- g G
02 Il -
4 B o
041 ::?’ s
B : :. - - o =
(&) 0 - P h Y
‘\
0.1 s
02 3
Métodse classique [+
03 Méthode ndsptée
O Bepérierce Re=200000
04 ;
055 525 05 575

xle

Figue (5.13) Distributionde la piession surla pavod du profil

La figure (5.13) représentant la distribution de la pression sur la paroi du profil calculée par
les deux méthodes de discrétisation confirme toute Pefficacité et la précision des résultats de
la méthode d’intégration spatiale adaptée aux maillages irréguliers et dont les comparaisons
avec les données expérimentales sont tres satisfaisantes.

Pour la discrétisation des flux de convection de ’équation de transport un schéma hybride
central, upwind est utilisé afin de prévenir les valeurs négatives des quantités turbulentes k et
& assurant ainsi la stabilité de la procédure. Tandis que les dérivées mixtes des termes de
diffusion sont approchés d’apres la méthode (iii) exposée dans la section IV.5 cependant ce
traitement abaisse sensiblement le taux de convergence.

Pour décrire ’écoulement autour du profil d’aile en incidence égale 4 6° et 12°, plusieurs
visualisations ont ét¢ faites.

La figure (5.14) représentant les isovaleurs de la vitesse longitudinale et les lignes de courant
permet de regarder de plus prés les perturbations engendrées. Certains filets sont déviés vers
le haut et contournent I’extrados. D’autres longent Pintrados. 11 existe donc un filet frontalier
qui ne passant ni en haut ni en bas, viendra s’arréter sur le profil. La position de ce point
d’arrét est fonction de I’incidence. Les isovaleurs de vitesse et de pression (5.15) confirment
la création de dépression et par conséquent une survitesse sur l’extrados et Iinverse sur
Iintrados. La courbe de distribution de pression unique dans le cas d’une incidence nulle se
dédouble sur la figure (5.16), la dépression de la face qui devient extrados augmente, ’autre

diminue.
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’ i
Figure(5.14) Contours disovitesses longitudinales

Nacal01Z, incidence=6°, Re=200000
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Le point de rebroussement intrados recule, initialement se situant au point x,=0.0 et x,=0.0
en incidence égale a 0°, il se déplace au point x, =0.0073 et x,=—0.011 en incidence égale a

6° et au point x; =0.012 et x,=—0.019 en incidence égale a 12°.

Notons que pour un angle d'attaque égale 4 12°, on remarque sur la figure (5.18) représentant
les contours d’isopressions 1’apparition d’une région fortement dépressionnaire (bleu)
concentré sur le bord d’attaque de I’extrados du profil. Alors qu’a I’aval du profil on retrouve
rapidement les conditions de pression infini amont, cette différence de pression provoque le
décollement de la couche limite représenté sur la figure(5.19) par ’apparition d’un tourbillon
sur la fin de Pextrados du profil schématisé par des lignes de courant circulaires. Les forces
appliquées sur le profil d’aile sont obtenues par intégration de la pression et des tensions
visqueuses le long du profil. Le coefficient de portance Cz tendant vers zéro pour une
incidence=0° et croit avec l'incidence. La méme constatation peut étre faite pour le
coefficient de trainée.

oo 0° 6° 12°
Cz | 0.001711366 | 0.5176860 0.7189694

Cx 0.01823912 | 0.06414938 0.09608506

Interpolation du champ initial

L'interpolation du champ u: et pest réalisée dans chaque plan x puisque la répartition
longitudinale des points n'a pas changée. L'interpolation est linéaire dans chaque direction
(Ox,) et (Ox;) en considérant donc que le maillage est quasi-orthogonal dans chaque

plan x, =cte le long du profil. Cette hypothése n'est pas strictement vérifiée sur les bosses du

profil. Chaque point du nouveau maillage est encadré par quatre points de l'ancien maillage.
Les valeurs des différentes quantités physiques initiales au point du nouveau maillage sont

obtenues par une interpolation linéaire selon chaque direction (O x,) et (Ox;).

V.2 Résultats instationnaires de la SGE :

L'intérét de la simulation des grandes échelles par rapport 4 une simulation statistique réside
dans les informations accessibles sur les grosses structures instationnaires de I'écoulement.
Cette partie présente quelques résultats instationnaires obtenus autour du profil. Nous
présentons un instantané du champ des isovaleurs de la vitesse longitudinale. Puis nous
présentons I'évolution du champ instantané au cours du temps en montrant la capture de
structures tourbillonnaires instationnaires crées par le décollement de la couche limite sur
’extrados du profil en incidence égale a 20°.

V.2.1 Champ instantané autour du profil :

La figure (5.20) représente les isovaleurs de la composante longitudinale de la vitesse a
I'initialisation enx,=0.01C . Elle est rendue ici sans dimension par la vitesse & l'entrée. Les
figures(5.21)-(5.22) représentent les isovaleurs du champ instantané de la vitesse
longitudinale en x;=0.01C et les vecteurs vitesse instantanée en X, =0.5C 4 la fin de notre

calcul 4 T=6.5. Nous rappelons que le temps de référence que nous avons défini correspond
au temps de calcul basé sur la vitesse 4 l'entrée et sur la longueur de la corde du profil.
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»mufe(S 20) isovalours de la vitesse lgilgi/tudinale dans un plan
z=0.01au temps T=0.04

Nous pouvons observer sur la figure (5.21) la déstabilisation de ’évolution de la couche
limite dont la transition au régime turbulent est clairement visualisée le long du profil sur la
figure (5.20), Du bord d'attaque vers le bord de fuite, la couche limite s'épaissit de plus en
plus jusqua se décoller complétement. Ce phénoméne met en évidence I'importance de
linitialisation dans le calcul et son influence sur un temps non négligeable par rapport au
temps de calcul des simulations de la SGE, car on ne l'observe pas sur les résultats moyennés.
Nous observons également des différences entre le champ initial sur la figure (5.20) et le
champ instationnaire de la figure (5.22) qui montre Papparition d’un deuxiéme tourbillon prés
du bord de fuite et confirme la configuration bidimensionnel de I’écoulement étudié
toutefois la simulation faillie 4 prédire la séparation laminaire au bord d’attaque.

V.2.1.1 Evolution temporelle des champs :

Nous présentons quelques champs instationnaires obtenus a différents temps de calcul dans un
plan proche de la face latérale gauche.

La figure(5.23) présente les isovaleurs de la composante longitudinale de la vitesse et les
lignes de courant pour différents temps de calcul dans un planx,=1C. On observe une

modification de I'écoulement et la déstabilisation de la zone initialement décollée. Nous
pouvons remarquer tout au long du début de simulation le grossissement de la poche
tourbillonnaire sur I’extrados qui se déplace en s’enroulant sur elle-méme et en s’éloignant du
profil jusqu'a I’apparition d’un deuxiéme tourbillon au temps T=2.5 confiné au bord de fuite.
Les oscillations de la couche limite perturbée générent au final un lacher de tourbillons visible
sur la figure pour un T=3.5. On constate alors que I’écoulement reprend sa forme initiale et
entame une autre phase de décrochage semblable a celle décrite précédemment confirmant
ainsi la périodicité du phénomene. Les difficultés physiques sont particuliérement
significatives dans ces situations de décrochage et de post décrochage ou l'écoulement fait
intervenir une séparation massive et des phénomeénes instationnaires. Il en résulte que la
prédiction précise de lincidence de décrochage et du coefficient de portance maximale sont
un probléme particuliérement difficile. Au-dela du décrochage, la structure de I'écoulement
(lacher tourbillonnaire) et les forces instationnaires sont des facteurs importants de la stabilité.
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V.2.2 Spectres temporels :

Nous avons pu voir 4 travers la présentation des isovaleurs de la vitesse longitudinale qu'il
existe des phénoménes instationnaires 4 grandes échelles. Bien qu'il soit difficile de capturer
pleinement les basses frequences des grosses structures instationnaires vu le de temps de
simulation nécessaire, nous avons réalis¢ une étude spectrale des signaux fluctuants (u,,v;,w:)
dans la zone de décollement initial. Les acquisitions sont réalisées tous les 100 pas de temps,
ce qui correspond 4 un pas de temps sans dimension de AT=0.001. Nous présentons les

résultats obtenus dans le planx, =0.595C . Le point sélectionné selon la direction transversal

se situe en x,=0.8C et les trois points choisis dans la direction verticale sont proches de la

paroi de ’extrados du profil. Pour ne pas surcharger les spectres, seules les ordonnées y sont
indiquées sur les figures, elles sont rendues sans dimension par la corde du profil.

Les isovaleurs de la composante longitudinale dans le plan x;=0.595C sont tracés au cours
du temps sur les figures (5.24), (5.25) et (5.26) ou l'on peut observer le passage des
tourbillons au cours du temps. Les figures (5.27), (5.28) et (5.29) representent I'évolution
temporelle des composantes de la vitesse correspondant aux spectres représentés sur les
figures (5.30) 4 (5.50). Le nombre d'échantillons utilisé pour réaliser les spectres temporels
n'est pas trés important mais est un multiple de deux comme le préconisent les transformées
de Fourier rapide. Nous présentons les spectres en échelle logarithmique. Tous les spectres
sont rendus sans dimension par la valeur maximum de la densité d'énergie du spectre. Nous
avons convolué chaque signal par une fonction cosinus 4 support borné pour le rendre
périodique et limiter ainsi les effets de bords. La fréquence maximum que l'on puisse obtenir

sur les spectres vaut f*= Alt'zl 05 . Nous avons préféré présenter nos résultats sans analogie de

2 . 14 8 ! ; 4
Taylor K =—gf— puisque nous avons un écoulement inhomogene. On observe la présence d'un

pic qui se détache sur les spectres de wet v, autour de f= 4000 Hz. Cela est en assez bon
accord avec la fréquence que l'on peut estimer sur la courbe de la composante u
correspondantes 4 la figure (5.27) enx2=0.0456 . Nous pouvons souligner que les fréquences
de l'ordre du kHz correspondent aux ondes sonores. 11 est possible de d’obtenir un nombre de
Strouhal 4 partir de la fréquence mesurée. Le nombre de Strouhal est un nombre sans
dimension utilisé dans I'étude des corps €pais caractérisés par des lachés tourbillonnaires. Il
mesure le temps de retournement des tourbillons convectés par I'écoulement par unité de
temps. Il est rendu sans dimension par I'épaisseur des corps épais étudiés. Si l'on introduit la

r

corde du profil, et la vitesse de convection de I’écoulement amont, le nombre de Strouhal

associé vaut St=§1,—=0.2857. La valeur du nombre de Strouhal calculée ci-dessus est en bon

accord avec celle calculée ou mesurée dans les sillages des corps épais avec des lachés
tourbillonnaires. Le nombre de Strouhal pour le cylindre vaut St =0.2 et il vaut St = 0.3 pour
les corps épais. En fin, nous pouvons également obtenir un ordre de grandeur du nombre de

d'onde associé au pic que nous avons décrit précédemment: k=—2(—]71=1—°—7—69§. Cette longueur

d'onde correspond a4 une longueur adimensionnée par la longueur de corde égale & [=0.557.
La longueur estimée & partir du volume de chaque maille proche de la paroi basse du coté
latéral droit ou nous effectuons nos spectres vaut 1,in=0.0075. La longueur estimée [ est au
moins cent fois plus importante que [min €t il n'y a pas donc de problemes de résolution en
maillage. Les phénomeénes capturcs sont 4 grande échelle, ils ne sont pas filtrés par le
maillage. Nous discutons maintenant des résultats obtenus en moyennant les quantités sur le
temps de calcul total.
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V.3 Résultats moyennés de la SGE :

Cette partie présente les résultats obtenus sur la pression, les valeurs moyennes de la vitesse et
des tensions de Reynolds en les comparant aux simulations statistiques et aux résultats
expérimentaux. Le temps de calcul total sans dimension de la simulation SGE que nous avons
réalisé est de l'ordre de six. Ce temps de calcul correspond 4 8000 pas de temps. Comme nous
l'avons vu sur les résultats instationnaires, Nous MOyennons sur un temps qui prend en compte
un seul lacher de tourbillons. Les moyennes présentées, sauf lorsque nous le mentionnons
explicitement, correspondent 4 un temps d'accumulation égal au temps total de calcul. On
utilisera 4 la fois des moyennes dans I’espace et dans le temps du fait de "homogénéité de la

direction transversale.

V 3.1 Résultats sur la distribution de pression :

— |
4 Naca 0012 :_incidence=20 Re=100000 25
2 L
05 :7-
16
: 1
a
o ﬁr
0S5 |
05 . r
£ ’
1 ———
X / -
15 | : e — 4 s i ; i :
0 025 0)'(5 0.75 0 02 0.4 0.8 08 1
Figure 5-63 La distribution de la pression sur la paroi du profﬂ Figure 5-64 La distribution de la pression selon un calcul direct et

expérimental
La figure(5-63) présentant la distribution de la pression moyennée suivant la direction
transversale et en temps montre clairement une allure semblable 4 celle obtenue par un calcul
direct et expérimental [59] présenté sur la figure(5-64). On remarque toutefois une
surévaluation du pic de pression prédit au bord d’attaque ainsi qu’un manque dans la
prédiction de la région de séparation laminaire, néanmoins un résultat particuliérement
intéressant de la SGE est la capacité de 1a méthode 4 prédire la présence du plateau de
pression mesuré expérimentalement, associé au décollement de la couche limite. Nous avons
représenté figure(5.65) les isovaleurs de pression moyenne montrant Pinstabilité de la surface

dépressionnaire li¢e au lacher de tourbillon.
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L'ensemble des résultats obtenus par note simulation montre que le phénomene de sur
prédiction de pression au bord d’attaque par la SGE est moins marqué pour des incidences
inférieures 4 celle provoquant un décrochage statique, Il apparait au contraire plus marqué
dans les zones ol l'on observe un plateau de pression correspondant 4 une zone de
recirculation

V.3.2 Résultats sur les profils de vitesse moyennes :

Nous allons maintenant présenter les résultats obtenus sur les vitesses moyennes suivant les
coordonnées verticales (O x,) dans plusieurs plan de mesure (O x, ) correspondant 4 la surface

d’aspiration du profil en aval et en amont du décollement de la couche limite. Sur chaque
figure, les rectangles correspondent aux points de la simulation statistique et le trait représente
les résultats de la SGE. Toutes les vitesses sont rendues sans dimension par la vitesse de
référence qui est la vitesse de I’infini amont au profil. Nous comparons donc nos résultats sur

les profils de la vitesse moyenne aux quantités statistiques ﬁ=<u(t)>t ou ()l est ’opérateur de

moyenne temporelle. Les composantes moyennes de la vitesse sont alors obtenues 4 partir de

nos variables filtrées, seules accessibles par le calcul en prenant ﬁ=<17(t)>l . Nous pouvons

souligner, 4 premiére vue le bon accord observé entre les résultats statistiques "k—¢&"et la
simulation des grandes échelles turbulentes sur les composantes de la vitesse présentées sur

les figures (5-66)-(5-77). Les profils de vitesse 4 la section x,=0.1cau début du bord

d’attaque, représentée sur les figures(5-66) et (5-72) indique en particulier un développement
attaché de la couche limite caractérisé par une diminution des vitesses dans la zone de proche
paroi. Les régimes laminaire et turbulent coexistent toujours sur un profil, Il n'y a donc pas de
"profils laminaires"qui impliqueraient alors que les autres seraient turbulents; mais seulement
des profils 4 laminarité plus ou moins étendue, cependant la transition laminaire/turbulent est
favorisée par I’influence du gradient de pression engendré par la forme du profil placé a un
angle d’incidence provoquant une recompression immédiate apres le bord d'attaque, on note
alors que pour le nombre de Reynolds considére, ’écoulement est pleinement turbulent. Les
figures suivantes montre plusieurs choses: on 'y distingue d'abord une couche limite qui va en
s'épaississant dans le sens du courant; on y remarque aussi une diminution des vecteurs locaux
de vitesse 4 I’extérieur de la couche limite ce qui montre que le courant fluide ralentit ; mais
surtout il apparait un contre-courant que signale linversion du sens d'entrainement des
particules fluides prés de la surface du profil.

Les figures (5-67)-(5-70) détaillent plus précisément ce qui se passe successivement le long
du profil. Elles mettent bien en évidence, au fur et  mesure que s'épaissit la couche limite, le
fait que le gradient de vitesse diminue (l'angle que fait la pente des courbes de variation de
vitesse au point de contact avec la surface par rapport a la normale). Or, le décollement se
produit précisément lorsque cet angle s'annule, c'est 4 dire lorsque le gradient de vitesse
devient nul, cela est vérifié dans notre simulation pour0.10c<x, <0.15¢c. A noter que la
recirculation inverse carrément ce gradient.

Il est possible que le léger épaississement de la zone décoller de la couche limite, observer sur
la figure(5-70) des profils u de la SGE par rapport 4 celui obtenu par simulation statistique,
soit seulement lié 4 une forte dissipation introduite par le modele de sous maille. Si le
décollement s'initie 4 l'endroit précis ou le gradient de vitesse s'annule, la surface de
discontinuité elle-méme (ou surface de décollement) n'est pas forcément aussi nette que celle
représentée sur les figures. En fait, il s'agit moins d'une véritable surface de contact entre une
rétro-circulation et les filets de la couche limite de I'écoulement général, que d'une nappe de
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rotors, plus ou moins stable, plus ou moins mouvante. Par ailleurs cette nappe n'est pas non
plus parallele a l'écoulement puisqu'elle se referme plus ou moins loin derricre le profil avec
celle venue du coté opposé du profil, au vu des figures(5-71) et (5-77).

La composante v de la vitesse, obtenue par la SGE est identiquement semblable 4 celle
obtenue par simulation statistique "k—¢" dans la sous couche visqueuse, comme le montre les
figures(5-72)-(5-74), toutefois on remarque une différence marqué entre les deux résultats a
’extérieur de la couche limite due essentiellement 4 la qualité du maillage non régulier. Les
résultats obtenus aprés 1’établissement du décollement représentés sur les figures(5-75)-(5-76)
sont en assez bon accord avec les résultats statistiques et semblent moins perturbés par
D’instabilité que les profils de la vitesse longitudinale.

V.3.2 Résultats sur les profils des tensions de Reynolds :

Dans cette partie nous présentons les résultats obtenus sur les profils des tensions de Reynolds
dans quelques plan de mesure x, fixé comme pour les composantes de la vitesse moyenne. Les

tensions de Reynolds sont obtenues 4 partir de nos variables filtrées par la formule ci-dessous
en utilisant 1I’équation (5.6) :

<u,='u'j'->=<(t7,~ ~(; Y, (it >)> (5.14)
on obtient : (uruy =iz, )~{iz (i, )~ (. ) +{ (& Y )) (5.15)

puisque par hypothése : <(>>=(>

(g )=(it .11, y~{it; Xt ) (5.16)

A nouveau, sur chaque figure, les rectangles correspondent aux points de la simulation
statistique bidimensionnelle et le trait représente les résultats de la SGE. Toutes les
corrélations sont rendues sans dimension par le carré de la vitesse de référence 4 Iinfini
amont du profil. Nous avons mis les courbes relatives aux résultats de simulation statistique
"k—&'qu’a titre indicatif puisque ces derniéres ne mettent pas en jeu les corrélations de la
composante transversale de la vitesse. Chacune des contraintes de Reynolds correspond 4 la
corrélation de deux composantes des fluctuations en un méme point du champ de vitesse et
représente ainsi une quantité mesurable. Une valeur finie de cette corrélation indique que les
deux composantes ne sont pas indépendantes ’une de 1’autre. Nous pouvons observer sur les
figures la bonne description du maximum des valeurs des tensions confiné trés prés des
parois. Les tensions de Reynolds évoluent lentement car, il y a une forte influence de
l'initialisation qui masque l'évolution des tensions prédites par la SGE. Nous avons aussi
observé que l'intensité des pics turbulents qui apparaissent sur les différentes corrélations dans
le coeur, et qui correspondent 4 la région du décollement, ont tendance a augmenter en
intensité et 4 s'étaler au cours du calcul. Concernant les corrélations croisées, les tensions

<u§u§> et <u1u3> étant trés inférieures 4 <ul'u2> qui est principalement responsable de la

production de turbulence, nous ne présentons que cette dernicre.
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Sur la section du bord d’attaque du profil x; =0.1c¢ nous avons des corrélations <ui”ui'>prédites

par la SGE plus faibles en intensité que les tensions calculées par RANS. On remarque que les
pics sont correctement positionnés méme si on observe un léger épaississement sur les
courbes de la SGE 4 relier aux différences que nous avons mis en évidence entre la SGE et
RANS sur les gradients 4 la paroi des profils des vitesses. Ceci peut également expliquer

lintensité plus faible puisque % varie plus lentement. Le pic d’intensité positive des

corrélations <u§u5> est mal positionné par rapport 4 la paroi et sous-estimé en comparaison

des résultats statistiques, il y a certainement un effet du maillage qui influe directement sur la
composante normale de la vitesse moyenne mais qui n’explique pas 4 lui seul I’¢élargissement

observé. Les résultas obtenues sur les tensions croisées <ui'u5> restes du méme ordre de
grandeur et sont en assez bon accord dans la forme, le second pic négatif observé sur les
corrélations <ui'u§> proche de la paroi sur la figure(5-84) semble venir du couplage entre la
vitesse moyenne longitudinale moins importante dans les couches limites et les valeurs plus
importantes en valeur absolue de la valeur moyenne i1, dans cette zone. Nous avons remarqué

que les intensités des corrélations transversales <u§u5'> sont sous-estimées par la SGE dans la

région du bord d’attaque du profil.

La figure(5-79) représente les corrélations longitudinales (urur) 4 la section x; =0.5¢ dans la

région du décollement. Il apparait que 1’intensité turbulente proche de la paroi du profil dans
le décollement est surestimée mais le double pic signalé dans le cas d’un phénomeéne
d’écoulement de retour est correctement positionné sur I’axe(ox,) . On peut noter que les

résultats statistiques ne prédisent pas de double pic dans le décollement. Nous pouvons aussi
souligner que ’intensité de la corrélation longitudinale est dix fois supérieur a celle prédite en

x,=0.1c du fait de I’épaississement des profils de vitesse moyenne. Le pic d'intensité positive
des corrélations <u5u§> en x, =0.5¢ est décalé par rapport aux résultats statistiques caractérisé

par un élargissement dans sa largeur. Sa forme est liée 4 la mauvaise prédiction du gradient de
la vitesse moyenne normale 4 cette station. Nous regardons 4 la fin de cette partie l'influence
de Tinitialisation et la turbulence initiale contenue dans nos résultats. Nous pouvons souligner

que les pics observés sur <u1u2> sont propres 4 la SGE dans la mesure ou méme s'ils sont

longs 4 croitre, ils apparaissent encore aprés avoir moyenné les quantités sur un temps plus
court, d'une fagon trés globale, les caractéristiques de la turbulence sont finalement assez bien
prédites en présence d’un écoulement de retour par rapport a la modélisation statistique. On
peut remarquer que la largeur du pic calculée par la SGE est trop importante, da a I'é¢talement

de la région du décollement. Le signe négatif de <ui'u§> dans la région proche de la paroi
provient de la composante longitudinale de la vitesse qui est négative et qui n'est pas

7

compensée par la composante verticale 4 cette station. L’intensit¢é de la tension de
Reynolds <u§u;';'> est mieux évaluée 4 la sectionx,=0.5cen présence du décollement,

présentant des valeurs plus acceptables pour un écoulement tridimensionnel.

Concernant les résultats en x, =0.9¢, le pic mesuré correspond 4 I'épaississement de la couche
limite qui relaxe lentement vers son état d'équilibre, apres son décollement et son instabilité

caractérisée par le lacher de tourbillon. A nouveau nous pouvons noter que (ufuﬁ) n'est plus
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prédit correctement proche de la paroi. La position du pic est correctement prédite par la SGE
pour les corrélations longitudinales tandis qu'il est décalé pour <u§u§>. Nous pouvons aussi

noter que le pic d'intensité turbulente qui se trouvait prés de la paroi sur les corrélations
longitudinales, est de plus en plus attaché 4 la paroi. Ceci s'explique par le fait que le terme de
production de (ui'ui'>, positif dans la zone de décollement, est fonction de%—e’t%ul—. La
1 X2
position du maxima d'intensité turbulente dépend donc de la distribution des gradients selon
(ox,) et (ox,) . Nous avons remarqué que nous sous-estimons les corrélations transverses sauf

dans le décollement. Aprés avoir regardé I'influence de la contribution du champ initial dans
le calcul des tensions de Reynolds évaluées 4 partir des grandes échelles, il semble que ce

phénoméne soit 1ié 4 une mauvaise redistribution de <ui'ui'> vers <u2u2> et (u‘jug) puisque la
SGE ne produit pas suffisamment de (urui'> sauf dans les zones citées ci-dessus. Il se produit le

méme phénomeéne avec les tensions croisées, qui sont les sources de production de la
turbulence, lorsqu'il n'y a pas présence de forts gradients comme dans le décollement.
L'explication de ces résultats se trouve peut étre dans une mauvaise capture des phénomenes
turbulents de type "streaks" dans les couches limites qui sont responsables de la production
des tensions de Reynolds. Les streaks sont des zones de fluide prés des parois, ou il y a
alternance de zones de fluide 4 faible vitesse et 4 haute vitesse. Ces streaks induisent 1'éjection
intermittente de fluide des couches limites vers le centre de la paroi (burst) responsable de la
production turbulente dans ce type d'écoulement. La sous estimation de ces corrélations
semble donc liée dans notre cas 4 la mauvaise évaluation des gradients aux parois et a une
forte turbulence 4 petite échelle dans les contributions de sous maille que nous ne capturons
pas correctement.

V.4 Résultats de 1’écoulement autour du profil en mouvement
oscillatoire de tangage

Aprés 1'étude de I'écoulement turbulent autour du profil d'aile en incidence de décrochage
statique, notre intérét se porte sur la réponse de I'écoulement instationnaire et turbulent se
développant autour d'un profil d'aile en mouvement de tangage. Le mouvement d'oscillation
au quart de la corde du profil est défini par un angle d'attaque dépendant du temps, autour

d'une incidence moyenne Q0 :
a(t)=ao+amcos(2kt) (5.14)

Ou k est la fréquence réduite. Nous nous intéressons & des cas de décrochage dynamique

profond, c'est-a-dire a des cas ot 'amplitude d'oscillation @'m est importante. Dans cette ¢tude,
I'amplitude d'oscillation vaut 10 degrés. L’incidence moyenne a pour valeur 15 degrés et la
fréquence réduite est de 0.15, ce qui donne une période sans-dimensions du mouvement
d'oscillation de T=20.94. Le nombre de Reynolds, basé sur la corde du profil est Re=1
million. Les courbes d'hystérésis, c'est-a-dire les efforts, portance Cz, trainée Cy et moment
Cpw, en fonction de l'incidence du profil sont obtenues par intégration des forces de pression et
de cisaillement sur la surface du corps.
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Figure(5.90) Boucles d’hystérésis du mouvement en tangage du profil Naca0012
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La comparaison de la figure(5.90) représentant I'évolution des coefficients aérodynamiques
obtenus par simulation des grandes structures en fonction de l'incidence avec les résultats de
I’épreuve expérimentale présentés sur la figure(1.1) montre une trés bonne conformité
phénoménologique. L’apparition d’un mince écoulement de retour, le développement des
tourbillons de décrochage dynamique, 1’état de lacher de tourbillons post décrochage
dynamique ainsi que le recollement de la couche limite se produit au cours d’un temps
adimensionnel T=2.5 du mouvement de tangage du profil. L’analyse des principales étapes du
processus de décrochage dynamique simulé est réalisée par une description des coefficients
des forces et moment agissant sur le profil ainsi que des champs de vitesse instantanée.

Comme c’est évident dans la figure(5.90), les phénomenes transitoires considérés dans la
phase de descente sont éliminés pendant la phase de monté du mouvement de tangage du
profil. Méme si une bonne reproductibilité du coefficient de portance peut étre obtenue pour
la phase de monté, de forts effets apériodiques peuvent étre observés pendant le lacher
tourbillonnaire de la phase descendante du mouvement. Le décrochage dynamique differe du
décrochage statique sous deux aspects. En premier lieu, la portance maximale obtenue sous
des conditions d'incidence variable est plus importante que pour une incidence calée. En
second lieu, alors que la portance maximum, a incidence calée, ne dépend que de l'incidence,
la portance pour un profil en mouvement de tangage dépende de I'histoire du mouvement
d'oscillation. On associe ainsi au décrochage dynamique une boucle d'hystérésis. L'influence
de I'histoire rend la prédiction du décrochage dynamique extrémement difficile, en particulier
pour les cas de décrochage profond pour lesquels l'amplitude d'oscillation autour de

lincidence moyenne Q%0 , serai de ’ordre de l'incidence de portance statique maximale. Le
modele utilisé pour la simulation des grandes structures turbulentes, tend vers une sous-
estimation des coefficients pour la phase de montée, alors qu’ils sont mieux prédits dans la
phase de descente d’autre part et pour des raisons qui releve de la qualité du maillage on
constate plusieurs insuffisances dans les résultats des coefficients de trainée et du moment.

L’augmentation des coefficients de portance au-dela de l'angle de décrochage statique (z14°)

est essentiellement dii au développement des tourbillons générés par le décrochage dynamique
qui maintiennent le pic d’aspiration au bord d’attaque de I’extrados du profil d’aile. Sur la
courbe d’hystérésis de la portance, on définit quatre points de référence caractérisant
I’évolution du processus de décrochage dynamique libellés par ordre alphabétique pour : un
écoulement attaché, développement de tourbillons de décrochage dynamique, lacher de
tourbillons post décrochage dynamique ainsi qu’un recollement de la couche limite. Le
moment par rapport 4 l'axe passant par le quart de la corde présente une boucle en huit avec
une augmentation significative du moment Piqueur.

Afin d’étudier le comportement qualitatif de la couche limite se développant sur le profil
Naca0012 en mouvement de tangage, on a effectué¢ un zoom de la zone dans laquelle évolue
le profil. Pour des raisons de symétrie, les résultats schématisé sur la figure(5.91) présentent
I’évolution de la couche limite au cours de la phase de descente c’est & dire une demi-période.
Sur la figure sont résumées les différentes phases du décrochage dynamique.

Pendant que la portance du profil continue d'augmenter avec l'incidence au-dela de la valeur
maximale de décrochage statique, il se forme un tourbillon au bord d'attaque qui se déplace en
roulant sur le profil pendant la phase de décélération (décroissance d'incidence), la portance
passe par un maximum lorsque le tourbillon est & mi-corde. Du fait des charges induites par le
tourbillon lors de son déplacement, le moment piqueur augmente et atteint un maximum
lorsque les tourbillons passent au bord de Fuite. L'incidence continue de décroitre et la couche
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limite finit par recoller, mais la portance ne retrouve sa valeur statique que pour de faibles
Incidences. Les résultats nous montrent que le tourbillon du bord d'attaque peut étre suivi d'un
second au bord de fuite lorsque le premier grossit. Les deux enroulements tourbillonnaires
progressent vers le sillage ou le tourbillon aval s’échappe & incidencea=22° alors que le
tourbillon amont est émis dans le sillage vers la fin du premier quart de période. Pour une
incidence voisine de 14°, les deux zones de décollement ont tendance 4 se confondre, on
observe alors le méme comportement rencontré pendant le premier quart de période. Au cours

d’une demi-période quatre tourbillons sont ainsi émis dans le sillage.

Notre simulation numérique est encore incapable de décrire correctement les effets du
décrochage dynamique ; ceci s’explique par la grande complexité des mécanismes mis en
ceuvre qui ne sont toujours pas bien compris, ol en particulier le caractére fortement visqueux
et instationnaire de I’écoulement est dominant. En effet, on observe de grosses structures
tourbillonnaires lachées par le profil, ce qui explique a la fois des gains de portance par
rapport au décrochage statique, mais aussi de trés forts gradients de portance et de moment de
tangage lorsque ces structures tourbillonnaires sont évacuées en aval du profil.
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Figure(5.91) champs de vitesse instantanés et lignes de courant du mouvement en tangage du profil Naca0012
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Chapitre VI
Conclusions et perspectives

Ce travail a porté sur la Simulation des Grandes Echelles turbulentes en régime
incompressible en géométrie complexe, en vue d'une application a un écoulement autour d’un
profil statique puis oscillant en configuration de décrochage tel que celui intervenant en vol
d’avancement & grande vitesse ou a forte charge sur les pales reculantes du rotor principal de
I’hélicoptere.

C'est un cas test qui présente des difficultés physiques particuliérement significatives dans des
sitnations de décrochage et de post décrochage o 1'écoulement fait intervenir une séparation
massive et des phénoménes instationnaires. Au-deld du décrochage, la structure de
I'écoulement (lacher tourbillonnaire) et les forces instationnaires sont des facteurs importants
influents sur la stabilité et les performances aérodynamiques des profils portants.

Les équations de Navier Stokes pour un fluide incompressible ont été résolues dans la
géométrie considérée en adaptant les conditions aux limites en entrée, sortie et aux parois.
Ceci a nécessité la mise en ceuvre d'un code de calcul tridimensionnel basé sur I’utilisation
des techniques des volumes finis pour discrétiser spatialement les équations du mouvement
écrites sous une formulation en vitesses contravariantes appliquée a un maillage structuré
décalé généré suivant des coordonnées généralisées liées 4 la forme de I’obstacle. Notre
méthode d’intégration temporelle est du type pas fractionnaires complétement implicite
précise au second ordre tandis qu'une méthode de Newton approchée assure la prise en
compte des termes non-linéaires. Une méthode de Krylov a été retenue pour résoudre le
systéme linéaire de grande taille associée a chaque itération du processus de Newton.

La méthodologie de la simulation des grandes échelles a été utilisée pour filtrer spatialement
les grandes échelles de I'écoulement et modéliser la turbulence & petite échelle. Seul le tenseur
de sous maille présent dans les équations de 1’écoulement ainsi obtenu est calculé 4 l'aide du
modele de Smagorinsky modifié afin tenir compte de I’effet de la viscosité moléculaire prés
des parois. Ce travail a permis de montrer qu'il est possible de récupérer des informations
instationnaires en perturbant un écoulement initial obtenu par simulation statistique en
utilisant la méthodologie des grandes échelles. C'est un fait important dans la mesure ou une
des difficultés majeures des méthodes RANS 4 I'heure actuelle pour le calcul instationnaire
vient du nombre d'équations 4 résoudre et du nombre important de termes 4 modéliser. Le
nombre d'équations utilisées en SGE est constant et les résultats obtenus sont instationnaires.
Un autre avantage de la SGE est sa simplicité et le faible nombre de parameétres 4 caler par
rapport 4 RANS. Les résultats obtenus sur les profils de vitesse moyenne ainsi que les
tensions de Reynolds sont encourageants méme si les tensions sont surestimées dans le cas de
I’écoulement autour du profil en incidence de décrochage, ol nous avons pu mesurer toutes
les difficultés d'une estimation précise des efforts s'exergant sur un profil d'aile, liées 4 la
précision et I’indépendance vis-a-vis du maillage des prédictions d'écoulements visqueux
ainsi qu’a la modélisation de la turbulence et de la transition. La SGE capture mieux les
oscillations de I'écoulement et permis de mieux suivre ’évolution du bulbe de décollement
depuis sa formation au bord d’attaque jusqu'a son passage au bord de fuite ou il donne
naissance 4 une émission tourbillonnaire dans le sillage. Les calculs de décrochage
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dynamique sur le profil oscillant réalisés, indiquent que le code de calcul fourni une
prédiction acceptable des écoulements et des efforts s'exercant sur des corps en mouvement.
Dé¢s lors, des calculs d'interaction fluide-structure sont envisageables puisque la prédiction des
efforts sur une structure immergée dans un milieu fluide en est le point difficile.

Néanmoins, nous nous sommes heurtés lors de ces calculs 4 un certain nombre de difficultés.
La premiere est liée au cofit CPU de la SGE trés important en résolution fortement couplée
des équations de Navier-Stokes dans le cadre de la modélisation d'écoulements
incompressibles mais qui reste toutefois une voie attrayante, comparativement aux méthodes
découplées dites a " correction de pression " ( SIMPLE, SIMPLER, PISO ). Cette attractivité
est principalement due a la robustesse de l'algorithme construit qui consiste a résoudre le
systéme linéarisé des équations de Navier-Stokes de maniere couplée. L'originalité de cette
méthode consiste a introduire des variables intermédiaires facilitant ultérieurement la
reconstruction des flux et & dériver une équation de pression des équations de quantité de
mouvement et de 1'équation de continuité. Cette démarche conduit ainsi - lors d'applications
tridimensionnelles - 4 un systéme linéaire qui nécessite d'importantes ressources de stockage
et dont la convergence non-linéaire de l'algorithme se trouve a la fois dépendante de
l'efficacité des méthodes de résolution linéaire mais aussi de la représentation de la non-
linéarité. Cependant, I'un des facteurs contraignant dans le calcul est la taille des mailles aux
parois et dont dépend le chois du pas de temps malgré ’adoption d’une résolution implicite.
Nous avons choisi initialement de ne pas utiliser de lois de paroi parce qu'il semblait judicieux
de ne pas introduire de modélisation supplémentaire dans la résolution des grandes échelles.
Une amélioration des résultats est possible en utilisant un maillage plus serré autour des zones
de décollement et précisément aux parois. Un nombre de points plus important dans la
direction longitudinale pour mieux capturer les phénomeénes post décrochage dynamique et
peut permettre d'éviter de trop les diffuser. Un maillage plus serré aux parois permetrait
également de mieux prédire la production de l'énergie cinétique par la SGE et ainsi
d'améliorer les bilans et le calcul des tensions de Reynolds.

L'utilisation de la simulation des grandes échelles pour calculer un écoulement aussi
complexe & soulevé de nombreuses questions fondamentales. L'interprétation de I'opération de
filtrage sur des maillages curvilignes qui sont anisotropes n'est pas évidente. Il subsiste
également des problémes associés au couplage entre la viscosité numérique introduite par les
schémas décentrés et la viscosité de sous maille. On a constaté aussi dans certains cas que le
modele choisi dans la présente étude surdissipe et peut entrainer la disparition des grosses
structures de I'écoulement.

Le code a été congu pour fonctionner sur un seul ordinateur avec un maillage monobloc. Ce
mode de fonctionnement adapté aux moyens informatiques mis 4 notre disposition est en train
d'étre dépassé. L'émergence de la nouvelle technologie basée sur l'architecture parallele
entraine sans doute la disparition des ordinateurs vectoriels dans le domaine de calcul intensif
dans un avenir proche. La maitrise de la parallélisation devient incontournable. Avec une
vitesse de calcul de plusieurs GFLOPS et une capacité de mémoire de plusieurs dizaines Go,
un serveur de calcul A architecture paralléle permet d'étudier des problémes complexes encore
plus proches de la réalité. Cependant, ce type de probléme est souvent difficile a traiter avec
un maillage multi-blocs. Le développement des outils multi-blocs est donc a I'ordre du jour.
Afin de mieux répondre au besoin des nouvelles applications et de bien profiter de I’avantage
offert par cette nouvelle technologie, la parallélisation du code devrait étre entreprise pour
transformer le code en un solveur Navier-Stokes multi-blocs.

Nous tenons & souligner au final que ce calcul n’a été rendu possible que grice 4 une
évolution trés rapide des moyens informatiques sur ces trois derniéres années et ne constitue
qu’un premier pas qu’on a osé franchir.
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La SGE est une méthodologie qui sera de plus en plus utilisée dans le monde industriel vu ses
capacités 4 capturer les grandes échelles instationnaires des écoulements. Mais comme nous
l'avons vu, c'est une technique qui reste encore trés chére. Une voie pour son utilisation plus
systématique en écoulement complexe passe certainement par la parallélisation des codes.
Cela s'avérera d'autant plus nécessaire s'il faut des maillages trés serrés aux parois pour bien
calculer les différentes interactions qui sont observée autour du profil. Cela pose de nouveaux
problémes, comme le probléme du filtrage temporel des solutions en plus du filtrage spatial et
du choix d'un pas de temps pertinent par rapport aux phénomenes physiques considérés.
Néanmoins, la réalisation d'études paramétriques sur les modélisations utilisées en SGE pour
calculer des écoulements présentant des phénomeénes physiques complexes ne sera rendue
possible qu'a condition de faire diminuer le temps des calculs. Cette voie est d'autant plus
sérieusement envisageable depuis que la mémoire de calcul nécessaire se trouve vulgarisé a
toute machine informatique. Une autre voie complémentaire est peut-&tre d'utiliser le
couplage entre la SGE et les simulations statistiques un peu différemment. Nous avons vu sur
les résultats que les différences observées entre les résultats se situent au niveau de la région
proche parois. Il pourrait étre bénéfique de ne calculer que la partie d'interaction entre fluide-
structure en travaillant sur les conditions physiques & imposer 4 l'entrée d'un domaine de
calcul plus restreint. Il a déja été utilisé avec succeés des initialisations de calculs spatiaux 4
partir de calculs temporels moins chers.

La montée en puissance de calcul des ordinateurs dans les années 4 venir permettra de simuler
numériquement des écoulements de plus en plus complexes et de tester plus
systématiquement la méthodologie de la SGE dans les conditions réelles d'écoulements
industriels incompressibles, permettant une modélisation de plus en plus fine des écoulements
turbulents instationnaires incompressibles 3D en géométrie complexe.
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Annexe A

Analyse mathématique des équations de
Navier-Stokes

A.1 Existence, unicité des solutions :

Position du probléme. Les espaces fonctionnels

On considére les équations de Navier-Stokes, qui décrivent le mouvement d'un fluide
newtonien, incompressible dans un domaine Q de Rr(nef2,3}):

(@iuu(x,2). V u(x,)= ft)-Vp(x,f)+vAu(x,f) dans Qx[0,00[. v>0 (a.1)

et div(u(x,t))=0 dans Qx[0,00][. (a.2)
avec les conditions initiales et aux limites :

u(x,0)=uo(x) . xeQd (a.3)

et u(x,)=gd(x,t). x€0Q) >0 ¢donnée (a.4)

Le probléme qu'on se pose est de trouver u et p tels que (a.1), (a.2), (a.3) et (a.4) aient lieu.
Pour la résolution mathématique de ce probleme on considere les espaces :

J yz{vng”(Q)",divsz} I'espace des fonctions test, ot Cg(Q2) représente l'espace des
fonctions C= a support compact dans €.
e H=I’adhérence de 7 dans I(Q) et
e V=Iadhérence de y dans H}(Q)'
ne{2,3} étant la dimension de l'espace considéré.
H et V sont des espaces de Hilbert munis respectivement de la norme I | ,, €t de la norme

” " ., €t on peut les caractériser comme suit :
H ={veL2(Q)";divv=0;v.n| aQ=O}

v={peHYQY,divv=0}
D'autres propriétés des espaces H et V sont présentées dans Temam [92].
On note par A l'opérateur linéaire non borné dans H associé au produit scalaire de v
(Au,v)z((u,v)) Yu,veV
Le domaine de l'opérateur A est noté par D(A) et d'apres la théorie sur les systémes linéaires
elliptiques on a :
D(A) = (HHQ)f 7 )
Soit ¥ l'espace dual de V. Alors, ona:
D(A)cVcHCcP!
Ou toutes les inclusions sont continues, chaque espace est dense dans le suivant et de plus

l'inclusion V' — H est compacte. De plus :
Au=—PAu
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ou P est le projecteur orthogonal dans Lz(Q)" sur l'espace H (dans le cas périodique Au=—Au
YueD(A)).
L'opérateur A est auto adjoint, positif et d'inverse compact dans H. Il existe une suite A telle
que :

O<di<iz<.....<Mk<..... >0
et une base orthonormale dans H , {w},_,. tel que :

Awk=Aiwr keN~

Les quantités %|u,2 et ”u”2 représente I'énergie cinétique et 1'enstrophie respectivement.

On utilise les notations standard pour les produits scalaires et les normes dans L’ et dans H} :
1 1
(u,v): ju(x).v(x)dx et ((u,v))= IVu(x).Vv(x)dx : |u|=(u,u); et "u"=((u,u))2
Q Q

Formulation faible. Résultats d'existence et d'unicité

La formulation faible des équations de Navier-Stokes (due a J. Leray) ne dépend que de
la vitesse u. Elle est obtenue en multipliant 1'équation (a.1) avec une fonction testvey ,

puis en intégrant sur Q.
Si on note u(2) 1'application
xe€Q —u(x,r)
alors le probleme a résoudre dans la formulation faible est de trouver les solutions u(f)eV
pour presque tout ¢ telles que 1’équation :

L WA WA WD) ey @)

soit vérifiée au sens de distributions sur 0,7 [ ou ]0, o].
Le terme b est donné par:

B,y w)=2 Iu DL y,dx (2.6)

i Q
(dans un domaine ot les intégrales ont un sens).
On appelle solution faible des équations de Navier-Stokes sur [0,7' ] un champ de vecteurs de
divergence nulle

ueI2((0,7)7 )nL=((0,T}H) pour T> 0
et qui vérifie 1'équation (a.5) au sens des distributions, et solution forte, la solution qui

appartient a :

(0,7} D(A)L=((0,7)}¥) pour T> 0
Les résultats d'existence et d'unicité des solutions sont différents selon la dimension de
l'espace considéré.
L'existence de la solution est généralement obtenue par une méthode constructive: on
construit d'abord une solution approchée (par une méthode de Galerkin par exemple) et
ensuite on passe a la limite a 1'aide d'estimations a priori sur la solution construite. On peut
aussi utiliser les théoremes de point fixe de Leray-Schauder ou bien de Banach, qui donnent
les solutions sur un petit intervalle de temps ]0,7" [. La partie délicate dans ce type de
démonstration est la dérivation des estimations a priori. Celles-ci dépendent de 1'évaluation du
terme b. Il existe plusieurs estimations de ce terme, obtenues en combinant I'inégalité de
Hoélder avec d'autres inégalités, comme par exemple: celles de Sobolev, d'interpolation, de
Gagliardo-Niremberg.
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On résume maintenant les résultats connus concernant l'existence et I'unicité dans le
contexte de la théorie des espaces L * :
e en dimension 2, la théorie mathématique concernant les équations de Navier-Stokes
est assez satisfaisante, le probléme étant bien posé, au sens qu'on connait l'existence et
l'unicité de la solution faible; on a le méme type de résultat pour les solutions fortes, mais
pour celles-ci, seulement dans le cas ot la donnée initiale est suffisamment régulicre.

Plus précisément on énonce ici un théoréme qui regroupe en fait ces résultats :

Théoréme a.1 i) Si fet up sont données telles que :
fer(0,1v) et upe H (a.7)
alors il existe une unique solution faible des équations de Navier-Stokes qui est dans
C([0,T]; H) et qui vérifie
wel2(0,T7)

if) Si f'et ug sont données telles que
fel>(0,T:H) et ue V (a.8)
alors 1l existe une unique solution forte des équations de Navier-Stokes qui est dans
co.T1;7).
e cn dimension 3, on a seulement des résultats partiels : I'existence et ['unicité des
solutions fortes sur un intervalle 10,7 [ (le temps de blow-up T * dépendant de la
condition initiale (Ladyshzenskaya [54])), ainsi que l'existence globale des solutions
faibles.
On peut énoncer dans ce cas:

Théoréme a.2 i) Si fet uy sont données telles que (a.7) alors il existe une solution
faible des équations de Navier-Stokes qui est continue au sens faible sur [0,7'] a valeurs
dans H et qui vérifie

u GL%(O,T;V')

ii) Si f et uy sont données telles que (a.8) alors il existe 7' = T" (o ) tel que sur l'intervalle
[0,77] les équations de Navier-Stokes admettent une unique solution forte.

Remarque a.1 Actuellement on ne sait pas si la solution faible des équations de
Navier-Stokes 3D est unique, ou quelles sont les hypothéses qui peuvent la rendre unique,
ainsi que l'existence de la solution forte pour tout 7.
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Annexe B

M¢éthodes de Krylov

B.1 Méthode de Krylov :

Pour résoudre le systéme linéaire suivant :

Joé=b (b.1)

En général J est une matrice non-symétrique, & solution du systéme linéaire. On utilise des
méthodes fondés sur une recherche de la solution en restriction 4 un sous-espace de Krylov
De telles méthodes cherchent une approximation de la solution §* du systeme (b.1) sur

9 +K(J,r0 ,k) ou K(J,r0 ,k) est le sous espace de Krylov défini par :

Définition (b.1) :Le sous-espace de Krylov K(J,r0 ,k) associé au vecteur 7, =b—Jo, et ala

de 6
Cette approche se justifie par le résultat suivant :

Théoréme (b.1) : Soit J non singuliére. Il existe k, <N tel que §*€d, +K (J,ro ,k).

Preuve. En mettant J sous sa forme de Jordan, il est aisé de montrer qu'il existe un entier
k<N tel que K(Jir ko J=K(J 75 ko +1) Ainsi,

ky-1
J*or, =ZakJ kr
k=0

Soit />0 plus petit entier tel que g, soit non nul alors
' ky—1-1

0=y +J Y b1y
k=0

avec b, =Lhetsl pour k=0,k,~I-2 et b, -1-1=—1 il suffit dés lors de prendre :
a ’ Q
kg —1-1

5-:50 + Zbkjkro
k=0

De nombreux algorithmes utilisent ce résultat pour résoudre ou approcher la solution de (b.1)
lorsque J est non symétrique. Dans l'algorithme de FOM ou de GMRES, une base pour le
sous-espace de Krylov est construite, puis une approximation de la solution est donnée a
chaque étape de sa construction. Une de ces méthodes a retenu notre attention, il s'agit de
GMRES qui est optimale au sens ou elle cherche une approximation de la solution vérifiant :
in -,

zeK\J,ry .k
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Annexe B

B.1.1 GMRES :

Nous présentons ici briévement 1’algorithme de GMRES, en introduisant quelques notations

nécessaire

Le principe de GMRES est de minimiser ”—J(é'o +z)+b“2 avec z dans le sous-espace de Krylov

K (J,);) ,k) (définition b.1). Ainsi, (b.1) est remplacé par le probléme de minimisation approché

o —Jz|),

zeK Jr kJ

le sous espace de Krylov est généré par le processus d’Amoldi conduisant 4 1’algorithme de

GMRES suivant :

Algorithme b.1: GMRES
0o €R¥ une premiére approximation de &+,

(s1). 7, :=b—Jo,
bl sy ko

(s2). Do
ki=k+1.

k
(@) Win=JV _Zhl,kvz
1=0

avec hl‘k Z=(Jvk,V1 ) (l:]. gesees ,k)

hk+1.k::|lwk+l A

Wit

Vi1 =
hk+1,k

(b) calculer p":=§2§ql;«l”ﬂel ~Hiy “2

until  p,=0
(s3). Calculer y, ; z.:=V, y, et §:=5,+z,

7 1<p<k+1,p<i<k
()= 0"
ou Hk p,l sinon

et

e~y =miplps o] =

2 yeY

Le processus d’ Arnoldi génére une base orthogonale telle que :

YA T
impliquant

jin “ro Jz —mm”ﬂel —Hky“

zeK\J,r, ,k yenk
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On peut facilement vérifier les trois propriétés suivantes :
) K(J ko J=K (75 ko 1)

(1) p=0
(iii) JO,=b
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