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SOMMAIRE

Les matrices des coefficients des torces aérodynamiques
généralisees de 1’équation du flottement sont déterminées a
partir du modele d’ecoulement potentiel instationnaire
linéaire. Le probleme aux limites est transformé en une
équation intégralé en utilisant une disfribution de doubléts.
L’intégrale est elle-méme déterminee par 1’intermédiaire de 1la
méthode de la fonction Kernel et aussi au moyen de la "D.L.M"

(Doublet Lattice Method).

Les mérites et/ou. les 1ihitations de chaque méthode sont
présentés et 1l’application a différentes voilures - effilées et
sans effilement, avec et sans fleches - vibrant suivant 1la
somme de plusieurs modes -propres donne des résultats numériques
qui sont comparables entre eux et aussi a ceux publiéé par

d’autres auteurs.
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INTRODUCTION

Le tlottement est un probleme de stabilité aéroeéelastique
dynamique trés redouté ou la partie aérodynamique Joue un rdle
primordial. _Parmi les différents types de fiottements, nous

allons nous intéresser tout particulierement au flottement des

modes couples.

Le probléme du flottement est régie par une equation
matricielle a valeurs et vecteurs propres “aéroélastiques”
complexes. Seule l’estimation des matrices des coefficients des
forcus .aérodynamiques ‘généralisés nous concerne. Le modele
aérodynamique évaluant ces matfices est régi par une équatibn
aux derivees partielles lineaire du second ordre dans l’espace
et dans le temps qu’on se propose de résoudre par 1la méthode

integrale.

Dans- le premier chapitre, et. apres avoir donné des
generalités sur les interactions aéroélastiques, les problemes
d’aérodynamique instationnaire et les problemes dé'flottement,
une interpretatién " physique des bhgnoménes d’amortissement
aérodynamiques faisant apparaitre leurs origines et 1leurs
effets sur 1la stabilité dynamique de la structure est
présentée. A partir du principe des travaux et des forces
virtuels et en tenant compte des phénomenes d’amortissement ,
la forme complexe des coefficients des forces aérodynamiques

généralisés sont dérives.

Dans le deuxiéme chapitre, les différents modéles
aerodynamiques instationnaires sont.décrits et limités pour des
raisons d’efficacité a 1leurs domaines d’applications. Pour
notre part, nNous avons adopté le modéle des écoulements
potentiels .1inéarisé largement suffisant pour 1le cas. d’un
ecoulement entiéremént subsonique et pour 1’étude du flottement
des modes couplés. Les avantages et les inconvénients des

methodes de resolutions sont indiquéees dans ce méme chapitre.
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Vil 17l ol df e ] e [hriesastiser, e oG L
aerodynamique qul o et dne voilutae e&n oscillation Frovi moniaue,
peut Ghire decomponi on divers problemes  adl Ol Mam d uEts Seul
le probleme portant T ipetationnaiie Mo condult A 1a
détermination des natrices - aerodynamigues. En idealizant 1a
voilure et son eillaae par des cingularités du type "doublots,

le  problems  aux Jimites & eté transforme  en  une Gaquation
intégrale dont la charge sérodynamigue et 17 inconnue &
déterminer &n utilisant 1a condition sur la paroi. Cecl a fait

1’objet du troisieme chaplbre.

L’équation intégréle a été résolue par 1’intermédiaire de
deux méthodes numériques différentes : la fonction Kernel et la
méthode de panneaux O0Ou “D-L-M". Dans 1la premiere méthode, la
charge a été remplaceée par une cérie a coefficients complexes
constants qui deviennent alors lesrnouyelles inconnues; Pour
cela, nous avons utilisé un codé de calcul établi par pavies ,
limité cependant, pour le cas des ailes planes isolées. La

méthode a été développée dans le qﬁatriéme chapitre.

La méthode des panneaux est une méthode discréte. Elle
consiste a discréetiser 1la voilure en petites surfaces ou 1la
charge est supposée constante. . Parmi les variétes de
formulations de cette méthode, nous avons adopté 1la formulation
d’Albano et Rodden, et c’est sur la base de cette formulation
que nous avons 6tabli un programme de calcul. Notre programme
permet de traiter non seulement le cas des ailes planes isolees
mais aussi le cas des ailes non planes et les interférences.
Les détalls concernant la méthode et le modéle de maillage ont

été présentés dans le cinquiéeme chapitre.

Enfin, les résultats obtenus ont été validés. aussi bien
par le code de Davies que par d’autres auteurs ayant utilicé
d’autres formulations. Cependant, 1l faut noter que pour le cas
d’interférences, nous avons rencontré le prdbléme de 1imitatidn
de la mémoire du micro-ordinateur Queé nous avons pu surmonter
grace a 1’utilisation d’une amélioration numérique efficace. Ce
qui nous & permis d’obtenir de bons résultats avec une

discreétisation relativement faible.



CHAPITRE I

GENERALITES

I.1 INTERACTIONS AEROELASTIQUES

L’aéroélasticité est’ une science aéronautique qui
-considéere les interactions des forces aérodynamiques,
élastiques et d’inertie et 1’influence de ces interactions sur

1’intégrité de la structure et la stabilité de 1’'avion.

Les problémes aéroélastiques n’existeraient pas si les
structures des avions ~étaient ‘parfaitement rigides.
Malheureusement, elles ne lé seront jamais. Les phénomenes
aéroélastiques peuvent s’expliquer par le fait que sous
1’action des forces aérodynamiques, les déformations de la
structure entrainent elles mémes des changements dans 1la
distribution des charges aérodynamiques. Ces changements de 1la
disribution induisent eux-mémes d’autres déformations. Au dela
d’une certaine vitesse critique ou pression dynamique critique,

il y a rupture de la structure.

Si on désigne par:

- "A" Les forces aérodynamigques extérieures
- "I" Les forces d’inertie

- "E" Les forces élastiques intérieures

alors, les phénoménes aéroélastiques peuvent é&tre classés en

quatre groupes suivant la combinaison de ces forces:

E+I Domaine de vibration propre .
A+ Domaine de qualité de vol ( avion rigide )
A+E Domaine de 1’aéroélasticité statique

A+E+I Domaine de l’aéroélasticité dynamique

A part 1le domaine de vibration propre, 1les . forces
aérodynamiques imposent les defis les plus importants surtout

dans le cas de l’aéroélasticité dynamique.



I.2 CLASSIFICATION DES PROBLEMES  AERODYNAMIQUES
- INSTATIONNAIRES

Les problémes d’aérodynamique instationnaire [1] peuvent -
étre classés en trois - groupes [Fig.l.1]: processus
stationnaires, dépendance harmonique du temps et dépendance

arbitraire.

PROBLEMES AERODYNAMIQUES INSTATIONNAIRES

PROCESSUS DEPENDANCE DEPENDANDE
STATIONNAIRES HARMONIQUE DU TEMPS - ARBITRAIRE

-

Fig.I.1 Types de problémes aérodynamiques instationnaires

I.2.1 Processus stationnaires

. Dans cette classe les phénomenes aéroélastiques
s’effectuent relativement lentement dans le temps de maniére a
ce que les forces d’inertie puissent étre considérées comme
négligeables. Tous les probleémes de ce type appartiennent donc
au domaine de 1’aéroélasticité statique (divergence,
renversement de controdle, efficacité des gouvernes,
distribution de charge et effets aéroélastiques sur la

stabilité statique).



Le calcul de <tabilite de la boucle de retour des torces
aerodynamiques engendrees par les deformations de la structure

peut étre effectué avec un modeéle aérodynamique stationnaire.
I.2.2 Dependance harmoniquevdu temps

Dane caeirtains probleéemes, les ecoulements ont des formes
harmoniques &n fonctioﬁ du temps et sont représenltés, pour des
raisons de calouls de stabilité adéro@élastique dynamique, par
une dépandance harmonique du t.an'nbﬁa ; '

En plus des forces élastiques et aérodyn miques, les
forces d’inerties Jjouent un grand rodle dan t
dynamique de la structure et ce en fonction des déphasages des
forces aérodynamiques par rapport au forces 2lastiques et
d’inerties (flottement). Pour éviter ces problemes, il est
nécessaire de considérer la variation de la fréquence réduite,
dans une plage appropriée,- a 1’intérieur du domaine de vollde
1’engin.

Dans le cas ou il s’agit d’un modéle aerodynamigue
linéarisé, comme dans notre cas, la nature harmonigque de
1’écoulement permet de simplifier grandement le probleme par un
passage de la résolution du domaine temporel au domaine

fréquenciel.

I.2.3 Dépendance arbitraire du temps

Ce sont les problémes de 1’aéroelasticité dynamique quil
évoluent d’une Tacon arbitraire dans le temps, comme dans
1’étude des effets aéroélastiques sur la stabilite dynamique et
les réponses dynainiques (violente manoeuvre de 1’avion,
déflection brusque des surfaces de controles, charges de

rafales...).



I.3 TYPES DE FLOTTEMENT

Les forces aérodynamiques dans le cas du flottement,
représentant la boucle de retour, peuvent 8tre considérées
comme ayant une dépendance harmonique ‘du "~ temps avec des
déphasages caractérisant 1’amortissement aérodynamique de la
vibration. Au dela d’une certaine vitesse appelée Vvitesse
critique de flottement 13 .boucle de retour peut rendre le
systéme instable. Elle se traduit- alors par un mouvement
vibratoire divergent de 'la structure qui peut aller jusqu’a 1la

rupture de cette derniére.

Le flottement peui se manifester sous 1’une des formes

suivantes [2]:

I.3.1 Flottement a frequence nulle

Le phénoméne de divergence est un probléme de stabilite
statique ou les effets d’inertie sont négligeables et ainsi est

parfois dénommé flottement a fréguence nulle.

I.3.2 Flottement de panneau

Généralement, ce probleme apparait en écoulement
supersonique, 1’interaction des forces aérodynamiques
instationnaires avec la vibration d’un panneau dans le sens
normal & sa surface, peut entrainer la perforation de 1la

structure.

I.3.3 Flottement de décrochage

Ce phénoméne se produit a grand angle d’attaque. Il est
1la consequence de 1’interaction entre la torsion de 1l’aile

et le décrochage de 1l’ecoulement.



I.3.4 Flottement des modes couplés

Ce phénomene est le plus redouté par les aéroelasticiens.
3 cause de ses conséquences nefastes sur la structure. Le
probleme s’explique par le couplage de deux ou plusieurs modes

propres, vibrant a des fréguences trés proches et en déphasage-.-

Ce type de flottement est celui qui nous intéresse dans

cette étude.

I.4 EQUATION GENERALE DU FLOTTEMENT

Le phénomene de  flottement peut étre traduilt
mathématiquement par une équation matricielle a valeurs et
vecteurs propres aéroélastiques complexes. Elle est dérivee
a partir du principe de Lagrange et du principe. de
superposition des modes propres naturels avec une matrice

modale tronquée [3].

Pour un systéme non conservatif discret d’ordre n, 1les

équations differentielles de Lagrange prennent la forme

suivante: . s
a a a
E_[_L_] - [_L_] + [-—R—) ¢ Qk 3 k=1,n (I-1)
dt 94, 9q, 2q,
avec
L =T - np

a,= (2a,/ at)

fonction de Lagrange-

energie cinetique du systeme

ﬂp . energie potentielle du systeme

R : energie de dissipétion (amortissement structurale)
eme i - .y "

Q, -k force aérodynamique générallisee

eme . :
a, K coordonnee geéneralise



Les déformations et/ou mouvements vibratoires

voilure sont exprimés comme une combinaison linéaire

de 1la

d’un

nombre limité p de ces modes propres naturels et/ou des modes

Apropres libres de 1l’engin.

Finalement les différenciations des expressions finales

de 1l’équation de Lagrange et de 1la dissipation

1’équation générale du mouvement.

donnnent

(DA (E) e Dol (o) o2 b ad (1) (o)

a (1-2)
ou :

[\ w:\] - matrice spectrale; matrice carrée diagonale (pxp)

des fréquences naturelles
{ Q_} - vecteur groupant les p forces aérodynamiques
‘ généralisées
Pour un mouvement sinusoidal on prend:
(I-3)

(e} {7}

avec:
{ q } -vecteur des coordonnées généraliseées

w : fréquence circulaire de 1’oscillation harmonique

L’une des formes de l’équation du flottement est donc:

(D)o ad e le]) {F) 1o

(I-4)



avec :
Q- Atig
2
w
v :it)_
Vm
- /1
1 =y 1
Q -

des

valeur propre aéroélastique complexe

facteur d’amortissement structural

fréquence circulaire de l’oscillation harmonique

masse volumique de 1’écoulement libre (infini amont)
fréquence réduite ou paramétre de fréquence

vitesse de 1’écoulement libre (non perturbé)

] : matrice des coefficients aérodynamiques généralisés

Notre étude est consacré a l’évaluation des coefficients

forces aérodynamiques généralisées.



10

I.5 FORCES AERODYNAMIQUES GENERALISEES

I.5.1 Phénoméne d’ amortissement

Pour une aile immergée dans un écoulement instationnaire
causé par une variation de 1’incidencé de 1’aile, la réponse de
' 1’écoulement apparait toujours avec un certain retard. Pour
visualiser ces phénoménes de retard, considérons une aile
bidimensionnelle [4] soumise & wune variation d’incidence en
échelon [Fig.I.2]:

t>t 0=1

Vo

Echelon d'incidence

ST e e ol 0 R S R

Fig.I.2 Retard de la réponse aérodynamique
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On remarque, comme le montre la figure ci-dessus, que si
1’on effectue un échelon d’incidence, la portance n’atteint pas
instantannément la valeur stationnaire mais Yy tend

progressivement.

Dans le cas d’une variation harmonique de 1’entree &, ce

retard est représenté par un déphasage entre l’entrée

Lwt

8(t) = T e ' - (1-5)

et la sortie

Lewt+pixd)d

AP(x,t) = &P(x)e (I-6)
ou:
. {wt -
AP(x,t) = (8P, (x) + 1 4P, (x))e (1-7)
avec:
AP(x,t) : la variation de pression qui entraine la portance
instationnaire

w(x) . déphasage entre l’entre et la sortie

on constate que les ‘coefficients aérodynamiques

deviennent complexes et dépendent de 1la pulsation et de 1la
positicn sur 1’aile. La matrice des coefficients aérodynamiques

généralisés sera exprimée sous la forme:

[e]-0e] » »[e]



12

ou :

[ Q'] : matrice de rigidité aérodynamique ayant pour élements
les coefficients réels . des forces aérodynamiques

[ Q"] : matrice d’amortissement aérodynamique ayant pour

éléments les coefficients 1imaginaires des forces aéro-

-dynamiques généralisées par unité de fréquence réduite.

Le phénoméne d’amortissement est expliqué par
1’introduction des effets de mémoire pendant 1’écoulement
instationnaire, cet effet provient de la vitesse induite par le
sillage instationnaire. Pour plus de detail [5], nous allons
considérer une aile bidimensionnelle en oscillation de
tanguage harmonique dans un €écoulement incompressible et
nous allons prendre quatre positions remarquables de cette
aile [Fig.I.3].



viresse induite [ L L! circulation du sillage

(a) 0 en position maximale positive

LY

(k) 6=0 ; 6'<0

L,

(c) 6 en position minimale négative

e ey Y Y

(d)B 0 ;:6'>0

Fig. I.3 Quatre positions d’un profil oscillant
autour d’un axe fixe de tangquage -en écoulement

incompress U’:JF‘ a faible fréquence réeduite (5]
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ou:

? - ‘angle d’incidence

% : vitesse angulaire

ro:_circulation entourant le profil _
Ly la portance

L, @ portance induite par -le sillage

Considérons une faible variation de 1l’angle d’incidence
et une faible ‘fréguence réduite pour les quatres positions

déphasées de 90 degrés l’une par-rapport a l’autre.

Notons que:

- La portance principale L, due a 1l’incrémentation de
1’angle d’attaque est en phase avec 9 et s’applique au " 1/4 "
de la corde (positon du centre aérodynamidue). Cette portance
est associée avec sa circulation Ty entourant“l’aile dont le

sens -est indiqué dans chaque position de la figure.

"= Puisque ro_varie avec le temps et comme la circulation
totale doit rester constante, ses altérations sont réfléchis
par une apparition de contrecirculations continuelles de méme

intensités. Ces contrecirculations sont crées a partir du bord

de fuite et s’élancent en aval avec la vitesse Voo a 1’infini.

- Des angles d’attaque (ou vitesses ) induits le long du
profil par les circdlations .du sillage, causent une charge
aérodynamique de faible fréquence et déphasée par rapport a
1;angle S ce qui justifie 1’apparition d’une portance
aqditioﬁnelle Lis’appliquant au " 1/4_." de la corde.- Le moment

due a 1la portance additionnelle peut @&tre dans le sens
N

contraire avec ¥© [Fig.I.3], comme 1l peut étre dans le méme
sens, selon le cas, il ya un transfert d’énergie de 1’aile vers
1’air ou inversement, on parle alors d’amortissement positif ou

d’amortissement négatif.

Le probleme de flottement se pose lorsque le transfert
d’energie se fait de 1’air vers la structure. 1le mouvement de
la structure devient alors instable et se manifeste par un

amortisement negatif dans 1’équation I-4 du flottement.
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I.5.2 Coefficients des forces aérodynamiques généralisées

Comme 1l était deja supposé [§.I1.4], 1la structure se
déplace en combinaison linéaire d’un nombre limité de modes
propres. Les déplacements normaux de chaque point P(x,y,z) de
la structure au temps t peut é&tre ecrite de 1la maniere

suivante:

P :
{(x,y,z,t) = b L _,f (x,¥y,z) g (t) (I-9)

A titre indicatif,‘ il faut noter que, pour plusieurs
raisons, le‘ maillage du modéle structural est différent du
"maillage du modéle aérodynamique. I1 est donc nécessaire
d’interpoler et/bu d’extrapoler les mddes propres définis aux
noeuds structuraux en déplacements des noeuds aérodynamiques.
L’operation inverse est effectuée si les charges aérodynamiques

doivent étre exprimées aux niveaux des noeuds structuraux.

Pour pouvoir utiliser simultanément les logiciels
d’aérodynamique et de structure, ‘on doit dévolopper un autre

logiciel d’interpolation [6].

Les éléments des matrices aérodynamiges ou coefficients
des forces aérodynamiques généralisées ont comme

expression [annexe A]:

=L : = _
Qqk” 2 J J f 00y, 2) 1,0y, 2) d5 5 a,k = 1,p (1-10)
=
ou
J J' : intégration sur la surface S de la voilure
S
lk(x,y,z) - charge aérodynamique adimensionnelle au point

P(x,y,z)



CHAPITRE II

MODELISATION DES ECOULEMENTS INSTATIONNAIRES
ET METHODES DE RESOLUTIONS

Les pr1n01paux modeles aérodynamigques sont présentés en
faisant apparaitre leurs avantages et leurs inconvénients. Pour
notre cas,,qu1 est une voilure en oscillation harmonique, nous
allons adopter le modéle des écoulements pptentlels linéarisé.
De plus, nNOuUs allons donner un apé;ga- général sur les
différentes méthodes de résolutions en indiquant leufs domaines

d’applications.

II.1 PRINCIPAUX MODELES AERODYNAMIQUES -

Les problemes ~de 1la mécahique des fluides et en
particulier les probléemes d’ aerodynamlque, sont régis par des
éguations aux dérivées partlelles' fortement non linéaires
(équation de _continuité, égquations du mouvement, . équation
d’énergie)_et par une équation. d’état. Heureusement, pour un
probléme réel donné, les parametres physiques n ont pas le méme
degrés d’importance. 11 est dong souvent raisonnable d’adopter
des hypothéses qui simplifient grandement 1la nature des
équations a2 résoudre et, par conséguent, réduisent 1le coldt en
temps de calcul sur ordinateur sans pour autant diminuer

sensiblement la précision des résultats.

Une premiere hypothése est qu’en aérodynamique les forces
de volumes peuvent &tre considérées comme négligeables.
.De plus, le champ d>écoulement est divisé pendant 1la

modélisation en deux zones [7]:

- une zone d’écoulement non visqueux, ou 1’effet de 1la
viscosité est négligeéble T B

- une zone d’écoulement visgueux, ol les effets de 1la
viscosité ne peuvent pas &tre négligeables, tels que dans les

couches limites et prés des sillages
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L’utilisation de la méthode des zones est avantageuse
pour reduire la complexité des équations exigées pour chaque

zone et l’espace mémoire nécessaire a toute la procédure [8].

IT.1.1 Modelisation des écoulements visqueux

La modelisation des écoulements visqueux apporte, d’une
part, certaines corrections aux résultats obtenus quand les
écoulements sont supposés simples, et est, d'autre part,
nécessaire pour les cas d’écoulements complexes oU 1’hypothése
d’écoulements non  visqueux est fortement erronée.
Naturellement elle est le seul moyen pour la_détefmination des
trainées de frottements. Les quelques phénoménes suivant sont
des exemples ou. 1’hypothése d’écoulements non visqueux donne
des résultats insuffisants:

Dané les cas de surfaces de contrbles (ailerons,
gouvernes...), les corrections apportées par les effets de la
viscosité sont nécessaires pour une bonne estimation des
moments de 'Charniéres méme dans les cas d’écoulements

complétement subsoniques ou supersoniques [9].

En écoulement transonique, les effets de la viscosité peuvent
altérer la position et 1l’intensité de l’onde de choc. Ces
changements de distribution de pressions autour de la surface de
1’aile entrainent des influences sur les caractéristiques

aéroélastiques de cette derniere [10].

Dans le cas de fortes turbulences, on rencontre souvent
les phénoménes de Buffeting sur l’aile ou plus frégquement sur
les embennages horizontales et les surfaces de contrdles, de
plus ces phénoménes peuvent apparalitre dans 1le cas ' de
déplacements d’ondes de choc qui poussent Ales surfaces de
controles a vibrer en provoquant l’instabilité "buzz
transonique”. Ces phénoménes nécessitent 1’utilisation des

modeéles d’écoulements visqueux et parfois trés compliqués [11].
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En aéronautique, 1la nature des couches limites est
tellement turbulente, 4 un nombre de Reynolds éleve, que
1’aspect laminaire Se€ limite au reégions prés des bords
d’attaques [(12]. Dans ce cas, le passage a la modélisation de

la turbulence est indispensable.

Les modéles & zero équation de transpoht sont les plus
utilisés de 1la turbulence. Ces modéles sont basés sur
1’ hypothése dé lé longueur de mélange pour représenter la
viscosité tourbillonaire, tels que les modeles de prandtl et

von-Karman [13].

Les modéles a une et 3 deux éguations de transports :
tels que les modéles de " Bradshow " ei'" k-£ ",.et les modeles
_algébriques "qui sont tous basés sur les équations de
Navier-Stokes moyennees sur .un long intervalie.de temps compareé
aux fluctuations turbulentes, ont. rendu possible 1’étude
numérique de certains problemes bidimenSionéls,~ le Buffeting

par exemple [14], ou ont prouvés des exellents resultats.

Bien que ces modeles présentent un probléme serieux au
point de wvue du coldt de calcul, ils sont les seuls moyens de
simulation numérique de certains problémes aérodynamiques et

aéroélastiques [15].

II.1.2 Modélisation des écoulements non visqueux

La modeélisation de la zone non visqueuse est accomplit en
négligeant les termes visqueux dans les équations de
Navier-Stokes. Une autre simplification souvent apportée aux
équations de base régissant les écoulements autour d’ailes et
de fuselages est la négligence des termes de ﬁransfert de
chaleur (modéle d’Euler et éncore plus Simplifié celui des .

écoulements potentiels).
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- modele d’Euler

Un arrangement est apporté aux équations classiques de
continuité, de mouvements et d’énergie de maniére a obtenir 1le

modéle écrit sous la forme conservative suivante [16]:

8H 8E 8F 3G

ot " Y ey * ez O (I1=1)

ou H, E, F et G représentent les quantités correspondantes aux

cing égquations de bases:

t
H = (pm’ Pmux’ Pmuz’ pmua’ pm?t)
’ 2 : L

E = (Pmui’ p ¥ pwu1’ pmuiuz’ Pmu1u3’ (Pmet+ p)ua)

) (I11-2) -
= ' _ N 2 t

B (Pmuz’ pwuzux’ P pmuz’ pmuzua’ (papt+ p)ug)

_ ) ' 2 - t
G = (pwua’ PoHalYy» Ptalz Pt Plss (Pme‘+ p)ua)

Ces éQuations donnent de bon résultats pour un maillage
raffiné des champs d’écouleménts tridimensionnels [17].
Cependant, 1le colit de calcul reste assez élevé et leur
application est généralement reservée aux cas

bidimensionnels [18].

- modéle des écoulements potentiels

Ce modéle a connu une grande.application aussi bien pour
les écoulements subsoniques [19] et supersoniques [20] que pour
les écoulements transoniques tridimensionnels [21]. Cet
avantage est due a une simplicité relative des algorithmes de
résolutions et de 1’économie en temps de calcul d’une part, ef'
a4 la précision plus que satisfaisante des résultats obtenus

comparés a ceux obtenus par le modéle d’Euler d’autre part.
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En plus des hypothéses citees auparavant, le modele
potentiel, ou isentropique, ést base sur 1’ hypothese
supplémentaire des écoulements irrotationnels qui entrainent
1’existence d’une fonction potentielle (x,y,z,t). Les
équations - de bases seront condensées alors en une seule

équation dite équation du potentiel de vitesse.

Dans sa forme linéaire, l’équation du potentiel de .vitesse

prend la forme classique suivante:

(-m2e o+ &+ B - 2, - L & = o (11-3)

zz xt i 2 tt
Yy Cm c

ou M, et cg sont respectivement le nombre de Mach et la

.célérité du son de 1’écoulement libre.

L’avantage de la forme linéaire permet de_représenter la
solution totale par une superpositidn de  solutions
partipuliéres} Dans le .cadre de notre projet nous nous

intéressons a la solution particuliére permettant de déterminer

la matrice des coefficients des forces aérodynamique

généralisées. .

I11.2 EQUATIONS FONDAMENTALES REGISSANT LES ECOULEMENTS
POTENTIELS

En vue de 1l’obtention de la simplicité et la condensation
de 1la procédure, nous allons utiliser la représentation
vectorielle pendant la formulation mathématique des écoulements

potentiels'[22].

En effet, 1 hypothese de 1’existence d’une fonction

potentielle #(x,y,z,t), ou tout simplement &, permet d’écrire:

—_

- o8 (I1-4)
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En utilisant l’équation de continuite,

—_

1 dp
4 Ge v . R _
7 at + Y ° | . (11-5)

et d’aprés l’équation II-4, nous pouvons écrire:
— 2 t o
vV = V°§ ' (11-6)

L’équation de continuité devient donc:

1 dp 2 '
— G v Ak SR -
p dt T ° ‘ (11-7)

En. utilisant l’équation de la quantité de mouvement,
dv ’ dP ' .
QY. . ool 2 . -
dt (= ) - (11-8)

la dérivée totale'du membre de gauche de 1’équation II-8 peut

étre dévoloppé en:

av' _ eV’ VA e —o "
Qav _ v v| - -
3t 3t + [ > ] V X W (11-9)

L’hypothése de 1l’écoulement irrotationel se traduit par
1’annulation de la vorticiteé w'. De plus, par l;intermédiaire
dell’équation II-4, la dérivée locale du vecteur vitesse prend
la forme suivante:

_ ,
oV _ 3 : -
at v[ 3t ] (I1I-10)

en tenant compte des équations II-8, II-9 et II-10, l’éguation

de la quantité de mouvement prend la forme:

% —V-b2 4ap
7 L = N
[ ot T 2 + > 0 (II1-11)



En intégrant 1’équation ci-dessus entre deux positions en
prenant comme position initiale les conditions de 1l’écopulement

libre, on peut deduire 1’équation de Bernoulli:

P

ad 1 —2 —2 dP .
—_— = - - —_ = 11-12
ot T 2 (v Vg ) J 5 _o ( )
: P
o o]

ou V. et Py sont respectivement la vitesse et la pression de

1’écoulement libre.

L’utiiisation de 1’équation de la célérité du son,
P =g : (11%13)
nous pefmet d’écrire:

dap_ _ 2z dp . TTTAY
dt ¢ at : , (1I-14)

_ Pour pouvoir combiner entre les trois équations (11-7),
11-12 et II-14, on utilise la régle de Leibnitz, pour la

différentiation d’une intégrale définie, suivante:

. P

= B == (11-15)

d
dP P P
P
0 0]
d’ou:
P
d P _ 1 dP . _
dtJP - p dt (I1-16)
PG)

En appliquant la dérivée totale a l’équation de Bernoulli
et par substitutions dans 1’équation II-16 nous obtenons apreés

utilisation de 1’équation II-14:

' —2
1 de _ _ 1 d o2 \ _
/7 dt =z at [ 5t T 2 ] (2T=17)



24
Finalement, par simple substitution dans 1’équation II-7
et un arrangement du membre de droite de l’équation ci-dessus,

on aboutit a l’équation exacte de 1’écoulement potentiel,

b . . 2
Vzi’ - 1 [ o < + .0_. (V‘i’z) + V& V[ Vi ] . J = 0
at at ‘ -

(11-185

Le. -propbléme revient donc a chercher la solution de
1’équation II-18 qui représente une fonction scalaire

&(x,y,z,t) au lieu d’une fonction vectorielle Vv .

En plus du champs de vitesse, le champs de pression,
comme inconnu principal en aéroélasticité, peut étre exprimé en
fonction de la fonction du potehtiel de vitesse. Pour cela nous
allons formuler 1’expression du coefficient de pression local

qui peut-étre défini comme:

Cp = —— : ' . (TI=19)

Pour un écoulement isentropique ‘d’un gaz parfait,
'l’équation de la célerité du son prend alternativement les

formes suivantes:

dp j de _ 2z_ (8P ) _ oy , ' _
dt/ct',c'[ap]s'yRTf P (TE-20)

ol ¥ est le rapport de chaleur spécifique, supposé constant.

En tenant compte de 1’équation d’énergie pour  un

‘écoulement isentropique et de 1’équation ci-dessus on peut

avoir:
P e _‘ c
dpP d(c’) 1 2 n .
J~7;‘ = J > -1 - 7 -1 (¢ -yl (I1-21)
P c

@ [0 o]
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Par combinaison de 1’équation de Bernoulli II-12 avec les

é¢quations II-20, II-21 et II-22 on obtient finalement:

_ 2 y - 1 ad 1 2 -—42 r/(r-1)
i r M [[ a ot [ ot ' 2 VET Ve )] ‘ - ]]

(11-22)

L’équation ‘ainsi dedu1te est donc 1l ’expression exacte du

coefficient de pression locale pour un ecoulement isentropique.

Pour les applications pratiques, 1’équation du potentiei
de vitesse n’est pas utilisée dans sa forme exacte mais elle
est simplifiée en.ne gardant que ljes termes linéaires pour les
ecoulements completement subsoniques ou supersoniques, et les
termes linéaires plus les termes non linéaires prepondérants
unigquement pour les écoulements transoniques. Pour le
coeffiqient'de pressioh, 1’utilisation exacte de son expression
est possible dans le cas stationnaire et/ou .dans le -cas de
resolution par la methode des champs, pour les problemes
1nstat10nna1re avec resolutlon par les méthodes intégrales, 1la
linéarisation de 1l’expression du coefficient de pression est

indispensable.

II.3 MODELE LINEAIRE DE L’ECOULEMENT POTENTIEL AUTOUR DES
VOILURES

En tenant compte de 1’hypothese des petites perturbations
pour un écoulement complétement subsonique ou supersonique
autour d’ehgins, 1’équation du potentiel de vitesse peut étre
‘soumise a une linéarisation totale [§.II.lj en aboutissant a sa
forme donnée par 1l’équation II-3. On néglige les termes non

linéaires méme dans 1’expression du coefficient de pression.

Dans ce qui suit nous allons supposer gue 1’écoulement du
fluide privé de toute source de perturbation se compose dfgn
courant avec une vitesse uniforme V. paralléle a 1l’axe des X.
I1 est donc commode d’utiliser un potentiel de -perturbation
#(x,y,z,t) gqui sera 1ié au potentiel de vitesse par la relation

sulivante:
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(x,y,z,t) = Vo x + Px,y,z,t) (I1-23)
avec: )
u =¥,
v = % 4 ' : (11-24)
w =P )
Donc:
u1 = Vo + u . .
u, = Vv : (11-25)
US =
- avec:

u << Vm ; v <L Vco 3 w << Vco
Privé du potentiel d’écoulement uniforme & 1’infini,
1’écoulement perturbé par 1l’engin comme source de perturbation

sera donc gouverné par 1’équation suivante:

2 2M 1 - =
.(l-Mw)¢xx+ pyy+ -¢zz- —c:—wpxt_ 2 pt [ Y (II 26)
(¢ o]
avec:
- -2 - 2 _
CP - Vv ¢x Vz Pt (11=27)
o o) o o]

Pour pouvoir réscudre 1’équation II-26 pour les cas

d’écoulements autour des voilures, trois conditions aux

limites sont nécessaires pour que la solution du probleme soit

unique [9].

a = Imperméabilité de la surface

Puisque 1’écoulement est supposé sans décollement, les

lignes de courant d’air embrassent la configuration de 1’engin

et pour chaque point (x,y,z) de la surface en vibration, la

vitesse normale a la surface est égale a 1la vitesse de

1’écoulement dans la méme direction.



La condition exacte est donc qu’a la surface

S(x,y,z,t) = O (11-28)
de la configuration, 1les particules de fluide sont assignés a
se mouv01r selon la loi suivante:

DS _ a2

Dt [Sope.® "R T)0 = B ° ' (11-29)

b = Conditions a 1’infini

Quelque soit la nature de 1la perturbation produite par
1’engin, elle doit s’atténuer de-plus en plué qu’on s’éloigne
de 1l’engin et on doit retrouver 1’écoulement uniforme non
perturbé. Cette condition se traduit par 1’annulation du

potentiel de perturbation et de ses dérivées a 1’infini:
p=0 ; p=0 ; Yp=0 . (11-30)

De plus, dans le cas de resolutlon par les méthodes des
singuldrltes, 11 faut agouter 1a condition de Sommerfeld qui
exige que la solution 1nstat10nnalre soit formée d’ondes se

dilatant vers 1’infini en partant de leur source (engin).

¢ = Condition de Kutta

La condition gque la pression soit finie et continue au
bord de fuite se traduit par 1’annulation de la différence de

pression entre 1’intrados et 1’extrados:

ACp (x,y,z,t) = 0O _ (I1-31)

L’équation II-26 aux dérivées partielles avec les
conditions aux limites citées ci-dessus représentent le
probleme aux limites qu’cn se propose de résoudre .par 1la
méthode 1intégrale. La disﬁribution de pression autour des:
voilures qui est 1’inconnue principale du probleme sera

déterminée par 1’intermediaire de 1’équation II-27.
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II.4 METHODES DE RESOLUTIONS

Les méthodes proposées peuvent étre classées en trois
groupes [Fig.II.1]: méthode des champs, méthode des

singularités et la méthode de Morino.

METHODES DE RESOLUTIONS

METHODE DES METHODE DES METHODE DE
CHAMPS SINGULARITES MORINO
- Differences - Vortex
finies -
- Volumes - Doublets
finis
- Eléments - Sources
finis

Fig.II.1 Types de methodes utilisees

II.4.1 Méthodes des champs

11 est possible d’utiliser ce type de méthodes pour
n’importe qul probléeme d’aéronautiques. Les résultats thenus
sont les plus précis mais nécessitent la discétisation de tout
le domaine d’écoulement perturbé, ce qul exige un espace
mémoire et un temps de calcul élevés.-cfest'pour cette raison
gue 1l’emploi de tels méthodes est exclusivement pour les
modeles non‘linéaires tels que pour les écoulements visqgueux,

transonigques et hypersonigues.




IT. 4.2 Méthodes des singularites

Jusqu’a present, le domaine d’application de Ceé méthodes
se limite aux problemes gouvernés par des équations aux
dérivées partielles linéaires [23]. Le principe de base dé ces
méthodes consiste a couQrir la configuration par des
" distributions de singularités disposées sur la surface réelle.
ou moyenne de cette configuration, les intensités de
singularités‘tels que sources, doublets ou vortex, dépendent

des équations des conditions aux limites imposées.

La méthode des vortex est utilisée essentiellement pour
résoudre les problémes de surfaces portantes en écoulement
stationnaire [24], Son extension aux broblémes instationnaire
est effectué en faisant apparaitre explicitement 1l’effet -du
sillage pour chaque pas de temps .[251. - Cette extension se
limite éuxv écoulements incompressibles et aux surfaces
portantes paralléles d’une . part et aux phénomenes longs,
faibles fréquences,' d’autre part [26]. De blus, 1’effet du
sillage exige un espace mémoire et un temps de calcul

considérables.

La méthode des doublets est utilisée quelque soit 1la
complexité des configurations portantes, et aussi bien en
écoulement stationnaire [27] qu’en écoulement instatio-
nnaire [9]. Cependant, la modelisation des surfaces portantes
en écoulement stationnaire est généralement effectuée par 1la

méthode des vortex pour des raisons de précision.

La méthode des sources est essentiellement employée, pour
les écoulements aussi bien stationnaires qu’instationnaires.

pour modeéliser des corps non portant complexes [28].

Pour notre cas nous nous 1intéressons uniquement au
problemes de surfaces portantes dans - un écoulement
instationnaire en employant une distribution de doublets sur

les surfaces moyennes des ailes et des empennages.



CHAPITRE III

DECOMPOSITIONS LINEAIRES ET EQUATION INTEGRALE

La theorie des petites perturbations nous a amené a la
linéarisation du modéle des écoulements potentiels qui va nous
permettre de séparer le phénomene physique reel en une somme de
problemes élémentaires aerodynamiques. La solution particuliere
convenable au probleme aux limites est déterminée a partir
d’une équation 1intégrale et en utilisant comme type de

singularités la distribution de doublets.
ITITI.1 DECOMPOSITION EN PROBLEMES D’EPAISSEUR ET PORTANT

Pour pouvolr geéneraliser cette etude aux ailes ayant des
angles diedres A non nuls [(Fig.III.1], nous allons exploiter un
systeme de coordonnées curvilignes (x,s,{). Les oscillations
sont evidemment de faibles amplitudes et normales a la surface
de base ou moyenne z;(y) parJllulu au  courant a  l7infini

(incidence et cambrure nullec<).

Le probleme reel qui est une vollure avec une
distribution de cambrure et vibrant autour d’une position

moyenne & un angle d’incidence 4 peut etre décomposeée
I



&
V]

w

Fig. III.1 Coordonnees curvilignes



un probléeme d’épalsseur non portant determine par la loi
d’épaisseur du profil en position perturbee,
un probleme portant determine par la torme du squelette de 1la

voilure et qui est en position perturbée (oscillation).

PROBLEME REEL:
voilure aveo cambrure, a un angle
dtal Ladque B «t cnooscillations

PROBLEME_D'EPAISSEUR

L == T |

Fig. III.2 Decomposition du probléme physique

La décomposition en ces deux etfets est interessante a
cause des symétries qui apparalssent. Nous allons préciser les

conditions aux limites pour chacun de ces deux problemes [30].

III.1.1 Probleme d’eépaisseur

a - imperméabilité de la surface

Pour la face supérieure, 1 équation II-28 prend la forme
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suivante:

£ = € (x,¥.,2z,t) = O (III-1)
ou

C - L (x,s,t) = 0 (111-2)

Pour des petites perturbations,

ar ar ar

[ = = =] << 1 (I1I-3)
ax ’ 9s > V_ It o -

I1 s’en suit que 1’equation II-29 peut etre approximée

par,
ar ar
Wn(x,s,Eu,t) = Bt - 1 VOD B (II1I-4)
avec:
Wh(x,s,Eu,t) . vitesse sur la surface supérieure normale a la
surface moyenne.
pour la face inférieure, l’équation II-28 prend la forme:
(-CL(X,S,t) = 0O (III-5)
Pour des petites perturbations,
acl 5§L L aCL I11-6
Ax * 9s ’ V at <<l ( )
o o] .
I1 s’en suit que 1l’equation II-29 peut eétre approximee
par,
ar, or,
Wh(X,S,CL,t) T * Vo ox (I11-7)
avec:
Wh(x,s,CL,t) - vitesse sur la surface inferieure normale a 1la

surface moyenne
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Une conséquence directe des equations III-4 et ILI-7 est

que,

Wn(x,s,0 ,t) = —Wn(x,s,0,t) (I11-8)

Dans le cas de disposition des panneaux sur la surface
moyenne zs(y), l’équation III-8 nous permet d’écrire:
ap + dp -
jﬁf‘(X,S,O ,t):"jyf—(x,i,o ,t) (I11-9)

~ + = - - - - .
ou 0 et O indiquant respectivement les faces superieure et

inférieure de la surface moyenne de la voilure.

On est donc amené & chercher une solution e(x,s,{,t)

symetrique en { pour que coit antisymétrique.

o
a
De plus a 1’extérieur de la surface de base faisant
. . ) . (o[> . 5
partie des profils symetriques, 7#;— est nul pour { egale a
zero.
b = Conditions & 1’infini
A 1l’infini,
= 0 ; Yo = O et g = O (III-10)
¢ = Condition de Kutta
Au bords de fuite, l’équation II-31 devient:

ACp, (%,5,0,t)=0 (III-11)

La différence de pression est aussi nulle dans toute la

surface { = O.
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III.1.2 Probleme portant

a - imperméabilité de la surface

Sur la cambrure, 1’equation I11-28 prend la forme
sulivante:
- (x,s,t) =0 (III-12)

Pour de petites perturbations,

[ m m o l
o9x ' d9s v 9t =S (III-13)

Il s’en suit que l’équation II-29 peut étre approximée

par,
or ar
Wn(x,s,{ ,t) = —=—— + V - (I1I-14)
) T2 m? at ® 9x
avec:
Wh(x,s,fm,t) . vitesse sur la cambrure, normale a la surface
moyenne

Puisque la face supérieure et la face inférieure ont 1la
méme équation, nous pouvons deduire pour le cas de disposition
des panneaux sur la surface moyenne:

3y

ap -

ar (X,S’o*!t) =

On est donc amené & chercher wune solution (x,s,{,t)

a

antisymetrique en { pour que -:%L— soit symétrique.
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Dans ces conditions ¢ e et p_ sont impairs en { d’une
part et la continuité au sein du fluide d’autre part entralne,

en dehors de la surface portante et du csillage:

Pour £ = O

1l
O

n (III-16)

v % %
!
O

b = Conditions & 1l ’infini

A 1'infini,

¢ = O
Yo = O (II1I-17)
P, = 0
c = Condition de Kutta
AU bords de fuite de la sur face moyenne,
l’équation II-3%1 devient:
ACPT(X,S,O,t) = 0 (ITI-18)

L’annulation de 1la difference de pression peut etre
étendue en englobant tout le sillage. Sur la surface portante,

la différence de pression représente l’inconnue a chercher.

III.2 MODELE SPECIFIQUE AU PROBLEME DE FLOTTEMENT

En respectant la condition mathématique qui exige que les
solutions doivent étre linéairement indépendantes, le probleme
portant peut @tre aussi decomposer en un probléeme portant
stationnaire et en un probléme portant instationnaire. Ce
dernier probléme est celui qui nous intéresse pour établir le

modéle aérodynamique de flottement.
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III.2.1 Décomposition du probleme portant

Le probléeme portant stationnaire est caractérisé par
1’angle d’incidence et par la cambrure prives de tout mouvement
et déformation <cupplémentaires, c’est a dire que ces deux
dernieéres caractéristiques sont 1indépendantes du temps. En ce
qul concerne le probleme portant instationnaire nous allons
nous intéresser a 1’effet des mouvements et des déformations

entrainant uniquement une perturbation de portance [Fig.III.3].

PROBLEME PORTANT

PROBLEME PORTANT STATIONNAIRE PROBLEME PORTANT INSTATIONNAIRE

ANGLE D'ATTAQUE OSCILLATIONS D'UNE_ PLAQUE

e ()
ot

Fig. ITII.3 peécomposition du probleme portant
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D’aprés cette décomposition, deux remarques intéressantes

doivent étre citees:

Les conditions aux limites pour chacun de ces deux
problemes ne portent rien de spécifique sauf qu’on remplace
dans les équations III-14, I1II-17 et I1II-18 le déplacement
(m(x,s,t) par_f;(x,s pour le cas du probleme portant
stationnaire et par la somme des modes propres Ek(x,s,t) pour

le cas du probleme portant instationnaire-

Le probleme portant stationnaire nest qu’un cas
particulier du problemes portant instationnaire, ceci peut étre
obtenu en considérant la dictribution de cambrure comme etant
une amplitude d’un mode propre avec une freguence de vibration

nulle.

III.2.2 Modele

L'effet du probloeme portant in.tationnaire se traduit par
une perturbation de la difféerence de pression entre 1’intrados
et 1l’extrados de la voilure, et puisque le calcul de flottement
s’interesse a la limite de stabilité ou 1l’oscillation est
harmonique, on s’attend a ce que le potentiel de perturbation
du probleme instationnaire et <es dérivees, produits par les
sur faces portantes, auront une nature harmonique du temps, €n

effet:

Wt

(k(x,s,t) - b fk(x,s)eL
$ p(x,y,z,t) =P (x,y,z)e (II1-20)
wn(x,s,t) =-W;(x,s)elwt

wt

"

L Cp(x,s,t) —E;(x,s)eL

Les eéquations I1II-20 permettent le passage du domaine
temporel [§.II1.2] au domaine frequentiel. Aprés l’insertion de
ces équations dans les équations II-26, 11-27, III-14, IIT-17

et I1II-18 nous obtenons enfin:
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dans la région potentielle;

1’équation gouvernant 1l’ecoulement perturbeé devient,

h) 2

ok = - : : g4 ==
(l"Mm) @xx+ pyy+ sz_zl 2 i L 2 Mw ® 20
b o
(ITI-21)
avec:
i - =2 | 5 . B -
Ce(x,8)=wg | P * 15— ¥ (III-22)

sur la surface;
pour chaque mode k, la condition d’impermeabilite de la surface

s’exprime par la forme adimensionnelle sulivante:

[ Voo L‘ d(x/b) FoOGe) + 1 v 1 (x,s) (II1-23)
ou:
a (x,s55¥) = o (x,s) + 1 » af(x,s) 1 k= 1,p (I11-24)

a 1’infini;

la condition d’atténuation des perturbations se tradult par:

P (x,y,z) = O

— L LI =25
Ve (x,y,z) =0 ( )
au bord de fuite;
la condition de Kutta se tradult par:
ACPT (x,s8) = © (II1I-26)

III.3 EQUATION INTEGRALE

La solution analytique du modeéle précedent, n’est connue
que pour des cas particuliers [30] (cas de 1’ecoulement
bidimentionnel et de 1’aile elliptique en subsonique,

notamment) .
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Pour aborder les applications pratiques de sur faces de
géométries complexes et d’interterences entre ailes et
empennages ou canards, on est donc amené a chercher des
formulations susceptibles de donner des solutions numeriqgues
approchées. Pour cela, on remplace le probléeme aux limites par
une eéquation intégrale reliant les vitesses, normales a la
surface moyenne, & 1a distribution de la différence des

pressions sur la surface moyenne.

Vue les caracteristiques de la ftonction potentielle de
perturbation et de <es derivees (5. I1I.1], les surfaces
portantes et leurs sillages peuvent etre remplaces par une
ditribution de singularites doublets, non portantes sSur les
sillages, dont 1les intensitées seront déterminées par la

condition a la limite de la parol.

Bien que les ¢quations III-21 et III-22 sont specifiques
au probléme portant instationnaire, 1la nécessité de renforcer

la condition de sommer feld est la cause de 1’utilisation des

équations 11-26 et I11-27, wbL ct nlest gqu'a la fin o que les
natures harmoniques donneées par 1les équations II1-20 sont
introduites pour apoutir a 1’ eéquation intégrale

suivante [Annexe.a):

ak(x‘,si;v) = 4% % JS K (xt,st;x,a;V,Mm) lk(x,a;V,Mm) dxds
(I1TII-27)
avec les conditions aux limites:
ak(x1’51;v) = a;(xl,s1) + 1w a:(xl,%‘) .k = 1,p (I11-28)
t (x,s) = O (I111-29)



L, (x,s52,M,) ) - (III-30)

f - indique qu’il ne sagit pas de l1’intégrale de Riemann, mais

de la valeur définie & partir de la primitive

K - fonction noyau de 1’integrale ou fonction kernel

lk : distribution de charges cur 17aile qul represente
1’inconnue de base dan< 1’expression des coefficients des

forces aerodynamliques genurallisees

L’équation III-27 représente la vitesse normale induite a

la surface portante, en un point (x,s), par la distribution de

pression sur toute les surfaces portantes.

2

La fonction kernel K est donnee par Vivian [31] et

Landahl [32] sous la forme suivante:

- " 2 —
K = exp(—lwxo/vw)(K1T1+ Ksz)/r (ITI-31)

T, = cos(Xr - X;)

= S bt 1 N~ RN — =1 nX
T,= (zocookr y051n4r)(zoco¢ R Yoein ;)/r
M r

w 2. -1.-2 .
Kl- I1+ = (1+ut) exp(—1Hut)

E 2 2

iHMr s .
K. = —312— 2 (l+ur) exp(—iHut)

R .

M r ¢ 2 2
-1/ 2 -9-2 .
? [(l+uf) ez BL. 3 2+-£Elll&](l+ux) exp(—1ikut)
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avec:
xo—xl_x > yoﬁyl_y > iU_Zl_z
_ _ 2 1.2 _ 2 1.2 _ 2 2 2 1.2
B =(1 Mm) :oor =(y + zo) 2 R-(x0+8 ro)
@W r M(u R - >(u
H = v 5 u, = >
@ B r
w i
exp(—1iHut)
I (us,H) = J > s du
U1(1+u1)
w .
exp(—1MHur)
I,(ut 1) = J p— du
ul(l+u1)
w : fréquence circulaire d’oscillation
XP: angle diédre du point récepteur localiseée en (xl,yl,zl)

k;: angle diédre du point eémetteur localiseée en (x,y,Zz)

Pour pouvoir eévaluer la fonction kernel, les deux
intégrales infinies doivent etre determiner. Parmi plusieurs
approximations de ces integrales nous allons adopter, pour des
raisons de précision et de <simplicité, celle donnée par
Albano [33] et qui est utiliseée par Waldman [34]. Les détails
concernant cette approximation sont représentes dans

1’annexe C.

Pour 1le cas stationnaire 1’expression de la fonction
kernel prend la forme suivante [34]:

S 2
K —(K1T1+ K Tz)/r (III-32)

-
2
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x
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+

L’expression de la fonctlion kernel pour le cas stationnaire
est considerablement plus simple que pour le cas
instationnaire. C’est pourquoi dans le cas ou la fréguence
d’oscillation peut étre assumee egale a zéro il est avantageux

d’utiliser l’équation III-32 au lieu de 1’équation III-31.



CHAPITRE IV

METHODES DE LA FONCTION KERNEL

La thr orie de 1o . I

. | b ottt de mialthopp [(39]
1nitialement daveloppao poul U ecouloement tationnairre 4 ete
:1'« =) Za ~ SRR TS y : = 5 3 | | -
etendue au donaine LR SN S TR TR BES A pour  des wtuctures o en
oscillation harmonique & basses bt a4 hautes fréguances aussi

bien ar le principe e collocati
o) e principe de collocation doe Mul thopp Gue par le

principe variationnel de Floa<.

Dans ce qui suit nous allons presenter brievement les
différentes approximations de charges et les différentes

méthodes de la fonction Kernel.

IV.1 APPROXIMATION DE LA DISTRIBUTION DE CHARGE

La théorie de la méthode de la fonction Kernel exige que
la charge soit approximée par une forme polynomiale en
coordonnées £ et 7 qui prennent en considération 1les
comportements singuliers connus de cette charge aux bords de

la voilure.

Ppour le cas d’une surface plane, nous allons faire
apparaitre les coordonnées paramétriques ¥ et 7n en faisant
transformer le plan physique de 1’aile en un plan

d’intégration [Fig.IV.1].
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b A Plan
physique
X,
X Plan
- . d'intégration
X, A
+1
X +1 &
=
(@] b O -
. /
=7

Fig. IV.1 Coordonnées parametriques

Les coordonnées paramétriques de la projection S de

l’aile sur le plan (x-y) sont donc donnees par les formules

suivantes:
£z =t (x = x_(¥))
c(y) L

(IV-1)

- _Y

&7

avec:

c(y) = x (y) = x (y) (Iv-2)
Dans ces conditions, 1’éqgquation intégrale et ses

conditions aux limites seront écrites sous la forme sulvante:

1 1

1 B,

= a (%, 3 ¥ ™) = 2 J‘C(y) an J‘K(xi,yl;x,y;v,mm) L (¢, y) &
-1 (o]

(IV-3)
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avec:
o (%, .y, 5¥) = o (X.,y @)+ iv ol (X,,Y,3¥) (Iv-4)
L o (%s¥) = 0 (IV-5)

IV.1.1 Séries a base de monomes

L’equation intégrale IV-3 n’admet pas une solution unigue
et 1la solution ne devient unique que si on 1impose les
conditions de glissements et de Kutta, avec les comportements
singuliers des bords latéreaux et d’attaque. Nous allons
chercher une solution approximative de 1’équation 1intégrale,
ayant ces comportements connus aux bords de la surface S, qui

permet d’obtenir la matrice des coefficients aérodynamiques

generalisés.

Les series les plus simples approximant la distribution de

charge sont celles a base de mondmes en £ et N:

m 4L-1 p-1. l_F 2
lk (X’Y) - }: E—‘ Ak;\.p ?-‘ n l'—'f—-‘ jl‘Tl . (IV"‘&)

L=1

La fonction jl—nz fait ‘tendre la charge vers zéro

aux bords latéraux, de plus, la fonction .i%i__ exprime

la condition du Kutta (charge nulle au bord de fuite, pour §=1,

et 1’infinie au bord d’attaque pour f = O:) .

La charge inconnue sera donc remplacée par cette série ou
les coeficients complexes constants Ak'tp deviennent 1les
nouveaux inconnus du probleme.

IV.1.2 Séries a base de polynémes orthogonaux

~

pour améliorer 1’approximation de 1la charge, 1’équation
IV-6 sera mise sous une autre forme, qui est plus convenable
pour 1l’évaluation numérique que la forme entrainant des

simples mondmes. L’une des formes utilisées est:
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L, (x,y) =L L B.pz N (0D 9;(77)]1;_—5— lin? (Iv-7)
r=4 ' .

=1 K

n

ou hp(f) et g;(n) sont les polynomes d’interpolations bases sur
les (mn) points distincts dans 1’intervalle [0,1] et
[-1,1]:

noo -2
h@Z)=mn |—— . r = 1,n (1v-8)
izr L og-2
VA Y L
T 7 - np
g, (M =1 s ;8 = 1,m (IV-9)
Eié ~ n;- np
Les coefficients 1inconnus A, de la formule IV-6 ont

k;wvp
été remplacés maintenant par des nouveaux coefficients inconnus

Bk,pﬁqui sont des combinaisons linéaires de ﬁk,Lp.

Le choix des positions des points Eiet np est de telle
maniére a4 ce qu’il emporte une considérable simplification du
point de vue intégration numerique d’une part et d’assurer une
bonne distrubution des points xLet yP sur la surface
portante. Davies a choisi les expressions suivantes:

21 - 1

I1 s §F = -
>n + 1 ) ] £ 1 1,n (IV-10)

p = 1,m (IV-11)

IV.2 METHODE DE COLLOCATION

Les coefficients 1inconnus de 1’équation IV-7, ou bien
IV-6, de la charge lk(x,y) peuvent étre obtenue en appliquant
l’équation intégrale 1IV-3 pour un nombre (nm) points de
collations en nombre égale au nombre de coefficients. La
procédure abouti alors a un systeme de (nm) équations linéaires
a (nm) inconnus. Aprés la déterminations des coefficients, un
chemin inverse est procédé pour l’obtention de la charge et les

coefficients aérodynamiques généralises.
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L’équation de base engendrant le systeme d’équations est

alors:
n m »
o (xtp,ytp) = §_1 ;_1 B e Ur;(pr’ytp) (IV-12)
avec:
ak(pr’pr;v) = ag (le,ytp;u) + 1v o (xtp,ytp;v) (IV-13)
ou:
1 1 .
-1 [ 2 . 1-%
ure(xip,ytp)— anfc(y)g (md1-n dnJK(pr,pr,x,y)hr(E) —F—dZ
-1 o
(IV-14)
Sous forme matricielle, 1les eéquations cili-dessus nous

permettent d’écrire:

[a] = [ Ul [ B (IV-15)
ou:
[ a] : matrice des vitesses normales, dont les é€léments sont

donnés par l’équation IV-13, d’ordre (mnxp)

[ U]l : matrice des coefficients d’influences aérodynamiques,
dont 1les éléments sont donnés par l’équation 1IvV-14,
d’ordre (mnxmn).

[ B]1 : matrice des coefficients inconnus d’ordre (mnxp).

Donc:

1

[ Bl =[ Ul ~ [a] (IV-16)

Une fois la matrice des coefficients B . _ est détermineée,
la matrice des coefficients aérodynamiques généralisés qu sera
obtenu par substitution de la série exprimant la charge dans

1’équation I-10, en effet:

Q, ==L L =x_. .. 8 (1v-17)
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avec:

Xyiva = 1Jc(y)g=(n)11—n2 dan JCq(x,y) hr(f)[ 1;5 dZ

(Iv-18)
Sous la forme matricielle 1’equation IV-17 devient:
2
[ @] = (/o) [ x1 [ B (IV-19)
ou:
[ @] : matrice carree d’ordre (pxp), dont les elements sont

les coefficient aérodynamiques généralises

[ x1 : matrice d’ordre (pxmn), dont les éléments sont donnes

par l1’équation IvV-18

Par substitution de 1’équation IV-16 dans 1’équation

IV-19 nous obtenons la forme finale suivante:

1

[ @] = (1/b) [ 21 [ ul " [al (IV-20)

Soit Fra(x,y) la fonction suivante:

F _(¢y) = h (L) gn(n)l—l—g—f— jl-nz (Iv-21)

L’équation matricielle de 1la distribution de charge est

alors:

[ 11 = F1 [ B]

[}
—

F1 [ ul [ o] (Iv-22)

[ L] : matrice de distribution de charge d’ordre (mn xp)
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[ F1 : matrice carré diagonale d’ordre (mnxmn), dont les

éléments sont donnés par 1l’équation IV-21

IV.3 METHODE VARIATIONNELLE

Le principe variationnel est une technique mathématique
basée sur l’idée de la minimisation des erreurs des intégrales
ayant des fonctions poids, telles que les intégrales de 1la
vitesse normale. Ce principe fut appliqué a la méthode des
surfaces portantes par Davies [36] pour renforcer la precision
de calcul par rapport a la methode de collocation. Cependant
certains arrangements ont été apportés par ce dernier pour des

raisons théoriques et numériques, soit en effet:

] - 2 —
KI(xg»Yg) = (1/B7) K (x,,¥,) (IV-23)
ou Kl(xo,yo) est la partie plane de la fonction
Kernel.

D’ou:
1
. <(y) ; )
a, (x,,y,:V)= f an| 1, 06y) KO,y o<y MY E O )
[o]
(Iv-24)
avec:

E(xi,x) = exp[t%;—(xi- x)]
' (IV-25)

L’approximation de 1la charge lk(x,y) est choisi de 1la

maniére suivante:

A, vz oy exp[';""];:_ L oe,. N @) 9 ]2 1-n?

(IV-26)
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. . A
Une approximation correspondante ak(xl,yl;v) de la
fonction o (x, ,y, ;¥ est obtenue en utilisant 1’équation

ci-dessus dans 1l’équation intégrale IV-24, d’ou:

"N 1 —-iv
ak(xi’yl) :-E_z . : . Bk;r; Ur;(xi’yx) EXp[-B_ xx] (IV—27)
r= s =
ou:
1 1
1 l 2 , 1-%
U,o Oy, )= Zfa, (M 1-7 dnJKitxl,yx;x,y)h,ﬂ(z)[ S o
-4 o
(I1v-28)
Par application du principe variationnel, les
coefficients B, . _ sont détermines a partir de 1’ensemble des

(mn) équations simultanées,

1 1
Jgp(n)h-nz danL(s)l Lo, 0y, - B0,y ) Jexp (BE %, Jat o
1 o

(IV-29)

A ., .
Si on substitue ak(xl,yl) donnée par 1l’équation Iv-27
dans 1’équation ci dessus on peut écrire 1l’ensemble des

équations linéaires sous la forme suivante:

n
=L L[ v B, ... T Oy, (1v-30)
¥ -

avec:

4 1
2 -
g © Jgp(n)jl—n dnJhL(l'*)
2 o

(IvV-31)

U, (x,.,y,) o (IV-32)

n 1
wtp;ra B Jgp(n)il—nz dnJhL(l_f)
ey o
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Sous forme matricielle, les équations ci-dessus

permettent d’écrire:

1

[Glz—b—[w][B] (IV-33)

d’ou:

[ 81 =20 v17" L ¥ (1v-34)

ou:

[ 1 : matrice des vitesses normales, dont les éléments sont
donnés par l’équation IV-31, d’ordre (mnxp)

[ w1 : matrice des coefficients d’influences aérodynamiques,
dont 1les éléments <sont donnés par 1’équation IV-32,
d’ordre (mnxmn).

[ B8] : matrice des coefficients inconnus d’ordre (mnxp) -

L’approximation Q des coefficients aérodynamiques

qk
généralisés est donc obtenue a partir de 1la formule I-10

en remplagant lk(x,y,V,Mm) par lk(x,y,V,Mw)-

Q, = (1/p) E‘ 93:1 S - T (IV-35)
avec:
1 1
-3 ’ =F
X . = Jg (n)jl—nz an JC (x,y) exp[-iz—x]h (f)i'i—*—— d&
q;re e q b r E
-1 o
(IV-36)

Sous la forme matricielle 1’equation IV-17 devient:

A
[ Q1 = /o) [ x1 [ B (IV-37)
ou:
[ 6 ] : matrice carrée d’ordre (pxp), dont les eléments sont

les coefficient aérodynamiques généralisés
[ x1 : matrice d’ordre (pxmn), dont les eléments sont donnés

par l’équation IV-36
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En substituant 1’équation IV-34 dans 1l’équation IV-37

nous obtenons la forme finale suivante:

-1

[81 =0 x1 [ w1l ' &) (Iv-38)

Soit Fr;(x,y) la fonction suivante:

2

Fre(""’):T%(}Texp[.%x]hr(‘?) 9;(”),‘ l:‘:“ Jl—nz (IV-39)

L’équation matricielle de la distribution de charge est

alors:
A =4 N
[ 21 = /)l FI T 81 =0 FI1 L[ vl [ &1 (IV-40)
ou:
A . ; . .
[ 71 : matrice de distribution de charge d’ordre (mn xp)
[ F1 : matrice carré diagonale d’ordre (mnxmn), dont les

éléments sont donnés par l’équation IV-39

Jusqu’ici, on a représenté que les grandes lignes de 1la
théorie. Pour plus de détails tels que le traitement des
symétries d’écoulement (symetrie géométriques et vibrations
symétriques ou antisymétrique) et les considérations
numériques, nous recommandons de consulter l’article

Davies [37].
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CHAPITRE v

METHODE DES PANNEAUX (D-L-M)

La méthode des panneaux est une méthode discrete et,
grace au progrés informatique, elle tend de plus en plus a

remplacer la méthode de la fonction Kernel.

L’extension de la méthode discréte des vortex “vV-L-M"
appliquée aux écoulements stationnaires ([24], (381, [39] et
[40]) vers les écoulements instationnaires est dite méthode des
doublets "“D-L-M" ([41], (42], [43], et [44]). Pour notre part
nous allons adopter la méthode d’Albano et Rodden [42] qul est
la plus efficace [34] en présentant la formulation mathématique
et des différentes téchniques de résolution et enfin la maniere
qu’on a choisi pour 1’idéalisation d’une configuration

générale.

V.1 FORMULATION MATHEMATIQUE

L’application de 1’équation 1intégrale III-27 sur 1la
surface portante subdivisee en n petites surfaces appelées

panneaux donne:

"

i L jQJ K(x, .S, 3%,5:%,My) 1, (x,s) dxds (v-1)

j=1

a (x,,s,:7)

s
J

avec:

LiP) = o (¢ s 5v) FAv ap(x, s 5v) (v-2)

Ly p(¢8) = 0 (v=3)
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ou:
.eme
cj - corde moyenne du ) panneau
. .eme
ﬁj . angle de fléche du ) panneau
1) - ligne du doublet du jeme panneau
lk(xj,sj): La charge sur le panneau emetteur en mode K,

constante sur chaque panneau.

Le point portant est situé a mi-envergure et au 1/4 de la
corde du panneau dont le déplacement et la pression moyenne
sont supposés en ce point. Comme pour 1a methode des vortex, la
condition a la limite de la vitesse normale a la surface

moyenne est satisfaite au point récepteur ou de collocation.

Notons que 1’intégrale [Eq.V-4] devient infinie si 1le
'point de collocation est situé sur la ligne du doublet. De
plus, 1la condition de Kutta na pas ete imposeée ‘"[Eq.V-3].
Cependant, a partir de 1’expérimentation numérique avec cette
technique [42], il est devenu clair gque 1la condition de Kutta
est satisfaite i chaque point de collocation est situé a

mi-envergure et au 3/4 de la corde du panneau.

Soient D.LJ et &, les quantites suivantes:

1

, 2 == €. 3 : 2 -

D\J a c; cos(J £1K(XL'SL’XJ’SJ’V’Mm) dl (V-5)
)

Hik” o (% ,5.) = &, T LY &k (v-6)

L’équation V-2 se réduit alors a:

= t
a\.k 2j:t DLJ 1k
avec: (v-7)
5 “
o = oo (x ,5) T At BT Pk

L’équation integrale est ainsi transformée en un systeme

uations linéaires:

2] (o100
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o)
c

a'] - Matrice des vitesses normales, adimensionnelles, dont

les (n x p) éléments sont définis par 1’équation V-6

—
o

—
"

Matrice des coefficients d’influences aérodynamiques,
dont 1les (n x n) éléments sont les facteurs des

vitesses normales définis par 1l’équation v-5

—=
~
—_

Matrice des 1nconnues, dont les (n x p) éléments sont

les charges aérodynamigues adimensionnelles

D’ou:

o]+ ]

Notons que toutes les matrices du systeme d’équations

| pu—— |
~

—
n

sont a éléments complexes.

11 faut remarquer Qque 1a détermination des coefficients
des forces aérodynamiques géneralises [Eq.I-8] ne doit pas se

faire suivant 1’équation I-10 mais sous la forme discrete

sulivante:
n
1
v = l -
qu( ’Mm) > »? qu i SJ (V=-10)
b J1=1
Avec:
qu: déplacement du point portant du jeme panneau au qeme mode
le: charge au point portant du jeme panneau au keme mode
s. - surface du jeme panneau

V.2 TECHNIQUES DE RESOLUTIONS

La résolution de 1’équation intégrale présente des
difficultés majeures en raicon de la torme compliquee de la
fonction Kernel d’une part et de la présence des singularites
exigant 1’intégration en parties finies d’autre part. Dans ce
paragraphe nous allons voir les techniques numériques
dévoloppeées par Waldman [34]), Albano - Rodden [42)] et Rodden -
Geising — Kalman [(45].
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V.2.1 Technique de Waldman [34]

La procédure d’intégration utilisée par Waldman est
accomplie par l’utilisation d’une variable dépendante désignée
par "p', comprise entre 0 et 1. Les variables cartésiennes
(x,y,z) pour un élément de courbe sont reliées a "p° par des
transformations appropriees. La formule de quadrature de Gauss
entre O et 1 est alors wutilisee pour 1’approximation de
1’intégrale. Cette procedure est généralement appliquée pour le

cas de calculs des intégrales curvilgnes.

Dans le cas ou l’intégrale présente une singularite dans
1’intervalle d’intégration - pour ce type de probléme 1la
Siﬁgularité se preésente au point p = 0.5- , une guadrature
spécifique est géneree pour 1’ approximation de ce type

d’intégration.
V.2.2 Technique d’Albano et Rodden [42]

Vu que 1les panneaux sont supposés de formes planes,
Albano et Rodden remplacent le repere curviligne (x,s,) par
des repéres cartésiens locaux placés aux milieux des lignes des
doublets, ou segments d’intégrations, et alignes aux surfaces
des panneaux. EN effet pour chaque panneau éemetteur [Fig.Vv.2]

on a:

Fig. V.2 systemes de coordonnées locales et globales
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ou:
(x,¥,2) : coordonnées globales
¢ ,n,0) - coordonnées de 1’élément ou coordonnées locales

Le nouveau systeme de coordonnéees sera donc defini par

les transformations suivantes:

n =y COSK; + z sinA_ (v-11)
{ = -y sinA_ + 2z coSsh _ (v-12)
Dans ceo< conditions lc¢o factaura de vitesaes no rmales

prennent la forme suivante:

e
5 - c; KT+ KT, .
L all 2 El @ (V-13)
' r .
(!
-e
ou:
= - g L*
(F), ;= Ll ;)% C0) (v-14)
(E)ij: exp[-lw(tt—njtanﬁj)/vw] (v-15)
Les fonctions \Kijtj, (TL)Lj’ (KZ)LJ et \Tz)LJ subissent

aussi un changement de variables dans le nouveau systeme.
Cependant, Albano et Rodden ont évalué la partie stationnaire
de l’intégrale par 1l’intermediaire de 1la methode des vortex
(V-L-M) au lieu de la méthode des doublets. L’équation V-13 est
évaluée en retranchant puis en ajoutant la partie stationnaire

de (K1)§j et de (Kz)tj désignées respectivement par (Kw).Lj et

(KZO)L_):

(Kg)y; = 1+ (&, - mtand )/R (V-16)
T _ _ 2 _

(Kpody, = -2 = (&,= ntand)(2 + (B r /R ) /R, (v-17)

Nous obtenons ainsi:

D, =D.- + 4D (v-18)
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ou les facteurs de vitesses normales stationnaires sont:

(a) Cj K10T1+ Konz

DLj = 2R rz E|l dn (V-19)

L
-e

et 1’augmentation harmonique des facteurs de vitesses normales

est:
e
C (KE - K, )T + (K.E - K_ )T
_ ] 1 10 1 2 20 2
AD&;"4H [ = an (v-20)
r g
-e

1’évaluation de 1’augmentation harmonique ADLj est effectuée
en approximant son numérateur par un polynome parabolique P(M)

tel que:

, ‘
P(n) = AN+ Bn + C = (K E - K, )T,+ (K,E - Ko) T, (v-21)

L’équation V-20 prend alors la forme:

e
c, P(M)
AD. .= f an (Vv-22)
I1 2 2
S (n- n)+ L,
-e
Si on prend P(-e), P(0) et P(+e) comme valeurs

respectivement de debut, milieu et fin de P(n) nous aurons:

A = [P(-e) - 2P(0) + P(e)]l/2e (v-23)
B = [P(e) — P(-e)]l/2e (v-24)
c =.P(0) (V-25)

Enfin l’expression finale de 1’intégrale est comme sSult:

€
_ 2 .2 " 1 ! =, -
ADL,“TH{[[”L I:L](-\+T7LB+L:|F+——,284ULAL:*'..GA}

(v-26)
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L zelt]
F = tan - v
T e

27)

e 2
(n-e)t -

G =log— - (v-28)
(ni+ e) - L

V.2.3 Technique de Rodden, Geising et Kalman [45]

Bien qu’il a ete prouvé que la procédure d’Albano et
Rodden est efficace pour le calcul des intégrales singulieres,
il est a noter que, cependant, le traitement non sépare de la
partie plane et la partie non plane de 1a fonction Kernel dans
ce type d’intégration peut étre une source d’une mauvaise
precision des résultats. La methode devient alors codteuse a
cause de 1l’emploi d’un nombre élevé de panneaux. La séparation
de la partie plane et 1a partie non plane de la fonction Kernel

permet d’écrire [45]:

AD&j: A01L3+ ADZ.LJ (V-29)
avec: .
e
c (K.E = K )T
_ ) 1 10 1 : _
AD:&)‘TﬁT = dn ‘ (Vv=-30)
r .
-e
et
e
c (K_E - K )T
_ ] 2 20 2 _
ADzLj— aml Z an (v-31)
r i
—e -
ou:

(T2 ;= (T ,re, - ky=a2,)
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De la méme maniere, e€n approximant respectivement 1les

numérateurs de AD;&) et de L‘-Dz.LJ par des paraboles PQ(n) et

P,(n), nous obtenons:

e
" Cj J Pi(n)
D,i;i ~ dan (Vv-33)
11 n 2 2
A - m e
-e
et
e
c, P, (M)
8D, = an — an (v-34)

2
[(nt— n)*+ ff}

-e

L’intégration de 1’eéquation V-33 en parties finies est
donnée par l’équation V-26. La partie non plane définie par

1’équation V-34 est traitéee en détail dans la reférence [a45].

V.3 AMELIORATION APPORTEE A LA TECHNIQUE D®ALBANO ET RODDEN

Dans le cas ou les moyens de calculs ne permettent pas
1’emploi d’un nombre élevé de panneaux, 1’approximation des
numérateurs de 1la fonction Kernel par des paraboles est
insuffisante, 1l’utilisation de polyndmes a degres supérieurs

pose un sérieux probleme pour 1’évaluation des constantes.

La solution qui a ete apporté est de subdiviser chaqgue
intervalle d’intégration en plusieurs sous intervalles a
approximations paraboliques qui rendent pratigquement
négligeables les erreurs d’intégrations sans pour autant poser
le probleme d’évaluation des constantes. EN effet, 1’équation

v-13 des facteurs de vitesses normales sera évaluée comme sult:

2 . 9 = 5 .
ad Pour rLJ> 0 sur l’intervalle d integration,

e B

oS f(8) - i, (08

r ‘) m= 1 r (N}

-e Arn
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intervalles entre les points Am({ .7
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Q .= (K1T1+ Ksz)LJ(E)” (V=-36)

ou l’intégration est évaluee sur un nombre "s" de sous
A A B B B
m ’l'm) et Bm(fm ’nm ’Em)'

b) Pour reyc O au centre de l’intervalle d’intégration,

Dans ces conditions la subdivision de 1’intervalle doit
&8tre de telle maniére a ce que le point de singularite soilt

situé au milieu d’un sous intervalle. En effet:

Brn Bv Brn
©; ot Q Q : Q
D'u': =T T J[ 2} an + *[ 2] dn + L J( 2] an
m=1 r L) r L) m=v+1i r L)
Am AV A

(v=-37)

Pour une application efficace de la procédure, 1l est
nécessaire que pour les intervalles ou les 1intégrales sont
singuliéres 1le nombre de sous intervalles "s" dolit é&tre

relativement plus grand.

V.4 IDEALISATION DES CONFIGURATIONS GENERALES

Pour minimiser le temps de calcul durant la génération
des panneaux idealisant une configuration particuliere, nous

avons utilisé une procedure de maillage automatique

V.4.1 Définition des régions de surfaces portantes

Une région de surface portante est composee d’un ou
plusieurs panneaux formant un sous ensemble de la configuration
idéalisée. Pour notre proposition, un sous ensemble est
considéré comme étént 1’unité de base qui nous permet de
générer des seguences de panneaux compatibles avec les

exigences de la méthode des doublets “"D-L-M".
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Une région est définie par guatre noeuds de référence. La
figure V.3 montre le systeme de numérotation des noeuds associé

A la topologie d’une region typique.

Projection sur le plan (x y)

Fig. V.3 Systeme de Aumérotation des noeuds d’une région

Le segment reliant les nocuds 1 &t 2 definit le bord

- d’attaque de la region et celul re-liant les noeuds 2 et 4
définit le bord de tuits=. Catte convention de Aumerotation
définit la topologie de  1a region. De plus, les <segments

reliant les noeuds 1 et 2 <t les nocuds 3 et 4 dJdoivent etre
alignés par rapport au courant a L’infini.

La geénération de panneaux est automatisee et ‘seules Lles
coordonnées des quatres noeuds de chague reégion doivent étre
fournies avec les nombres considéres de panneaux suivant 1la

corde et suivant 1l’envergure [Fig.Vv.4].
Le numéro d’un panneau dans une région est donc détermine
par l1’équation suivante:

Numéro du panneau = (J-1)#Nc + I (v-38)
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ou Nc et Ns representent respectivement le nombre de panneaux

selon la corde et 1’envergure de la reglon conslideree.

V

Fig. V.4 Region typique de ourface portante discretisee

X

V.4.2 Charge et vitesse normale

La définition des directions positives de la charge et de
la vitesse normale wagi=sanl —ur  uhe egion de  panngaux est
implicite dans la topologle de la region. Notons que la vitesse
normale est dans le neme sens que celul defini par la topologie

pour la charge [(Fig.Vv.5].
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el
X

Fig. V.5 Sens positif de la charge L et de la vitesse

normale o en relation avec la topologie du panneau

La figure ci-dessus montre la charge et la vitesse
normale agissant dans leurs sens positifs. La topologie du
panneau, représentee par les noeuds 1,2,3 et 4, adopte la

topologie de la région a laquelle il appartient.

La figure V.6 montre quelques orientations possibles des
panneaux. Les numéros 1 et 3 representent la topologie de 1la

région a partir de laquelle les panneaux sont deéerives.

Z

T

v
<

Fig. V.6 Directions de= charges positives associeées

aux topologies possibles
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Malgré 1’absence de panneaux verticaux et horizontaux,
leurs caractéristiques sont deduites par simple projection des

panneaux existants sur les axes deéesires.

V.4.3 Symétrie et plans de reflexions

La majorité des applications aéronautiques sont des
configurations avec un ou plusieurs plans de symétrie. Le plan
(x-z) est le plan de symeétrie pour la plupart des cas et la
partie gauche de la surface portante est 1’image de la partie
droite. Dans d’autres cas, un plan de symetrie additionnel
(x-y) existe, c’est le cas d’étude des configurations a la
proximité d’une paroi. Les conditions d’écoulement peuvent étre
alors divisées en parties symetriques et/ou antisymétriques en
relation avec les plans de symetries et les types de modes de
vibrations. Dans ce cas, une reéduction de la taille du systeme
d’équations a resoudre et du temps de calcul des coefficients

d’influences peut-é&tre réalisee.

Pour pouvoir exploiter ces symétrie, on doit prendre la
réflexion de toutes les regions de surfaces portantes par
rapport au plans de symetries correspondants en tenant compte
des sens positifs des charges donnees par la figure V.6. Pour
toute région (A) ayant une symétrie (A’), on peut avoir la

simplification suivante:

L L
(A et A°) CA) CA) (A ) CA7 )
= l -
ai.k E D\.j le M 2 D\._\ )k (V 39)
j=1 )=1
avec:
(A 0;. A . % » .
o . vitesse normale au panneau (i) en mode (k) 1induilte
par la distribution de doublets sur les panneaux
(j) des reégions (A) et (A”)
Dz?) - facteur de vitesse normale au panneau (J) de
la région (A) induit par le panneau (1)
DfA') - facteur de vitesse normale au panneau (j) de

iy
la région (A’) induit par le panneau (1)
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(A)
ik - charge au panneau (j) de la region (A) en mode (k)
l(A’) . .

ik - charge au panneau (j) de la region (A’) en mode (k)

selon les conditions d’écoulement symetriques oOU anti-

symétriques,

(A7) (A (A

ij =& ljk (v-40)

~(A)
avec® =1 ou-l

Enfin 1’équation V-39 devient:

L

(A @t A (A CAD CAT D CAD

a = & -

K L [DLJ + 0., } lJL_ (v-41)
J=1

On a pu ainsi reduire le nombre 4’ inconnues a L tout en

tenant compte des effets des L panneaux de (A) et des L

panneaux de (A’).

V.5 COMPORTEMENT DE LA FONCTION KERNEL

Puisque la nature de la tfonction Kernel aura une
influence directe sur 1’intégration numerique, nous avons jugeé
utile d’aborder les formes planes et non planes de cette
fonction. Il est possible d’etudier le comportement
stationnaire de la fonction Kernel puisqu’elle peut se ramener
a4 une approche analytique. De plus, elle peut donner certaines

indications sur la fonction Kernel oscillatoire.

D’aprés 1 approche de Berman et al (46], la figure V.7
fournit une comparaison entre 1a fonction Kernel non plane
(ZO#O) et la fonction Kernel plane (zo:O). Dans cette figure
les valeurs de 1la fonction Kernel sont représentees en fonction
de la variable y, au voisinage de yO:O pour differentes valeurs
de la distance verticale zg et pour 1la distance longitudinale
xo=1, les variations longitudinales ne sont pas considérees
puisque 1les deux fonctions Kernel plane et non plane sont

similaires suivant 1a coordonnee X [46].
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La figure montre clairement, que la variation latérale de
la fonction Kernel non plane au voisinage du point de contrdle
est ﬁrés différente de celle de la fonction Kernel plane, et la
singularité de la fonction Kernel non plane au point y°=0 n’est
pas parfaite, c’est a dire malgre que les valeurs deviennent

trés grandes mais elles restent finies.

Bien que la fonction représentée dans la figure est
symétrique par rapport a y =0, ce qui n’est pas le cas pour des
combinaisons générales de curfaces portantes non planes et non
paralleles, la quantité d’asymetrie qui s’introduit est,
cependant, petite en comparaison avec la partie symétrique de

la fonction Kernel.

La discussion précédente s’applique aux surfaces
portantes non planes, mais coplanaires. Pour le cas genéral des
configurations non planes, 1l est nécessaire de considérer 1la
variable r2:y2+zz au lieu de la variable z_, et la difficulteé

. 2 ;
d’intégration en effet se rencontre quand r tend vers zeéro.
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Infinie & Yo = 0
2000

1600

T

1200

500

" 4,00

-4L00

-800

21200 —

16001

-2000

Finie 3 ¥, = O

Fig. V.7 Comparaison des fonctions Kernel plane et non plane

pour p = 0 et Mw:O.c’,



CHAPITRE VI

RESULTATS ET DISCUSSIONS

Pour valider notre programme de calcul, base sur 1la
méthode discréte, avec le code de Davies et ainsi d’autres
résultats publiés dans des differents articles, nous avons
considéré quatre exemples de surfaces portantes a configurations
différentes et avec une variable de valeurs du nombre de.MaCh

et de fréquence réduite.

Vi.1 AILES ISOLEES
V.1.1 Aile plane en fléche et effilee

L’aile en question [Fig.vI.1l0] dans un écoulement
stationnaire (v=0) et & nombre de Mach 0.8 possede les

caractéeristiques suivantes:

angle de fleche = 45°

allongement = 3

rapport d’effilement = 0.5
(s )

angle d’incidence = 4

Dans la référence [42], Albano et Rodden ont represente
1a différence de 1la distribution de pression A4Cp comme
résultats. La distribution de panneaux choisie est la méme que

celle utulisée par ces auteurs, en effet:

6 panneaux suivant la corde et 8 panneaux suivant 1la

semi-envergure, ou tout simplement (Nc x Ns) = (6 x 8)

Les résultats donnés par la figure VI.1, pour les
stations a l’emplanture et au pres du bord latéral, comparés a
1’expérience et aux résultats d’Albano et Rodden montrent bien
la validité de nos résultats pour les ailes planes en

écoulement stationnaire.
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V.1.2 Aile rectangulaire d’allongement 2

L’aile rectangulaire a un allongement 2 [Fig.vI.1l1l], est

supposée vibrer suivant les deux modes symétriques suivantes:

f, 1.0 (VI-1)

f

2 x/b (VIi-2)

Dans le premier mode, 1 aile effectue wun pbattement au
mode libre tranversale, dans le second mode, elle effectue un

mode propre de tangage par rapport au bord d’attaque.

Les réeésultats donnes par le tableau vI:l,; sont
relativement proches pour les deux méthodes utilisées malgre
que l’allongement de la voilure est faible et que le nombre de
points choisis (4 x %) pour la premiére méthode et le nombre de
panneaux (35) et le nombre de <subdivisions des intervalles
d’intégrations (3,5) choisis pour 1la deuxieme méthode sont

petits.

vi.2 EMPENNAGE EN T

La méthode des panneaux, "D-L-M", a eté appliquee a un
empennage en forme de T dont les deux voilures sont effilees et
en fleche ([Fig.vI.12]. Cet empehnage est analysé premierement
par Stark et qu’elle porte comme particularite 1’extension du
stabilisateur au dela du bord de fuite de la derive. La
longueur de référence de cette configuration est prise commé

étant le semi-envergure du stabilisateur.

Le T de Stark est entrain d’osciller en trois modes

rigides qui peuvent etre exprimés analytiquement par:

f‘(x,y,z):s.((x/b)+0.15577) sur la dérive (VI-3)
=0 sur le stabilisateur (Vi-4)
fz(x,y,z)Zl. sur la dérive (VI-5)
=0 sur le stabilisateur (VI-6)
fs(x,y,z)z-z/b sur la dérive (VI-7)

=(y/b) sur le stabilisateur (vi-8)
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La premiere fonction représente un mode de lacet de
1’empennage vertical autour d’un axe vertical passant -par le
centre de la corde a l’emplanture de ce dernier, tandis que la
deuxiéme et la troisieme fonctions représentent respectivement
le mode libre latéral de 1l’empennage vertical et le mode libre

de roulis autour de l’intersection des deux empennages.
Le maillage choisi, est constitué de 85 panneaux:

- suivant la corde: 5 panneaux pour 1l’empennage horizontal et 4

panneaux pour l’empennage vertical;

- suivant l’envergure: 9 panneaux pour 1’empennage horizontal

et 10 panneaux pour 1l’empennage vertical.

Les résultats sont comparés a ceux trouvés par d’autres
auteurs pour un ecoulement stationnaire [Tab.vI.2] et pour un

écoulement instationnaire [Tab.VI.3].

Sur le tableau VI.2, seuls les eléments non nuls de la
matrice des coefficients des forces aérodynamiques généralises
sont représentés (qu:O gquand k # 1, les deuxieme et troiseme
modes ne présentent ni angle d’attaque ni cambrure). Les
intégrales présentant des singularitées ont péenéficiés d’un plus

grand nombre de subdivision des intervalles.

Sur le tableau VI.3, pour v=0.0 et Mm:O.B, lesivaleurs
des coefficients des forces aérodynamiqgues sont représentées en
fonction d’une variété de nombre utilisés pour subdiviser les
intervalles singulieres et non singuliéres. On peut remarquer
que, des nombres de sous-intervalles modérés peuvent donner de
bon résultats pour des ecoulements stationnaire. La deuxieme
remarque et la nature oscillatoire de la solution. EN effet, au
dela de certaines subdivisions des intervalles d’intégrations,
les résultats oscillent dans une plage de valeurs tres proches
de la solution numérique recherchée. Si wune plus grande
précision est désireée, <seul un raffinage du maillage par une
augmentation du nombre de panneaux peut améliorer les

résultats.
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L’efficacité du programme de calculs des coefficients des
forces aeérodynamiques, tenant compte de la précision des
resultats et du temps machine, serait un compromié optimal
entre le nombre de panneaux et les nombres de subdivisions des

intervalles d’intrégration.

Pour ne pas perdre le sens physique du travail entrepris,
les distributions de la différence des coefficients de pression
("demi wvaleurs") preés de la jonction des deux empennages sont
représentées et comparées a celle de la référence [34] dans les
figures VI.2 et VI.3. De plus, les distributions de charge sont
représentées suivant trois stations sur le stabilisateur
(Fig.vI.4],[Fig.VI.5] et [Fig.VvI.é), respectivement pour les
trois modes propres, et suivant trois stations sur la dérive
[Fig.vI.7], [Fig.vI.8] et [Fig.VI.9), respectivement pour les

trois modes propres.

Dans le tableau VI.4, pour v=0.6 et Mm:O.B (instation -
naire), nos résultats sont comparés & ceux de Farrel (ayant
utilise 90 panneaux) et a ceux de Waldman. Les résultats de ce
dernier représentés pour les deux cas différent de nombre de
panneaux montre bien les difficultés rencontres pour 1la
convergence des problemes instationnaire. La deuxieme remarque
et que nos reésultats s’approchent plus vers ceux donnés par
Waldman et aussi par Kalman, Rodden et Geising, et cela grace a
1l’emploi d’une subdivision elevee des intervalles

d’intégration.

VI.3 COMBINAISON "AILES ET EMPENNAGE HORIZONTAL"

La combinaison aile-empennage horizontal est représenteée
dans la figure VI.13. Cette configuration est spécifiée par
1’AGARD pour le calcul des coefficients des forces

aérodynamiques généralises.

La configuration est dans un écoulement subsonique avec
un nombre de Mach M = 0.8 et elle est entrain d’osciller avec
une fréquence réduite v variable en deux modes antisymétriques,

définis analytiquement par:
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f‘(x,y,z)=(y/b)((x/b)—2.25|y/b|—0.85) sur l’aile (VI-9)
=(y/b) sur 1l’empennage (VI-10)
T,(x,y,2)=(y/b) (|y|/b) ~ sur 1’aile (VI-11)
= ((x/b)-3.35)sgn(y/b) sur 1’empennage (VI-12)

Le premier mode est une torsion de 1’aile autour d’un axe
a4 38 % de la corde locale, couple avec un mode libre de roulis
de 1l’empennage. Dans le second mode, l’aile est en oscillation
de flexion parabolique couplée avec 1’oscillation de tangage de

1’empennage.

Pour notre méthode, nous avons utilisés un nombre de
panneaux (5 x 9) pour l’aile et (4 X 9) pour 1l’empennage, et
cela pour les deux décalages en hauteurs entre l1’aile et

1’empennage [Tab.VI.5] et [Tab.VI.6&].

Le tableau VI.S, présente les coefficients aérodynamiques
pour deux valeurs de frequences réduites, v-0 et v=1.5, pour le
cas ou l’aile et 1’empennage sont coplanaire (H/b = 0), 1les
résultats se comparent favorablement avec ceux obtenus par la
méthode de la fonction Kernel (Davies et Albano - Perkinson -
Rodden) et ceux obtenus par la méthode des panneaux.
Particuliérement nos résultats sont tres proches de ceux de

Wwaldman.

Le tableau vIi.6, présente les résultats des
coefficients aérodynamiques pour le cas non plane avec H/b=0.6
pour des fréquences redulites v=0, v=0.6 et v=1.5, encore nos
résultats comparés & ceux oObtenus par d’autres auteurs

justifient bien la validite de notre programme.

Avec la méme configuration, et méme nombre de Mach et de
fréquence réduite, il est possible de déduire les résultats
donnant les coefficients aérodynamiques pour d’autres modes
propres de vibrations, car ces derniers n’interviennent pas
dans le calcul de la matrice des coefficients d’influence ce
qui nous a permi de gagner énormément le temps de calcul pour

les nouveaux modes propres sulvants [45]:
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ft(x,y,z)=(y/b)((x/b)—2.25ly/b|—0.85) sur 1’aile (VI-13)
=0 sur 1’empennage (VI-14)

£, (x,y,2)=(y/p) (|y|/b) © sur l’aile (VI-15)

=0 sur l’empennage (VI-16)
falx,y,2)=0 sur l'aile (VI-17)
=(y/b) sur 1’empennage (VI-18)
f, (x,y,2)=0 sur l’aile (VI-19)
=((x/b)-3.35)sgn(y/b) sur 1’empennage (VI-20)

Les deux reésultats sont relativement proches malgre le
nombre élevé de panneaux, (8 X 12) pour l’aile et (7 x 12) pour

1’empennage, employé par Rodden [Tab.VI.7].

D’apres o ynblbe e o Loa e veeaud to b wibbeniue. v

pouvons tirer antin leo remorguess, saalvalile o

-~ pour une contiguration donno, 1> sugnentation Jdu nombre  de
Mach et/ou la frequence redulfe S ccommagne par lCaugmentation
des charges aerodynanlgques, ol e wl P, L7 augmentation i
coefficients aérodynamiques: generasll=e

- les conditions de Kutts <ont Dl Vet LT Lesen o SUr Loubes  les
courbes présentees; en o cllab,

les modules  das  chardges. Corivdcn o 1’infint “au pords
d’attaques et = annullent su< bords de ful Les

- bien que les tiguras VILa vi.s, vI.o

semblent nNne pas Stre preienboes oh CGMPa raLaon aves d Pautres

aut&urs,elles gont validees lmplicltement par le tablesau VI3,
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CONCLUSIONS

Quelques conclusions peuvent E&tre tirées de 1’eétude

théorique présentée et des réesultats numeriques obtenues.

- Premierement, les deux méthodes présentées, donnent des
résultats trés similaires. Le raffinage de la discrétisation et
le nombre de subdivision des intervalles d’intégration (méthode
des panneaux 'D-L-M") et le nombre de points choisis (Kernel)
ont une influence directe sur le temps de calcul. Apparemment,
1a méthode de Kernel est plus avantageuse du point de wvue du

temps de calcul.

- La méthode de la fonction Kernel est limitee par le
choix de 1la série au type de probleme a traiter et est
difficilement applicable aux problemes de plusieurs voilures.
Par contre les problémes complexes de voilures a surfaces
non-planes et d’interferences entre voilures et les empennages
en T et en V peuvent &étre traités dans un seul programmes par

la méthode des panneaux.

- Au fur et a mesure que la frequence redulite augmente,
la pkécision de nos resultats diminue malgre 1’emploil d’un
nombre élevé de sous intervalles. Cecl est dd a 1l’augmentation
du nombre d’ondulations de la fonction Kernel qui entralnent de
grandes variations de la charge le long de 1l’envergure et
surtout le long de la corde. La&a <olution est évidemment un plus
grand raffinage du maillage et par conséquence la résolution de

ce types de problemes sur ordinateur ou super-ordinateur.

La formulation mathématique, de la méthode des doublets,
donnée par l’équation integrale est aussi valable en écoulement
supersonique, pourwvu qu’on utilise 1’expression appropriee de
1a fonction Kernel [47] et qu’on prenne en considération les
régions d’influence des cdnes de Mach engendrés par chaque
panneau, oOu par chaque point de controle 5’11 s’agit de 1la
méthode de la fonction Kernel. 11 est a remarquer, dque 1le
traitement numérique du probleme cupersonique doit tenir compte
aussi des singularites supplementaires causees par les cbOnes de

Mach.
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Lorsqu’on se rapproche du regime transonigque, oONn  se
heurte a deux difficultes. D’une part, le comportement de 1la
fonction Kernel avec <es ondulations tres serrees rend
1’intégration numérique difficile et, d’autre part, la théorie
linéaire.  elle meme represente mal les conditions réelles de
1’écoulement ou des effets non linéaires treés prononces

existent, dues notamment a la présence d’ondes de choc.

En plus des interférences de surfaces portantes, la
présence de corps de diverses formes, tels que fuselage,
nacelles, missiles ..., peut ctre rajoutee neanmoins avec une
certaine difficulté. Le probleme e pose aussi pour le
traitement numérique évaluant les perturbations sur les corps
en vibration [48]. Pour les avions porteurs de charges
extérieures (missiles...), il faut s’attendre a ce que les
modes de vibrations soient asymetriques ce qul exige un grand

espace mémoire et demande beaucoup de temps de calcul.
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ANNEXE A

DERIVATION DES COEFFICIENTS DES FORCES AERODYNAMIQUES
GENERALISEES

Si au temps t 1la surface de la voilure se déplace selon
un déplacement virtuel &, la variation du travail virtuel o©W

provoquée par les forces appliquees est donnee par:

SW :J J L(x,y,z,t) &0 (x,y,7,t) dS (A-1)
8

avec:

L(x,y,z,t) : pression aérodynamique nette s’exergant au temps t

au point P(x,y,z) sur un €élément de la voilure

d’aire dS

A partir de l’équation I-3 et I-9, le deplacement virtuel

peut étre développer comme suit:

8L (x,y,z,t) = b f . (x,y,z) &g, (t) (A-2)

=1

M

De plus, dans un deplacement virtuel infinitesimal, le
travail virtuel peut étre exprimé alternativement en fonction

des forces et des déplacements généralises. En effet,

&w.= L Q. (t) q,(t) (A=3)

=1

~MT

ou Qk(t) est la force aérodynamique généralisée du k éeme mode

d’oscillation au temps t.



104

A partir des equations A-1l, A-2 et A-3 et avec une simple
substitution et identification, nous pouvons  etablir la

relation donnant la force géneraliseée
Q (t) = bJ J L(x,y,z,t) f (x,y,z) dS ; Kk = 1,p (A-4)
s

Comme dans 1’équation I-3, 1l’expression de la charge
aerodynamique peut étre consideree comme la somme des

contributions de chaque mode;

En effet:

L(x,y,z,t) = PV

rMT

; 3 L, (x,y,z) aq, (t) (A-5)

ou lkest la charge aérodynamique adimensionnelle provenant de

la contribution du mode k.

La substitution de l’équation A-5 dans A-4 NOUS permet

d’écrire:
2 P
Q (t) = PV, Db E_ qk(t)J J f Oy, 2) 1Oy, z) 48 5 k = 1,p
=1 <
(A=6)

Comme il est plus commode de travailler avec des
coefficients adimensionnels, 1’expression ci-dessus peut étre

exprimée sous la forme:
- evip® £ G s k& 1 (A-7)
Qk(t) - pvm §-1 qqu(t) > N = ap 5

ou les coefficients des forces aérodynamiques généralisees qu

sont données par:

oA . : ‘ _
Q" sz J f 0Gy.2) 1,0y, 2) @S 5 a,k = L.p (A-8)
s



ANNEXE B

DERIVATION DE LA FONCTION KERNEL

La fonction Kernel est derivée pour le cas des surfaces
planes par [37] et generalisee pour le cas des surfaces non
planes par Vivian et Andrew [21] et puis par Landahl [32]. Pour
des raisons de simplification= nous allons presenter les ideées

principales pour la comprehension de la démarche.

Soit le repere orthonorme (X,Y,Z) lié a 1’écoulement qui

peut étre 1ié au repere (x,y,z) par les relations suivantes:

X=X + th
y=Y (B"l)

z=17

Dans ce nouveau repere 1’équation du potentiel de

perturbation II-26 s’ecrit sous la forme d’équation d’ondes

sulvantes:
2
B g w8 : (B-2)
2 2
c at
@
avec:
P-pP
a8
e A (8-3)
pm at

La vitesse normale a la surface moyenne Z=(Y) est donnee
par:
o
wn(x,Y,z_(Y),t):[—"’] (B-4)
= o “[=o
et qui est determinée d’autre part par 1'a condition aux limites

suivante:

Wn(x,y,z_(y),t)= (Vm-g;—-+ Zt ) Tix,y,z_(y),t) (B-5)
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La solution de 1’équation d’onde peut étre obtenue par une
distribution de singularité sur les surfaces portantes et les

sillages avec la portante sur les sillages est nulle.

Pour notre cas, le iype de singularité utilise est 1la

distribution de doublets qui sera defini par:

: s 1 b» u(t - r/cw)
P(X,Y,Z,t)= ~ 2 B¢ [ - ] (B-6)
avec:
ro= (X=X, ) + (Y=Y, ) + (Z2-2) (8=7)
gf_': cosA (Y) gi_ - sini(Y) -%;- | : | (B-8)

et P(t—h/cm) qui représente 1l’intensité du doublet est une
fonction différentiable verifiant 1’équation B-2. La quantité
r/c représente le temps nécessaire pour une perturbation avec
la vitesse du son C,p Partant de sa source (XO,YQ,ZO) pour

parvenir au point (X,Y,Z)

Pour tenir compte de 1l’effet. de toutes 1les surfaces
portantes et les sillages, le potentiel au point (X,Y,Z,t) est

obtenu par superposition intégrale,

_ . H(Xe,Yo,z0(Y),t-r/c )
e(X,Y,Z,t) = o JJ- [‘;Z [ - °°] ] dX, dSp
(0

(8-9)

ou (Xo,So,{o) représente le repére .curviligne rapporté a 1la

surface moyenne de la vibration.

Les intensités des doublets peuvent &tre obtenues [37]
comme étant les différences de potentiels entre 1l’extrados et

1’intrados de la surface moyenne, en effet:

.. ’ + ’ - -
p(xo’Y‘),Zo(Yo),t) - ‘p(XO’YO’ZO(YO)’t) - (p(xonO,Zo(Yo)it’)
(B-10)
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En utilisant les deux equations B-3 et B-10 nous obtenons:

BP = P(X,,Y . Zo(Y ) t) = P(X,,Yg,Z (Y, ), t)
a ) E -
= Py ar [F(XsYosZo(Yg) s t) : (B-11)
d’ou:
P t
B, o ¥ 2, 0 ) 5 K =—;—JAP(XO,Y°,ZO(YO),u) du (B-12)
[o o]

(xL(\'o>—x°)/voo

En remplagant le potentiel donné par l’équation B-9 dans
1’équation B-4 en tenant compte de 1’équatidn B-12 nous
obtenons 1’équation intégrale reliant les vitesses normales aux
différences des preésiOns pour un écoulement instationnaire.
Cependant pour des oscillations.harmoniqués on a:

wt

aC, (%,¥,2z_(y),t) = AC_(x,y,2z_(¥)) e' ' ~ (B-13)

t

Wn(x,y,2z_(y),t) = Wn(x,y,z_(¥)) e * (B-14)

D’ou la forme finale de 1’équation intégrale:

ol
(x,,¥,s2Z,

) = * J K(x,,Y,,2Z,5%,¥,Z;¥,M ) t(x,y,z) dxds  (B-15)
s

avec:

‘ Wn(x,y,z_(y)) ‘
alx,,y,,z,) = v ' » (B-16)

E (e o)
e | ~  (e-
L(x,y,z) = 2_.ACp(x,y,z=(y)) . (B-17)
KT+ KT
K = exp[~iwxo/ VaJ S = s ' (B-18)

r
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T - Cos(,\r—.\;) (B-19)
2 & .

T, = (1/r )(zOCOSXr - y051nkr)(z°coskd = y051nlg) (B-20)
8lo ] : : ' -

Kz = 57 : : - (B-21)

_ 20 [1i 1o .

KZ = r ar [ r @r ] £ . - (B-22)
[0 0]

I, = J exp(-ioru/ve) g, | (B-23)
s (L7 u )

dans laquelle:

N 2 _ 2. 2._4-2
Mo [xo +.(1 Mm)r ] »

o 5 = . _ . (B-24)
' (l—Mw)r

L’expression'de la fonction Kernel "K" est simplifiée sous
la forme donnée par 1’équation B-18 par Landahl. Les formules
de K, et Kg sont présentées dans le troisieme chapitre
[Eq- I1II-31]. '

Le probléme aux limites est donc remplacé par 1l’équation
intégrale B-15 reliant les vitesses normales données par
1’équation B-5 et 1la charge. Cette derniere représente
1’inconnue principale dans 1’évaluation des coefficients

aérodynamiques géneralisées.



ANNEXE C

CALCUL DES INTEGRALES INFINIES 1 ET I,

Dans 1le calcul de 1la fonction Kernel [Eq.III-31] deux

intégrales infinies suivantes apparaissent:

: . 4By 4
Iy(ut,v) = f (i . u2)9/2 du - (t-1)
u1
e-i.vu
Iz(ui,v) = J - u2)5/2 gu (C-2)
u1

A partir de la réference [45], 1’intégration par partie

une fois de I1 et deux fois de I2 entraine:

_ -1yt ut - ")' _
Iy(us,v) = e (1 - —% - v, ) . (c-3)
' (1+u1™)
3Ig(ut,v) = e—u)ui[(2+iuu1)[l - ___JEZ_ITE ] - '———igg—gj;
; (L+u™)™ (L+us”)™ "7
—ivTo(us,w) + 220, (uw) } (c-4)
avec:
®
-1 " 3 -1
Ip (ut,v) = e\"u:l [l - __u_:_T/__;] e bl du (Cc-5)
Y ud (1+ut”)
¢ 4] :
-1 i 3 -y
Jo (u1,v) = eLLu:l u[l - —'—LEZT] eL Y% au (c-6)
J (14+ut™)

Les 1intégrales I, et Jo -peuvent &tre eévaluées en

. -1.2 3 .

utilisant 1’approximation de u(l+u) developpée par
Laschka [45] en une forme exponentielle de u = O:

s 11 s .
1-———— > § aje 7" A (c-7)
2 1.2
(1+u ) J=14
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Ou c=0.472 et Jes & <cont donnes par e tableau G.1.

Les integrales 1, et Jo, pour w=0 deviennent donc:

11 —Jcu
- ale -
Ip (ut,v) = —— | - (c-8)
31 (J c tv )
. ' it j chu 2 2 2 2 2 2 2
Jp (u,v) = ¢ -2E .[j C - v + jecut(jc+ v)

. .2 2 2.2
=2 (j c+v7)

Sivi2ic + ui (3 + 1)2)]] (c-9)

Les propriétés de symétrie des intégréles de Is1 et de Iz
ont permis la considération des wvaleurs non négatives

uniquement de ut puisque pour ut<O nous avons que :
r - .
Ij(ut,v)= 2 Re[14(0,v)]—Re ];,,(—ut,l{)]-'rilrn[14(—91,12)] (C-10)

Ta(us,»)= 2 Re rIz(o,v)]—R_e (15(-us ,V)]+iIm [1,(—u1,u)] (C-11)

J : aj

+ 0,24186198
- 2,7918027
+ 24,991079
- 111,59196
271,43549
- 305,75288
— 41,183630
+ 545,98537
- 644,78155
328,72755
64,279511

O 0 N 080 0 & W N+
+

[
(@)
+

-
(-
|

Tab. C.1 Coefficients de Laschka pour 1’approximation



ANNEXE D

DETAILS CONCERNANT LE PROGRAMME DE CALCUL

Dans. le cadre de ce travail, vu la complexitée et la
dimension du problémé ;raité, 1’efficacité et la convergence du
programme et la minimisation du temps de calcul a été notre
souci __majeur d’autant plus que l’estimétion des forces
instationnaires se fait en parallele avec un logiciel d’élément

fini pour la modélisation de la structure.
‘A cet égard, nous avons procede:

- 1’utilisation de 1la génération du maillage se fait par
région,.

- le traitement des cas de symétries d’écoulement (vibration
symétriques ou antisymétrique) '

- 1 utilisation de -1a subdivision des intervalles d’intégration
en sous-intervalles. Le rafflnage d’intégration est plus fin
pour les intégrales- singulieres. Malgre que le choix différent
des nombres de sous-intervalles présente des dlfflCUlteS au
point de vue programmation, on a pu surmonter le probléme méme
dans le cas de présence de symétrie d’écoulement et sans pour

autant perdré la compacité. du programme.

Si pour 1le cas de changement de modes PpPropres, la
configuration géométrique et les conditions d’écoulements sont
maintenues inchangée, les résultats peuvent €tre obtenus
directement en utilisant l’ancienne matrice des coefficients
d’influences en économisant ainsi énormément de temps:
[Fig.D.l]. Cette procédure est trés efficace dans le cas de

modification de 1’élasticité de la structure.

Pour des raisons d’économie en espace mem01re nous avons
adopté le dlmen51onnent dynamique ' des matrices, les dlmen51ons
des matrices utilisés dépendent de la nature du probléme et du
modéle -du maillage, ce qui permet ‘d’attribuer les valeurs
exactes des dimensions d’une part et de bien exploiter les

tableaux en écrasant les valeurs unitiles.



v,M,C,x 1

: . >
et la géométrie| - ¢

Génération|
du
maillage

v -
Calcul de

D]

Non Nouveaux ou:
. v et My

- Résultats

Impression |e—1 [ 1]
Q]
'

Non Un autre oui

. cas ?

Fig. D.1 Organigramme simplifié du programme de calcul.
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