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RESUME

Les états de diffusions et les états liés de certains potentiels sont caractérisés
par des représentations algébriques. Ces derniéres sont décrites par des
représentations unitaires de certains groups. Plusieurs potentiels d'intérét
pratiques, tels que les potentiels de Morse et de Poschl-Teller y sont inclus. Le
présent travail donne un traitement systématique et unifié relatif aux deux classes
de potentiels de Morse et de Pdschl-Teller en liant leurs équations de Schrodinger

respectives via le groupe de Lie compact SU(2), ou nous trouvons les termes de

leurs classes de potentiels par la supersymétrie de la mécanique quantique. Nous
avons trouvé que les équations de Schrodinger sont équivalentes uniquement si
leurs classes de potentiels ainsi que leurs fonctions d’onde, respectivement, sont

liées par la transformée de Fourier.



ABSTRACT

We show that both bound and scattering states of certain class of potentials
are related to the unitary representations of certain groups. In this class, several
potentials of practical interest. Such as the Morse and Pdschl-Teller potentials, are
included. We present a systematic and unified treatment to connecting the
Schrodinger equation(s) of the generalized Morse and Poéschl-Teller potentials
within the framework of SU(2) Lie compact group and supersymmetric quantum
mechanics. It is found that the Schrodinger equation(s) are equivalent solely if
their classes of potentials and wave functions, respectively, are linked by the

Fourier transforms.
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INTRODUCTION

La symétrie joue un rble fondamental dans notre conception des lois de la
nature. Elle apparait sous forme de régularités dans les structures et propriétés
des systemes physiques et d'invariances dans les équations qui les régissent.
L'un des plus grands exploits de la notion de symétrie est, sans doute, en
physique des particules élémentaires. L'utilisation de la théorie des groupes, qui
est le langage mathématique de la symétrie, a permis de classer les particules
élémentaires, de décrire leurs propriétés les plus fondamentales et de construire
les équations qui déterminent leur évolution dans l'espace-temps avec ou sans
interactions. Le lien entre la théorie des groupes et la physique est réalisé par les
représentations des groupes, particulierement, celles qui font apparaitre les
propriétés des particules telles que la masse, le spin, la charge, lisospin,
I'nypercharge..., ou on décrit ces propriétés en termes de nombres quantiques. Ce
type de représentations est appelé représentation irréductible.

D'autre part, la théorie des groupes nous permet d'utiliser des techniques
algébriques puissantes et efficaces a la fois, en particulier, dans la détermination
des expressions analytigues des spectres d'énergie pour des systéemes
physigues. L'un des aspects fondamentaux de la théorie des groupes de Lie est la
construction de I'hamiltonien d’'un systeme quantique a partir de I'opérateur(s) de
Casimir lié(s) a la structure algébrique du groupe en question. Cette procédure de
construction est principalement fondée sur deux opérations successives, la
premiére consiste a introduire, sous forme de générateurs, un ensemble
d’opérateurs de création et d’annihilation [1-3], tandis que, la seconde opération
consiste a leur donner une forme différentielle bidimensionnelle [1-3].

Parallelement a la théorie des groupes, la supersymétrie de la mécanique
quantigue est une autre approche mathématique, aussi puissante que la premiére,
qui permet de déduire les expressions analytiques des spectres d’énergie relatives

aux différentes classes de potentiels. Elle est le résultat d’'une généralisation de la



méthode de factorisation de Schrodinger [4], fondée sur les opérateurs de création
et d’annihilation donnant ainsi deux hamiltoniens iso spectraux, c’est-a-dire des
hamiltoniens ayant le méme spectre d’énergie excepté pour I'état fondamental
[4,5]. Ces opérateurs s'appellent souvent les opérateurs bosoniques et
fermioniques du systéme supersymeétrique.

Nous nous intéressons dans ce travail aux potentiels unidimensionnels de
Morse [6] et de Poschl-Teller [7]. Le premier joue un rble important en physique
moléculaire [6] et qui est aussi utilisé dans plusieurs branches de la physique et
de la chimie [7], tandis que le deuxieme est appliqué dans des divers domaines de
la physique [8] tels que la solution de I'équation de Korteweg-de Vries pour les
solitons [9] et la limite non relativiste de I'équation de Sine Gordon [10]. En tenant
compte, que les spectres d'énergies des deux potentiels sont liés a la méme

représentation des algébres de Lie su(2) [11,12] qui caractérise les états liés.

En mécanique quantique, ou le nombre de particules est fini, un état lié est un
état dans l'espace de Hilbert qui correspond a deux ou plusieurs particules dont
I'énergie d'interaction est négative, et donc ces particules ne peuvent pas étre
séparées. Le spectre d'énergie d'un état lié est discret.

Les représentations algébriques qui caractérisent les états liés et les états de
diffusion de certains potentiels sont décrites par des représentations unitaires de
certains groupes. Récemment, les algébres liees aux groupes ont été utilisées
pour trouver les spectres d'énergies pour les états liés[1], alors que, les matrices
de représentation du groupe pourraient étre utilisées pour calculer des niveaux
d'excitation dépendant du temps [13,14]. Cependant, plusieurs de ces systemes
ont des spectres discrets et continus. A notre connaissance, un probleme a été
analysé avec la théorie des groupes, c'est le probléme de Coulomb [15], ou I'on a
utilisé les groupes SO(4)et SO(3,1)afin de décrire la dégénérescence pour les
états liés [16,17] et les états de diffusion [18,19]. Ces deux groupes sont inclus
dans le groupe dynamique SO(4,2). Il est important de noter que le probléme de
Coulomb est particulier, car il a un nombre infini d'états liés, ou son groupe
dynamigue est non compact, ou la plupart des applications en physique [2,20] ont
un nombre fini d'états liés et ainsi, elles sont représentées par des groupes

dynamiques compacts.



Pour les potentiels dont les solutions d'états liés sont présentées par un
groupe G compact, les solutions d'états de diffusion sont simplement obtenues par
une suite analytigue dans le plan complexe de certains nombres quantiques

caractérisant les états lies dans G. En méme temps, le groupe compact G est
analytiquement continu dans un groupe non compact G, ou les états de diffusion
sont liés & la représentation unitaire du G™ [21].

Le présent travail traitera I'équation de Schrddinger correspondante aux
potentiels de Morse [6] et Pdschl-Teller [8]. Le premier des deux peut étre réalisé
dans le cadre du groupe SU(2) dans un espace a deux dimensions tandis que le
second potentiel est généré dans le groupe SU(2)sur une sphére
(3-dimensions). Il a été démontré [1] que les spectres d’énergies des deux
potentiels sont relatifs & la méme représentation de l'algébre de Lie su(2)~ so(3).
Ainsi, l'algebre de Lie su(2) génere la représentation unitaire du groupe de
Lie SU(2).

La relation entre les potentiels de Morse et de Pdschl-Teller via I'équation de
Schrddinger a été établie par Alhassid et al. [1]. Cette étude nous permet de faire
une extension au cas des classes de potentiels par un traitement algébrique
similaire, par le groupe de Lie SU (2) ceci revient a trouver les transformations
mathématiques qui permettent le passage d’'une équation de Schrédinger a une
autre par le biais du groupe SU(2). Par conséquent, l'algébre associée a un tel
traitement permet d’établir le lien existant entre leurs spectres respectifs.

Le plan de ce manuscrit est le suivant : Au premier chapitre, nous donnerons un
apercu sur la théorie des groupes. Nous introduirons sous une forme générale les
notions de base de cette théorie et plus particulierement pour ce travail : les

groupes de Lie, nous présenterons aussi les propriétés des algebres de Lie :su(2)
et su(L,1), en présentant leurs réalisations bosoniques ou I'écriture en minuscule
su(2) et su(l,l) représente les algébres et I'écriture en majuscule SU(2), SU(1,1)

représente les groupes.
Le deuxiéme chapitre sera consacré a la supersymétrie de la mécanique
quantigue (SUSY-QM). Nous commencerons par l'oscillateur harmonique

supersymeétrique, ou nous exposerons une introduction sommaire sur les théories
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supersymeétriques, ensuite nous parlerons de la supersymétrie de la mécanique
quantique d'une fagcon générale.

Dans le troisieme chapitre, nous utiliserons les notions introduites dans le
deuxieme chapitre. En présentant les opérateurs de création et d'annihilation pour
les potentiels de Morse et de Pdschl-Teller, nous déterminerons leurs classes de
potentiels, ou dans le cas du potentiel de Morse les résultats sont déja établis par
E.Drigo-Fihlo [22]. Tandis que, nous calculons la classe hyperbolique
correspondante au potentiel de Poschl-Teller afin de la relier au potentiel de
Morse, sachant que le potentiel trigonométrique de Pdschl-Teller a été déja traité
[23].

Dans le quatrieme chapitre, nous développerons la transformation qui relie les
deux classes de potentiels du formalisme de Schroédinger, nous discuterons les
deétails mathématiques, basés sur la méthode de Hylleraas [24] et la transformée
de Fourier en utilisant les représentions algébriques, pour les états liés, introduites
dans le premier chapitre. Finalement, nous déduirons les relations reliant leurs
spectres d'énergie et leurs fonctions d'onde.

Nous terminerons ce travail par une conclusion dans laquelle, nous résumerons

I'essentiel de notre travail tout en discutant les résultats.
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CHAPITRE 01
THEORIE DES GROUPES

1.1 Introduction :

L'ensemble des transformations subies par un systeme physique a, en général,
une structure mathématique de groupe, ce qui permet de traiter les problémes
physiques liés a la symétrie par la théorie des groupes. La large utilisation de cette
derniére, non seulement en physique mais aussi dans les divers domaines de la
science, est due a son formalisme abstrait et général. Pour cette raison, nous
avons préféré présenter ses axiomes et notions sous une forme générale et
abstraite, en vue de les appliquer pour le cas particulier des groupes de Lie

compacts et non compacts.

1.2 Notion de base de la théorie des groupes :

Un groupe, et par définition, un ensemble d’éléments abstraits vérifiant certains
axiomes. Ces éléments peuvent prendre des formes différentes en fonction de
I'espace sur lequel le groupe agit et qui peut étre vectoriel, fonctionnel, tensoriel ...
C'est ce qui nous permettra d'associer plusieurs représentations sur le méme
groupe.

Un groupe est discret si ses éléments sont dénombrables, I'ordre d'un groupe
discret est le nombre de ses éléments, il peut étre fini ou infini.

Un groupe est continu si ses éléments sont des fonctions d'un ensemble de

variables continues
G={gl(al,...,an)gQ(al;...,anl...}, (1.2)

les variables o' sont appelées paramétres du groupe. Un groupe continu est

forcément infini [25].
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Un homomorphisme d'un groupe (G,e) dans un groupe (D,*) est une
application f qui préserve la loi de multiplication du groupe. Autrement dit, elle
vérifie la condition

f(9129;)=f(9;)* f(9), (1.2)
pour tout couple d'élément de G . Si de plus cette application est bijective, alors il y
a correspondance entre les éléments de G et de D, on parle d'un isomorphisme.

Deux groupes {a,b,...} et {a’,b’,...} sont dits isomorphes s'il existe une
transformation bijective entre les éléments des deux groupes soit :
a—>b , aa—=>b = ab—>ab’
Les éléments produits du premier groupe sont donc associés de fagon unique
avec les éléments produits du second et réciproquement.
Un groupe G est dit simple s'il ne contient pas un sous-groupe invariant. Si G

contient un sous-groupe invariant non abélien, on dit qu'il est semi simple.

1.3 Structure générale des groupes de Lie :

Les groupes de Lie sont un cas particulier trés important des groupes qu'on
utilise frequemment en physique. Ce sont des groupes munis d'une structure de
variété différentiable’. Cela signifie qu'ils sont des groupes continus dont les

éléments g(al,...,am) sont des fonctions indéfiniment différentiables de leurs m

paramétres. Ces parameétres «' représentent les coordonnées des points dans un
espace appelé la variété du groupe, il y a une correspondance directe entre les
éléments du groupe et les points de cette espace. On fait correspondre a l'origine
de la variété I'élément neutre du groupe g(O,...,O) =e.

Les groupes de Lie sont les composantes connexes des groupes continus dont
les éléments sont continiment liés a la transformation identité [26]. On dit qu'un
groupe est connexe si, pour tout couple de points de sa variété, il existe un ou
plusieurs chemins continus appartenant a la variété qui les relie; sinon il est non
connexe. Si tous les chemins qui relient deux €léments du groupe peuvent étre

transformés les uns aux autres de facon continue, le groupe est simplement

' La notion de variété différentiable est une tentative de généraliser le calcul différentiel qu'on sait

définir sur R™ & des espaces qui ne ressemblent a R" que localement ( tels que la sphére, le tore , le
cylindre,...)
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connexe. S'il y a un nombre n de chemins distincts® qui relient deux éléments, le

groupe est n— fois connexe ou multiplement connexe [27].

Un groupe de Lie est compact si tous ses parametres prennent des valeurs
continues dans des domaines compacts (fermés et bornés) c'est-a-dire tous ces
éléments peuvent étre spécifies par des points a l'intérieur d'une région finie.
Sinon on parlera de groupe non compact [25] (cette région n'est pas finie).
L'algébre de Lie correspondante est appelée compacte ou non compacte
respectivement. Toute algebre de Lie compacte est semi simple, c'est-a-dire
chaque élément du groupe est défini de fagcon unique par les parametres.

Un élément du groupe de Lie peut étre écrit au voisinage de l'identité sous la

forme? :
g(gl,...,gm)zl—igiJi, i=1,.,m, (1.3)
ou :
1 m
J = (MJ , (1.4)
8a aizo

les générateurs J; sont au nombre des parametres du groupe et forment la base
d'une algebre de commutateurs fermée appelée algebre de Lie.

k
[Jian]:Ji‘]j_JjJi:Ciijy (15)
les coefficients Ci'j détiennent toutes les informations concernant l'algébre de Lie

d’ou vient leurs nom de constantes de structure. L'algebre de Lie nous renseigne
sur les propriétés locales du groupe, ce genre d'informations est généralement
suffisant pour décrire la majorité des propriétés du groupe associé. Il est possible

que plusieurs groupes partagent la méme algébre de Lie.

1.3.1. Opérateurs invariants - opérateur(s) de Casimir- :

Les harmoniques sphériques Ylm(0,¢) sont caractérisées par les nombres

quantiques | et m. Plus précisément, les Y, _(0,¢) sont des fonctions simultanées

' Qu'on ne peut pas transformer continiment les uns aux autres.
On somme sur les indices répétés selon la convention d'Einstein.
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des deux opérateurs de moment angulaire orbital L* et L, qui sont reliés aux
générateurs J. du groupe de rotation sans spin, ainsi :

2 32 32 r 3
L =ZJi =J*. L =3J,, (1.6)
|

L* (et aussi J?) n'est pas un générateur du groupe, mais c'est une fonction
bilinéaire de tous les générateurs. L*a la propriété particuliére de commuter avec
tous les générateurs, soit :

NN

[2,3.] =0, (1.7)
par conséquent nous avons :

(2.0, (p)] =0, (1.8)

ot, U R(¢5) représente les opérateurs d'un groupe de symétrie :

U (¢)=expl-igJ, )=expl-ig-J) . (avec n=1).

Egalement, J2 commute aussi avec tous les opérateurs UR(¢) du groupe. Par

conséquent, JZest appelé un opérateur invariant du groupe ou opérateur de
Casimir. L'importance de ces opérateurs réside dans le fait que leurs vecteurs

propres, dégénérés (2 j+1) fois, représentent exactement les multiplets du groupe
. . . | . .
de rotation. j =0 est un singlet, j :E est un doublet, j=1 un triplet, etc. Cette

propriété n'est pas une propriété particuliére du groupe de rotation mais une
caractéristique générale des groupes de Lie sous une forme généralisée’.

Le rang de l'algébre est le nombre maximal des générateurs qui commutent
entre eux. Ces derniers forment une algebre appelée sous-algébre de Cartan et
engendrent un sous-groupe abélien. S'il n'y a pas de générateurs qui commutent
entre eux, alors l'algébre est de rang un. Pour un groupe semi-simple de rang r, il

existe r opérateurs de Casimir indépendants?[27], ce sont des fonctions

(fﬁ(l;,liz,...,lin) (A=1,...,r)des générateursI:i, qui commutent avec chaque

opérateur et donc entre eux également: [Ci,(f;]zo, les valeurs propres de

A

C, caractérisent les multiplets du groupe d'une facon unique. Ces opérateurs ont

'.2 C’est le théoréme de Racah [27].
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une grande importance en physique : lorsqu’un systeme physique est invariant par
rapport & un groupe de symétrie donné, les opérateurs de Casimir de ce groupe
représentent des grandeurs physiques invariantes, et par conséquent
fondamentales, par lesquelles le systeme physique sera désigné.

En général, il n'existe pas de méthode pour construire les opérateurs de
Casimir pour des groupes semi-simples quelconques. Chaque groupe doit étre

étudié en particulier. C'est seulement dans le cas des groupes SU(n), c'est-a-dire

le groupe des matrices nxnunitaires unimodulaires, que Biedenharn [28] fut
capable de montrer que les opérateurs de Casimir sont nécessairement des

formes polynomiales des générateurs.

C,=Yak..LL;... (A facteurs) , (1.9)
ij

ou les ai'j sont des fonctions bien définies des constantes de structure. Le plus

simple opérateur de Casimir é] est une fonction quadratique des générateurs.

A A

Pour le groupe SU(2), par exemple, c'est l'opérateur J> =%(J+J + JZJZ)+ jz. 62

est de degré trois par rapport a I:i etc,....

1.3.2. L’algébre de Lie :

On utilise généralement les groupes de symétries pour décrire les états liés et
les états de diffusion de certains potentiels. Ces groupes sont représentés par des
opérateurs bosoniques et d'autres fermioniques

L'une des méthodes utilisée pour construire analytiquement le spectre d'énergie
sous-jacent a une algebre pour des systémes quantiques a nombre fini d'états
liés, est dintroduire un ensemble d'opérateurs bosoniques de création et
d'annihilation. Le nombre d'opérateurs bosoniques, n indépendant, qui permet de
construire une telle algebre, est lié a la dimension de I'espace d par la relation
suivante [2, 3, 20] :

n=d+1. (1.10)
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Ainsi pour des systtmes a une dimension(d =1), on doit introduire deux

opérateurs bosoniques a et b, et qui sont liés par les relations de commutation
suivantes :

{[a,a*]:[b,z+]]

[a.b7]=]o.

(1.11)

+

1
[a,b]=[a*.b"]=0

1.3.2.1. Réalisation de su(?) et su(1,1) par des opérateurs bosonigues :

Dans cette section, nous introduisons quelques réalisations de su(2) et su(l,l).
Le groupe qui décrit les états liés est le groupe SU (2), et celui qui décrit les états

de diffusion est SU(1,1).

e Algébre de Lie de su(2):

Les produits bilinéaires a‘a, a*b,b*a et b*b générent le groupe compact U(2)
(groupe unitaire a deux dimensions). Il est possible de regrouper ces quatre
générateurs en une famille de générateurs en introduisant le groupe SU(2)

caractérisé par :

J,=a'a
J_=b"a . (1.12)
Jo :%(a+a—b+b)
Les générateurs de I'équation (1.12) sont dits représentations de Schwinger [29]
deSU(2),
avec :
Oi

Ji:A+7A , i=XY,Z. (1.13)

a , . , :
ou A=(bJ est le spineur dans la représentation SU(2) et o, sont les matrices de

Pauli. Les générateurs précédents satisfont les relations de commutation

suivantes :

[0,,d.]=%3. ; [3,.3.]=2J,. (1.14)
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Un quatrieme opérateur vient compléter la structure algébrique du groupe connu

sous le nom de I'opérateur du nombre bosonique, il est donné par :

N=a'a+b'h. (1.15)
L'opérateur de Casimir quadratique invariant de SU(2) est donné par la relation

suivante :

C=3;+3;+J7, (1.16)
ol on peut aussi I'écrire en fonction de N :
C =ir\](r\] +2), (1.17)

les valeurs propres deC sont données par :
<é>= i(j+1). (1.18)
Il est évident que les états propres des opérateurs C et J, servent comme une
base a la représentation irréductible de I'algébre su(2)et les représentations
irréductibles D, de SU(2), peuvent étre caractérisees par I'opérateur du nombre
bosonique, N =2 j, I'application de la réalisation (1.12) sur un ensemble de 2j+1
d'états meéne a la représentation irréductible unitaire dimensionnelle qui se
dégénere (2j+1) fois.

Si la base étant

j,m), avec(m =1, ] —1,-~-,—j), alors Il'action de l'opérateur sur les

états de base est donnée par :

Jolim)=m|j,m)
JJim)={(iFm)jtm+1)| jm=1) , (1.19)
Clj,m)=j(j+1)|j,m)

en outre, les réalisations bosoniques de I'algebre su(2) peuvent étre construites en
définissant ces trois opérateurs:

J'=y2j-N'a

J=a"2j-1, (1.20)
3= j-N

avec :

A

N'=a"a, (1.21)
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ou ces opérateurs satisfont également les relations de commutation de
l'algébresu(2) .

On va considérer dans ce travail, que notre systéeme est caractérisé par un
hamiltonien H quadratique en ces générateurs, sa forme générale est :

H=a,J5 +a,Jy +a,J;, (1.22)
cet hamiltonien H commute avec N ,

[H.N]=0, (1.23)

o, H peut étre diagonalisé dans la représentation{NI}, guand il ne peut pas

étre calculé sous une forme exacte, ceci se produit seulement quand on écrit H en
terme de l'opérateur de Casimir invariant dans une chaine des groupes compléte

[2, 3] et pour le groupe réductible U (2) il existe deux chaines possibles :

o(2) (1)
u(2)
u(1) (11)
Figure (1-1)

Ou, l'algébre de ces deux groupes O(2),U(1) est isomorphe. Les deux groupes

sont irréductibles.

Ces deux chaines sont essentiellement identiques, c'est contrairement aux

problémes dans des dimensions élevées (r =3,r =5) [2, 3]. Un exemple de la
symétrie dynamique correspond & la chaine des groupes U(2)> O(2) est donné
par I'hamiltonien :
HO = —a 32 a,)0 . (1.24)
Les vecteurs propres qui correspondent a cet hamiltonien sont représentés

dans I'état propre‘ N,my> , ou,
N[N,my)=N[N,my} (1.25)

Jy[N.my)=m|N,m) —%smys%. (1.26)

Les valeurs propres correspondantes peuvent étre écrites sous la forme

suivante :
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m2 (1.27)

En, =—aymy .

y y
L'hamiltonien H" a un nombre fini d'états liés (2j+1=2N) et un spectre
quadratique dans ces générateurs. Les états propres ‘N,my> peuvent étre

facilement écrits en utilisant I'opérateur bosonique, en agissant sur I'état du

vide|0) , ou sur I'état propre de J, [29] :

IN,m,)=C\, (a+)%+mz (b+)%"“2|0> , (1.28)

Cim :KEerzj!(ﬁ—mzﬂz : (1.29)
o 2 2

En effectuant une rotation de % autour de l'axe des x, le résultat final est

2 +ib* 2 ™ (i +b7 )2 ™
‘N’my>=CN’my[T] (TJ |0> y (130)

Cn,my :H%+myj!(%—myﬂ2. (1.31)

e Algébre de Lie de su(1.1):

L'algebre de Lie de su(l,l) est plus adéquate pour résoudre de nombreux

probléemes physiques. En utilisant I'ensemble d'opérateurs bosoniques donné par

I'équation [30] :

a’ :%(x+iy)—%(ax +i8y)

I . 1 .
E(x—ly)+a(ax —|8y)
b*z%(x—iy)—%(ax —io, )

a=
: (1.32)

| ) 1 )
b=—(Xx+i —\0, +i0

. mow
oul=

est un parametre de longueur.

Nous introduisons les trois opérateurs [30] :
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K,=a"b"
K_=ab : (1.33)
1
Ko :5(a+a+b+b+1)
On peut facilement remarquer que les opérateurs K, vérifient les relations de

commutation de su(l,1) suivantes :

[Ko:Ki]:iKr

KK ]=-2K, (1.34)

Dans su(2) l'opérateur N est la somme des opérateurs bosonique, dans notre cas
I'opérateur de nombre est donné comme suit :
M =a'a-b'b. (1.35)

L'opérateur de Casimir invariant de su(l,1) est lié & M par la relation suivante :
é:%(lﬂ\?l)(l—l\?l), (1.36)

alors si la valeur propre de l'opérateur C est k(1-k), nous trouvons que

M :(1—2k) [30], par conséquent, l'action de la réalisation (1.33) sur les états ;

k,n) (n=0,1,2,--)méne a la représentation irréductible unitaire infinie, la
prétendue représentation positive D*(k)[30] qui corresponda k=1/2,1,2/3,...
k,n) = (k+n)k,n),

K,|k,n) =2k +n)n+1)|k,n+1),

K_|k,n)=+/(2k +n—1)n|k,n—1),

C|k,n) = k(1-k)|k,n).

KO

(1.37)

Nous finissons cette section en présentant deux réalisations différentes de boson

unitaire de l'algébresu(l,l). L'une d'entre elles peut étre construite par les

opérateurs

L+ :la+2’
2
1,

L. :Ea , (1.38)
1
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Pour les représentations unitaires, la réalisation bosonique de su(l,1) exige ici
qgue le paramétre de Bargmann k soit égal a 1/4 ou 3/4, il divise I'espace de Hilbert
en deux sous-espaces bosoniques indépendants.

L’autre réalisation est

S, =a"vM'+2k,

S =JM'+2ka, (1.39)
Sy =M'"+Kk,
ol M'=a"a

Les réalisations (1.33) et (1.39) jouent un rdle important dans la déduction des

spectres d’énergie des hamiltoniens traités.
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CHAPITRE 2
LA SUPERSYMETRIE DE LA MECANIQUE QUANTIQUE

2.1 Introduction

La supersymétrie est une symétrie qui décrit les transformations entre bosons
et fermions. Elle est apparue en premier dans les études de la théorie des
champs. La dégénérescence du spectre d’énergie de différents systemes en
mécanique quantique est interprétée a l'aide de la fonction d’'onde de I'état
fondamental d’'un potentiel & une dimension de la mécanique classique non
relativiste, elle nous permet de construire d’autres potentiels de mémes spectres
d’énergie, excepté I'énergie de I'état fondamental [31,32]. La supersymétrie de la
mécanique quantique est aussi une reformulation de la méthode de factorisation
de Schrodinger [33-35].

Nous allons exposer une introduction sommaire aux théories supersymétriques
actuellement développées en physique des particules, en partant d’un exemple

simple [36] : celui d’un oscillateur harmonique de masse m et de spin %.

2.2 L'oscillateur harmonigue supersymétrigue :

Les états propres|n>, états de bosons, sont obtenus a partir des opérateurs de

créations b” et d’annihilations b agissant sur un état du vide|0>. On rappelle les

définitions introduites pour un oscillateur harmonique de masse m dans un

potentiel %ma)zx2 (on pose :ii=1):

oo™
b= —+MaX |
2me \ dX

N 1 (
b =——| —— +mwX
2Me

j’ (2.1)

et
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Ay :w(b*bHG %j 2.2)
ou 1, est I'élément unité pour matrice correspondant au groupe G.
Les opérateurs bosoniques vérifient les relations de commutation :
[b,b]=[b*,b*]=0,
[o.b*]=1, (2.3)
[F,.b"]=wb".

A partir de I'état fondamental |O> d’énergie%a), on construit les états excités, ou

en langage d’états occupés propres a la seconde guantification, on construit I'état
a n bosons a partir de I'état du vide de bosons :
bl0) =[0) ,

b*j0)=[1)

)=o) .

b*[1) =~212) =v2(6* |0), 2.
bj2) =2]1),

(b")"[0) =~/nl[n) .

Les états propres de I—]B sont deéfinis a partir de Il'opérateur

NB = b*bdéfinissant par sa valeur propre le nombre de bosons :

H, = o(N, +1/2),

. (2.5)
He[n) = E,[n),
avec les états et valeurs propres :
1
n)=——(b")"0),
) 77 )"[0) (2.6)

E, =a(n+1/2).

Considérons maintenant les états de spin

1 .
5,a> de cette particule. lls peuvent

étre obtenus a partir des opérateurs de Pauli :
o, =1/2(c, +ioc,),

| 2.7)
o =(0,) =1/2o,-i0c,),

qui vérifient les équations fondamentales :
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o, |1/2,1/2)=0,

o |[1/2,-1/2)=0,

o, |1/2,-1/2)=|1/2,1/2),
o |1/2,1/2)=[1/2,-1/2).

(2.8)

A partir des relations d’anticommutation vérifiées par les matrices de Pauli on

obtient :

{o0,,0.}={0_,0}=0,

(0,)’ =(c.)* =0, (2.9)
{o_,o.}=1.

Une représentation de ces opérateurs de Pauli peut étre obtenue dans I'espace

des matrices 2x2en posant :

|1/2,—1/2>z|0>=((1)j et |1/2,1/2>z|1>=((1)],

0 1 00
=0, = t f=c = . 2.10

En seconde quantification, I'état [1/2,-1/2)=|0) devient un état du vide de
fermions, tandis que I'état |1/2,1/2) =|1) devient un état occupé par un fermion. Le

principe d’exclusion de Pauli caractéristique des systémes de fermions est alors

traduit par le fait que :
f2=(f) =o0. (2.11)
Si on attribue I'énergie—1/2w, a I'état|1/2,~1/2), c'est-a-dire & I'état du vide de
fermion®, on peut écrire I'hamiltonien de fermions :

He =olf 7 f -1 -1/2) et A |0) =—1/20). (2.12)
Les relations de commutations (2.3) des opérateurs bosoniques, trouvent leur
équivalent dans I'espace fermionique, avec la retranscription de (2.9) en termes
d’opérateurs de création et d’annihilation de fermions :
{f.8)={f".17}=0

{f,1}=14 |

Il est possible de condenser les regles de commutation et d'anticommutation des

(2.13)

opérateurs bosoniques b et fermionique f, en introduisant le commutateur

! C’est une convention d’attribuer cette énergie de référence a 1’état de référence qu’on a appelé vide.
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gradué [} qui représente un commutateur, sauf si les deux opérateurs
concernés sont des opérateurs fermioniques.

Sia=b, f on obtient ainsi :

[a,a+}:1G . [a a}:[a+,a+}:0, (2.14)
tandis que les opérateurs b et f commutent entre eux

b, f}=[b, f*}=[o*, f}=]b",f*}=0. (2.15)
Les états occupés ou les états du vide de fermions sont définis a partir du vide|0> :
avec les relations :
floy=0 , f*0)=|1
f:1>>:|0> | f[|(>)>:|0> | 2.16)

La représentation matricielle (2.10) des opérateurs et états de fermions, permet de

vérifier directement ces relations.

Faisons la somme des hamiltoniens Hy et Hg pour décrire la particule de
. . . 1 L . .
masse m et de spin 1/ 2dans le puits harmonlqueama)zxz. L’énergie du vide

bosonique compense I'énergie du vide fermionique, et I'énergie de [Iétat

0
fondamental |0,0) :|0>®£ljdu hamiltonien total :
H=Hg+Hp =alb™+f7f), (2.17)
devient nulle par construction
H[0,0)=0, (2.18)
b|0,0) = £0,0)=0. (2.19)

Un état propre de H est le produit tensoriel des états |n> de bosons donnés par

(2.6), et des états |m) de fermions donnés par (2.16) :

0,0) n=0,1,2,... m=0,1. (2.20)

I (o [es\m
= L)

En ajoutant et retranchant le terme b*b f*f dans H c'est-a-dire dans (2.17) on

obtient :

H =0l blig - 17 )+lob+1g )i 1), (2.21)
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L'utilisation des relations de commutation (2.3) et d’anticommutation (2.13)

associées au fait que les opérateurs f et b commutent entre eux, conduit a une

forme différente de I'hamiltonien :
H = olof * b + fo bt * ). (2.22)
Introduisons les opérateurs de supercharge Q etQ’, en utilisant les

représentations matricielles (2.10) de f et f* :

. (0 b
Q = bf _(0 o)’

- :( . 0}. (2.23)
b® 0

Cela donne la forme d’un anticommutateur & I'hamiltonien total H :

. . bb® 0

H :a){Q,Q }:a)( 0 b+bj . (2.24)
Les opérateurs matriciels des opérateurs H,Q etQ* , conduisent aux relations de
commutation :

fH.Qj={h.Q =0 . (2.25)

Cela montre que si n,m>est un état propre de H correspondant & la valeur propre

non nulleE de I'énergie, Q

n,m) et Q'

n,m) sont également états propres de

H correspondant & la méme énergie. On peut écrire en effet en utilisant (2.25) :

n,m)=E

A

H

n,m) pourE =0

H Q|n,m) =QH|n,m) = E(Q[n,m)),
HQ*[n,m)=Q"H|n,m) = E(Q*|n,m))

Les opérateurs de supercharge Q et Q" génerent donc une symétrie nouvelle ; la

(2.26)

supersymétrie. lls font passer d’un état bosonique a un état fermionique puisque :

Q[n,0)=Jwn|n-11) (2.27)

ou d'un état fermionique & un état bosonique :

Q*[n,1) = Jw(n+1)|n+10). (2.28)

C’est ici une question de langage : I'opérateur Q fait passer de I'état d’énergie

E, de l'oscillateur de composante de spin |1/2,—1/2> au méme état d’énergie mais
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de composante de spin|1/2,1/2>. Les états dénergie E, de [loscillateur

harmonique constituent un doublet.

L'espace de Hilbert # dans lequel est défini 'opérateur H peut étre séparé en

deux sous espaces #, et #/ complémentaires, dans lesquels agissent des

opérateurs N, et N, tels que :

2>
=>
Il

o TNy 1
|\]o_l\]1

@

(2.29)

Il
>~

L'opérateur K est appelé opérateur de Klein ou opérateur d'involution. Une

A

représentation de NO,I\AI1 et K dans I'espace des matrices 2x2 peut s'écrire :

. (1 0y « (0 0y , (1 0
N, = , N, = , K= . (2.30)
00 0 1 0 -1

On notera a partir de ces représentations les propriétés suivantes :

1- L'opérateur K qui a pour valeurs propres+1, comme on peut le voir sur la

premiéere diagonale, vérifie la condition :

K?=1g. (2.31)

A

2 -L’'opérateur N, représente le nombre de fermion, car appliqué aux états

fermioniques |O ( j et |1 ( ] il restitue les équations aux valeurs propres :

=1). (2.32)
, - (0 £ N
3 —Tout opérateur de la forme F = £ 0 anticommute avecK, ou f, et f,
2

sont des opérateurs :
K. E}=0. (2.33)

L'opérateur F est dit de type fermionigue ou impair ou de graduation 1.

~ (b 0 5
4 — Tout opérateur de la forme B :(01 b j commute avecK , ou b, et b, sont
2

des opérateurs :
[K.B]=0. (2.34)

L'opérateur B est dit de type bosonique ou pair ou de graduation zéro.
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5-La forme (2.23) des opérateurs Q et Q" montre qu'il s'agit d’opérateurs
impairs tandis que H est un opérateur pair d'aprés son expression (2.24), ce qui
donne avec (2.33) et (2.34) les relations :
[K.H]=0

. ) (2.35)
R.Q}={K.Q"}=0

6-Les opérateurs b et f (ou b*et f ") commutent entre eux, la définition (2.21)

des opérateurs de supercharge conduit aux relations :

b=t . [Q.b]=0
Q.f}l=b . lf)=0

Cela traduit le fait que Q est un opérateur impair, tandis que b est un opérateur

(2.36)

pair et f un opérateur impair.

2.3 Mécanique quantique supersymeétrigue :

La théorie de la supersymétrie décrit les bosons et les fermions d’'une maniére

unifiée, fait intervenir les commutateurs et les anticommutateurs. L’'algebre de la
supersymétrie de la mécanique quantique contient N opérateurs d’anticharges Q.
L’hamiltonien supersymétrique H vérifie I'algébre S(N) [37]
Q1-Q; =K
{Qi H }= 0

Les résultats les plus importants de la supersymétrie de la mécanique

i, j=12,.,N . (2.37)

quantique sont obtenus & partir de I'algébre de S(2).
Nous introduisons de nouveaux opérateurs de charge dans I'algébre S(2).
Q=(Q,+iQ,)/2 et Q' =(Q,-iQ,)/+2, (2.38)
nous obtenons alors :
. 2

R f=A, @>=lo*f =0
lo.r]=lo" 10

Les opérateurs de charge commutent avec I'hamiltonien H

Nous considérons deux matrices des opérateurs de charge comme suit :
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0 0 . (o A
Q=£A oj’ Q —(0 0], (2.39)

ol A et A'deux opérateurs que nous définissons par la suite. L’hamiltonien

supersymétrique H est par conséquent

0= ATA 0 _|H. f) (2.40)
0 AAT 0 H_

Les deux matrices (2.39) et I'hamiltonien (2.40) représentent la réalisation de

I'algebre 8(2) dans I'équation (2.38), connue aussi comme étant la superalgebre

de LieSI(1/1).
L’hamiltonien supersymétrique H donné par (2.40) peut &tre interprété comme

étant la composition de deux hamiltoniens scalaires H_ et H,. Ces deux

opérateurs agissent respectivement dans les secteurs bosoniques et fermioniques

sur les deux états de base. Ces deux secteurs sont reliés par :

¥YB _ 0 + 0 _ A+V/F
2o}

Ou y, et w. contiennent les états propres de [I'hamiltonien bosonique
H, = A*Aet I'hamiltonien fermionique H_=AA", H, ,H_  sont appelés des

hamiltoniens partenaires supersymétriques.

L'illustration ci-dessous schématise le spectre supersymétrique de I’lhamiltonien :

. H, 0
H susy =( 0+ ﬁ_j
Elle représente le lien entre les relations :
QIN). =+EV'[N-1),
Q'[N), =VE{[N=+1).

(2.42)
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E” 13), 2). L
Q|
| Fic Q 2.1 l
E;" 2), 1) ES
t o |
Qo
B} 1), [0). EL)
t o |
E( 0),
H. A

L’existence de la superalgébre (2.38) et en particulier, la relation de commutation

entre les charges supersymétriques et I'hamiltonien supersymétrique a des

conséquences importantes concernant le spectre d’énergie de H_ et I—L [32,37].
Premierement, de leur construction les valeurs propres de I—A|+ =A"A et
H_ = AA* ne sont pas négatives.

Nous considérons maintenant que les fonctions ) et y*) sont des fonctions

propres normalisées de H_ et H, dont les valeurs propres sont EC et E®.

Nous écrivons:

2.43
Ay E6), ) =4
I'équation :
H (Ay®)= AA* (Ay)) = ARy = EW(Ay™), (2.44)

montre que E") est aussi valeur propre de H_ et la fonction propre normalisée

N

associéea H_est;
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v =(ED) Ay, (2.45)
Saufsi Ay =0.

Nous écrivons aussi I'équation :

H. (A'yO)= A'A(A )= A"H y© = EOA O, (2.46)

et qui montre que E® est aussi valeur propre de H_ et la fonction propre

A

normalisée associée a H_est ;
\V(+) — (E(—))_l/2 A+\V(_)a
Saufsi A"y =0.

Ces relations entre les hamiltoniens partenaires supersymétrigues conduisent a

trois modeles possibles relatifs a leurs spectres d’énergie. (Figures ci-dessous)

oA Y

EY) i) A ) EY)
t |
E(*) | A+ ¢
’ i) vi”) B
A |
| Ay
(+)
= [vi”) i) ES”
A
= t |
' |wi?)
H. H_

Figure2.2.a : L'illustration schématique des valeurs propres de I'hnamiltonien

A

H, = A A, elle caractérise les liens supersymétriques entre les relation:

Alwih) =VEL [wi)
Alwl)) =VEV [pih)
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E{

W ) 3
t A |
| Ay
W) £
A
Ay
W) ) =
t A
vy') £y
H_
Figure 2.2.b
|
|
|
| } !
W) r 3
t A
| Ay
i) |wf§ E;”
A
|< ) A v )
‘\V1+ > ‘W§7)> E

Figure 2.2.c

Figures 2.2.a, 2.2.b, 2.2.c : Schémas d’arrangements possibles des spectres

d'énergies relatifsa H etH .
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2.2.a) A chaque fois que Az//(')=0 est un état propre normalisable deH |,
alorsH {7 = A*"Ay{? =0, implique que cet état propre est un état fondamental
de H_ avec E(()‘) =0 comme énergie propre. Inversement, si

0=E\ =<y/(§’) A+A‘z//((;)> =‘A‘w(§’)>rconduit aAy) =0. Dans ce casH, a un état

propre non normalisable et une énergie nulle, nous obtenons la situation décrite
dans la figure (2.2.a) ou :

EC) _gW

n+l — =n >

n=0,1,2,..., ot E{’=0 (2.47)

Les états propres de H_et I:|+ ayant les mémes spectres d’énergie sont reliés les

uns au autres comme suit :

v =(EQ) Ayl et b= (Er(r))*”2 Ayt (2.48)

n+l1 n+l1
2.2.b) Le méme raisonnement est fait au cas ol les roles de H_ et H, sont
échangés et les spectres d’énergie sont ceux de la figure (2.2. b)

2.2.c)Si maintenant H_ et I—A|+ n'‘ont pas d'états propres normalisables avec

une énergie fondamentale nulle, les spectres d'énergie de H_ et I—Ldeviennent

identiques comme le montre la figure (2.2.c). Ce cas correspond a la
supersymétrie brisée.

Nous allons nous intéresser dans tout ce qui suit seulement au cas de la
Figure (2.2. a)
Nous avons considéré jusqu'a présent, les opérateurs comme des quantités
mathématiques abstraites satisfaisantes a des relations prescrites, sans les avoir
spécifié en détail. Nous allons commencer par considérer une reéalisation
différentielle spécifique des opérateurs AetA’™ pour laquelle I'équation de
Schrédinger a une dimension peut se mettre sous la forme suivante :

n* d?

(0 - {———+vi <x>]w<i><x>= £, 0)(x) (2.49

2m dx?

Pour pouvoir factoriser cette équation, un choix possible pour les opérateurs A et

A" est
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(2.50)

et qui vérifient 'équation (2.49), ou les potentiels s’écrivent comme suit :

V. (x)=W?2(x)+ %W (x) , (2.51)

h
\2M

W(x) est reliée uniquement a I'état fondamental de la fonction d’onde de H_ via

Al//é*) =0:

2,52
W) == 8 Lol (), (2:52
ou,
wy (%)= exp(—@fww)dy} - (2.53)

Une conséquence immédiate de ces résultats est: dés que les solutions

relatives au potentiel V_(x) sont connues, les solutions relatives au potentiel

partenaire supersymetrique :

i), (2.54)

sont ainsi directement obtenues en outre les énergies des états fondamentaux
des deux potentiels sont reliees par I'équation (2.47).Cette procédure peut
s’appliquer pour n'importe quel potentiel (apres un simple changement possible

dans I'échelle des énergies, en posant Eé”) =0, en plus, elle peut étre appliquée

aux potentiels qui peuvent étre résolus soit analytiquement ou numériquement.
Un aspect remarquable de la supersymétrie de la mécanique quantique, est
gue des séries entieres de potentiels de mémes spectres d'énergie solvables

peuvent étre construites par I'application consécutive de cette procédure.
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CHAPITRE 3
LES CLASSES DE POTENTIELS DE MORSE ET DE
POSCHL-TELLER

Dans le présent chapitre, nous allons déduire les classes de potentiels de
Morse et de Poschl-Teller en utilisant la supersymétrie de la mécanique quantique

gui nous permet d'obtenir de nouveaux potentiels solvables.

3.1 Classe de potentiels de Morse :

La classe de potentiels de Morse est définie grace aux opérateurs bosoniques

généralisés. Nous définissons les supercharges comme suit

(0 0 . (0 a a1
Q_[a+ 0] ° Q _(0 Oj! ()

ou, a et a'sont les opérateurs de création et d'annihilation.
L'hamiltonien supersymétrique s'écrit comme suit :

. H. 0 ata 0
_ + +0O) — + = ’ 3.2
H, =QQ"+Q"Q [O H_J ( 0 an (3.2)

ou I—Let H_sont des opérateurs hamiltoniens supersymétriques. Excepté I'énergie

de I'état fondamental, les spectres de H, et H_sont identiques.
Nous considérons I'hamiltonien factorisé comme suit :

H. =aa , (3.3)

+

ou

a:im(l—e-y)—l/z,
dyd (3.4)
et A(l-e7)-1/2,
dy

A, un parametre qui caractérise le potentiel de Morse [38], est défini comme suit :

a

Vy(y)=2(-ef - 1+1/4, (3.5)
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ou, le terme constant — 1 +1/4 est utilisé exclusivement pour déplacer le spectre
d'énergie, de telle maniere que I'énergie de I'état fondamental devient nulle.

L'hamiltonien correspondant au potentiel de Morse s'écrit sous cette forme :

; d> _
H.=— 4+ 2 (1-eV) —a+1/4, (3.6)

y

Les opérateurs de création et d'annihilation aet a® sont définis par les relations
de I'équation (3.4), évidemment, ces deux opérateurs ne sont pas les opérateurs

de création et d'annihilation habituels.
La relation de commutation entre les opérateurs aet a*:

[a+,a]: 227, (3.7)

A

nous permet de définir I'hamiltonien supersymétrique H_ partenaire de

A

I'hamiltonien supersymétrique H, , en suivant la relation (3.2) :

N

H =aa*=a‘a+21e77, (3.8)
nous obtenons:

—d?
Ty

le potentiel correspondant est donné par :

H +/12(1—e‘y)z—/1+%+2/1e—y, (3.9)

Vf(y)z/”tz(l—e’y)2 —/1+i+2/1ey. (3.10)

S

Les deux opérateurs hamiltoniens I—Let H_partenaires supersymeétriques ont le
méme spectre d'énergie.

Nous appelons . la fonction propre de I—L :

A

Hiyin=énWin, (3.11)

A

Remplacons H, par sa valeur, ensuite multiplions ['équation par a, nous

obtenons :

a(a*a);//#n =asWy,,- (3.12)
Faisons sortir ¢, et remplagons le produit aa* par H_, I'équation (3.12) devient :
I-A|_at//+’n =&ndYW,p, (3.13)
soit y_, , la fonction propre de H_, elle est reliée & la fonction propre de I—A|+ par :

W_n=a¥.n- (3.14)
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En substituant I'équation (3.14) dans I'équation (3.15), nous obtenons :

Hoy = e n. (3.15)
Ainsi, H, et H_ ont le méme spectre d'énergie.

Un nouvel opérateur hamiltonien

5, = ATA, (3.16)
avec un potentiel correspondant V. est défini a travers les relations suivantes :
A= di +Fyv,
y y (3.17)
A+ =——++ FM
dy
ou , F, est une fonction réelle que nous devons calculer.
Nous imposons & H_ la condition suivante :
H_=AA". (3.18)
Nous obtenons :
dy dy
Développons et simplifions le produit, nous obtenons :
2
AA* =—d—+iFM +Fy, (3.20)
dy? dy
nous obtenons I'équation différentielle de Ricatti :
/12(1—e—y)2 +24e7Y —/1+% = di Fu (v)+ Fa (). (3.21)
y
Cherchons maintenant la solution de cette équation différentielle.
Fa (y)+Fyy (y)=242 (1 -~ e—Y)2 +21e7Y -4 +i. (3.22)
La solution particuliere de cette équation est :
K(y)=All-e7)-1/2, (3.23)
Dont la solution est obtenue aprés un calcul simple mais long :
— —_1)— -y
Fu ()=o) L4 expl— y(24—-1)-2e7) 324

T+ fexp(— (22 -1)-22e77 )iy |
0
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ou I est une constante d'intégration choisie positive pour éviter les éventuelles
singularités des potentiels.
La relation de commutation entre les opérateurs Aet A" est la suivante :

[A7,A]= A*A- AAT

d d d d : (3.25)
=|-—+F +F -|—+F -—+F
[ ay (y)j[ &y M(y)j ( ay M(y)j( dy M(y)j
Nous obtenons la relation de commutation en développant le produit entre les
opérateurs :
[A+ = A]= 2L, (), (3.26)
dy
Le nouvel hamiltonien prend la forme suivante :
K, = AA" +[AT, A]=H_ —2di F,(y). (3.27)
y

En remplagant H_ par sa valeur et en dérivant la fonction Fy, (y), nous obtenons :

X, = —i+ﬂz(l—e_y)z a4t i2geY —25eY —2iq>M (y), (3.28)
T dy? 4 dy
ou,
- _1)— -y
o, - exp( y(24-1)-22¢7) (3.29)
F+Jexp( V(24 -1)-24e" y)dy
finalement, nous arrivons a I'expression de I,
2 —
K, =—d—+/12(1 eVf_asl ol eXp(_ y(24-1)- 22 y) : (3.30)
dy? 4 dy
I+ j exp( V(22 -1)-22e" y)dy
Le potentiel correspondant est :
— —_1)= -y
V. :/12<1_e7y)2 _2+l_2i exp( y(Zi 1) 278 ) (3.31)

— r+jexp( y(2a-1)-24e7 kiy

Cette équation représente la classe de potentiels de Morse.
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A partir de la supersymétrie de la mécanique quantique, nous savons que le
spectre d'énergie de SL est le méme que celui de H_sauf I'énergie de I'état

fondamental.

A

Les fonctions propres ¥, ,de §C+sont reliées aux fonctions propresy_, de H_ par

la relation suivante :
Yo, =Av., (3.32)

et AY,, =0 .Pour I'état fondamental, nous avons donc

y
¥, o =constxexp| — y(4 —1/2)exp(/1e*y )x exp[— _[(DM (V)d?}] : (3.33)
0

Les nouvelles fonctions ¥, sont deéterminées a partir des fonctions propres

w ,.ndu potentiel de Morse original de I'équation (3.5) comme suit :

¥, =Atay,, (3.34)

3.2 Classe de potentiels de Poschl-Teller :

Nous allons suivre les mémes démarches pour trouver la classe de potentiels de

Pdschl-Teller, dont le potentiel de Pdschl-Teller est donné comme suit :

Ve_r(y)= _':(E':Tl_ly) - (3.35)

Les supercharges sont données comme suit :

Q=| ? o (3.36)
bt 0 ’ 1o o] '

ou b et b" sont des opérateurs de création et d'annihilation, I'namiltonien s'écrit :

. H, 0 b*h 0

if'C = + =+ + = + n = . (337)
e [fi S]]

Ou H_ et H_sont des hamiltoniens supersymétriques.
Nous considérons I'hamiltonien factorisé comme suit :
H, =b'b (3.38)

Ou ces opérateurs sont donnés comme sulit :



40

b=i+,utanhy
dy

q : (3.39)
b* =——+ utanhy
dy
L'hamiltonien de Pdschl-Teller est le suivant :
2
o), @40
dy® cosh”y
ou, le terme constant x> est utilisé pour déplacer le spectre d'énergie.
La relation de commutation entre les parameétres bet b*
btbl=2#“ (3.41)

cosh? y

Les opérations b et b™ sont définis par la relation (3.39).

La relation de commutation (3.41), nous permet d'écrire [|'hamiltonien
supersymeétrique H_ partenaire de I'hamiltonien supersymétrique I—A|+ de la
relation (3.40) sous cette forme :

H_ =bb" =b"b—|b",b] (3.42)

Apres avoir remplacé chaque membre par sa valeur, nous obtenons :

2
SR W AR) T (3.43)
dy= cosh”y cosh”y
Nous pouvons maintenant déduire le potentiel correspondant, il s'écrit comme
suit :
v,(y)z—”(”+1)+ 2, 2H (3.44)

cosh’ y AT osh? y

Les deux opérateurs hamiltoniens H, et H_ont le méme spectre d'énergie. La

A

relation entre y, et w_, fonctions propres de H, et H_ respectivement, est la

suivante :

W_n=by, .. (3.45)
Le nouvel opérateur hamiltonien

5, =B*B, (3.46)

avec un potentiel correspondant V, qui est défini a travers les opérateurs

suivants :
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d
B=—+Fpr(y)
& , (3.47)
B” = _d_y+ Fo_r ()

ou Fp_t est une fonction réelle qu'on doit calculer.

Nous imposons & H_ la condition suivante :

H_ =BB". (3.48)
Remplacons BetB™ par leurs valeurs, I'équation précédente devient :
H_ = i+ Fp_r(y) —i+ Fer(Y)| - (3.49)
dy dy
En développant le produit, nous obtenons :
e ()R (3:50)
dy2 dy

Remplacons H_par sa valeur, 'équation précédente aprés simplification devient :

, 1 2
Fo_r (y)"‘ F|32—T (Y) =- ,u(,u 1— ) + ,uz + 4’ (3.52)
cosh”y cosh”y

C'est I'équation différentielle de Ricatti, la solution particuliere de cette équation
différentielle est donnée comme suit :

J(y)=utanhy. (3.53)
La solution de I'équation de Ricatti est la suivante :

cosh ™"y

For(y)=utanhy + (3.54)

. .
I+ J'coshfz” ydy
0

ou I'" est une constante d'intégration choisie positive de telle facon a éviter les
singularités des potentiels.

La relation de commutation entre les nouvelles variables, a la forme suivante :

[B+,B]=—2diy For(y) . (3.55)

Cette équation nous permet d'obtenir le nouvel hamiltonien, qui va prendre la

forme suivante :
%, =B'B=BB" +[B*,B] . (3.56)

Remplacons chaque terme par sa valeur, nous obtenons I'équation :
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R 2
X, =_d_2_ﬂ(ﬂj1)+ﬂ2+2_ﬁi_2ipp_T (y)- (3.57)
dy® cosh’y cosh”y dy

Dérivons & présent la fonctionF, ;(y), I'namiltonien de I'équation précédente

s'écrit comme suit :

~ d?  u(u+1) d
I, =— - +u  —2—o0,_ , 3.58
T dy? cosh?y H dy F r(y) (3.58)
ou :
2u
Oy (y)=— oS Y (3.59)

y
'+ J'coshfzf‘ y dy
0

On peut maintenant déduire le potentiel correspondant a cet hamiltonien, il a la

forme suivante :

Vet (Y):_M+ﬂ2 —2—®; (y) (3.60)

Ce potentiel représente la classe de potentiels de Pdschl-Teller

A partir de la supersymétrie de la mécanique quantique, nous savons que le
spectre d'énergie de §C+ est le méme que celui de H_sauf I'énergie de I'état

fondamental.

En procédant de la méme maniere utilisée pour obtenir le potentiel de Morse,
nous arrivons a la relation entre les fonctions d'onde ¥, ,de %, et y_,de H_ qui
est donnée par :

W, =By _,. (3.61)
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CHAPITRE 4
LES POTENTIELS DE MORSE ET DE POSCHL-TELLER GENERALISES

4.1 Introduction

Les états liés et les états de diffusions de certains potentiels sont décrits par
des représentations unitaires de certains groupes [1], en particulier les potentiels
de Morse et de Poschl-Teller.

Nous nous intéressons a ces derniers potentiels ainsi qu'a leurs classes de
potentiels. Il est a noter que chaque classe de potentiels véhicule en elle une
représentation de groupe ayant une symétrie dynamique.
L’objectif essentiel de cette étude théorique est double :

e Sachant que les potentiels de Morse et de Pdschl-Teller appartiennent a la

méme représentation de groupeSU(2), il est donc possible, par I'utilisation de

I'équation de Schrddinger correspondante a chaque cas, de trouver une relation
entre leurs classes de potentiels, en utilisant la transformée de Fourier [1].

o Une fois le lien établi, il est possible d’en déduire le spectre d’énergie de
'un, par exemple : Pdschi-Teller en connaissant le spectre de l'autre c'est-a-dire
celui relatif au potentiel de Morse, aussi on peut déduire la fonction d'onde de 'un
a partir de l'autre.

Le groupe SU(2)qui caractérise les états liés des potentiels peut étre réalisé sur

un espace bidimensionnel de I'oscillateur harmonique et sur une sphere

(3dimensions). Nous montrons a cela que la premiere réalisation est reliée au
potentiel de Morse qui joue un réle important dans la physique moléculaire [6] et
qu'il a été le sujet de plusieurs travaux de recherches [7]. Ce potentiel s'écrit

comme suit :

Vyu(y)=2(-e? ) - 2+1/4, (4.1)
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ou, le terme (- A+1/4) a été ajouté pour déplacer le spectre d’énergie et permet
aussi d'attribuer une valeur nulle a I'état fondamental E, , =0.

Le terme de la classe de potentiels de Morse associé au potentiel (4.1) est
donné par :

exp[— y(Zﬂ—l)—Zie‘y] 4.2)

Dy (y)= y .
I+ [dyexpl-y(22-1)-24e7]
0

La deuxieme réalisation est reliée au potentiel de Pdschl-Teller. Ce potentiel
apparait dans une variété de problemes dans la physique [8]. Comme les
solutions de I'équation de Korteweg-de Vries de solitons [9]. L'équation du champ
moyen de Hartree-Fock d'un systéme a plusieurs corps [39], la limite non
relativiste de I'équation de Sine Gordon [10] et dans la liaison avec les systemes
unidimensionnels de plusieurs corps complétement intégrables [40], en plus de
ces deux potentiels, une plus grande classe des potentiels unidimensionnels peut
étre liée aux groupes SU(2) et SU(1,1) [1].

Le potentiel de Péschl-Teller est donné par :

,u(,u+1) )
\ =i 7 , 4.3
P (y) cosh’ y A (4-3)

ou, le dernier terme a le méme réle que dans le cas du potentiel de Morse, c'est
pour déplacer le spectre d’énergie au niveau zéro.

Le terme de la classe de potentiels correspondant au potentiel de Pdschl-Teller
est donné par :

cosh2#
D (y)= y y . (4.4)

I+ I dy cosh™# §
0

Nous avons présenté dans le premier chapitre les propriétés des groupes

SU(2)etSU(1,1) qui décrivent les états liés et les états de diffusion des potentiels

de Morse et de Pdschl-Teller respectivement, ces deux groupes peuvent étre

inclus dans un autre groupe. C'est le groupe SP(4, R), ou Rveut dire réelle. Ce
groupe contient aussi un troisieme sous-groupe, c'est le groupe potentiel SU F,(1,1).
L'importance de SP(4,R) est qu'il fournit une unification des diverses approches

aux problemes unidimensionnels des potentiels.
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4. 2 Structures algébriques et leur relation avec I'équation de Schrodinger :

Les propriétés algébriques utilisées dans le premier chapitre vont nous conduire
a la solution exacte de I'équation de Schrddinger relative aux potentiels de Morse
et de Pdschl-Teller.

Comme le groupe SU(2) est un groupe de Lie compact donc les algebres de Lie

peuvent étre identifiées dans les états lies par la représentation irréductible
unitaire discrete.

L’'approche algébrique fondée sur les expressions (1.12) et (1.17) peut conduire
a l'équation de Schrodinger associée au potentiel de Morse dans un espace
harmonique bidimensionnelle en introduisant la réalisation différentielle sur les

opérateurs.
a= (x’+ipx,)/\/§:(x’+%j/\/§ :
X

a+=(x'—ipx,)/ﬁ:(x’—%j/\/§ :
j . (4.5)
b:(x”+ipx,,)/«/5=(x”+mj/\/§ ,

b* =(x”—ipx,,)/\/5:[x"—%j/\/5 .

Dans la représentation des{x} en termes de x',x" les deux opérateurs
N etJ des équations (1.13) et (1.15) respectivement prennent les formes

suivantes :

2 2
N :%(x’z + X" —d——d——zJ, (4.6)

Jy :—l(x’ d - X" d j 4.7)

20 dx” dx’
On passe maintenant des coordonnées cartésiennes aux coordonnées polaires,
en utilisant le changement de variables suivant :

{x'=rcos¢

) . 0<r<ow
X"=rsing

, 0<g<2r. (4.8)

En insérant I'équation (4.8) dans I'équation (4.6) et dans I'équation (4.7), nous

obtenons :
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2

Nl td,d 1d o) (4.9)

20 rdr dr r?dg’

i d

= 4.10
Y=o dg (4.10)
ou la valeur propre est donnée par :
Ny m, (18)=Nyy o (1.6). (4.11)
En substituant (4.9) dans (4.11), nous obtenons :
1({ 1d _d 1 d* |,
—| ===+ |1 r,g)=N r,g), 4.12
e e B SR R @12)

I( 1d _d 1 d?
(—(———r————Jr HDWN,my (r.g)=(N+1yym, (r.9). (4.13)
La fonction d'onde yy , (r.¢) est donnée comme suit :

¥y, (1,6) = Ry m, (N)exp(2im, ¢), (4.14)

ol m est un nombre entier ety est periodique en ¢ sa periode est de 27 .

Insérons l'équation (4.14) dans [I'équation (4.13), nous obtenons ['équation
suivante :

(l(iiri_L d’ +ﬁDRN’my(r)exp(2imy¢):(N +1)Ry 1, (F)exp(2im, g).

2 rdr dr r? dg?
(4.15)
On remarque que :
1 d? _ 4m?
_I’_ZWRN;my (r)exp(Zlmy¢)= rzy RN,my (r) (4.16)

En insérant I'équation (4.16) dans l'équation (4.15) et en divisant le résultat

parexp(2im, ¢), nous obtenons :

1(1d_d 1 d*> ,
—|——=r——— r’||R ry=(N+1)R r). 4.17

Faisons ce changement de variable :
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r’ =(N +1)exp(-y)

2rdr =(N +1)e‘ydy:%:—2r, (4.18)
r

d_dyd _-2d

dr drdy r dy

En substituant I'équation (4.18) dans I'équation (4.17) nous obtenons :

o4 0 M e R ()= (NS DRy () (4.19)
2l (N+1)e” dy> (N +1)e” MMy Ny 22 '
Pour alléger I'écriture on fait sortir comme facteur commun 4 nous

(N+1)e™’

aboutissons a I'équation :

2 d>  , (N+1
- +m; + e’ R =(N+1)R . 4.20
(N +1)e—y( dy2 y 4 N,my(y) ( ) N,my(y) ( )
-y 2

Multiplions I'équation (4.20) par M, ensuite transposons (N ;1) e’ a
gauche de I'équation et mj a droite de I'équation, nous obtenons :

d>2 (N+1® ,, (N+1)* _
(_ dy2 +( 4 ) € » _%e y]RN,my (y)Z_ijN,my(y) . (421)

2
L , . (N +1 .‘
A présent, faisons sortir — comme facteur commun pour le deuxiéme et le

troisieme terme nous obtenons I'équation :

(—%+ ( N; lj(e—Zy —2e7Y )jRN’my (y)= —ijN,my (y). (4.22)

L'équation (4.22) n'est d'autre que l'équation de Schrodinger relative au
potentiel de Morse a une dimension [6] ou on peut encore la simplifier et I'écrire
comme suit :

_££+ﬂz(e—2(x—xo)/d _2e—(x—xo)/d) R(X)= —n’

2u dx* 2.d?

ou d et Asont deux constantes qui dépendent du potentiel de Morse, ou :

212
N+1:1/8ﬂ:2/1 . (4.24)

m;R(x), (4.23)
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La solution des états liés du potentiel unidimensionnel de Morse est reliée aux
représentations du groupe SU(2)qui est isomorphe au groupeSO(3) [41]. La
quantité (4.24) s'appelle "l'anharmonicité réduite".
En conclusion, en incluant le probleme unidimensionnel original dans un espace
bidimensionnel, nous avons pu relier les fonctions propres des états liés de
I'équation de Schrodinger pour le potentiel de Morse dans les représentations D,
(j=N/2) desu(2).

Les valeurs propres d'énergie sont alors données par les valeurs propres de
I'hamiltonien (1.22).
Pour donner la transformation liée aux équations de Schrddinger dans leurs
classes de potentiels, nous substituons le potentiel qui apparait dans I'équation

(4.23) par celui de [I'équation (3.31), donc [I'équation de Schrddinger
correspondante au potentiel de Morse généralisé est :

—o2+ A(1-e ) —2+1/4-20, R(y)=E,R(y),

exp[— y(24-1)-21e™
y

I+ [dyexpl-y(24-1)-24¢e7 ]
0

(4.25)

ou nous avons utilisé 'abréviation 6, pour deS|gnerd—.
y

4.3 Potentiel de Poschl-Teller :

Une réalisation de l'algebre su(2) sur un espace bidimensionnel d'un oscillateur

harmonigue a mené a une connexion entre cette algébre et la solution de
I'équation de Schrédinger correspondante a la classe de potentiels de Morse pour
les états liés. Dans cette section, nous parlerons d'une autre réalisation de la
méme algébre, qui mene a la classe de potentiels de Poschl-Teller [8].

Ce potentiel a un nombre fini d'états liés et un nombre continu d'états de
diffusion. Les états liés du potentiel de Pdschl-Teller sont obtenus en réalisant

I'algebre su(2) sur une sphere (3 dimensions) [42]. Cette réalisation conduit a lier

I'algebre en question avec I'équation de Schrddinger correspondante au potentiel

de Pdschl-Teller. Les opérateurs sont exprimes par :
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0
l, =—i—,
o¢
—ef + 9 Licotsl
I, =e (ia¢+lcot¢a¢} (4.26)

) 1 0 ( .0 j 1 0
"= ———|sinf— |+
sin@ 00 06 ) sin’ 6 o¢’

ou, nous avons utilise 1,,1,,1 2 au lieu de JZ,Ji,N afin de distinguer ce cas du
précédent. En identifiant avec Figure (1-1), nous cherchons des symétries

dynamiques caractérisées par la chaine de groupeU(2)>0(2). Plutdt que

I'opérateur J , il est important ici de diagonaliser I'opérateur I, . Nous recherchons

2

ainsi des fonctions propres simultanées de |- et |

7
220 =i(i+ )T

J J

! ) . (4.27)
Iz/{j =My;

En comparant a (1.25) et (1.26), la solution de I'équation (4.26) s'écrit sous cette

forme :

27(0,9)=ul(0)e™, (4.28)

ou, uj-“vérifie I'équation suivante :

_ i(sineij+ M im @)= j(j+ u"(@). (4.29)
sind 06 00) sin’6 |’ !

Les solutions de (4.29) sont les fonctions associées de Legendre ij (cos 49) , et

les fonctions ' (6,¢) sont les fonctions d'onde sphériques Y, (6.¢)
En substituant le changement de variable suivant :
cosd=tanhy , —oo(y(+o0,

I'équation (4.29) s'écrit sous la forme suivante :

{—a—zz-j(j—tl)}U?(y): -m?uf(y) . , (4.30)
oy~ cosh”y

C'est I'équation de Schrodinger correspondante au potentiel de Pdschl-Teller.
En outre, le spectre est donné par

E, =-am?. (4.31)
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Nous remarquons que les fonctions

P"(cos 0) vérifient les relations d'orthogonalité :

e , i I
IPJ-’“ (cos@)P" (cos @)sin Hd O = (j+my_ 1 (4.32)
0

(j—m)!(jJr;jémmr,

de sorte que, les fonctions propres normales soient :
(j—my(. 1
UT(Y%=J(y+my j+5 |P"(anh y), (4.33)

ces fonctions satisfont les conditions aux limites appropri€es :

ul'(y - +0)=0, m=0. (4.34)

Nous obtenons I'‘équation de Schrédinger pour la classe de potentiels de Poschl-
Teller en substituant le potentiel qui apparait dans I'équation (4.30) par celui de

I'équation (3.60), ou nous posons j = u.

—2u
S0y MUY g0, Y ufy)-, uly) @.35)
I+ IdV cosh ™
0

Suivons le changement de variables successifs suivants :
¢ =sinhy,
cot&=¢
t=tan&/2 .
En appliquant le premier changement de variable dans I'équation (4.35), nous
obtenons :
¢ =sinhy
{d( =coshydy = ({2 +1)2dy .
En substituant I'équation (4.36) dans I'équation (4.35) , hous obtenons :

[(cz +1)" 57(:2 +1)” d‘j—g%u -2¢7+1)" dd—gcb (c)ju(o: Epr U(S)

(4.36)

(4.37)

ou
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O (é’) = Arg sin(hé; i 1)

I+ j (EZH)’”’%dg

0

Appliguons le deuxieme changement de variable :
{ =coté
d : (4.38)
g =-=°%
sin” &

I'équation (4.37) apres le changement de variable et quelques simplifications

devient :
. 2u
singDsing 4 _ ”(,”;L 1)+ﬂ2 +2sing L (sin &) . u(g)=E, u(&).
d§ dé: sin é dé: argsinh(cot &) - V] _
T+ j(;ing dé
0
(4.39)
Le dernier changement de variable
t=tan&/2
__ d¢
2c0s> £/2
nous conduit a I'équation suivante:
2
{— t0,t0, — 4u(u +1)(t—2)2+ u 2t6tq£,PT)(t)}u(t)= E.. u(t) , (4.40)
1+t
ou
( 2t
1+t2j
A7 0= (a.41)
r+ | dr( Nj( Nz)
7 I+t A1+t
En divisant toute I'équation (4.40) par t*, on obtient :
2
oa, ~Eer A 25 4T (1) u) = “(“—“Z)u(t) (4.42)
t t t (1+1)
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4.4 La connexion entre les deux classes de potentiels :

D’une part, puisque le potentiel de Morse ainsi que sa classe de potentiels ont
le méme spectre d’énergie a exception de I'état fondamental ( pareil pour le
potentiel de Pdschl-Teller), d’autre part, les potentiels sont décrits par la méme
représentation du groupe SU(2), il est évident qu’il devrait exister une
transformation permettant de passer de I'équation de Schrodinger associée a la
classe de potentiesl de Morse a celle associée a la classe de potentiels de Pdschl-

Teller. En effet, pour trouver I'équation de Schrodinger relative a la classe de
potentiels de Morse, on utilise le changement de variable r* =(N +1)exp(- y) dans

I'équation (4.25). Nous obtenons

r
4

2

5

22-1
)

r r 2 0
——0, 10, )+——-Ar"+ A= —A+1/4+71r0
4 (o) 4 / ' “nr2)2a

r+

-2

R(r)=EyR(r)

L

Introduisons, pour simplifier davantage les calculs, le paramétre suivant :
a=1-1/2,

0

(4.43)

(4.44)

I'expression (4.43) devient :

4

—iar(rar)+%—(a+1/2)r2 +a’+ro,

(4.45)

Dans le but d'alléger I'écriture, nous proposons d’écrire le quatrieme terme du
membre de gauche de I'équation (4.45) sous une forme simple de qg?”r)(r).

4

{—gﬁr(rarﬁ%—(aﬂ/z)rz +a’+ rarqg?”r)(r)}R(r): E,R(r) , (4.46)

ou :
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( r2 JZBe_rz
2a+1
. (4.47)

Multiplions I'équation (4.46) par 4 , hous obtenons :

{—%ar(ra Jr’ _(4a+z)+? 20,0000 )}R(r)=%EM R(r) (4.48)

Transposons le membre de droite a gauche de I'équation (4.48) et le facteur

(4a+2) a droite de cette équation, I'équation différentielle devient donc :

Har(ra,p = +4(6‘;E) +§a,qgw(r)}e(r)= (4a+2)R(r) . (4.49)

r
ou R(r) est la solution radiale explicite.

Faisons apparaitre la coordonnée polaire ¢ dans cette équation et cela par
l'intermédiaire de la fonction d’onde (r,4), qui est exprimée en fonction de la
solution radiale explicite par :

R(r)=e™y(r,¢). (4.50)
Sachant quet//(r,¢5), est périodique en ¢ avec une période2z , ou m est un
entier. En calculant sa seconde dérivée par rapport a¢, nous obtenons :
8¢1// =—4m?y,
et en l'identifiant au troisieme terme de (4.49), par la formule,
02 =—4m* =—4(a> -E,, ),

on obtient finalement I'équation différentielle suivante :
1 1
{_Far(rar)m ~Lar e ol )} (r.¢) = (4a+2p(r.g) (4.51)

L'objectif de cette section est de réécrire I'équation (4.51) sous une forme
mathématique adaptée a I'équation (4.42). Ce lien va nous permettre de déduire la
relation entre I'équation de Schrédinger des deux classes de potentiels.

Faisons intervenir la nouvelle variable vectorielle fs(tx,ty) et dont les

composantes sont données par :
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t, =tcosg ; t, =tsing

4.52
t=r?/2 ; ®=2¢ (4.52)
Pour la dérivée premiere on a
dt =rdr dd =2d¢
d _dtd_d d ) d (4.53)

_ = r— _— _—
dr drdt dt db d¢
En appliqguant les dérivées premiére et seconde surr et ¢, I'expression (4.50)

devient :
{—at(tat)ﬂ Lo +ate, qg',\"r)(t)}y/(t,cb): (a+1)y(to), (4.54)

ou :

v ()= (a+t1/2ja exp(-2t)

Qar(t)= “Int/a+1/2 ~ a -
re [ ai] ! exp-28)
0 a+1/2 t

En faisant sortir la variable t comme facteur commun de I'équation (4.45), nous

obtenons I'équation différentielle suivante :
1 1 2
{t(—;@t(tat)—ﬁafp +?6tqgf’})(t)+lﬂx//(t,@)z(zaJrl)x//(t,(I)). (4.55)

Parallelement au vecteur t, introduisons le vecteur 7=(z,,z,) de telle maniere
que I'équation (4.55) s’écrit :
tll+72 )y =(a+1)y, (4.56)

ou, par identification avec (4.55), I'expression de 7° sera exprimée par :
1 1 2
e = ro0) - 505 + o alt). (4.57)

Cherchons la valeur propre de l'opérateur :t(1+2'2)t(1+z'2) en utilisant la
méthode de Hylleraas [24]
t(r2 + 1)(2'2 +1)y = (t2 +tr2tX1+ 12» (4.58)
On sait que 7 est le conjugué canonique de t alors nous avons :

.d
q:—|—1 459
r=-y (4.59)

le commutateur du module de t et son conjugué canonique z°> vérifie la relation :



[t,rz]:2if0f%—%

= it =tr? —2i270'fl+l
t t
En substituant cette derniére dans I'équation (4.55) nous obtenons
t(l +7° )t(l + rz)// = (tz th(tr2 —2i ff%-l—%j}// =
t(1+rz)t(1+r2)y = (t2 +t7? —2if.f+1)u/

Utilisons maintenant la relation de commutation suivante :

[t,7 eT]=it.

Donc
trf -7t =it
=Stri =71t +it

Insérons cette derniére dans I'équation (4.61) nous obtenons :
tl+ 22k +22 )y = (tz +t2% = 2i(7 it + it)%+1j(1+72),,
(2 +t2% =208 +3)1+ 22y,
(e ) 280+ 22) 30+ 2
et, par conséquent :

(t2(1+72)2 —2if.f(1+r2)+3(1+72))y/ - (2a+1)y

55

(4.60)

(4.61)

(4.62)

(4.63)

(4.64)

Introduisons maintenant la transformation qui nous permet de passer de l'espace

des positions a I'espace des impulsions et inversement, cette transformation est

fondée sur la matrice de passage T par :

o= = o

Remarguons que :

{ t'=T=1t'et'=t'o7 T—t'? =12

[ J
T'="d=7ef' =T el =t oi —>7"* =t’

ol

et

— —

Tot=—t'o7’,

Nous avons, en tenant compte de (4.56) et (4.64), I'expression :

[2(1+t2)-2it 07/ (1+t2)+3(1+ 1))y = (2a+1) .

(4.65)

(4.66)

(4.67)

(4.68)
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ou ' est prise, sous les transformations (4.66), pour la transformée de Fourier de

V.

Comme :
1 1 2
7’ E—Iat(tat)—t—zaé +20, aM(t), (4.69)

il est donc évident que les relations de commutation citées ci-dessus se vérifient

aussi pour le couple t et z>donné par (4.69), du fait que le terme 0, qg'f’})(t) n'est

gu’une fonction ordinaire dépendante du parametre t .

En appliquant la transformée de Fourier sur les variables t et ®, on obtient
I'identité suivante :
1

2

7' = __,at' (t'at’)

- | —

0% + 20, QU 1), (4.70)
ou, comme la fonction d’onde, %&,QE(,M)(V) est la transformée de Fourier de

%&qf}")(t) (voir 'appendice) .

Insérons I'équation (4.70) dans I'équation (4.68), en prenant en considération

I'équation (4.59), nous obtenons :

1d.,d 1 d? 2 d ., d
it L “ MG |1 + 172 2it — (1 £t )+ 30 +t?) ' = (2a +1V '
& vt a7 e +t' dt'Qa’r( )j( + )Z+ i dt’( + )+ ( + )}// (2a+1)\y

(4.71)

Introduisons maintenant la nouvelle fonction d'onde :
A0 =1+ f Pyt o). (4.72)

En substituant cette fonction d'onde dans I'équation (4.71) nous obtenons :

1d_,d 1 d> 2d , , , d , , o\
([_Wt e R O] 2 )l z)](m 2,

(2a+1)

(4.73)

Simplifions cette derniére :
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1d,,d 1 d? 2.d v 2 \1/2 , d 0 V12 b0 \1/2
-t —— )\ 1+t 2t — 1+t 1+t
(( t'dt’ dt’ t/2 d(DrZ +tl dtrQa,r( )]( + ) + dtr( + ) +3( + ) X

(2a+1)

(4.74)

ona:

d . d i 4 C 4
[ ey
:(1+t12)1/2(_lit, d jZ+(t,z(l+t,2)3/2 —2(1+t'2)71/2);(

t'dt’  dt’
(4.75)
En substituant cette derniere dans I'’équation (4.75) I'équation devient :
1d d (l+'['2)l/2 d? -1/2 ~3/2
1+t ”2[———t'—j— —21+t?) " (14t
[( ) tr dtr dt! tr2 d(Dr2 ( ) ( )
. (4.76)

_ G 200+t2) d 2a+1)
ot (14t?) 31 t2) +%WQ;MV)J;{ =ﬁ;{

Simplifions cette équation :

12\1/2 ;2 \l/2
[(1+t'2)”2(—lit’i)—(l+t2) d =(1+t’2)3/2+—2(1+t2) in,“ﬁ)(t')JZ

t'dt’ dt’ 2 d” t dt
_ (2a+1)
eyt
(7.77)
Transposonsw, le troisieme terme dans l'équation (4.77) a droite et
1+t

. . 1/2 . N .
faisons sortir (1+t’2) comme facteur commun, ensuite transposons-le a droite,

I'équation (4.77) devient :
2
([ 1d,d )_1 d +§ d Q(M)(t’)j;c=4a(a+1)z- (4.78)

tdt dt’) t?do? tdt " e;

Il est préférable de ré-exprimer le second terme dans le membre de gauche de

(4.78) par le terme d’énergie comme c'est le cas dans I'expression (4.47), i.e.

0. =E, —a’ et qui mene a I'expression :
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2
Lowe, - BT 25 oM |u(e) = 228D )

ou, encore une fois, nous avons supposé que la fonction d’onde ;((t’,(D') s’écrit :

(4.79)

7(t, @) =u(t)e™. (4.80)
Puisque la connexion entre les solutions radiales, u(t’) et R(t), sont liées par
I'intermédiaire de la transformée de Fourier :

Flyt,0)]=y't, @), (4.81)
alors, il est évident que les classes de potentiels de Morse et de Poschl-Teller sont

liées par la méme transformée de Fourier.

1 1 n_ | :
7 10,00 = ()= Lo, ) (4.8
et
a1 , 1
4 ‘[Fatrqff”(t )} =200, (1), (4.83)

ou i,[y' "] sont, respectivement, la transformée de Fourier et sa transformee
inverse ( Voir 'Appendice ).

En résumé, il est donc essentiel de signaler que I'expression (4.79) est
I'aboutissement final de I'équation de Schrddinger pour la classe de potentiels de
Pdschl-Teller a partir de celle de Morse via la transformée de Fourier alors que
I'expression (4.42) est celle déduite, directement, par la réalisation de la théorie
des groupes. Par conséquent, l'identification entre les expressions (4.42) et (4.79)
passe impérativement par la condition spécifiant que la transformée de Fourier de
la classe de potentiels de Morse est celle de Poschl-Teller, et inversement (Voir

Appendice).

4.5 Le lien entre les spectres d’énergie :

Le second terme dans (4.79) peut-étre écrit conformément au cas de la classe
de potentiel de Morse. En d’autre terme, il convient de I'écrire sous la forme :

m?® = (“2 - EP—T)E _iai = _afb'

Par identification entre (4.42) et (4.79), on obtient :
EM —a'2 = EP—T —/12 , (484)
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et sachant que a=1 —%, I'expression (4.84) devient :

Err =Ey +y2—/12+4—%. (4.85)
D’autre part, en comparant les deux membres de droite de (4.42) et (4.79) :

das)=plut) = Ptoplurr). = s =_(ﬂ+%j.
En substituant cette derniére dans (4.85), on obtient :
Err =Epy +/1—,u—% : (4.86)

On constate que le spectre d’énergie de Pdschl-Teller est décalé par rapport a

celui de Morse par un facteur constant(/i + u —%]

4.6 Le lien entre les fonctions d'onde :

Le lien entre I'équation de Schrédinger correspondante au potentiel de Morse et
celle correspondante au potentiel de Pdschl-Teller nous permet de trouver le lien
entre leurs fonctions d'onde.

La fonction d'onde correspondante au potentiel de pdschl-Teller est donnée par
I'équation (4.28) :
77(0.6)=u7 (0™ .
La fonction d'onde correspondante au potentiel de Morse est donnée par
I'équation (4.14) :
¥nmy (1) = Ry m, (F)exp(2im, ¢)
Dans la section précédente nous avons déduit que la fonction y est la

transformée de Fourier de la fonction y':

p'(t, @) =&yt o)) (4.87)
ou la transformée de Fourier pour une fonction a deux variables s’écrit :
w'(t,.1,)= [ [dtdeplt,.t Jexpl-i(t,t, +,t, ). (4.88)

—00—00

En effectuant le changement de variable utilisé en (4.52), nous simplifions

I'équation davantage :
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t, =tcos®
—dt,dt, =Jdtdd=tdtd @, (4 89)

t, =tsin®
ou J est le jacobien

La transformée de Fourier de la fonction représentée par I'équation (4.88) devient :

2 0

w(t, @)= J.d ®It dty(t,®)exp(—i(tcos @1’ cos @’ +tsin dt'sin d' —itt’ cos(® — D))
0 0

2 o0 1

_ J’d q)J't d t(//(t, q))e—itt’cos(d)—d)')
0 0

(4.90)

En insérant I'équation (4.37) qui donne la relation entre y}' et ' dans I'équation

(4.90) nous obtenons :

/2

Zt@)=(1+t?) TdCDTt dtexp[-i(t'tcos(®' - @)y (t, @) . (4.91)

Calculons maintenant l'intégrale en® . La meilleure approche utilisée est celle de

la représentation intégrale des fonctions cylindriques de Bessel :

Jm(x)zL z7m exp(%(z —%Dd z, (4.92)

2ix
le contour étant un cercle donc on prend z=e'®. En utilisant cette propriété dans

la fonction de Bessel et le changement de variable suivantx =tt’, nous obtenons :
1 2
Jm(tt')=2—J’d@exp(itt'sincb—imq)) : (4.93)
T
0

En effectuant ce changement de variable :

d)—>(D—(D’—%:sind>—>—cos((1)—d)'), (4.94)
ainsi :
<I)’+%+27r
3, (tt) =1 | doexp —itt’cos(CD—(D’)—im(CD—CD’—Ej , (4.95)
2 - 2
CD’+E

Simplifions davantage cette derniere

. 2z
In(tt)= ie.m@ (i) jd @ exp(~itt’ cos(® — ')~ imd). (4.96)
0
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Pour retrouver I'exposant dans I'équation (4.91) il suffit d'effectuer la substitution

m — —m et d'appliquer l'identité de Bessel suivante :
I n(®)=(1"3n(x) (4.97)

insérons I'équation (4.97) dans la fonction de Bessel

I, (tt)=(=1D)" 3, t)= %e‘im“" (—i)" zfd @ g it cos(®-@pimo (4.98)
donc, nous obtenons :
T d @ O _o7(—j)Te Vg (). (4.99)
IOEn substituant le résultat (4.99) dans I'équation (4.95), nous obtenons
2t @)= (1+t’2)3/20ftdt R(t)J,, (i) 2m(=i)"e ™), (4.100)
0

avec y(t',®')=e™u(t’) , donc :
ut)= (1462 22— i) [taR(E)3, @) | (4.101)

L'équation (4.101) est la relation entre les fonctions d'onde correspondantes aux

potentiels étudiés.
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CONCLUSION

Notre travail s'est articulé essentiellement autour de deux parties, ou nous
avons appliqué la théorie des groupes et aussi la supersymétrie de la mécanique
guantique.

En premier lieu nous avons utilisé la supersymétrie de la mécanique quantique
pour trouver la classe de potentiels relative au potentiel de Morse et aussi celle
relative au potentiel de Pdschl-Teller, pour écrire I'équation de Schroédinger
correspondante a chaque classe de potentiels.

Baser sur le fait que les potentiels de Morse et de Péschl-Teller appartiennent a

la méme représentation du groupe de Lie compact SU (2) la deuxiéme partie de

notre travail est une extension au cas des classes de potentiels associées aux
potentiels cités ci-dessus via le méme groupe par I'équation de Schrodinger. Nous
avons trouveé que les équations de Schrodinger correspondantes sont
équivalentes seulement si :

()- On identifie la classe de potentiel de Morse comme étant la transformée de
Fourier de celle de Poschl-Teller.

(i))- On identifie la fonction d’'onde de Morse a la transformée de Fourier de celle
de Pdschl-Teller.

Par conséquent, I'expression analytique liant les spectres d’énergie
correspondants est directement déduite en comparant les deux équations de
Schrédinger, donnant :

Eor =Ey +A—-pu—1/2.
Il est donc tout a fait possible de déduire un spectre d’énergie d’un potentiel donné
par exemple celle de Pdschl-Teller (resp. de Morse) en connaissant I'expression

analytique de l'autre.
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D'autre part, la relation liant leurs fonctions d'onde :
u(t')= 1+t ) 22(-i)" [td R(0) 3, ().
0

Il est trés intéressant d’effectuer la méme analyse en liant les deux classes de

potentiels par le formalisme des intégrales de chemins (Path-Integral).



APPENDICE

Dans cet appendice, nous ajoutons les détails mathématiques concernant le
quatrieme chapitre, démontrons ainsi que les deux classes de potentiels sont
effectivement liées par la transformée de Fourier. En comparant les équations

(4.42) et (4.79), on peut facilement écrire :

2pal (1) (0" = b+ 12 2 2,0 (1, @)

(A.1)
(1+t'2) (atQ Tt (t,® ))
les fonctions d'onde sont données comme suit :
' N _ 2 W2 o, ’

2S00

La transformée de Fourier de la fonction représentée par I'équation (A.2) s'écrit :
2 © . ,

p(t, @)= [doftdty(t,@)e =) (A.3)
0 0

ainsi I'équation (A.1) devient :

2uq e (t') £(t,0) = L+ 12 2 jd@jtdtatQﬂr w(t, @)eitreos(@-) (A4)

La fonction d'onde w(t, @) s'écrit :
w(t,®)=R()e'"” , (A.5)

Insérons cette derniere dans I'équation (A.4), nous obtenons
0 qar( ) (t 1)) ) (1+t12 3/2 jd @jtdt@ QP -T R( ) —itt’ cos(®—' J+imd ] (A6)

Utilisant la propriété trouvée dans la derniére section du quatrieme chapitre

2z
J’d ® e—itt’cos(CD—(I)’)+imtI> _ 2”(_ i)m g ime’ g . (tt’) _ (A7)
0



Substituons le résultat (A.7) dans I'équation (A.4), nous obtenons :
8,02 (t) £, @)= L+ 2)" jtdta QLT R, (tt)r(-i)"e ™), (A8)

avec y(t',®')=e™u(t’) , donc

0,0"- () u(t') = [+t 22( jtdta QP R(t)J, (1), (A.9)
ou:

u(t')= @+ " 2z(-i) [tdt R()I, (1) (A.10)

0
en substituant cette derniére dans I'équation (A.9) ,aprés simplification on obtient :
0,0 (t') [td t R(E)J, (1t) = [td 1o, Q7 u(t)d, (tt'). (A.11)
0 0

Intégrons par rapport a t’

jdt'at,qgfr(t')jtdt R(t _[dt jtdtatQPT R()J, (tt")=

(A.12)
jtdt R(t Idt'@tqar( t)J, (tt") jtdta QP R(t jdt’J (tt")
La fonction de Bessel avec le paramétre « est donnée comme suit :
1
jdu (at)==, (A.13)
o

insérons cette derniére dans I'équation (A.12) , nous obtenons :

jtdtR _[dt'a g (') 3, (tt') jtdt 0.QT R(t). (A.14)
Par identification :

! ! ! 1
5tor = Jtdt&t an( ) Imtt )t_'
(A.15)

=g {det,qyr (t’)}

Donc, on a montré que la classe de potentiels de Pdschl-Teller est la transformée
de Fourier de la classe de potentiels de Morse en utilisant l'intégrale de Fourier

Bessel (transformation de Hankel) qui est une autre représentation d'intégral



analogue a l'intégral de Fourier mais au lieu de fonction trigopnométrique on utilise

les fonction de Bessel.
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