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RESUME

Soit G = (V, E) un graphe simple. Un sous ensemble D de E(G) est dit aréte-
dominant de G si toute aréte e € E(G) est dans D ou elle est adjacente & au moins une
aréte ¢/ € D. La cardinalité minimum d’un ensemble aréte-dominant de G est appelée le
nombre de 'aréte-domination et est notée par 7/(G). Un sous ensemble S de V' est un
2-indépendant de G si le degré maximum de sous graphe induit par S est au plus 1 i-e
A(S) < 1. La cardinalité maximum d’un ensemble 2-indépendant de G est appelée le

nombre de 2-indépendance et est notée par 5,(G)

Dans ce mémoire on s’intéresse a étudier ces deux parametres, et notre travail consiste
a établir une nouvelle borne inférieur de 3, en fonction de 4" dans les arbres. Aussi on
a fourni une caractérisation constructive des arbres extrémaux atteignant cette nouvelle
borne. On note de tels arbres par (35, 27")—arbres. Enfin, nous montrons que cette borne

n’est pas satisfaite de maniére générale.



ABSTRACT

Let G = (V, E) a simple graph . A subset D of E(G) is said to be an edge dominating
of G if each edge in E(G) is either in D or adjacent to at least one edge of D. The minimum
cardinality of an edge dominating set of GG is called the edge domination number and is
denoted by 7/(G). A subset S of V is a 2-independent of G if the maximum degree of
subgraph induced by S is at most 1, that is to say A({S)) < 1. The maximum cardinality
of a 2-independent set of G is called the 2-independent number and is denoted by [5,(G).

In this thesis, we are interested in studying these two parameters, and our work consists
of establishing a new lower bound of 3, in terms of 4" in trees. Moreover, we provide a
constructive characterization of extremal trees achieving this new bound. Such trees are
denoted by (f,,27)—trees. Finally, we show that this bound is not valid for arbitrary
graph.
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INTRODUCTION

Sans que l'on en soit toujours conscient, la Théorie des Graphes est aujourd’hui tres
présente dans notre société moderne. Cette branche des mathématiques, débute peut-étre
avec les travaux d’Euler au 18°™¢ siécle et trouve son origine dans I’étude de certains
problémes, tels que celui des ponts de Konigsberg, la marche du cavalier sur I’échiquier
ou le probleme du coloriage de cartes et du plus court trajet entre deux points. La
théorie des graphes a connu un essor spectaculaire au cours des cinquante derniéres années,

notamment grace aux travaux de Claude Berge qui a grandement participé a sa diffusion.

La théorie des graphes s’est donc développée dans diverses disciplines et elle représente
un domaine faisant le lien entre les Mathématiques discrétes et I'informatique. Les méth-
odes développées pour étudier les objets de cette théorie ont de nombreuses applications
dans tous les domaines liés a la notion de réseaux (réseaux social, de téléphone, de micro-
processeurs, de télécommunications, etc ...) et dans bien d’autres domaines (par exemple
génétique). Depuis le début du 20°™¢ siécle, elle constitue une branche & part entiére des
mathématiques, grace aux travaux de Konig, Menger, Cayley puis de Berge et d’Erdos.
De maniere générale, un graphe permet de représenter la structure, les connexions d’un
ensemble complexe en exprimant les relations entre ses éléments: réseau de communica-
tion, réseaux routiers, circuits électriques, etc... .Les graphes constituent donc un outil de
pensée qui permet de modéliser une grande variété de problémes en les ramenant & 1’étude

des propriétés des sommets et d’arétes (d’arcs dans le cas ou 'orientation est importante).

La domination dans les graphes est un théme important de la théorie des graphes du
fait de sa grande utilité pour de nombreuses applications. Cette premiére notion (Berge,
1958) s’est treés vite enrichie et a donné lieu & de nombreux travaux et développements, si
bien qu'une récente bibliographie sur la domination compte plus de 2000 articles. Un sous
ensemble D de sommets dans un graphe G = (V, E) est dit dominant si tout sommet ex-
térieur a D a au moins un voisin dans D. Plusieurs paramétres de domination sont dérivées

de la domination classique, en imposant des propriétés supplémentaires sur les ensembles



dominants, on cite par exemple : La k-indépendance, en imposant la condition que tout
sommet de D a au plus k£ — 1 voisins dans D, spécialement on cite la 2—indépendance

dans ce mémoire.

Une autre notion qui s’avére importante c’est la notion de l'aréte-domination Le
concept d’aréte-domination a été introduit par Mitchell and Hedetniemi [13]. Un sous
ensemble I des arétes dans un graphe G = (V, E) est un aréte-dominant de G si chaque
aréte dans E\F est adjacente & au moins une aréte dans F. Plusieurs parameétres de
I’aréte-domination sont dérivées de la ’aréte-domination classique, en imposant des pro-
priétés supplémentaires sur les ensembles aréte-dominants, on cite par exemple : L’aréte-
domination indépendance, en imposant la condition que toute aréte de F' ne posséde pas

une aréte adjacente dans F'.

Les deux types représentent l'objectif principal de ce mémoire composée de trois

chapitres dont en voici une description.

Dans le premier chapitre, nous rappelons en premier les définitions de base de la théorie
des graphes nécessaires a la compréhension de ce mémoire. Ainsi, nous évoquons la notion
de la domination dans les graphes, en donnant en premier un petit historique sur la
domination. Nous présentons par la suite quelques invariants de graphes et quelques

parametres de domination, et nous donnons a la fin quelques applications de la domination.

Le chapitre deux est composé de deux sections. Nous nous intéressons a étudier dans
la premiere section le concept de l'aréte-domination dans les graphes. Nous définissons
dans la premiére partie de la section la notion de ’aréte-domination et nous présentons
dans la deuxiéme partie quelques résultats antérieurs . Dans la deuxiéme section nous
évoquons la 2-indépendance dans les graphes.Nous définissons dans la premiére partie de
la section deux cette notion et nous présentons dans la deuxiéme partie quelques résultats
antérieurs. Notons que ces résultats sont spécifiques aux graphes dont la structure est

simple, tels que les arbres .

Nous nous intéressons dans le chapitre trois et qui représente notre contribution, a

donner une nouvelle borne inférieure pour le nombre de 2-indépendance dans un arbre
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T. Nous présentons une nouvelle borne inférieure pour le nombre de 2-indépendance
dans un arbre en fonction du nombre de I’aréte-domination +'. Aussi nous caractérisons
constructivement les arbres extrémaux atteignant cette nouvelle borne. Nous cloturons
notre contribution en reliant ce résultat a d’autres classes particuliéres de graphes, telles

que les graphes bipartis, les cactus et les graphes triangulés.

Ce mémoire s’achéve par une conclusion générale sur ’ensemble des travaux réalisés le

long de ce manuscript et quelques perspectives futures dans ce domaine.



11

CHAPITRE 1

Notions générales et terminologies

Dans ce chapitre, nous introduisons les notions et terminologie utilisées le long de ce
mémoire. Dans la premiére section, nous rappelons quelques définitions de base de la
théorie des graphes ; les notions propres a un chapitre donné sont définies dans le chapitre
en question. Dans la deuxiéme section on donne un apercu sur la domination, ot on y
présentera aussi quelques invariants de graphes, quelques paramétres de domination, aussi
quelques applications liées au concept de la domination, la 2-indépendance et 'aréte-
domination dans les graphes. Pour plus de détails concernant la théorie des graphes, nous
invitons le lecteur & consulter les ouvrages de C. Berge [1] et de Chartrand et Lesniak [2].
Pour la théorie de la domination dans les graphes, on recommande les ouvrages de Haynes

et al. [3].

1.1 Concepts fondamentaux

1.1.1 Définition et notations

Un graphe G = (V(G), E(G)), est défini par deux ensembles V(G) et E(G), ou V(G)
est ’ensemble de sommets, et E(G) est I'ensemble de paires de sommets appelées arétes.
Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, nous notons simplement V' et FE. Dans un graphe G, le
nombre de sommets est appelé ordre de G, est noté par n = |V (G)], et le nombre d’arétes
est appelé la taille de G, et est noté par m = |E(G)|. Un graphe est dit fini ou infini

suivant son ordre.

Soit G un graphe et soient u,v deux sommets de GG. Une aréte reliant deux sommets
u, v est notée uv au lieu de {u,v}. Si uv € E, alors u et v sont dits adjacents ou voisins.

Par contre, si uv ¢ E, alors u et v sont dits non-adjacents ou non-voisins. Si e = uv est
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une aréte de GG, alors u et v sont les extrémités de e, et e est dite incidente & u et v. Deux
arétes sont dites adjacentes si elles ont une extrémité en commun. Une boucle est une

aréte dont les extrémités sont confondues.

Un graphe simple est un graphe sans boucles ni aréte multiple (i.e tout couple de
sommets est relié par au plus une aréte). Pour plus de détails sur la terminologie des

graphes voir [1]. Dans tout ce qui suit on s’intéresse qu’a des graphes simples et finis.

A titre d’exemple d’un graphe, on considére le graphe G de la Figure suivante, dont

I’ensemble des sommets est {vy, vo, U3, V4, Vs, v6} €t 'ensembles des arétes est

{01027 V14, U2V3, U3Vy, U4Us, U4U6}

U1 U2

(1 U3

6 Vs

FicUrE 1.1. Un graphe G d’ordre 6 et de taille 6 .

Voisinage et degrés:

Pour un sommet v d’un graphe G, le voisinage ouvert est Ng(v) = {u € V(G) : wv €
E(G)} et le voisinage fermé est Ng[v] = Ng(v) U {v}. Pour un ensemble S C V(G), le
voisinage ouvert est N(S) = U,esN(v) et le voisinage fermé de ’ensemble S est N[S] =
UpesN[v]. Pour un sommet v du graphe simple G, le degré de v noté par dg(v) (aussi
par d(v)) est le nombre de sommets adjacents a v, i.e | Ng(v)|. Un sommet de degré 0 est
dit sommet solé, et un sommet de degré 1 est dit sommet pendant et son voisin est dit
support. Dans un graphe G le degré minimum est noté par 6(G) et le degré maximum est
noté par A(G). Les degrés des sommets vy et v3 dans le graphe de la figure précédente,

sont d(vs) =1 et d(vs) = 2.
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Chaines et cycles :

Une chaine de longueur k — 1 dans un graphe G est une séquence alternée de sommets
et d’arétes vy, €1, Vg, €9, V3, ..., Vi1, €1, Vi, ..., Vk_1, €_1, U telle que e;_1 = v;_1v; pour ¢ =
1,2, ..., k. Le nombre d’arétes dans la chaine définit sa longueur et le nombre de sommets
définit son ordre. L’entier k > 1 représente le nombre de sommets de la chaine. Une chaine
dans laquelle aucune aréte ne se repéte est dite stmple et une chaine dans laquelle aucun
sommet ne se répéte est dite élémentaire. Une corde est une aréte reliant deux sommets
non consécutifs dans une chaine. Une chaine minimale induite par k sommets, notée P,
est une chaine élémentaire sans cordes. Un cycle noté Cy de longueur k est une chaine de
longueur k£ > 1 dans lequel les deux extrémités initiale et terminale sont confondues, dans

ce cas le nombre de sommets de C}, est égal a sa longueur.

U3

U1 (%) U3 Vg U1 (%)
P Cs

FiGURE 1.2. Une chaine P, et un cycle Cj

Connexité :

Un graphe G est dit connere, s’il existe une chaine reliant toute paire de sommets
u,v € V(G). Un graphe qui n’est pas connexe est dit disconneze ou non connere. Une
composante connexe d’un graphe est un sous-graphe maximal connexe. Un sommet v d’un
graphe G est appelé un sommet d’articulation si le graphe G — v a plus de composantes
connexes que G, i.e si G est connexe alors G — v n’est pas connexe. Une aréte e est
appelée un isthme (aréte d’articulation) de graphe G si le graphe G — e posséde plus de
composantes connexes que G, i.e si G est connexe alors G — e n’est pas connexe. Dans la

suite, & moins que le contraire soit mentionné, nous travaillons avec des graphes connexes.
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Distance, diamétre et excentricité

On appelle distance de x & y notée d(z;y); la longueur d’une plus courte chaine de = a y.
Le diamétre dans un graphe G noté diam(G) est la distance maximum entre deux sommets
de G; c-a-d diam(G) = max, ey (d(x;y)). L’excentricité de v est exc(v) = max{d(v;w) :

we Vi

1.1.2 Graphes particuliers

Soit G = (V, E) un graphe simple.

a) Graphe partiel et sous-graphe :

Le graphe H est appelé un sous-graphe partiel de Gsi V(H) C V(G) et E(H) C E(G)
et il est appelé un graphe partiel du graphe G si V(H) = V(G) et E(H) C E(G). Pour un
sous ensemble de sommets non vide S C V(G) du graphe G, le sous graphe H = (S, E)
induit par S dans G, noté par G [S], est le sous graphe du graphe G avec ’ensemble de
sommets V(G [S]) = S et 'ensemble d’arétes E(G [S]) = {uwv € E(G) : u,v € S}.

b) Graphes complémentaires :

Le graphe complémentaire, noté G, d’un G, est un graphe ayant le méme ensemble de

sommets que G et une aréte existe dans G si elle n’existe pas pas dans G (Voir Figure

1.3.).

U1 V2 Q}>< ()
V4 U3 V4 U3
G G

FIGURE 1.3. Un graphe G et son complémentaire G

c) Graphes adjoints :

Le graphe adjoint L(G) est le graphe défini de la fagon suivante :
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- Chaque sommet de L(G) représente une aréte de G,
- Deux sommets de L(G) sont adjacents si et seulement si les arétes correspondantes

dans G sont adjacentes (voir le graphe de la Figure 1.4) .

€]
€2 es €9
€3 . €5
o €4 €3
G L(G)

FIGURE 1.4. Un graphe G et son graphe adjoint L(G)

d) Graphes complets :

Un graphe complet d’ordre n, noté par K,, est un graphe dont tous les sommets
distincts sont adjacents. Un sous-graphe induit complet H de G est une clique de G et
nous la notons également K,, (ot n = |V(H)|). Comme illustration du concept, le graphe

complet K5 représenté dans la Figure 1.5.

U1

Us V2

Vg U3

FiGURE 1.5. Un graphe complet K

e) Graphes bipartis :

Un graphe G est dit biparti si son ensemble de sommets peut étre divisé en deux sous-
ensembles disjoints U et V' tels que chaque aréte ait une extrémité dans U 'autre dans V.

A titre d’exemple du concept le graphe de la Figure 1.6.
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U3
U1 Vg
V9 Vs

FIGURE 1.6. Un graphe biparti

f) Graphes triangulés :

Un graphe est triangulé ou cordal si chacun de ses cycles de quatre sommets ou plus
possede une corde, c’est-a-dire une aréte reliant deux sommets non adjacents du cycle.
Une définition équivalente est que tout cycle sans corde posseéde au plus trois sommets.

V2 U3

U1 Vg

Ficure 1.7. Un graphe triangulé

g) Graphes cactus :

Un cactus est un graphe connexe dans lequel chaque 2 cycles ont au plus un sommet

en commun i-e chaque aréte appartient a au plus un cycle simple.

F1GURE 1.8. Un cactus
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h) Arbres :

Les graphes connexes sans cycles (acycliques) jouent un role prépondérant dans diverses
applications. Un arbre T = (V,E) d’ordre n, est un graphe connexe, sans cycles et

comporte n — 1 arétes.

Une étoile, notée Ki,, est un arbre obtenu en attachant p sommets pendants a
un sommet autre pendant (appelé le centre de I’étoile). Cela peut aussi étre vu comme un

biparti, complet.

Une étoile double, notée S, 4, est un arbre obtenu a partir de deux étoiles K 5, K1 4

p,q > 1, en attachant les deux centres par une aréte.

Une étoile subdivisée, notée Sy, est un arbre obtenu a partir d'une étoile K7, :

p > 1, en subdivisant chacune de ses arétes en deux.

U1
V1 V1
()] V2 V3 V4
U2 U3 U4 U3 V4 U5 Vg U5 Vg U7
FE'toile FE'toile double FEtoile subdivisee

FiGURE 1.9. Exemples sur les étoiles
Propriétés de graphes

Nous définissons une propriété P de graphes et la classe des graphes satisfaisants cette
propriété. Une propriété de graphes est non triviale si elle est vraie pour un ensemble
infini de graphes et fausse pour un ensemble infini de graphes. Une propriété de graphes
P est héréditaire si elle est close par suppression de sommets, c’est-a-dire pour tout graphe
G satisfaisant P, tout sous-graphe induit de G satisfait P. Une propriété de graphes est
monotone si elle est close par suppression de sommets ou d’arétes, c’est-a-dire, pour tout

graphe de P, tout sous-graphe (non nécessairement induit) satisfait cette propriété. Ainsi,
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une propriété monotone est héréditaire. De nombreuses classes de graphes trés étudiées

ont des propriétés qui sont monotones ou héréditaires.
Propriétés des ensembles

Minimalité et mazximalité des ensembles :

Soit une propriété P. On dit qu'un ensemble S est minimal pour la propriété P si
aucun sous-ensemble strict de S ne vérifie cette propriété. Un ensemble S est maximal
pour la propriété P si aucun ensemble contenant S et différent de S ne vérifie la propriété

P.

Ensemble minimum et ensemble mazimum

Un ensemble S est dit minimum pour la propriété P si aucun ensemble plus petit
(pas nécessairement un sous-ensemble) ne vérifie la propriété P. Ainsi, un ensemble S
minimum est nécessairement minimal, mais 'inverse n’est pas vrai en général. De méme,
on dit qu'un ensemble S est maximum pour la propriété P si aucun ensemble plus grand

que S (sans nécessairement le contenir) ne vérifie P.

1.1.3 Invariants de graphes

Isomorphisme :

Soient G = (V, E) et G’ = (V', E’) deux graphes. On dit que G et G’ sont isomorphes
s’ il existe une fonction bijective entre les ensembles des sommets des deux graphes telle
que deux sommets sont adjacents dans I'un des graphes si et seulement si leurs images par
la fonction bijective sont adjacentes dans autre graphe.i.e (il existe ¢ : V' — V’ telle que

w € E <= p(v)p(w) € E Yo,w € V). Si deux graphes sont isomorphes alors
ils ont des propriétés communes. Ces propriétés communes sont appelées tnvariants de
graphes, en d’autres termes un invariant est une propriété stable par isomorphsime. Le

nombre de sommets et d’arétes sont deux invariants de base d'un graphe.
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Couplage :

Un couplage dans un graphe G est un ensemble d’arétes deux a deux non adjacentes;
chaque sommet est donc incident a au plus une aréte du couplage. La taille maximale
d’un couplage dans G est notée par 31(G). Un couplage maximum est un couplage de
taille maximale; Un couplage de G est dit parfait si tout sommet de GG est incident & une

aréte du couplage, autrement dit si 51(G) = n/2.
Stable :

On appelle stable (indépendant) d’un graphe G = (V, E) un sous ensemble de
sommets de V' deux & deux non adjacents. Un stable maximum de G est un stable de
cardinalité maximale. La cardinalité d’un stable maximum est appelée nombre de stabilité,

et est notée par S(G).

1.2 La domination dans les graphes

Le concept de domination trouve son origine dans le jeu d’échec. Le principe est de couvrir
(dominer) I’ensemble des cases par certaines piéces du jeu. L’idée semble remonter au 16
siecle en Inde (Voir [5]). En 1862, De Jaenisch [6] posa le probléme suivant: Déterminer
le nombre minimum de reines a placer sur I’échiquier de telle maniére que chaque case
soit occupée par une reine ou bien peut étre occupée en un seul mouvement par 'une des
reines. Pour un Echiquier 5 x 5 le nombre minimum est 3 et pour un échiquier 8 x 8 le
nombre minimum est 5. Le nombre minimum pour un échiquier n x n reste indéterminé

jusqu’a présent. Pour plus de détails voir [7].

En 1958, Claude Berge [8] donna une formulation de la domination dans les graphes
orientés. Le nombre de domination s’appelait alors coefficient de stabilité externe.

L’appelation actuelle du nombre de domination est due a Ore [9] en 1962. La domi-
nation n’a connue sa veritable expansion qu’ aprés la parution de l'article de Cockayne
et Hedetniemi [10] en 1977. Depuis, ’étude de la domination dans les graphes avec des

propriétés additionnelles a donné naissance a plusieurs parameétres de domination dont la



20

résolution est NP-Complet (pour plus de détails voir [11, 12]). Une étude approfondie de

quelques types de domination fera 1’objet des prochains chapitres.

1.2.1 Définitions et propriétés préliminaires

Soit G = (V, E) un graphe simple. Un ensemble dominant est un sous ensemble de
sommets D C V tel que tout sommet de V' \ D est adjacent & au moins un sommet de
D. Un ensemble dominant D est dit minimal si aucun sous ensemble propre de D n’est
un ensemble dominant. Un dominant de cardinalite minimum est un dominant mininal

l'inverse est faux.

Dans la littérature, il existe d’autres définitions équivalentes aux ensembles dominants

dans les graphes. En voici des exemples:

1. Un ensemble D C V est un dominant de G si pour tout sommet v € V, |N[v] N D| >
L,

2. Un ensemble D C V est un dominant de G si pour tout sommet v € V \ D,
N@w)nD #10,

3. Un ensemble D C V est un dominant de G si N[D] = V.

Le nombre de domination inférieur (ou nombre de domination) d’'un graphe G, noté
~v(G), représente la cardinalité minimum d’un ensemble dominant de G. Un ensemble
dominant minimum avec une telle cardinalité est appelé v(G)—ensemble. On note qu’un
graphe G peut avoir plusieurs v(G)—ensembles. La cardinalité maximum d’un ensemble
dominant minimal est appelée nombre de domination supérieur, et est noté par I'(G). A

titre d’exemple, la chaine P5 de la Figure 1.10, pour laquelle on a v(G) =2 et I'(G) = 3.

U1 V2 U3 (2! Us

FIGURE 1.10. Une chaine Ps
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La notion d’indépendance (stabilité) dans les graphes a été liée en premier aux ensem-
bles dominants. Cette notion est reliée a celle de domination par le fait qu'un ensemble
indépendant maximal (au sens de l'inclusion des ensembles) est un dominant minimal.
Dans un graphe G, un sous ensemble S de V est un indépendant si A(G[S]) = 0,.i.e
il n’existe pas deux sommets dans S adjacents. Un ensemble indépendant S de G est

mazximal si pour tout sommet x dans V'~ .S, S U {x} n’est pas un indépendant.

Le cardinal maximum (resp. minimum) d’un ensemble indépendant maximal est ap-
pelée nombre d’indépendance (resp. mombre d’indépendance inférieur) de G, noté par
B(G)(resp. i(G)). Un ensemble indépendant maximal avec une telle cardinalité est appelé
f(G)—ensemble, on note qu'un graphe G peut avoir plusieurs $(G)—ensembles. Pour le

graphe de la Figure 1.11, on a : i(G) =2 et 5(G) = 3.

U3 V4
V2 Us
(%1 V6

F1Gure 1.11. Un graphe G avec B(G) =3 et i(G) = 2.

1.2.2 Parameétres de domination

Etant donnés un graphe G = (V, E) et un ensemble dominant D de G. On peut définir

plusieurs types de domination, a titre d’exemple on peut citer :

e La domination totale : Un sous ensemble D de V est dit dominant total de G si
tout sommet de V' possede un voisin dans D, autrement dit, si D est un dominant

et le sous graphe induit par D, G [D], ne contient pas de sommets isolés. Le nombre
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de domination totale, noté v,(G), désigne la cardinalité minimale d’un ensemble

dominant total de G.

e La domination couplée : Un sous ensemble D de V' est dit dominant couplé de G si
le sous graphe induit par D contient un couplage parfait. Le nombre de domination

couplée, noté va(G), désigne la cardinalité minimale d’un ensemble dominant couplé

de G.

e La 2-indépendance : Un sous ensemble D de V est dit 2-indépendant de G si le
degré maximum de sous graphe induit par D est 1. Autrement dit le degré de chaque
sommet de D dans (D) est au plus 1. Le nombre de 2-indépendance, noté ,(G),

désigne la cardinalité maximum d’un ensemble 2-indépendant de G.

e La k-domination : Pour un entier £k > 1, un sous ensemble D de V est dit k-
dominant de G si tout sommet de V'\ D a au moins k voisins dans D. Le nombre de

k-domination, noté 7, (G), designe la cardinalité minimale d’un ensemble k-dominant

de G

1.2.3 Applications :

La domination est utilisée dans beaucoup de situations concrétes et son développement
théorique a énormément contribué dans la résolution de problémes pratiques comme les
problémes relevant des réseaux de communications, les systémes de surveillances (par
Radars), les systémes électriques, les réseaux informatiques et d’autres. Le coté pratique
et appliqué de la domination a été souvent la cause de la naissance d’autres et nouveaux
parameétres de domination, en effet beaucoup de parameétres de domination ont vu le jour
lorsqu’on impose & la domination une condition supplémentaire dans le graphe considéré.
Cette condition peut étre intérieure de ’ensemble dominant, extérieure de ’ensemble dom-
inant ou bien intérieure et extérieure en méme temps de I’ensemble dominant. Comme
on peut imposer simultanément des conditions des deux types, par exemple un dominant

double est un dominant sans sommet isolé qui domine au moins deux fois tout sommet
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extérieur. Pour son application, considérons un réseau de communication constitué de sta-
tions fixes, et entre deux stations quelconques il peut exister une communication directe.
Le probléme posé est de selectionner un ensemble minimum de stations pour installer des
transmetteurs, tout en assurant pour les stations qui ne possédent pas de transmetteurs

d’avoir une liaison directe avec ceux qui en possedent.

1.3 L’aréte-domination dans les graphes

Le concept de "aréte-domination” ou domination par les arétes a été introduit par Mitchell
and Hedetniemi [13]. Un sous ensemble £’ de E est appelé un aréte-dominant de G =
(V, E) si chaque aréte dans F\E’ est adjacente a au moins une aréte dans £’. Le nom-
bre d’aréte-domination 7/(G), d'un graphe G (ou 7') représente la cardinalité minimum
d’un ensemble aréte-dominant minimal de G. Un ensemble aréte-dominant avec une telle
cardinalité est appelé un v'(G)-ensemble. Dans [13], Mitchell et Hedetniemi ont présenté
un algorithme polynomial pour le probleme de la recherche de ’aréte-domination dans les
arbres. Dans [16], Yannakakis et Gavril ont également donné un algorithme polynomial
pour le méme probléme et ils ont prouvé que ce probléme est NP-complet pour les graphes
planairs ou les graphes bipartis de degré maximum 3. Horton et Kilakos [20], ont prouvé
que le probléme de ’aréte-domination est NP-complet pour les graphes bipartis planairs
et pour d’autres classes de graphes. Ils ont aussi établi des algorithmes polynomiaux pour
le méme probléme dans les classes des graphes suivantes : Le graphe triangulé sans K 3,
le graphe adjoint d'un graphe total, le graphe adjoint d’un graphe triangulé, le graphe
adjoint d’un graphe dans lequel chaque aréte soit différente d’un isthme est un triangle,

et le graphe total de chaque graphe précédent.

Puisque pour un graphe simple G, on a 7/ (G) = v(L(G)) et i'(G) = i(L(G)), alors ce
qu’on peut dire : Comme L(G) est sans K 3, d’aprés Allan et Laskar [14] ( si G est sans
K 3 alors v(G) = i(G)), on a, 7'(G) =i(G).
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1.3.1 Parameétres de ’aréte-domination

Etant donnés un graphe G = (V, E) et un ensemble aréte-dominant D de G. On peut

définir plusieurs types de aréte-domination, a titre d’exemple on peut citer :

o [L’aréte-domination indépendante : Un ensemble aréte-dominant D est appelé aréte-
dominant indépendant s’il ne contient pas des arétes adjacentes. Le nombre de
'aréte-domination indépendante inférieur i'(G), d’un graphe G (ou ¢') est la cardi-

nalité minimum d’un ensemble aréte-dominant indépendant maximal de G

o [L’aréte-domination totale : Un ensemble aréte-dominant D est dit aréte-dominant
total s’il ne contient pas des arétes isolées. Le nombre de l’aréte-domination to-
tale 7,(G), d’'un graphe G (ou 7}) est la cardinalité minimum d’un ensemble aréte-

dominant total minimal de GG

1.3.2 Applications :

Une des applications est liée & un réseau de commutation téléphonique congu pour trans-
mettre les appels téléphoniques des lignes entrantes vers les lignes réseau sortantes (nous
supposons que la ligne réseau ne peut transmettre qu'un seul appel a la fois). Le prob-
leme est de trouver le comportement le plus défavorable du réseau, c’est-a-dire le nombre
minimum d’appels transmets lorsque le réseau est saturé et qu’aucun appel ne peut étre
ajouté. Pour cela, nous construisons un graphe biparti B en connectant une ligne a une
ligne réseau si et seulement si la ligne peut étre commutée sur la ligne réseau. Le probléme
est équivalent a trouver la taille minimum d’un ensemble aréte-dominant indépendant de

B. Pour d’autres applications de I’aréte-domination voir [16].
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CHAPITRE 2

La 2-indépendance et ’aréte-domination dans les

graphes avec quelques résultats existants

Nous allons consacrer ce chapitre composé de deux sections 1 et 2, a ’étude dans la
premiére section les deux concepts de I'aréte-domination et de la 2-indépendance dans les

graphes, et dans la seconde section nous fournissons les principaux résultats existants.

Dans la premiére partie de la section 1, nous définissons la notion de I'aréte-domination
dans les graphes. Et dans la seconde partie, nous présentons des résultats antérieurs sur

cette notion dans différentes classes de graphes.

La section 2 est composée de deux parties. Dans la premiére partie, nous définissons la
notion de la 2-indépendance dans les graphes. Et dans la seconde partie, nous présentons

quelques résultats antérieurs sur cette notion dans différentes classes de graphes.

2.1 L’aréte-domination dans les graphes
2.1.1 Definitions et notations :

Soit G = (V, E) un graphe simple.

Définition 2.1. Un sous ensemble E' de E est appelé aréte-dominant de G si chaque

aréte dans E\E' est adjacente & au moins une aréte dans E'.

Définition 2.2. Le nombre d’aréte-domination +'(G) (ou ~') (resp. nombre d’aréte-
domination supérieur I''(G) (ou I')), d’un graphe G représente la cardinalité minimum
(resp. la cardinalité mazximum) d’un ensemble aréte-dominant minimal de G. Un ensem-
ble aréte-dominant avec une telle cardinalité est appelé un ' (G)-ensemble (resp. I'(G)-

ensemble).
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On note qu'un ensemble aréte-dominant d’un graphe G est un dominant pour son

graphe adjoint L(G), et vice versa.

Il est clair qu’un graphe G peut avoir plusieurs 7/(G)-ensembles (resp. plusieurs I'V(G)-
ensembles). A titre d’exemple le graphe de la Figure 2.1, pour lequel les ensembles
{v1v9, v4v6}, {vovs, v406}, sont des aréte-dominants minimaux minimum, par conséquent
v (G) = 2. Pour le méme graphe de la Figure 2.1, {v v, v3v4, v6v7} et {vyv2, v4v5, vgU7 }

sont des aréte-dominants minimaux de cardinalité maximum, d’ou I''(G) = 3.

U3

vy oz U6

U1 Us vt

FicUure 2.1. Un graphe G

Définition 2.3. Un ensemble aréte-dominant E' est appelé aréte-domintant indépendant

s’il ne contient pas des arétes adjacentes.

Définition 2.4. Le nombre de l’aréte-domination indépendante inférieur i'(G) (ou i)
(resp. mombre d’aréte-domination indépendante 5'(G), (ou B')), d'un graphe G est la car-
dinalité minimum (resp. mazximum) d’un ensemble aréte-dominant indépendant mazimal
de G. Un ensemble aréte-dominant indépendant avec une telle cardinalité est appelé un

i'(G)-ensemble (resp. B'(G)-ensemble).

On note qu'un graphe G peut avoir plusieurs i'(G)-ensembles (resp. 3'(G)-ensembles).
Le nombre d’aréte-domination indépendante, est noté parfois par 3,(G). Pour le méme
graphe de la Figure 2.1, on a : Les ensembles {v;vy, v4v6} et {vqvs, v4v6}, sont des aréte-
dominants indépendants minimaux minimums, par conséquent ¢’(G) = 2. Et les ensembles
{v1v9, v4v5, V607 } et {vaus, V4v5, vgUr} sont des aréte-dominants indépendants minimaux

maximums, par conséquent 3'(G) = 3.
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Dans [14], Allan et Laskar ont montré que pour tout graphe G, v'(G) = i'(G), ainsi G

posséde un ensemble a la fois 7/(G)-ensemble et ¢’ (G)-ensemble.

2.1.2 Quelques résultats antérieurs :

Théoréme 2.5 (Allan et Laskar [14]). Si G est un graphe sans K 3, alors v(G) = i(G).

Proposition 2.6 (Jayaram [15]).

a)Pour une chaine P de longueur k,
k/3 si k = 0(mod 3)

Y (P)=14 (k+2)/3 sik=1(mod3)

(k+1)/3 si k =2(mod3)

b) Pour un cycle d’ordre n > 4,~'(C,,) = [n/3] .

) min(n, m) si 2 < n,m
C)V(Km,n):
lsin=1oum=1

On donne ainsi les définitions de quelques graphes particuliers qui seront utiles par la

suite.

Définition 2.7 (Gallian [18]). Un graphe ombre d’un graphe G, noté par Dy(G), est le
graphe construit a partir de deux copies de G, disons G’ et G”, en joignant chaque sommet

u' de G' auz voisins du sommet correspondant u” de G".

Définition 2.8 (Gallian [18]). Un graphe milieu d’un graphe G, noté par M(G), est le

graphe dont l’ensemble de sommets est V(G) U E(G) o deux sommets sont adjacents si
i) lls sont deux arétes adjacentes de G, ou
ii) L’un est un sommet de G et 'autre est une aréte incidente a ce sommet.

Définition 2.9 (Behzad [19]). Un graphe total d'un graphe G, noté par T'(G), est le
graphe dont l’ensemble des sommets est V(G) U E(G) et deux sommets sont adjacents

dans T(G) si :
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i) Ils sont deux arétes adjacentes dans G, ou
ii) L’un est un sommet de G et l'autre est une aréte incidente a ce sommet, ou

iii) Les deuz sont des sommets adjacents dans G.

Il est facile de voir que T(G) contient toujours & la fois G et le graphe adjoint L(G)

comme sous-graphes induits.

Définition 2.10. Soit G = (V, E) un graphe. L’indice chromatique x'(G) est défini par
le nombre minimum de couleurs des arétes de sorte que deux arétes adjacentes ne soient

pas colorées par la méme couleur.

Définition 2.11. Pour un graphe G = (V, E), le degré d’une aréte e € E est le nombre

des arétes adjacentes a e dans G.

Lemme 2.12 (Yannakakis et Gavril [16]). On Considére le graphe G = (V, E) et son
graphe total T(G). Soit M un ensemble des arétes de G. Si M est le couplage maximal
de G et MU (V — V) est un ensemble indépendant mazimum de T(G), alors M est un

ensemble aréte-dominant indépendant minimum.

Théoréme 2.13 (Yannakakis et Gavril [16]). Si M est un ensemble aréte-dominant in-

dépendant minimum de G, alors M U (V — Vi) est un ensemble indépendant mazimum

de T(G).

Pour les différentes notations théoriques et terminologies de graphe, nous suivons [4]
tandis que les termes relatifs au concept de domination sont utilisés dans le sens de [3].
Dans la partie suivante, nous donnos quelques résultats antérieurs pour les graphes parti-

culiers : Graphe milieu, graphe total et graphe ombre des chaines P, et des cycles C,,.

Théoréme 2.14 (Vaidya et Pandit [17]). Si P, est une chaine d’ordre n, alors

7 (D2(Pn)) = 2[(n —1)/3].
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Théoréme 2.15 (Vaidya et Pandit [17]). Si P, est une chaine d’ordre n, alors

V' (M(Pn)) = [n/2].

Théoréme 2.16 (Vaidya et Pandit [17]). Si P, est une chaine d’ordre n, alors :

n-17 6 n=0 ou 2(mod(3
vy =g L et

Théoréme 2.17 (Vaidya et Pandit [17]). Si C,, est un cycle d’ordre n, alors:

2217 si n=0 ou 2(mod(3
e - | T (mod (3
2|2 | sinon

Théoréme 2.18 (Vaidya et Pandit [17]). Si C,, un cycle d’ordre n, alors :

JT(C) = (2221 si n =0 ou 1(mod(3)

|25 ] sinon
Théoréme 2.19 (Vaidya et Pandit [17]). Si C,, un cycle d’ordre n, alors
V' (M(Cr)) = [(n+1)/2].

Théoréme 2.20 (Jayaram [15]). Pour tout graphe G de taille m, on a v'(G) < m — A/,

ot A est le degré maximum d’une aréte dans G.

Théoréme 2.21 (Jayaram [15]). Pour tout graphe G de taille m, on av'(G) < m— [, +qo,

ol qo présente le nombre des arétes isolées dans G.

Théoréme 2.22 (Jayaram [15]). Pour tout graphe G de taille m, on a ' (G) + x'(G) <
m+ 1.

Théoréme 2.23 (Arumugam et Velammal [34]). Pour tout graphe G de taille m, v'(G) +

X'(G) =m+1 si et seulement si G = Cs ou K;,—1 ou ¢Ky avec g € N*.

Théoréme 2.24 (Arumugam et Velammal [34]). Pour tout graphe connexe G d’ordre n

pair, ' (G) = n/2 si seulement si G est isomorphe a K, ou Ky 25/0.
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Théoréme 2.25 (Arumugam et Velammal [34]). Pour tout arbre T d’ordre n # 2, +'(G) <

(n—1)/2, avec égalité si seulement si T est isomorphe & une étoile subdivisée.

Pour le résultat suivant, on note par Cj,, le graphe obtenu & partir d'un cycle Cs et
n(> 0) copies de K, en reliant une extrémité de chaque K5 avec un sommet fixe de Cj.
On note par Cy,, le graphe obtenu a partir d’un cycle Cy, en reliant un sommet de Cy avec
le centre de I’étoile subdivisée S obtenu a partir d’'une étoile K ,, en subdivisant chaque

aréte une seule fois.

Théoréme 2.26 (Arumugam et Velammal [34]). Si G est un graphe conneze unicyclique
d’ordre n, alors 7/(G) = |n/2| si et seulement si G est isomorphe & Cy; Cy; Cr; Cs,y ou

Cup pour p > 0.

Théoréme 2.27 (Arumugam et Velammal [34]). Soient T, un arbre quelconque de taille m
et e = uv une aréte de degré mazimum A'. On a ' = m— A’ si seulement si diam(T') < 4

et deg(w) < 2 pour tout sommet w # wu,v.

Théoréme 2.28 (Arumugam et Velammal [34]). Pour tout graphe unicyclique connexe

G = (V,E) avec cycle C, v =n — A’ si seulemnt si l'un des cas suivants est vérifié :
o G = 03

o C = C5 = (uyuguguy), deg(ug) = deg(usz) = 2, d(uy, w) < 2 pour tous sommets w

n’est pas dans C' et deg(w) > 3 pour au moins un sommet w n’est pas dans C.

C = C3 = (ujuguszuy ), deg(uy) > 3, deg(uz) > 3, deg(us) = 2 tous sommets n’est pas
dans C' adjacent a u; avoir de degrée au moins 2 et tous sommets dont la distance

a uy est 2 sont des sommets pendants .

C = C3,deg(uy) = 3,deg(uz) > 3,deg(us) > 3 et tous les sommets non pas dans C

sont des sommets pendants .
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2.2 La 2-indépendance dans les graphes
2.2.1 Définitions et propriétés préliminaires

La notion de la 2-indépendance a été introduite par Fink et Jacobson en 1985 (pour plus
de détails voir [21]). On s’intéresse dans ce qui suit au cas k = 2. Pour k£ = 1 on retrouve

les définitions de la I'indépendance usuelle. Donc pour tout graphe G, i1(G) = i(G),
6} 1(G) =0 (G)

Pour un graphe G = (V, E), on donne les définitions suivantes.

Définition 2.29. Un sous ensemble S C V(G) est un 2-indépendant si tout sommet de S

a au plus 1 voisin dans S, ou encore si A(S) < 1.

Tout sous ensemble d’un ensemble 2-indépendant est un 2-indépendant. Un ensemble
2-indépendant de G est maximal si pour tout sommet = dans V(G) \ S, S U {z} n’est
pas un 2-indépendant. Les ordres minimum et maximum d’ un ensemble 2-indépendant

maximal de G sont notés i5(G) et B5(G). Le nombre de 2-indépendance est [55(G).

Notons qu’un ensemble 2-indépendant est parfois appelé 1-dependant [21], 2-dependant
[22], 1-small [23].

En 1989, Jacobson et Peters [25], ont démonté que la détermination du nombre 5, (G)
pour un graphe quelconque G est un probléme difficile au sens de la complexité algo-
rithmique, et ils ont élaboré un algorithme linéaire pour le calculer dans les arbres et les

graphes séries-paralléle (*). Pour plus de détails voir [24, 25].

Chellali et al. [26], ont établi des conditions pour lesquelles un ensemble 2-indépendant

d’un graphe G soit maximal.

Théoréme 2.30 (Chellali et al. [26]). Soit S un ensemble 2-indépendant d’un graphe G.

Alors S est mazimal si et seulement si pour tout sommet v € V '\ S, on a:

a. v est adjacent a au moins 2 sommets dans S, ou

1Un graphe G = (V, E) est dit série-paralléle s’il ne contient pas de sous-graphe partiel homéomorphe
grap ) g

a4 K4. Un homéomorphe & K, est obtenu par subdivision des aétes de la clique & 4 sommets.
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b. v est adjacent a un sommet u € S qui posséde exactement 1 voisin dans S.

Donc, d’aprés ce qui précede et pour tout graphe G d’ordre n et tout entier positif &
avec n > k > 1, on peut énoncer les propriétés principales suivantes:

1. Tout ensemble de k sommets est k-indépendant d’ow i, (G) > k pour tout graphe G.

2. Par définition is(G) < 54(G)

3. Tout ensemble 2-indépendant est 3-indépendant et donc [,(G) < B5(G) pour tout
graphe G. De plus I’ensemble des sommets V' est le seul (A+1)-indépendant maximal
mais n’est pas un A-indépendant. On en déduit que pour tout graphe G, ian1(G) =

n et

B(G) = B1(G) < By(G) < ... < BA(G) < Basi(G) =n.
2.2.2 Quelques résultats antérieurs

On présente dans cette partie quelques bornes inférieurs ou supérieurs du nombre de k-

indépendance (3, dans les graphes.

Théoréme 2.31 (Favaron [27]). Pour tout graphe G et tout entier positif k, $,(G) >
7k(G)

Corollaire 2.32 (Favaron [27]). Pour tout graphe G, 55(G) > v5(G)

Théoréme 2.33 (Blidia et al. [29]). Soit ' un arbre d’ordre n et de degré mazimum A
tels que pour tout entier k avec k < A, B.(T) > kn/(k+1) .

Pour £ = 2 on a le corollaire suivant:
Corollaire 2.34. Pour tout arbre T', on a $5(T) > 2n/3.

Théoréme 2.35 (Blidia et al. [29]). Pour tout graphe biparti connexe G avec s(G) som-
mets supports, on a i2(G) < (n+ s(G))/2 < B4(G).
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Ainsi des caractérisations constructives des familles H et G des arbres T' dont les deux
bornes du Théoréme 2.35 sont atteintes ont été réalisées par les mémes auteurs (pour plus

de détails voir [29])

Théoréme 2.36 (Blidia et al. [29]). Si T' est un arbre non-trivial avec s(T') sommets

supports, alors By(T) = (n+ s(T))/2 si seulement si T = Py ouT € H .

Théoréme 2.37 (Blidia et al. [29]). Si T' est un arbre non-trivial avec s(T') sommets

supports, alors ia(T) = (n+ s(T))/2 si seulement si T € G .

Théoréme 2.38 (Blidia et al. [29]). Si G est un graphe biparti connexe d’ordre n > 2
, avec l(G) les sommets pendants et s(G) les sommets supports , alors B,(G) > B(G) >
(n+1(G) — s(G))/2 et la borne est atteinte pour [3y.

Une autre borne infériure du nombre de k-indépendance, généralise pour les arbres
la borne ,(T") > n/2 obtenue par Maddox [36], est donnée dans le Théoréme 2.40. La
carctérisation constructive des arbrest 7" dont la borne sur 3, est atteinte est donné par

la famille F(k) définie ci-dessous.

Définition 2.39. La famille F(k) est l’ensemble des arbres qui peuvent étre obtenus

récursivement a partir de Ty = K en utilisant l'opération Fy décrite ci-dessous. Soit

H=Ky,.

Operation F1: Ajouter une copie de H attachée par une aréte reliant un sommet de

H a un sommet de 7;. Pour plus de détails sur cette caractérisation voir [29].

Théoréme 2.40 (Blidia et al. [29]). Soit T' un arbre d’ordre n et de degré mazimum A.

Alors pour tout entier k avec 2 < k < A, 5,(T) > kn/(k+1) si et seulement si T € F(k).
Pour k =2ona:

Corollaire 2.41. Soit T un arbre d’ordre n et de degré mazimum A > 2. Alors Bo(T') >

2n/3 si et seulement si T € F(2).
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Théoréme 2.42 (Hopkins et Staton [32]). Pour tout graphe G d’ordre n et un tout entier
positif k < A, on a 5,(G) > m.

Corollaire 2.43. Pour un graphe G d’ordre n et de degré maximum A > 2, on a 54(G) >

1+L2/2j :

Théoréme 2.44 (Favaron [35]). Pour tout graphe G et tout entier positif k, on a 5,,(G) >

k
> T+kd(v) "
Corollaire 2.45. Pour un graphe G, on a B5(G) > > 1++d(v).

Théoréme 2.46 (Blidia et al. [28]). Pour tout graphe G et tous entiers j et k avec
1<j <k, onapB,(G)< Bj(G) + 6k7j+1(G)

Théoréme 2.47 (Bouchou et Blidia [31]). Pour tout graphe G d’ordre n et tout entier
k22, onapBp(G) <28,4(G).

Corollaire 2.48 (Blidia et al. [28]). Pour un graphe G et un entier positif k, on a:

o 5k+1(G) < 5k(G) + ﬁ(G)
¢ Bn(G) < 281411 (G)

b 5k+1(G) < (k? + 1)5(G)

Théoréme 2.49 (Bouchou et Blidia [31]). Soit G un graphe d’ordre n et de degré maz-
imum A(G). Soient k et j deux entiers positifs avec 1 < j < k < A(G) + 1. Alors

B(G) < [ 5] 8,(G),
Corollaire 2.50. Pour un graphe G, on a (55(G) < 25(G)

Corollaire 2.51 (Hopkins et Staton [32]). Pour tout graphe G et tout k < A(G), B,(G) >
n/(1+[2])

Corollaire 2.52. Pour tout graphe G , B5(G) > n/(1+ [5]).
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Théoréme 2.53 (Bouchou et Blidia [31]). Soient G un graphe biparti d’ordre n et j, k
deux entiers positifs avec 1 < j < k < A(G)+1. Alors 8,(G) = *H=L3 (Q) si et seulement

7 J
St :
1. G est un 5Ky avec j =1 et k=2, ou
2. G est un 3Cy avec j =2 et k = 3.
Une conséquence directe du Théoréme 2.53 précédent, est donnée par le corollaire
suivant :

Corollaire 2.54 (Bouchou et Blidia [31]). Soient G un graphe biparti d’ordre n et k un
entier positif avec 2 < k < A(G) + 1. Alors 5,,(G) = 28,_1(G) si et seulement si :

1. G est un 5Ky avec k = 2, ou

2. G est un 3Cy avec k = 3.
Avant de présenter le résultat suivant, on introduit 'opération O suivante:

Opération O: Pour un entier positif j, soit v un sommet quelconque de I'¢toile K ;.

L’arbre T}, est obtenu & partir de 7; en reliant un sommet de 7; au sommet v.

On définit maintenant la famille 7 comme suit :
T € T siet seulement si T'= K; j ou T est obtenu a partir de K; ; par une séquence

finie de 'opération O décrite ci-dessus.

Théoréme 2.55 (Bouchou et Blidia [31]). Si T est un arbre d’ordre n > 3 et k un entier

positif avec k < A(G), alors f,,(T) < k+§_lﬁj (T) — (k]fl)" — 1 avec égalité si et seulement

St -
1. TeT, et

2. T a un sommet w sachant que tout voisin de w a un degré au plus k, au moins w
ou un de ses voisins a un degré k ou plus, et chaque sommet dans V (T') — N[w], s’il

en existe, a un degré inférieur a k dans T.
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A partir du Théoréme 2.55 précédent, on déduit une caractérisation descriptive des

arbres atteignant la borne du Théoréme 2.55 pour k£ =2 et j = 1.

Corollaire 2.56 (Bouchou et Blidia [31]). Si T est un arbre, alors $4,(T) = 28(T) — 1 si

et seulement si T = K, ou T est une couronne d’une étoile.

Rappellons qu’une couronne d’un graphe G, est le graphe obtenu en reliant par une

aréte, chaque sommet de G & un sommet pendant.

Définition 2.57. Soit G = (V, E) un graphe. Pour un sommet v € V, la fonction dom-
ination Romaine (RDF') est définie par : f :V — {0,1,2} avec f(v) = 0 s’il existe un
voisin v € N(v) avec f(u) = 2. Le poids d'une (RDF) est égal a f(V) = o f(v). Le
poids minimum d’une (RDF) de G est appelé le nombre de domination Romaine de G, et

est noté par vy 5(G).

Une relation entre le nombre 2-indépendance et le nombre de domination romaine est
donnée par le Théoréme 2.59 suivant. Ainsi une caractérisation constructive de la famille
U des arbres T dont la borne du Théoréme 2.59 est atteinte a été établie par les mémes

auteurs (pour plus de détails voir [30]).

Définition 2.58. Soit U la famille des arbres T qui peuvent étre obtenus a partir d’une
séquence T1, Ty, ..., T, des arbres sachant que Ty€ { Py, P>, P;}, et sik > 2, alors T, peut
étre obtenu récursivement a partir de T; en utilisant ['une des opérations Uy, et Us pour

1<i<k-1

Opération U, : Attacher une chaine Pj3 : z-y-z en joignant x & un sommet T;.

Opération Us : Attacher une copie de Ry ; centrée en w, avec j € {0,1,2} en joignant
w & un sommet y de T; sachant que vz(T; —y) > v5(7T;). (avec R;; est Parbre obtenu a
partir d'une étoile K, (¢ > 2) centrée en u en subdivisant j arétes de I'étoile exactement

une fois.

Théoréme 2.59 (Meddah et Chellali [30]). Pour tout arbre T, Bo(T') > vx(T') avec égalité

st seulement si' T € U.
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CHAPITRE 3

Arbres avec le nombre de 2-indépendance égal a 2

fois le nombre d’aréte-domination

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés & déterminer une relation entre les
deux nombres de la 2-indépendance (3, et de I'aréte-domination 4’ dans un arbre 7. Cette
relation est illustrée par une nouvelle borne inférieure du nombre (3, en fonction du nombre
~'. Ainsi de caractériser les arbres extrémaux atteignant cette nouvelle borne. On note de

tels arbres par (f,,27)-arbres.

Le travail présenté dans ce chapitre a été réalisé en collaboration avec M™¢ Meddah.

3.1 Définitions et résultats préliminaires

Définition 3.1. Pour trois entiers positifs to, t1 et ty , soit Ry, 4, 1,(u) Uarbre obtenu par
to sommets, t, étoiles d’ordre 2, ty étoiles d’ordre au moins 2, en ajoutant un nouveau
sommet u attaché auxr ty sommets et aux t1 + to centres des étoiles. On note par m le

cardinal de l’ensemble des sommets pendants attachés aux supports forts, ie m > 2ts.

I est clair que Ry 00(u) est une étoile K4, et Roy o(u) est une étoile subdivisée
Sy . De méme, il est facile de remarquer que ¥'(Ry 4, 1,(u)) = t1 + 12 si ty +t5 # 0 et
VI(Rto,tlh (u)) =1sit; +12=0.

Soit Ry, ,,(u) un arbre défini & partir de 'arbre Ry, ;,,(u) centré en u avec to = 0, ie

Ry 1, (u) = Rogy 1, (u), avec ty +t > 1,m = 2t5.
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Ri3.1(u) R x12 (v)

FIGURE 3.1. Un arbre R 3;(u) et un arbre R ,(v)

3.2 Caractérisation des ((,,27')-arbres:

Nous arrivons a la caractérisation constructive de la famille F des arbres T tels que
Bo(T) = 29/(T) . On définit la famille F de tous les arbres 7' qui peuvent étre obtenu
récursivement a partir d‘une séquence Ty, Ty, ..., T} avec ( k > 1) d’arbre, ou 77 est une
chaine P, ou une chaine P53, T' =T}, et si k > 2, T;;, est obtenu a partir de 7; en utilisant

I'une des deux opérations suivantes :

e Opération Fy : Ajouter un arbre R;; de centre u avec ¢t > 1, en ajoutant une aréte

ux & un sommet x de T".

e Opération Fy : Ajouter un arbre Rj. de centre u avec j > 1, en ajoutant une

aréte uz a un sommet = de 7" tels que = appartient a tout (§,(7”)-ensemble S et

ds)(z) = 1.

On établit le résultat suivant :

Proposition 3.2. Soit T' un arbre obtenu & partir d’un arbre non trivial T' et de l’arbre

Riy 1,1, (1) en ajoutant laréte ux o un sommet x de T'. Sity + 1ty > 1, alors on a :

L A(T) =~ (T") + t1 + ta,

2. Bo(T) > Bo(T") + to + 2t1 + m, avec égalité si t; > 1 ou ty > 2.
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Preuve. Soit 7" un arbre d‘ordre n’ < n avec n’ > 2. Soit Z = {z1, ..., 2, } ’ensemble
des sommets pendants attachés a u. Et soit {z1, ..., x;, } ’ensemble des sommets supports
faibles attachés a u, avec z; est le sommet pendant attaché a x;. Soit {y1, ..., 1, } 'ensemble
des sommets supports forts attachés a u et soit M ’ensemble de sommets pendants attachés

aux supports y; : i = 1,t5 tel que m = |M| > 2t,.

1. Soit D" un ~/(T")-ensemble, alors D' U {uxy, ..., uxy,, uyy, ..., uys, } est un ensemble
aréte-dominat de T et ainsi v/(T) < +/(T") + t; + to. Maintenant, soient D un ~'(T)-
ensemble et D" = DNE(T"). Ll est clair que |E(Ry, +,.4,(w) N D)| > t;+t5. Maintenant
si ux ¢ D, alors D” est un ensemble aréte-dominant de 77, d’ou 7/(7") < |D"| <
v (T) — (t1 + t2). Supposons maintenant que ux € D et soit e une aréte incidente a
x dans T". Par conséquent (D" U {e}) est un ensemble aréte-dominant de 7", d’ou
Y (T") <|D"U{e}| <(T)—(ti+ta+1)+1 =~+'(T)—(t1 +t2). Dans les deux cas, et
en utilisant le fait que 7/(T") < ~'(T") +t1 +t2, on a I'égalité v/(T) = ' (T") + t1 + to.

2. Soit 5" un By(T1")-ensemble, alors S U Z U {x12], ..., 24,2} } U M est un ensemble
2-indépendant de T et ainsi 8,(T) > B4(1") +to + 2t; +m. Maintenant, soient S un
B5(T')-ensemble et S” = SN E(T"). On distingue deux sous cas suivants :

Sous cas 2.1 : t; > 1 : Alors sans perte de généralité on peut supposer que
Z UM C S. Et par maximalité de S, on peut supposer que {x;,z;} € S pour
i = 1,%1,.ce qui implique que u ¢ S. D’ott S” est un ensemble 2-indépendant de 71",
par conséquent [,(1") > |S"| > B4(T) — (to + 2t1 +m). Donc en utilisant le fait que

Bo(T) > Bo(T") + to + 2t1 + m, on aura 'égalité By(T) = Bo(T") + to + 2t1 + m.

Sous cas 2.2 : tg > 2 : Alors de méme que précédement sans perte de généralité
on peut supposer que Z U M C S. Et par maximalité de S, u ¢ S, d’ou S” est un
ensemble 2-indépendant de 7", par conséquent 35(7") > [S”| > Bo(T) — (to+2t1+m).
Donc en utilisant le fait que 5,(T) > B4(1") +to +2t1 +m, on aura I'égalité 5,(T") =
Bo(T") + to + 2t1 +m.

Lemme 3.3. Si T € F, alors B5(T) = 2+'(T).
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Preuve. Soit T' un arbre de F. Alors T est obtenu a partir d’une séquence 11, T, ..., Ty
(k > 1) d’arbres, ou T} = PyouTly = P3, T =Ty, et sik > 2,7, est obtenu récursivement
a partir de 7} en utilisant 1”une des deux opérations F; ou F» Par induction sur le nombre
d’opérations effectuées pour construire 'arbre 7', il est clair que la propriété est vraie si
k =1, ceci établit les cas de base.

Supposons maintenant que k > 2 et que le résultat est vérifié pour tous les arbres
T € F qui peuvent etre construit a partir d’'une séquence d’au plus k£ — 1 opérations,
et soit 17" = Tj_y..Par hypotheése d’induction, 7" est un (3,,2v')-arbre. Soit 7" un arbre
obtenu & partir de 7" en utilisant 'une des opérations F; et F». Soit S un 3,(T")-ensemble
contenant le maximum de sommets pendants. Alors d’aprés les items 1 et 2 du Proposition
3.2, onav(T) =~ (T")+t+j.et By(T) > Bo(T")+2t+2j5. On constate les deux situations
suivantes, en respectant les mémes notations des opérations pour la construction de la

famille F :

- Si la derniére opération effectuée sur ’arbre T” obtenu par k — 1 opérations est Fj :
Alors d’aprés l'item 2 du Proposition 3.2, 85(T") = 85(1") + 2t +2j (car t > 1). Il s’ensuit
que:

Bao(T) = Bo(T") + 2t +2j
= 29/(T")+ 2t + 25
= 2¢/(T)

Donc 54(T) = 2+/(T), et ceci implique que T est un (3, 27')-arbre.

- Si la derniére opération effectuée sur ’arbre T” obtenu par k — 1 opérations est F5 :
Alors d’aprés l'item 2 du Proposition 3.2, 85(T") > B5(T") + 2j. Soit " = SN V(T"). On

considére les cas suivants :

Cas 1: Siu ¢S, alors S’ est un ensemble 2-indépendant maximal de 7", et donc:

Bo(T)

v

Bo(T) =25
> [o(T') +2j —2j
By(T")
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Ceci implique que B5(T") = B5(T") + 2j et ainsi :
Bo(T) = By(T") +2j
= 29(T)+2j
= 29(7)
Donc ,(T) = 2+/(T), et ceci implique que 7" est un (3, 27')-arbre.

Cas 2 : Siu € S : Supposons que [5(T) > B5(T") + 2j.

Sous cas 2.1 : S’ est un ensemble 2-indépendant maximal de 7" : Ainsi on a :

Bo(T) > |9
= Bo(T)—2j -1
> By(T)+25—25—1
= By(T") -1

Dou 5,(T") > |S'| > By(T"), et alors Bo(T") = |S'|, donc S’ est un [4(7")-ensemble
avec la condition que x ¢ S” ou bien x € S’ et il est isolé dans (S’) , contradiction avec la

condition imposée sur le sommet x dans T7”. D’ou 35(T) = 4(T") 4+ 2j et alors on a :
Bao(T) = Bo(T") +2j
= 29(T") +2j
= 29(T)

Par conséquent 5,(7") = 27/(T), et ceci implique que T est un (35, 27')-arbre.

Sous cas 2.2 : I’ensemble 2-indépendant S’ n’est pas maximal : Ainsi, | Ny [z] N S| =1,
et donc il existe un sommet =’ € Np[z] tel que S" U {2’} est un 2-indépendant de 7”. Par
conséquent :

Bo(T) = |5 +1
= 52(T) —2j
> By(T') +2j—2j
(

> [5(T"), contradiction.



D'ou By4(T) = By(T") + 2j. De méme que précédement, on aura 35(1) = 2+/(T), et
donc T est un (f,,27)-arbre. O

A présent, on donne la caractérisation des arbres T' tels que B4(7T) = 2+/(T).

Théoréme 3.4. Si T est un arbre d‘ordre n > 2, alors Bo(T) > 2+'(T) avec égalité si

seulement si T € F.

Preuve. Soit 7" un arbre d‘ordre n > 2 . Si T" € F, alors d’aprés le Lemme 3.3,
Bo(T) = 2+/(T"). Maintenant on montre la nécessité : Pour montrer que si 7" est un arbre,
alors 5,(T) > 2+/(T), avec égalité si T € F, on procéde par induction sur ordre n de
T. 1l est clair que, si n € {2,3}, alors T € F et B,5(T) = 27/(T), ce qui établit les deux
cas de base, P, et P;. Soit n > 4 et supposons que tout arbre 7" d’ordre n’ : 4 < n’ <n
satisfait B,(T") > 27/(T") avec égalité si uniquement 7" € F. Soit T un arbre d’ordre n :
alors on distingue deux situations : Si diam(7") = 2, alors 7" est une étoile K;;:t > 3 et
dans ce cas l'arbre T' vérifie 5,(T) > 2+'(T'). Et si diam(T") = 3, alors T" est une double
étoile Sy, : p,q > 1, de méme que précédement 1" vérifie 3,(7") > 24/(T"). Donc on peut

supposer que T est un abre d’ordre n > 5 avec un diameétre diam(7") > 4.

Enracinons 7" en un sommet pendant r de la plus longue chaine. Soit v un sommet a
distance diam(7") —2 de r sur la plus longue chaine commencant par r. Puisque diam(7") >
4, soit w le sommet parent de v. Ainsi le sous arbre T, est isomorphe & un arbre Ry, 4, ¢, (v)
avec t; + to > 1. Soit Z = {z1,..., 2z, } 'ensemble des sommets pendants (s’il en existe)
attachés a v dans T,. Soient {x1, ..., 7y, } Pensemble des sommets supports faibles attachés
a v, et {yp, ...,y } Pensemble des sommets supports forts attachés a v dans T, avec M

est 'ensemble des sommets pendants attachés aux supports forts y; : i = 1,t5 qui est de

cardinal m = |M| > 2t.

Soit S un f,(T')-ensemble contenant le maximum de sommets pendants. Comme t; +
to > 1, alors v est adjacent & au moins un sommet support. Soit 77 = T\ T,,. D’apres la

Proposition 3.2, v'(T) = ~'(T") + t1 + t2 et B5(T) > Bo(T") + to + 2t1 + m, ot m est le
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nombre de sommets pendants attachés aux supports forts dans Ry, 4, +, (v). Ainsi on peut

distinguer les cas suivants :
Cas 1 : t; > 1: Donc en utilisant I'induction sur ’arbre 7", on a :

By(T) Bo(T") +to + 2t1 +m

v

Vv

2")//(T/) + to + 2t1 +m

2’}//(T) — 2t1 — 2t2 —f- t() —|— 2t1 + m

29'(T) + m — 2ty + to
Comme m > 2ty et ty > 0, alors :

Pa(T)

vV

2’7,(T) —f- m — 2t2 —|— to
> 2¢/(T)
Side plus 55(T) = 2+/(T), alors on a I’égalité le long de la chaine d’inégalité précédente,
en particulier 5,(7") = 29/(T") et m — 2ty + tg = 0, et ceci implique que m = 2ty > 0
(chaque support fort, s’il en existe, posseéde exactement deux sommets pendants) et ¢y = 0.

Par induction sur 'ordre de 7", T" € F et ainsi T € F car il est obtenu a partir de 7" en

utilisant 'opération Fj.

Cas 2: t; = 0: Ceci signifie que t5 > 1. Ainsi on distingue les deux sous cas suivants:

Sous cas 2.1 : tg > 1: En utilisant I'induction sur I’arbre 7”, on aura :

Pa(T)

v

Bz(T,) + to +m

v

29'(T") +to+m

Q’yl(T) — 2t2 + to +m

= ZVI(T) +m — 2t2 + to

Puisque m > 2t et tg > 1, alors :

v

Bo(T) 29/(T) +m — 2ty + tg

Vv

29'(T) + 1

29/(T)

V
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D’ou f5(T) > 2+/(T).

Sous cas 2.2 : to = 0: Soit S" un [F,(7")-ensemble.

Supposons en premier que (w ¢ S') ou (w € 5" et digy(w) = 0). Donc tout B,(1")-
ensemble peut étre étendu & un ensemble 2-indépendant de 7" en ajoutant le sommet v et

les m sommets pendants de arbre T,. Ainsi et en utilisant I'induction sur ’arbre 7", on

aura :

By(T) Bo(T) +m +1

vV

v

(T +m+1

2
2

/

29'(T) +1

7(
Y(T) = 2ty +m+1
Y (
7

> 29/(T)

D’ou B4(T) > 2+/(T)..

Supposons maintenant que w € S” et dgn(w) = 1. Il est clair que tout 5,(7")-ensemble
peut étre étendu & un ensemble 2-indépendant de T en ajoutant les m sommets pendants

de l'arbre T,. Ainsi et en utilisant 'induction sur I'arbre 77, on aura, :

Bo(T") +m

29'(T") +m

Pa(T)

(AVARNY,

29/(T) — 2ty +m

v

29(T)

Si de plus B5(T) = 2+/(T'), on a 'égalité le long de la chaine d’inégalité précédente, en
particulier 8,(7") = 27/(T") et m — 2ty = 0, et ceci implique que m = 2ty > 2 (chaque
support fort posséde exactement deux sommets pendants). Par induction sur I'ordre de

T', T € F et ainsi T € F car il est obtenu a partir de 7" en utilisant 'opération F,. [

Le résultat suivant est une conséquence directe de la construction des (f3,, 27)-arbres,

en utilisant les deux opérations Fi et F; :
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Corollaire 3.5. Soit T' un arbre d‘ordre n > 2. Si Bo(T) = 2+'(T'), alors tous les sommets

supports de T' sont reliés a au plus deux sommets pendants.

Une conséquence directe de la construction des (85, 27')-arbres, est la caractérisation
de la sous famille O C F de toutes les chaines P, telles que 5(P,) = 27/(P,) en utilisant
Iopération F; pour t =1 et j =0, avec z un sommet pendant dans 7", et pour un ordre

qui dépend de 'arbre de base, une chaine P, ou une chaine P;.

Corollaire 3.6. Pour une chaine P, d’ordre n > 2, on a $4,(P,) = 27'(P,) si et seulement

sin =0 ou 2mod(3).

Une autre conséquence directe de la construction des (/3,,27')-arbres, en utilisant

lopération F; pour t =1 et j =0, a partir de 'arbre de base P,, est le résultat suivant :
Corollaire 3.7. Si T est une étoile subdivisée Sy, alors 3,(T) = 2+'(T).

Le résultat de Théoréeme 3.4 ne peut étre généralisé pour les graphes bipartis, les
cactus et les graphes triangulés. En effet, le graphe G de la Figure 3.2, est un graphe
biparti et un cactus en méme temps : pour lequel on a : 4 = 3, < 29/ =2 x 3 = 6. Et
pour le graphe GG, de la méme figure, qui est cactus et triangulé en méme temps, on a :

B=f,>27 =2x2=4.

O O IVAVAVAN

Gl GQ

Ficure 3.2. Un graphe biparti-cactus et un graphe triangulé-cactus

Tandis que le graphe triangulé de la Figure 3.3, on a {v1,vs, v4,v5,v8} est un G,(G)-

ensemble et {v4v7, Vavg, V105 } est un 7/(G)-ensemble, d’ou 5 = [, < 27 =2 x 3.
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U1 U2 U3 Vg

FicUurEe 3.3. Un graphe triangulé G

Pour un arbre T, on sait que B5(T) > ~4(T) d’apres le Corrolaire 2.32 de Chapitre
2, et d’aprés le Théoréeme 3.4, on a [,(T) > 2+/(T). Mais les deux parameétres v,(7) et
2+/(T') sont incomparables d’une maniére générale. A titre d’exemple les deux graphes de
la Figure 3.4 : Dans le graphe G, et qui représente une étoile subdivisée Sy : p > 2, on
ay, =p+1<2vy =2p et la différence 29 — v, peut étre aussi large que 'on veut. Par
contre dans le graphe (G5 de la méme figure et qui représente une étoile K, : p > 3, on a

Vo =p > 27" = 2 et la différence v, — 2+’ peut étre aussi large que 1'on veut.

FIGURE 3.4. Une étoile subdivisée S; et une étoile K ),

Exemple d’application : Pour illustrer la construction de la famille F des (5, 27')-
arbres, on considére I’arbre de base Ty = K2 qui appartient a la famille 7. Soit ’arbre

R5 | de centre u (voir la Figure 3.5).
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u
m /:E\.
Rxo1 Ko

FIGURE 3.5. L’arbre Rj(u) et 'arbre K o

Appliquons l'opération F; en attachant le sommet u & un sommet quelconque (disons
x) de Parbre Ty. L’arbre obtenu en appliquant cette opération est noté par T; (voir la

Figure 3.6). Pour ce dernier arbre 77 on a : 7/(T}) =4 et 5,(T1) = 8. D’ou T} € F.

i) T1

L'arbre T}

FIGURE 3.6. Application de 'opération F;

On considére maintenant I’arbre 77 de la Figure 3.6, comme étant un arbre de départ

et soit I'arbre R, de centre uy (voir la Figure 3.7).

U2

FIGURE 3.7. L’arbre Rj,(us)
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Appliquons maintenant I'opération F» en attachant le sommet uy centre de l’arbre
R, de la figure précédente, au sommet x5 de I'arbre T} tel que zy est dans tout [4(7))-
ensemble. L’arbre obtenu en appliquant cette opération est noté par Ty (voir la Figure

3.8). Pour l'arbre T, on a : 7/(1T3) = 6 et 55(13) = 12. D’ou T, € F .

ug u

L'arbre Ty

FicUure 3.8. Application de I'opération Fs

Donc l'arbre T, qui est dans F, est obtenu a partir de 'arbre Ky et I'arbre 7 en

appliquant successivement les deux opérations F; et Fs.
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

L’bjectif principal de ce mémoire est 1’étude des deux notions aréte-domination et 2-
indépendance dans les arbres. Ces deux notions ont été intensivement étudiées au cours
de ces derniéres années, les résultats concernant ’aréte-domination sont peu par rapport
aux résultats concernant la 2-indépendance qui sont tellement nombreux que nous avons
essayé d’en citer que les plus importants. Et cela se réalise par :

- L’établissement d’une nouvelle borne inférieure sur le nombre de la 2-indépendance.

- La caractérisation des arbres atteignant cette borne.

Nous avons en premier, prouver la borne inférieure pour le nombre de 2-indépendance

B, en fonction de nombre de I'aréte-domination 7" dans les arbres. Ainsi nous avons car-

actérisé constructivement les arbres atteignant cette nouvelle borne. Cette caractérisation

a été basée essentiellement sur deux opérations. Ainsi nous avons prouvé que ce résultat
) P . . .s

n’est pas valable en général pour certaines classes particulieres de graphes, telles que les

graphes bipartis, les cactus et les graphes triangulés.

Bien que les travaux réalisés le long de ce mémoire et les travaux réalisés auparavant
soient importants, nous sommes loin de répondre aux nombreux problémes posés liés a la

2-indépendance et ’aréte-domination dans les graphes.

La contribution réalisée durant ce mémoire ouvre plus de perspectives de recherche.
Suite aux résultats obtenus sur le nombre d’aréte-domination et de 2-indépendance dans
les graphes, I’étude de ces problémes peut étre poursuivie dans des classes particulieres de

graphes ayant des structures simples tels que : Les graphes sans K 3, ...etc.

Il serait intéressant de méme, de trouver une relation (si elle existe) entre le nombre
de 2-indépendance inférieur i, et le nombre d’aréte domination 7' dans les graphes d’une

maniére générale, sinon dans des classes particulieres de graphes.
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