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Résumeé

Les Modeles de Régression Tweedie (TRM) fournissent une famille de distribution flexible
qui peuvent traiter des données continues non négatives avec une masse de probabilité des
données a zéro. L'estimation et inférence des TRM basée sur la méthode du maximum de
vraisemblances ont défis par la présence d'une somme infinie dans la fonction de probabilité
et les restrictions non liées du travail sur I'espace des parameétres de puissance. Dans ce travail
nous présentons le modeéle linéaire généralisé englobant et les variables aléatoires de la
famille de Tweedie qui sont des modeles de dispersion exponentielle. Nous appliquons ce
modele sur I’assurance d’automobiles pour modéliser les pertes d’une compagnie d’assurance
et calcul de la prime d’assurance.

Abstract

Tweedie Regression Models (TRM) provide a flexible family of distributions that can process
non-negative continuous data with zero data probability mass. The estimation and inference of
MRTs based on the maximum likelihood method are challenged by the presence of an infinite
sum in the probability function and the unrelated restrictions of the work on the power
parameter space. In this work we present the generalized linear model encompassing and the
random variables of the Tweedie family which are models of exponential dispersion. We
apply this model to auto insurance to model the losses of an insurance company and to

calculate the insurance premium.
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INTRODUCTION GENERALE

La modélisation statistique est 'une des domaines le plus importants de la statis-
tique appliquée avec des applications dans de nombreux domaines de la recherche
scientifique, tels que la sociologie, I'argronomie, les assurances et la médecine pour
n’en citer que quelques-uns. Il existe une infinité de cadres de modélisation statistique,
mais la classe existe des modeles linéaires généralisées (GLM) (cf. John Nelder et Wed-
derburn, (1972)) est la plus utilisée au cours des quatre dernieres décennies. Le succes
de cette approche est dii a sa capacité a traiter différents types de variables de réponse,
telles que binaire, comptage et continu dans un cadre général avec un systéme puis-
sant d’estimation et d'inférence basé sur le paradigme de vraisemblance. Les distribu-
tion de Tweedie sont largement utilisées dans la modélisation statatistique, motivent
ainsi I’étude de leur estimation dans un cadre plus général. L'objectif de ce mémoire
porte sur les modeles de régression tweedie flexible pour des données continues .Ce

travail est divisée par trois chapitres :

Dans le premier chapitre on a présente les cas particuliers de la classe (GLM) in-
cluent le modele linéaire gaussien pour traiter des données continues, les modeéles de
régression gamma et gaussienne inverse pour traiter des données continues positives.
Modeles de régréssion logistique et de poisson pour traiter respectivement les données

binaires ou binomiales et de comptage.

Le deuxiéme chapitre présente les distributions de Tweedie qui appartiennent a la
classe des modeles de dispersion exponentielle qui sont caractérés par une fonction
de variance d’'unité de puissance, sont infiniment divisibles et sont fermées sous les
traductions et les transformations d’échelle. Notamment, une variables aléaitoire de
Tweedie a un parametre d’indexation / puissance qui essentiel pour décrire sa distri-
bution. Généralement les densités des distributions Tweedie n'ont pas une forme fer-
mée, c’est-a-dire que nous ne pouvons pas calculer la densité directement. Quelques
distributions particuliéres, telles que la variable aléaitoire discréte (poisson), une va-

riable aléaitoire mixte (poisson-gamma), des variables aléaitoires continues, et des
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variables stables. Peuvent étre exprimées sous forme fermée. Puisque la fonction de
vraisemblance de la distribution de Tweedie ne peut pas étre écrite sous forme fermée,
les techniques d ’estimation du maximum de vraisemblance sont difficiles a utiliser.
Lobjectif est d’étudier les méthodes d’estimation de la densité de Tweedie et de mon-
trer 'utilité de cette densité dans le domaine actuariel, plus précisément en assurance
automobile.

Nous terminerons ce mémoire par le chapitre 3, qui est consacré a I'application
de la distribution Tweedie en assurance a I'aide d'une base de données réelles qui re-
présentent les totaux des réclamations individuelles d’assurance. Les résultats obtenus
montrent que la distribution Tweedie s’ajuste bien aux réclamations d 'assurance. Par
ailleurs, la densité de Tweedie estimée nous a aidé également a calculer la transformée

et la prime d’Esscher.
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MODELES LINEAIRES GENERALISEES
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CHAPITRE 1. MODELES LINEAIRES GENERALISEES

1.7.2 Modele de régressionde Poisson . . . . ... ... ... ...... 19

1.1 Introduction

En statistiques, le modele linéaire généralisé (GLM) est une généralisation de la ré-
gression linéaire. Les modeles linéaires généralisés ont été comme un moyen d’unifier
les modeles statistiques compris la régression linéaire, la régression logistique et la ré-

gression de poisson.

1.2 Généralités sur les modeles linéaire généralisés

Définition 1 En statistiques, le modele linéaire généralisé (MLG) souvent connu les ini-
tailes anglaises GLM (general linear models) est une généralisation de la régression li-
néaire. Il permet d’étudier la liaison entre une variable réponse Y et une ensemble des

variables explicatives ou prédicteures (X1, Xo, ..., Xp).

Les modéle linéaire généralisés ont été formulés par (cf. John Nelder et Robet wed-
derburn, (1972)) comme un moyen d’unifier les auters modéles statistiques comparis

la régression linéaire la régression logistique et la régression de poisson.

1.3 Présentation des modeles linéaires généralés

Les modeéle linéaire généralisés sont formés de trois composantes :

& La variable de réponse Y, composante aléatoire a laquelle est associée une loi
de probabilité.

& La variable explicatives (X, X>..., X;,) utilisées comme prédicteurs dans le mo-
dele définissent sous forme d'une combinaision linéaire la composante déte-
ministe.

& La fonction lien décrit la relation fonctionnelle entre la combinaision linéaire
des variable (X1, Xy, ..., X;;) et 'espérance mathématique de la variable de ré-
ponse Y.

Composante aléatoire est définie par la distribution de probabilité de la variable

Y. Elle peut étre choisié dans la famille exponentielle a la quelle appartiennent de lois
normale, binomiales, poisson, gamma, etc... une propriété de ces lois est pour chacune
d’elle, il existe une relation spécifique entre 'espérance E(Y) = petla Var(Y) = o2
composante déterministe la composante déterministe, exprimée sous forme d’'une
combinaison linéaire ay + a; X; + ...+ a, X, (appelée aussi prédicteur linéaire) précise

quels sont les prédicteurs.
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Certaines des variables X; peuvent se déduire de variables intailes utilisées dans le
modele, par exemple :
¢ X3 = X * X, de facon a étuduier I'interaction entre X; et Xj.
¢ Ou encore Xy + X12 de facon a prendre en compte un effet non linéaire de la
variable Xj.
fonction lienla troisieme composante d'un modele linéaire généralisé est lien entre
la composante aléatoire et la composante déterministe.
Le modele linéaire sous sa forme générale Pour le modele théorique, la forme géné-

rale du modele linéaire est données par :

p
Y=ay+taXi+aXo+..+ apXp+é&;= Z a;X;+e; eti=1,.,p, Xo=1.
i=0

Y une variable réponse et X1, Xy, ..., X, les variables explicatives et €; erreur de spécifi-
cation et a; des parametres naturelle.

— Pour 7 observation :

14
Yi=ay+ e Xii+ ax Xoi+...+ apXpi+€; = Z a;jXij+ €, i=1,..,n.
j=0

— Pour le modeéle estimé :

Yi=do+a X;+...+ apXp+e;, i=1,..,p.

a; sont des paramétres estimés et e erreur résidu.

1.4 Les modeéles linéaires

1.4.1 Régression linéaire simple

Définition 2 Le modele linéaire a 2 variables ou le modele linéaire simple est utilisé
pour étudier la relation entre deux variables : une variable dépendante (réponse ou en-
dogene) Y et une variable indépendante (exogene ou explicative). Pour analyser la re-
lation entre X et Y, nous commencons par la représentation graphique : si le nuage de

points peut étre ajusté par une droite ~> proposer le modele linéaire.

— Le modele théorique :
Yi=ay+a X;+¢€;, i=1,2,...,n. (1.1)

€; : erreur de spécification.
— Le modele estimé :
Yi=ap+a1 X;+e;, i=1,2,.., 1. (1.2)
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e; :résidu, on a

ei=Y;—Y;.

et

Y =ay+m X;.

le modele théorique :
Yi=ap+a X; +¢;

I'erreur de spécification €; est supposée vérifier les hypotheses suivantes :

Hj : €; est normalement distribué
gi~> N (0,07).
H, : Les erreurs sont indépendantes entre elle c-a-d
E(eiej)) =0 ,Vi#j.
Hj : ¢; estindépendantes de la variable explicative X; c-a-d

E(E‘iXi) =0 ;Vi = 1,2,..., n.

1.4.2 Estimation des parametres

— Lerésidu
e;=Y;—Yi=Y;— (o + a1 X;)

— Le carré de résidu
2 A oA 2
e; =(Y;—(ao+ a1 X;))

n n
e =2 (Yi—(ao+ a1 X)) = plag, &)
i=1 i=1

(1.3)

(1.4)

~» erreur quadratique pour estimes les coefficient, il suffet de chercher g et a; qui

minimise ¢(dy, 4;) ~» Méthode des moindre carrées ordinaire (M.C.O).

d(l)(floy &1) -0
ddy

d(p(aOr dl) -0
da

(1.5)

(1.6)

6
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n
. ~ ~ 2 . A A
min )_[Y; — (@ + a1 X;)]* = min¢(dg, ar)
i=1
n
min ) (Y7 + a5+ 6 X? +2d0a1 X; — 280 Y; — 28, Y; X;)
i=1

n n n n n n
min(}_ Y2+ a5+ asX:+2a0i Y X;—2d0 Y Yi—2a1 ) YiX;)
i=1 i=1 i=1 ) ) )

i=1 i=1 i=1
ona:
_ liX
X==Y X
niz
et
.1
y=—Yvy
niz1
do(agy, a L L
APW0.8) _ o a 26y X2 ¥i=0
dao i=1 i=1
d &’a n n n
—‘p(f’ 1):2a12X§+2aOZXi—ZZYiXi=0
da i=1 i=1 i=1
pour dy :
n n
2nag+2a1 ) X;i—2) Y;=0
i=1 i=1
n n
241 ) X;—2) Y;=-2nag
i=1 i=1
2nE(Y)-2na1E(X;) =2ndy
donc
ag=Y-a X
Pour a; :

n _ _ _ _ o n _
X;i— X)(Y;-Y) XiYVi-X;Y+Y; X - XY) XiYi-nXY
N i=1 i=1 i=1

a) =

5 (X; - X)?
i=1

n

0 =

(X; — X2 " (X; - X2
[ =1

i=1 i

1

donc

n - -
Y XiYi-nXY

(1.7)

(1.8)

(1.9)
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1.4.3 Propriétés des estimateurs

— a; est'estimateur de a;.

— ag est'estimateur de ay.

— Si E(@) = a; alors 'estimateur @, est estimateur sans biais de a;.

— Si E(ag) = ag alors I'estimateur dy est estimateur sans biais de ay.

Sont ils converegents?

— Sil'estimateur @, est sans biais, pour qu'’il sont convergent il suffit de montrer
que Var(a;) — n—co 0.

Calcul 'esperance E(a,) :

Nous avons "
)> X; - X)(Y;-Y)
dl = = n —
Y X;—X)?
i=1
on pose
xi=X;— X (1.10)
n -
> xi(Yi-Y)
A i=1
a) = 7
Y xF
i=1
on pose
Xi
C;= - (1.11)
Y X
i=1
n _ n n _
a=) CYi-V)=Y CYi-)Y Y (1.12)
i=1 i=1 i=1

sachant que

Yi=ay+ a1 X;+¢€;,i=1,...,n

n n n n n
a; = Z Cilag+ a1 X; +€;) — Z CiY= doz Ci+tam Z CiX;+ ZCiEi
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

n _ n n _
xi YXi-X) YXXi-YXX
i=1 izl i=1

‘M

1 nX-nX

I
)
1l
EM: W
“XN

- — =
(X; — X)?
= .

1= 1

(Xi—X? ¥ (Xi-X)?
= 1=

S

n _ n -
YXi-X)X; Y X;-XY X
CiXi — i=1 _ i=1 i=1 -1

5 (X; - X)?
i=1

on

]
M=
>

|
>
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sachant que

n n
Y (Xi-X)*=) X7-nX?
i=1 i=1

S

n 2 Xi€i
a1:a1+ZCi£,~:a1+ 1_111
i=1 Y x?
i=1 !
n
E(Y xi€i) n n
A =1
E(@) =E(@)+ ————=a1+ ——E()_ xi&;) = a1+ [—— Y E(x;;) = 0]
Y x? y x2 i=l Y x?i=l
i=1 " i=1 * i=1 *
E(@) =a (1.13)

a; est un estimateur sans biais de a;.
Remarque 3 espérance de constante est un constante et la variance de constante est 0.

Calcul la variance de Var(a;)

n
Var(@) = (Var(a)=0)+Var()_ Cie;)
i=1

M=
=
=N
Q
[\

n n n .
= ZVar(Ciai):ZC,-ZVCZT(&):ZC?Ug:_ €
i=1 i=1 i=1 x?)2
1

1

~
Il

0.2

Var(a) = ———— (1.14)
(X; - X)?
i=1

i=

0.2

lim Var(a;))= lim ——&%—=0
n—+oo n—-+oo I

Y (X; - X)?
i=1

donc &, est un estimateur convergent.

Pour la construction des testes :

Nous avons besoin de calculer une estimateur de o2

o= = (1.15)

k : nombre de parametre estimées.

62 : est estimateur sans biais de 2.
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Lestimateur sans biais de la variance de d; c’est 6?21

2

2 A OE
04 = Var(ay) = - -
Y (Xi—X)?
i=1
>
e.
~2 0% _ i=1 '
67 = = (1.16)

_ n _
Y (Xi—-X)? (n- 2)(;1 (Xi = X))

i=1 i

G5 =—— (1.17)
n(y (X; — X)?
=1

1

1.4.4 Testdelaqualité d'un ajustement
1.4.4.1 Equation d’analyse de la variance :

Nous montrons les deux égalités suivantes :

a) La somme des résidus est nulle

n
Zei =0 (1.18)
i=1
ona:
ei=Y;=Yi=Y;—(ao+ a1 Xy)
n n n n
2: e = 2: Y- 2: aO"‘ﬁle:)Q
i=1 i=1 i=1 i=1
=nY -nay—anX
1z - -
Sy e =T —ag- X
niz
on sait que
ap=Y -a X
donc )
—-E:(h = Y3—(i}—-&1jZ)—-&1jZ::0
nl=l
=
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b) ) )
LY=L h
ona "
> ei=0=3(Y;-¥)=0
. i=1

n n "
S V=T
i=1 i=1

(1.19)

a partir de ces deux égalités nous avons I'équation d’analyse de la variance suivante

n
Zm

SCT

Z(K Y)? +Ze

SCE +SCR

(1.20)

Variabilité totale(SCT) = Variabilité expliquer (SCE) + Variabilité résidus(SCR).

1.4.4.2 Coefficient de détermination

n
oy ,
R? igl( Y _ SCE_1 iglel
B f Vi - 72 ~SCT ~ SCT
1

~.
—

TABLE 1.1 — Tableau d’analyse de la variance

(1.21)

Source de variation | Somme des carrées | degrés de laliberté (d.d.l) | carrés moyen
o
X SCE = Z(Y,-—Y)2 k-1 SCE/1
l
Residu SCR = Z e n-2 SCR/n-2
i= 1
Total SCT=% (V;-7)? | n-1 /
i=1

ddl :1le nombre de valeurs qu’'on peut choisir de maniere arbitraire.

1.4.5 Tests
1.4.5.1 Test de Student

Nous allons tester 'hypothése suivante

Hy:a,=0&H;:a;#0

11
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(1.22)

A

— Calcules .
. la) — ay
04

~» suit la loi de Student a (n—2) d.d.l.
— Selon le seuil a = 5% lu la valeur tableur t,‘;‘i 22 . Si
t* > 142

on rejette ’hypothese Hy. a; est significativement différent de 0, d’ot1 la variable X

est une variable explicative de la variable Y.

Test de signification globale
Hypothése: Hy: a; =0&H;: a; #0

Calcul : ;
Vi-Y)?
., S.C.EN _El( i~V
~ S.CRIn-2 129
e Y efin-2
i=1

~»suit la loi de Fisher a 1 et (n—2) d.d.L. Selon le seuil @ = 5% lu sur le table de Fisher

F o
— SiF* > F} _, onrejette 'hypothése Hy (on accepte 'hypothése Hj ).

La régression est globalement significative.

1.5 Régression linéaire multiple

(1.24)

Le modele
Y=ay+a1 X +...+61po+€

pour n observation :

Yi=ao+ a1 Xyi+...+apXpi +&;

ag+m X +axXo + ...+ apo1 + &1

Y1 =
Y, = a0+a1X12+a2X22+....+apo2+£2
Y, = a0+a1X1n+a2X2n+...+apon+£n

12
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Ecriture matricielle :

Y=aX+e¢
Yl 1 X11 Xgl .o Xpl a
Y, 1 X Xoo . . ng ay
Yoy =| s Xipeny =| 0 Lapay=| " |eny=
€1
&2
&n
Hypotheses :

— Hj :les valeurs X, sont observés sans erreurs (non aléatoires).
— H, :lamoyenne le modele est bien spécifié E(e;) =0, Vt=1,2,...,n.

— Hj:lavariance de I'erreur est constante
Var(es) = 0? ;Vi=1,2,..,n.
— H, :les erreurs sont non-corrélées
E(ee;) =0 Vizt
— Hjs :T'erreur est indépandanté des variables explicatives
E(e:X;p=0; Vt=12,..,n

— Hg : absence de colineairité entre les variables explicative.

— Hy: (*XX)/n ~>matrice finie.

Hg : n > ple nombre d’absorvations et suprieur au nombre des variables éxogenes.

1.5.1 Estimation des coefficients

Pour estimer les coefficients ay, a1, .., ap, nous allons utiliser le crétere des moidres

n
carrés ordinaire qui consiste a minimiser (). 8?).
i=1

Y=Xa+e=>e=Y—-Xa (1.25)

13
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n
min ) 812- =min(‘ee) =min('Y Y —2'a’ XY +' a' XX a) = ming(a)
i=1 e

fee = (Y-Xa)(Y-Xa)="YY-'YXa-"a'XY+'a'XXa
'Yy -2'a'XY +'a'XXa

ona
'YXa="a'XY
condition nécessaire

@ _ sixyiotxxa=0
da

(XX)a='XY=>(XX)"'(XYV)a

a=0Cxx)"Vxy (1.26)

1.5.2 Propriétés des estimateur

Le modele sous forme matricialle

Y=aX+¢
et ona
VY=ax (1.27)
a = ((xX)VXy=(xX)""X(Xa+e¢)
= X'X)'XXa+(XxX)"Xe
= a+(xx)"Vxe
E(G) = E@+E('XX) YXe (1.28)

a+ (CXX)" V' XE(e) = 0)

= a

14
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d est un estimateur sans biais de a.

Matrice des variance covariance 4 des coefficients :

Qs = El'(a-a)a-a)
= E[(('XX) "X ((XX) "' Xe)
= E('XX)7UXeleX('XX)™h
= (XX)VXEE'e) X('XxX)™!

Q. matrice des variances covariance de l'erreur €.

E(e%) E(e1e9) . . E(e1€y) Var(e;) Covl(eiey)
E(e1e) E(€5) . . E(eagy) Cov(eie2) Var(ey)
Q. = E(ee’) = . . .. . _
E(e1e,) E(egeyn) . . E(e%) Cov(ei1e,) Cov(erey
Var(e;) =02  Ni=1,2,.,0N ... H;
Cov(eiej) =0 WVIE ] e H,
gz 0 0
o2 0
0 o2 0
Q, = ¢ =02l
0 0 0 o2

Q; = ((XX)7UxQ.x(xx)7!
o2I1('xx)"!

Lestimateur sans biais de o2 est

Lee

2 _ v (n—-(p+1)=—28
6% izzle(n (p+1) )

Cov(eiey)

Cov(ezey)

Var(e;,)

(1.29)

(1.30)

15
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donc

A A2t -1 ‘ee -1

Q=0 XX)  =—(XX) " —3y—-1x00
n-p-1

4 est un estimateur convergent.

1.5.3 Analyse de la variance

D
Il
o

~
Il
—_

et

M=
K

s
=

~
Il

—

~
Il

—

Lequation analyse de variance

n _ n “ _ n

Y -1 = Y (-V)+) e

i=1 i=1 i=1
SCT = SCE +SCR

Coefficient de détermination :

Y (% 1)? > e
R2: i —1— i=1
(-T2 S (-7
j i=1

TABLE 1.2 — Tableau d’analyse de la variance pour modele de régression multiples

La source de variation | Somme des carrées | d.d.l moyen
no_
X SCE=Y (Y;-Y)? |p SCElp
i=1
n
résidu SCR=Y ¢ n—(p+1) | SCRIn—-(p-1)
i=1
7 .
total SCT=Y (Y;-Y)* | n—-1 /
i=1

1.5.4 Construction des tests

Le test de signification globale d’'une régression tester si’ensemble des p variables
exogenes a une influence sur la variable Y.

Hypotheése

Hy:ay = ap =...= ap =0 (tous les coefficient sont nulles)
H; : (au moins un des coefficient est différent de 0.)

16
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. SCElp
" SCR/n-(p+1)

(1.31)

~» sont laloi de Fishera petn—(p+1).
Si
F*>Fy,

(au seuil de a) alors nous rejetons I’hypothése Hy donc la régression est globale-
ment significative.

1.5.5 Comparaison d’'un coefficient de régression a une valeur fixe

Tester I'hypothése suivante :
Hy:a;=a&H;:a;#a

* |ai_6_l|
ta,- = —
O-a-

1

~» suit la loi de Student a (n— p—1)d.d.l.
Si

* al2
ta,- > tn—p—l

(au seuila) nous rejetons I'hypothese Hp.

Donc a; est significativement .

1.5.5.1 Comparaison d’'un ensemble de coefficient a un ensemble de valeur fixe

tester ’hypothése suivante :
a4 : vecteur de coefficient de dimension.

q :le nombre de variable a tester .

t
F* = 7 (ag — ag)Qa,a," (g — dg) (1.32)

~»suit la loi de fishera g et (n—p—1) ddl.

Exemple4 g=2, a4, = (2) »Ag = (125)
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A

4, sous matrice de la variance covariance des coefficients qui correspondes .
Si

* a
F" > Fq,(n—p—l)

alors rejetons I’hypothése Hy les coefficients testes soit significativement = de dy.

Coefficient de détermination corrigé :

52 2,_n-1
R°=1-(1-R)———— (1.33)
n-p-1
oli
5, SCE
R = "= (1.34)
SCT

1.6 Régression logistique

Définition 5 la régression logistique ou modele logit est un modéle de régression bino-
maile. 1l s'agit de modeéliser mieux un modeéle mathématique simple a des observations

réeles nombreusses.

Application :

% En médecine, elle permet par exemple de trouver les facteurs qui caractérisient

un groupe des sujets malades par rapport a des sains.

% Dans le domaine des assurances, elle permet de cibler une fraction de clientéle

qui sera sensible a une police d’assurance sur tel risque particulier.

% Dans le domaine bancaire, pour détecter les groupe a risque lors de la souscrip-

tion d'un crédit.

% En économétrie, pour expliquer une variable discréte. Par exemple, les inten-

tions de vote aux élections.

1.6.1 Critere d’'information d’Akaike

Le critére d’'information d’akaike en anglais Akaike information criterion ou (AIC)

et proposée par (cf. Hirotugu Akaike, (1973)) s’écrit comme suit :

AIC=2k-2In(L)

ol K est le nombre de parametres a estimer du modele et L est le maximum de la
fonction de vraisemblances du modele.

Sil'on concideré un ensemble de modéle candidats, le modele choisi est celui qui
aura la plus faible valeur d’AIC.

18
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Utilisation paratique de I'AIC : supposons disposer d'un ensemble de modele -
candidats, dont on calcule les valeurs d’AIC associées. Il y aura toujours une perte d’in-
formation, du fait qu’on utilise un modeéle pour représenter le processus générant les
données réelles, et nous cherchons donc a sélectionner le modéle qui minimise cette

perte d’information.

Notion les diverses valeurs d’AIC des différents modeles AIC;, AIC,, AICs,...,AICg

et AICpin le minimum de ces valeurs.

Dans ce cas
exp((AICnin — AIC;)/2)

est proportionnel a la probabilité que iéme candidat modele minimise I'estimation de

la perte d’information.

par exemple, supposons qu'il y ait trois modele candidats avec pour AIC respec-
tives : 100, 102 et 110. Dans ce cas, la probabilité pour que le second modele soit celui

qui minimise la perte d’'information est de

exp((100-102)/2) =0.368

fois la probabilité pour que ce soit le premier modele. De le méme maniére, la pro-

babilité pour que troisieme modele.
AIC; est une correction de ’AICpour le cas d’échantillons de petite taille :

2k(k+1)

AICc=AIC+ —
¢ n—-k-1

ol désigne la taille de I’échontillon.

Comparaison au BIC il existe de nombreux critéres d’informations inspirés du cri-
tére d’Akaike. Parmi ceux -ci, le critére d'information bayésien est I'un des plus popu-

laires. Il se définit comme suit :

BIC = kIn(n) —2In(L)

avec n le nombre d’observations dans I'échontillon étudié et k le nombre de para-

metres.

L'AIC pénalise le nombre de parameétres moins fortement que le BIC (cf. Burnhamet
Anderson, (2004)) proposent une comparaison de I’AIC au BIC. Les auteurs montrent
que 'AIC et 'AIC¢ peuvent étre construits dans le méme contexte bayésien que le BIC,

mais avec des hypothéses différentes.

19
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1.7 Régression de poisson

Est un modele linéaire généralisé utilisé pour les données de comptage et les ta-

bleaux de contingence.

1.7.1 Distibution de laloi de poisson

exp(—)t)/lk
k!

A est le parametre de la loi de poisson, ou

P(Y=k)= ,k=0,1,2,..,n (1.35)

E(Y)=Aetvar(y)=A

1.7.2 Modele de régression de Poisson

In(Y)=a+pXg+...+6iX;
a est estimateur et § vecteur des coefficientseti =1,2,..., n.
Exemples d’applications :
» Nombre de naissance par césarienne public/privé.
» Nombre de PV de stationnement Paris/ Rennes.

» Lien entre cylindré d'un véhicule et son nombre de PV.

20
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2.1 INTRODUCTION

Les distributions de Tweedie sont trés connues et utiles dans plusieurs domaines
de recherche tels que I'analyse de survie, les études de dépenses et de consommation,
de I'’écologie et de la météorologie. La distribution de Tweedie est particulierement uti-
lisée dans la recherche actuarielle, plus précisément dans la modélisation des réclama-
tions d’assurance.

Ce chapitre, porte sur les distributions de Tweedie qui appartiennent a la famille
de modéeles de dispersion exponentielle, qui ont des fonctions de variance d’'unité de
puissance, sont infiniment divisibles et sont fermées sous les trudictions et les trans-
formations d’échelle. Notamment, une variable aléaitoire de Tweedie a un parameétre
d’indexation / puissance qui essentiel pour d’écrire sa distribution. Les actuaires dé-
finissent généralement ce parametre sur une valeur par défaut, tandis que le package
tweedie R fournit des outils pour estimer la puissance de Tweedie via une estimation
du maximum de vraisemblance, cette estimation et testée sur des simulations et ap-
pliquée a un ensemble de données sur le cotit des pertes d’habitations. Les modeles
construits avec une puissance de Tweedie estimée respectent le critere d’informa-
tion AKaiKe inférieur par rapport aux modeles construits avec les pouvoirs Tweedie
par défaut. Cependant ce réglage de parametre ne modifie que marginalement les co-
efficients de régression et les prédictions du modeéle. Compte tenu des contraintes de
temps, nous recommandons aux actuaires d’utiliser les pouvoirs de Tweedie par défaut

et d’envisager une autre ingénierie des fonctionnalités.

2.2 Les modeles de dispersion exponentielle (EDM)

La famille de Tweedie est un sous ensemble d'une classe de variables aléaitoires dé-
crite par (cf. Bent Jorgensen, (1997)) dans The Theory of Dispersion Modele. Par consé-
quent, nous devons d’abord couvrir les modeles de dispersion expenentielle (EDM)
avant de discuter la famille Tweedie. Jorgensen présente deux descriptions d' EDM dans
sa monographie :

Une axiomatique et une constructif. La version axiomatique définit les EDM sans
justifier les origines des distributions; La version constructive commence par une fonc-
tion cumulative et construit la théorie a partir de la (plus tard, Jorgensen prouve que la
définition axiomatique correspond a la définition constructive). Ici nous fournissons
la définition axiomatique pour les modeles de dispersion exponentielle. Les idées ins-
pirent plus d’idées. Cet adage s’applique au développement de modeles de dispersion

expenentielle. Les EDM maintiennent la structure de la distribution normale. Afin de
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parler de cette structure en termes abstraites, Nous devons établir quelques défini-

tions.

2.2.1 Définition axiomatique Pour les EDM

Définition 6 Soit f une fonction de densité réelle pour la variables aléaitoire X. Le sup-
port de X est 'ensemble des éléments du domaine de f qui ne correspondent pas a zéro.

Le support convexe de X est la petit intervalle contenant le support.

Définition 7 Soit C un support convexe et soit D l'intérieur de C, D et C sont des inter-
valles statisfiant que D c C c R. Une déviance unitaire est une fonctiond :C xD — R

qui statisfait les éléments suivants :

O d(y,y)=0,VyeD.

O d(y,z2)>0,Vy+z.

Remarque 8 Cette définition semble familiere a la définition d'une métrique, sauf sans
l'inégalité triangulaire. Essentiellement, la déviance unitaire est un outil pour mesurer
la distance. Equipé de ces deux définitions, Nous sommes préts a présenter la définition
d’'un modele de dispersion exponentielle. Considérons la fonction de densité pour une

variable aléatoire normale N (U, 0?) :

1
fypo) = eXp{—ZTZ(y—u)Z} . (2.1)

2mo?

Les fonctions de densité pour les modeles de dispersion exponentielle partagent ce

format .

Définition 9 Un modeéle de dispersion exponentielle ED M (u,0?) est une distribution de

porobabilité dont la fonction de densité par rapport a une mesure appropriée a la forme

1
f(y,,u,oz)za(y;az)eXp{—ZT‘zd(y,u)}, yecC. (2.2)

ot a = 0 est une fonction appropriée, d est une déviance unitaire de la forme d(y, u) =

yg(w) + h(u) + k(y), C est le support convexe, p € D = int(C) etD est un intervalle

Remarque 10 Nous appelons 1 le parametre de position et o2 le paramétre de disper-
sion. Ce langage et cette notation s'inspirent de la théorie normale. La figure 2.1 montre
la courbe en cloche normale, u est Uendroit oil se trouve le centre de masse de la distribution, o

décrit la répartition de la masse de la distribution.
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-3 -2 p=-0 Iz pto  put2e pt+3o
FIGURE 2.1 — Interprétation de la courbe en cloche de u et o

Proposition 11 Les distributions suivantes sont des modeles de dispersion exponentielle :

— Distribution Normale.

— Distribution de Poisson.

— Distribution Binomiale.

— Distribution Gamma.
Preuve. Pour montrer qu'une distribution est un EDM, nous proposons d’abord a(y, o)
et d(y, ). Ensuite, nous soutenons que la déviance unitaire d de la forme correcte.
Enfin, nous faisons I'algébre nécessaire pour montrer que f(y, i, 0?) correspond a la
fonction de densité habituelle de la distribution. Consédirons une variable aléatoire

7= etd(y,1) = (y— .

N (4,0%) avec pe R, 0% € R, et y € R. Soit a(y,o?) =
Remarquez que

dy,w) =(y-w?=y*-2yu+u°

Définissez g(x) = —2x, h(x) = x% et k(x) = x2. La déviance unitaire est de la bonne
forme et f(y, u,0?) correspond a la densité normale habituell .

Considérons une variable aléatoire de poisson qui définie par p € Z, et y € Zy,. Soit
a(y,o?) = y% exp(—y) etd(y,0%) = 2(ylog % — y+u). Ici, la fonction a(y, 0?) est indépen-
dante du parametre de dispersion 0. Pour une variable aléatoire de poisson, o2 = 1.

Notez que

dly,p) =2 (ylog(%) - y+p) =2ylog(y)—2ylog(y) -2y +2u.
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Définissez
g(x) =-2logx, h(x) =2x
et
K(x) =2xlog(x) —2x
-1
fypl) = aly) exp{72 (ylog(%) -y+ u)} = a(y) exp {ylog(u) — ylog(y) + y — u}

1 1

ainsi, f(y,u, o) correspond a la fonction de masse de probabilité de poisson habi-

tuelle.

Pour prouver qu’'une variable aléatoire binomiale est un EDM. Nous ajustons lége-
rement notre notation. En pratique, les variables aléatoires binomiales se produisent
lorsque nous avons un événment avec deux résultats possibles et que nous voulons
savoir la probabilité qu'un résultat se produise m fois sur n tentatives indépendantes.
Supposons que I'espace de probabilité de la variable aléatoire X soit {0, 1} et définissons
pr(x=1) = p.Remlacez y par m, u par p et *par n. De plus, nous connaissons le para-
metre 7 car c’est le nombre de fois que nous exécutons |'expérience. Fixe n comme un
entier positif . Considérons une variable aléatoire binomiale avec p € (0, 1), m € Zy4

etneZ,. Laisser a(m,n) = () et

d(m,p) = —Zn(mlog(% +nlog(1- p)) .

Remarquer que
_ p _ p 2
d(m,p) = -2n|mlog - +nlog(l1-p)| = —2nmlog(1—) —-2n°log(1 - p).
—-p —-p

Définissez g(x) = —2nlog (ﬁ), h(x) = —2n*log(1 - x), et k(x) = 0. La déviance unitaire

et de la bonne forme. Maintenant,

f(im,p,n)

mlog(i) +nlog(1- p))}

l-p

(”;) exp {log(%) +nlog(1- p)}

(:1) exp{mlogp + (n-m)log(1-p)} = (Z)p’” (1-p)" ™.

a(m, n) exp{;—;.(Zn)

Ainsi, f(y,u,0?) correspond a la fonction de masse de probabilité binomiale habi-

tuelle. Nous ajustons a nouveau la notation pour prouver qu'une variable aléatoire
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gamma est un EDM. Conventionnellement, une variable gamma aléaitoire est para-

metrée par le parametre de forme a et le parametre de vitesse 5. La densité est

ﬁaya—l eﬁy
y Uy == < 2.3
fyap) @ (2.3)
ou fonction gamma est définie comme
I'(x)= f y*le Vady. (2.4)
0

Définissez = a/Beto? =1/a.a >0et f>0donc u > 0. et 0> > 0. y prend les valeur

dans R,. Soit a(y,az) =aylla) = ﬁoc"‘e_ay_1 etd(y,pu) = 2(% —log(%) - 1). Nous

omettons I'argument selon lequel la déviance unitaire d est sous la forme correcte.

Ilimte précident arguments. Maintenant,

1 1 -
f(y,/.t,O'Z) f(y’g’_ = a(y’ E)exp{Taz (yg_log(yﬁ) _1)}

a
= al(y, E) exp{-ypB+alog(yp) - alog(a) + a}

_ L a, —a, —a a. -1 —yﬁ_Laa—l -yB
= 1ﬂ(a)ae e “(yP) 'y e _F(a)’By e ’P.

Ainsi, f(y, b, 0?) correspond a la fonction de densité Gamma habittuelle. m

Notation 12 Les équations p1 = % eto? = é sont utiles si vous utilisez a la fois les fonc-
tions de Tweedie et Gamma dans les logiciel statistique R. Les fonctions Tweedie at-

tendent les paramétres a et 3.

Remarque 13 La preuve de cette proposition met en évidence la flexibilité de la fonction
a(y,0?) dans le cadre EDM. Cette flexibilité est néccessaire pour relier des distributions

déffirentes dans le méme cadre .

IL est important de souligner que le paramétre de dispersion o2

n’est pas, en géni-
ral, égal a la variance de la variable aléatoire.

Soit X ~ EDM (u, 02). Ce qui suit est vrai :

— E[X]=p.

— IL existe une fonction V (u) telle que Var(X) = UZ.V(u).

V(.) est appelée la fonction de variance unitaire. En supposant que nous savons ce
qu’est une fonction de variance unitaire. Nous fournissons une définition formelle ci-

dessous.

Définition 14 La déviance untaire d est réguléire si d(y, 1) est deux foix continuelle-
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ment défférenciable par rapport a (y, 1) surD x D est satisfait

azd( )>0,YueD
auz mu y VI .

Définition 15 La fonction de variance unitaire V : D — R, d'une déviance unitaire ré-

guliere est
2

2d., .
$a )
Exemple 16 d(y, i) = (y—u)? est une déviance d'unité réguliers. Lexpansion y*> —2yu+

u2est clairement deux fois continuellement défférenciable par rapport a (y, p). Calculez

les dérivées partielles :

=2y +2u,

Par définition, V() = 1. Rappelons que la déviance unitaire (y — p)? appartient a la
variable aléaitoire normale. Par conséquent, la variance d'une variable aléatoire nor-

male est égale a la valeur de son parametre de dispersion.

Exemple 17 La déviance de l'unité de poisson est de2ylog(y)—2ylog(u) —2y+2u. Cette

unité peut étre défférentiée deux fois par rapport a (y, |, ‘327‘21 = i—{, donc
0%d = 2
6#2 I’t’ l’l/ - u :

La fonction de variance est . si 02 =1, comme cest le cas lorsque la variable aléai-
toire de poisson n’est pas sur-dispersée, la variance est égale a I'espérance .
IL existe un joli lemme qui offre la flixibilité du mathématicien dans le calcul de la

fonction de variance.

Proposition 18 Soit d une déviance unitaire réguliere.

od o P 0d
5y W =gz =535

(), Yueb. (2.5)

Preuve. Par définition, nous savons que d(u,u) = 0 et d(y, ) > 0 Yy = u. Cela suffit

pour affirmer que d( ., ) a un minimum local a u. Donc, %(u, W =0et %(u, w =0.
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H,M y H,H .

Puisque d est régulier. Prenez des dérivées partielles :

sz( " 0%d ( )= 0
62d( " 0%d ( ) =0
Soustrez 2d
par aMay(u,p) Donc
Ozd( )_62d( )= Ozd( ) VueD

2.2.2 Définition constructive d’'une EDM

Cette sous-section réitére une grande partie de ce que (cf.Jorgensen, (1997)) forma-
lise dans the Theory of Dispersion Models. Je sélectionne les définitions et les théoreme
pour la discussion. Nous commencons avec des modeles a un parametre. Ensuite, On

complique les choses en introduisant un second parametre.

Définition 19 Soit v une mesure o -finie sur R. Une définez la fonction cumulative K (6)
pour 8 € R comme

K(0) =log f Yudy). (2.6)

Le domaine de la fonction cumulant K (0) est

@:{eeR/ (feeyvdy)<oo}.

Cette définition demande a beaucoup de lecteurs a la fois. En pratique, nous calcu-
lons rarement la fonction cumulante K(0). Les preuves et les résultats que nous don-
nons comme substitut en K(f) sont un moyen pratique d’en-capsuler cette expression
analytique. Ce qui est suspect dans cette définition, c’est la mesure o-finie v. Nous
aimerions savoir ce qu'est v avant de continuer. Rappeler les fonctions a(y,o?) pré-
sentes dans les densités EDM. Aprés la proposition, j'ai remarqué que ces fonctions
a(y, 0%) maintiennent une flexibilité incroyable. Nous avons proposé des fonctions
a(y,o?) appropriées pour les cas normaux, de poisson, binomiaux et gamma. Ces can-
didats ne se ressemblaient pas. En géniral, ces fonctions a(y,a?), b(y,0?) n’ont pas de

formes fermés. Soit b(y,0?) comme a(y,o?) qui prend I'entrée (y,0?). Pour I'instant,
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soitg?=1.
Udy: b(y; l)dy)

Ot dy la mesure de Lebesgue. Similaire a la fonction a(y,o?), cette fonction b(y,0 ) a
beaucoup de liberté. Pour une variable aléatoire Y parametrée par 0 et définie sur un

ensemble mesurable A, la distribution cumulée est
prg(yeA):fAexp{yH—K(Q)}v(dy). 2.7)

Remarquez la fonction de densité exp {y0 — K(6)} b(y,1) a l'intérieur de cette expres-

sion. Comparez cette densité avec la densité axiomatique :

1
fhul) = a(y,l)eXp{—Ed(y,;u)} . (2.8)

Nous allons bient6t faire valoir que ces deux formulations sont les méme. Avec cette
expression pour la distribution, il est facile de déterminer la fonction de géniration de

moment et la fonction de géniration de cumul pour la variable Y.

My (t,0) fexp(yt) exp{y0 - K@)} v(dy) = exp{—K(Q)}fexp {y0+yt}v(dfd.9)

exp{—K(0)}exp{K(© + 1)} =exp{K(© + 1) - K(0)} .

Alors
Ky(t,0) =K@+ 1t)—K(@0) . (2.10)

En utilisant ces expressions simples, on peut calculer le jieme cumulant et le jieme
moment par rapport a t. Cette valuation justifie le jargon <« fonction cumulative >
K(0).

0K (1,0)

KPt0) = ———==KPV@+1¢
(t,0) 37 ©@+1)

k0,00 = KV).
Rappelons que le premier cumulant est le £ moyen. Observe ceci
K©) =p. (2.11)

Définir une fonction 7: ® — D ou O est I'espace des parametres, D est '’espace moyen
des parametres, et 7(f) = K'(6). En d’autres termes, nous avons une fonction qui as-
socie le parametre § au parametre de position . Soit 77! : D — © la fonction inverse

de 1. Cette fonction 77}

associe un parametre de position p au parametre 6. Avec les
fonctions

7 et 77!, Nous montrons bientdt que la définition axiomatique et la définition d’un
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modele de dispersion expriment la méme idée. Tout d’abord, nous formalisons la dé-

finition constructive d'un modele de dispersion exponentielle .

Définition 20 Nous appelons {pr 0 € ©} une famille exponentielle & un parametre si

& Les fonctions de distribution ne correspondent pas a une valeur constante a1,

& O contient plus d’éléments que juste 0.

Ces deux conditions indiquent que les fonctions de distribution décrivent un com-
portement aléatoire et que la famille comprend au moins deux membres. Nous géné-
ralisons cette famille de parametres a une famille de deux parametres :

Modeles de dispersion exponentielle. Soit }_ un ensemble contenant des éléments
0? > 0. Etant donné une famille exponentielle d’'un parametre,

%g) :logfexp{H%} vgiz(dy) .

Contient une mesure o—finie v ULZ . Essentiellement, nous avons mis a I’échelle la fa-
mille d’origine a un seul parametre en fonction du second parametre (le parameétre
de dispersion). La fonction de distribution pour un membre de la famille exponentielle
a deux parametres a une forme familiere :

-K
exp { y0 @

Preoy (V€ 4) :f e }Ug%(dy)'

A

Nous évaluons la fonction de génération de moment et la fonction de géniration de

cumul avec cette fonction de distribution .

My(t,0,0%) = fexp{yt}exp{@}v(dy) (2.12)

K@
exp{—%}fexp{%(0+mz)}v(dy)

K(©) K (6 +t0?) K(6+to?)-K(©)
exp{—y}exp ————— = €xp

o2 g

K6+ t0?®) - K(6) }) _ K@+ 1t0*)-K(©)

Ky(t,e,Uz) =log (exp{ >
o

o2

Trouvez les premier et deuxiéme cumulants en différenciant par rapporta t=0.

2K'0)
2 02( KO =10 =4 .
2)2 g1
K 9 " /
(0)0—2():021( @) =07 0) .
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Rappelons que le deuxieme cumulant K " (0) donne la variance pour la variable aléa-
toire. De plus, 0.V (u) est la variance d’'un EDM. Par conséquent, 70 =K 0) =
V (1). Nous avons trois fagons de décrire la fonction de variance pour un modele de
dispersion exponentielle. Revenons a la fonction de distribution pr g ,2)(y € A). Nous
avons défini cette fonction avec une mesure o—finie v 1 (y), mais nous n’avons pas

expliqué ce qu’est la mesure . Soit v D (y) égal b(y;0%)dy. IL s’ensuit que la densité est

g

0-K (O
f(yu0%) =b(y,0% exp{ya—z()} = b(y,0°) eXp{ Y

o2

S ) P

Comparer avec la densité axiomatique

1
f(y,,u,az) = a(y;az) exp{—r'zd(y,,u)} .

Dans la théorie de modeles de dispersion, Jorgensen donne que la déviance unitaire d (y, u)

pour un modele de dispersion exponentielle comme

2|sup(y0-K@) -yt (u)+K(z7* (,u))} . (2.14)
0€O

Utilisez le calcul pour trouver 8 qui maximise y0 — K () .

0 /

5 VO-K®)=y-K©@)=y-10)=¢q.

Supposons que y soit dans I'espace moyen des parametres D. Observe que 771 (y)
maximise y8 — K (0). Ainsi, lorsque y € D, nous obtenons la déviance unitaire d(y, )

2[yr () - K (=7 (1)~ () + K (" ()] .15

Rappelons que I'espace paramétrique moyen D est I'intérieur du support convexe C.
Le Tableau 1 précédent enregistre la prise en charge convexe des modeles Tweedie. La
plupart de temps, le support convexe est un intervalle ouvert comme R. Par consé-
quent, y est presque toujours dans I'espace des parametres moyen. Ce n'est que pour
Tw, (4, 02) avec 1 < p < 2 que le support convexe est l'intervalle semi-ouvert [0,00).
Jorgensen gere ce cas particulier lorsque y = 0 dans son livre . Pour garder les choses
simples, nous supposons que y € D . La proposition suivante établit le lien entre la

définition axiomatique et la définition constructive .

Proposition 21 Soit f, la fonction de densité de la définition axiomatique et f. la fonc-

tion de densité de la définition constructive. Supposons que a(y,c?) = f.(y,y,0?) . En-
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suite, pour les modeles Tweedie,
fao1,0%) = fe(y 0% . (2.16)
Autrement dit,

w} . (2.17)

1
a(y,o®) eXp{—ﬁd(y, u)} = b(y,0?) eXp{ —

Preuve. Par hypothese, nous avons un modele de Tweedie. Par conséquent, y € D est la

déviance unitaire est
2yt ) - K@ () - yr Hw) + K@ Hw)l.

Remplacer dans a(y, 0?) = ey 0%);

1
fay, it,0%) f.(3,5,0%) eXp{—Fd(y, u)}

-1 -1
yr () —-K@@ () 1
b(y,Uz)eXp{ 2 }GXP{—ﬁd(J”M)}

0-K(©
b(y,0%) exp { ya—z() } = fe(y 1,0

Remarque 22 Nous discutons que les supports convexes des modeles Tweedie. En gé-
néral, les définitions axiomatiques et constructives des modeles de dispersion exponen-
tielle sont les mémes. Voir Théorie des modeles de dispersion. Pour résumer, nous avons
maintenant une facons différente de penser les densités EDM (et Tweedie ) en termes
de fonctions cumulantes, de fonctions géniratrices de moments et de fonctions génira-
trices de cumulant. Cette version est identique a ce que nous avons discuté précédent. En
plus d’étendre notre boite a outils avec des moments et des cumulant, nous avons révélé
comment les ED M sont construits en mettant a l'échelle des familles exponentielles a un

parametre.

2.3 Lafamille de Tweedie

Les modeles deTweedie sont des modeles de dispersion exponentielle fermés par
des transformations d’échelle et des traductions. Nous désignons un modele Tweedie
comme T, (1, 0?). Remarquez comment cette notation inclut un indice p .

Tout au long de ce texte, Nous désignerons p comme parametre de puissance ou

comme parametre d’'indexation .
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Le paramétre p peut étre vu comme un indice qui identifie le type de variable aléai-
toire de Tweedie. Son role dans les fonctions de variance des modeles de Tweedie lui
vaut la désignation comme parametre de puissance. Les modeles de Tweedie ont des
fonctions de variance de la forme V(u) = p”, d’ou le paramétre de puissance de la

langue. Ci-dessous un tableau des modéles Tweedie et de leurs pouvoirs.

TABLE 2.1 — Tableau des Modeles Tweedie basés sur le parametre d'indexation p

Distribution Domaine | valeur p
a—Stable R P<0
Normal R 0
Poisson N 1
composé poisson-gamma | Ro+ 1<P<2
Gamma R, 2
a_Stable* R, 2<P<3
Gaussien inverse R, 3
a_Stable * R, P>3

* n’est pas stable.
Avant de donner un théoréme qui spécifie ce qui différencie les modeles de Tweedie

des autres EDM, nous devons clarifier une définition et argumenter deux lemmes .

Définition 23 Soit X une variable aléatoire. On dit que X est divisible a l'infini si¥n e N
on peut écrire X Comme la somme de n variables aléaitoires indépendantes, distribuées

de maniere identique (i.i.d).
Lemme 24 Soit X une variable aléaitoire. Alors,
Var(cX) = c*Var(X). (2.18)

Preuve. De (cf. Ross, (2009))
nous utilisons cela
Var(X) = E[X?] - E[X]?

Var(cX) = E[(cX)?] - (E[cX])? = c?E[X?] - ?E[X)?
c?(E[X?] - E[X)?) = *Var(X).

Lemme 25 Soit g une fonction qui est au moins une fois défférentiables, prend des en-
trées réelles positives, et pour la quelle g(xy) = g(x)g(y) est vrai. Alors g(x) = x* o, a
est une constante
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Preuve. Considérons une fonction f telle que

f(x) =logg(e®).

Donc,
fx+y) =logg(e™Y) =logg(e*e’) =logg(e*) g(e’) =logg(e*)+logg(e”) = fF()+f ().

De plus,
flex)=c.f(x).

Ainsi, f estlinéaire. Si f est linéaire, alors g doit avoir été exponentiel. m

2.3.1 Invariace au changementd’échelle

Parmi les propriétés importantes de la distribution de Tweedie, nous avons la pro-

priété d’invariance d’échelle, comme le montre le théoreme suivant

Théoréme 26 Soit X un EDM (u,0?) tel que V(1) = let V soit au moins une fois déffé-

rentiable. S'il existe une fonction f : Ry x Y, — Y pour laquelle
cX = EDM(cp, f(c,0%) V¢ >0 (2.19)

détient, Alors :

Q X est un modele Tweedie.
O f(c,0%) =c*>Po?.

QO X estinfiniment divisible.

Preuve. Selon le 2.18,
Var(cX) = c*Var(X) = oV ().

Notre hypothése donne que Var(cX) est également égal a f(c,0?)V(cu). Définissez

ces deux expressions pour qu’elles soient égales a un autre .
V() = fc,0)Vicw) .

Diviser par f(c,o?). Cette division est légale car le codomaine de f est R, . Maintenant,

C?0?
mv(u) =Vicw
prenez o2 = 1. Alors
2
e
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2 2
car V(1) = 1 a partir de nos hypotheéses initiales. Cette manocevre suggere que % est
V(C), bien que nous ne sachions pas encore ce qu’est cette fonction V(.). En tout état

de cause, nous avons la relation
ViICw) =V(IOV(w

Utiliser le lemme pour affirmer que V (u) = u” pour certains p € R.,. Ensuite, nous com-

parons 22
) =V(e=c”
et conclure que f(c,02) = ¢> Po?. Pour p #2, f(c,0?) varie en R, car o?et ¢ varient
en R, . Cette évolutivité nous permet de construire X comme une somme de idd. CX
variables aléaitoires; c’ast a dire que X est divisible a l'infini pour 2. Lorsque p # 2, X
est une variable aléatoire Gamma. IL bien connu que les variables aléatoires Gamma
sont divisibles a I'infini. Ainsi, X est également divisible al'infinidanslecas P=2. m
Considérons la transformation Z = cY pour ¢ > 0 ol Y suit une distribution Twee-
die de densité fy(z,u,0?) avec une moyenne y et fonction de variance V (u) = p”. A
partir de résultat f (c, 02) = ¢>"Pg?,nous pouvons constater que Z suit une loi de dis-
tribution de Tweedie avec le méme parameétre de distribution p, de moyenne cu et

dispersion ¢?~P¢? Plus exactement, nous avons
fz(z,1,0%) = cfy (cz,cp, ¢ Pa?) pourtout z>0etc>0. (2.20)

Les modeles de Tweedie sont fermés par des transformations d’échelle. Pour une constante

réelle positive ¢ > 0 et un modeles Tweedie Twp (W, 0?),
2y _ 2-p 2
C.Tw, (1, 0%) = Tw,(cu, ¢ Po?) . (2.21)

Preuve. Ce corollaire découle immédiatement du théoreme. m

Le corollaire précédent fournit une astuce utile pour la mise al’ échelle des modeles
Tweedie. Escaladant X ~ A4 (u,0?) par C conduit 8 CX ~ A (Cu,C%?0?). De méme,
%-(a, B) donne une variable aléaitoire ¢-(a, g) carJ (%, %) =%9(a, B). Ces exemples
montrent a quel point | est facile de mettre a I'échelle des modeles Tweedie. Une autre
propriété utile des modeles Tweedie est que nous pouvons les traduire, c’est-a-dire.

Ajouter ou soustraire par une valeur constante.

Théoreme 27 Soit X un EDM (u, 0?) fermé sous translation et avec une fonction de va-
riance unitaire différenciable. Cette fermeture signifie qu'il existe une fonction h(C,c?)
telle que

C+X =EDM(C+u, h(C,0%)), VceR.
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Un tel EDM est divisible a I'infini et posséde une fonction de variance unitaire ex-
ponentielle.

Preuve. Evaluer les écarts des deux cotés
d?V(w) = h(C,d>)V(C+p).

Ainsi V(Cu) = g(c) V() ouglc) = 02/ h(c,0?) Parce que V() est différentiable et positif,
g est différentiable et positif. C varie en R .Afin que nous puissions nous différencier a
son sujet. Différencier par rapport a ¢ a 0. On obtient V'(u) = g’(0) V(). Ensuite, nous

résolvons I’équation différentielle.

1
—V'w=|g0
fV(u) (#) fg()
log V() = ug'(0) + Co

V() = Coexp {ug'(0)}

Ici Cp > 0 représente une constante. Cette constante est une conséquence de 'inté-
gration indéfinie. Clairement, V(i) est une fonction exponentielle. Enfin, utilisez la

substitution pour résoudre h(C,o?) dans I'équation.
h(C, a2V (C+ ) = o?V ().

h(c,0%) =o%exp {-g'(0)c}.

Lorsque g(0) = 0, la fonction de variance unitaire correspond a celle d'une variable
aléaitoire normale IL est bien connu qu'une somme de iid. les variables aléaitoires
normales sont une variable aléaitoire normale. Lorsque g'(0) = 0, h(c,0?)varie avec
C € R. Nous pouvons donc construire une somme de iid. Variables aléaitoires. Ainsi X

est infiniment divisible. m

Remarque 28 Techniquement parlent, la fonction de variance unitaire dans le théo-
reme précédent n'a pas la forme V (1) = uP pour certains p € R. Décrire les modeles Twee-
die comme des EDM qui ont une variance unitaire V (1) = pu” facilite la mémorisation,
mais nous doit assouplir cette dénonciation pour inclure la fermeture sous traduction.
Les modeles de Tweedie sont des EDM qui sont divisibles a l'infini et fermés par transla-

tion et transformations d’échelle.

Jusqu’a présent, nous avons déclaré que les modeles Tweedie ont une variance
unitaire V (u) = pu” pour certains p € R, et nous avons fourni quelques exemples de
valeurs possibles pour le parametre d'indexation. Mais, la droite réelle est infiniment
grande. IL doit stirement y avoir des valeurs pour le parametre de puissance qui ne

fonctionnent pas .
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Proposition 29 L n’ya pas de modeles Tweedie avec le parametre d’'index0 < p < 1.

La preuve de cette proposition implique des fonctions génératrices de moments et
des fonctions générant des cumulant. Parce que le corps principal de ce texte cible un
public de premier cycle, nous réservons la preuve pour I’annexe. L'argument synthé-
tise de nombreuses pages du livre de (cf. jorgensen, (1997)) The Theory of Dispersion
Modeles].

Etant donné que les modeles Tweedie sont des EDM. IL ont des déviations d'unité.
La propositionnelle .1 donne les déviations unitaires pour les cas normaux, Poisson et
Gamma. Mais qu’en est-il lorsque p ¢ {0, 1,2} ? pour justifier la déviance unitaire dans

le cas géniral. Nous avons encore besoin d’installations avancées avec ED M.

Proposition 30 Pour un modele de Tweedie avec une puissance d’index p ¢ {0,1,2}, la

déviance unitaire d (y, 1) est

_ H
2

2-p 1- 2
0 p p
{ max y,0) P } .22
(1-p)2-p) 1-p 2-p

2.3.2 Preuves de La Famille Tweedie

Nous avons fait valoir certaines propositions de modeles Tweedie précédent sans
justification. De plus, nous avons suggéré dans une note de bas de page que certains
parametres d’indice p correspondent a des distributions stables. Je suis heureux de
donner maintenant des arguments pour ces résultats. Rappelons que la fonction de
variance pour modele Tweedie est V () = uP. Nous déterminons une expression pour

le parametre 0 et la fonction cumulative K (0) en terme de u et p. Observer ceci

0t (0) _ou _

— — P
00 o9 M-

Kll (6) —

Ignorer les constantes arbitraires, nous obtenons dans une intégration définitive,

, 1:logu, =1. 2.23
=7 p#l:logy, p (2.23)

Jorgensen écrit p intervalles de 0 et pas bien. Il introduit un parametres a quilié a p en

ce que
-2
a=P"%
p—1

Larelation inverse dit que
_a-2
P= a—1

Considére que
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a-2 a-2 a-1 1
p-1= -1= - = :
a—-1 a-1 a-1 a-1
Maintenant, calculez i en termes de 6 et @ en trouvant I'inverse de 0 en terme de u et
p.

) =1
-1 P (2.24)

, p=1
Ensuite, nous trouvons la fonction cumulative K (f) en résolvant I'équation différen-

tielle K’ (0) = 7 (0) = . Pour p # 1,2, intégrer pour obtenir

_ a
K(@):“_I(L) ,
a a—1

pour p =1, nous intégrons pour K (0) = e Le cas délicat est pour p = 2. Lorsque p =2,

a =0 . Ainsi, nous obtenons

) =1
K'@)=-7.

L'anti dérivé est —log(—0). En résumé

“——l(i)a pz1,2

a a-1
K@) = -log(-0) p=2 . (2.25)
e? p=1

Je comprends qu'’il est difficile de se souvenir de ces nombreuses relations entre p, a,
W 0,K@0),etV (,u) Les mathématique essaient parfois parce qu’elles défient vous fa-
cultés mentales, et parfois il essaie parce qu'’il vous oblige réguriter and synthéstiser
une masse d'information. La tache a accomplir s’adresse a ce dernier. Pour les preuves
procédurales, nous utiliserons ces expressions. Reportez-vous a cette page et a la page
précédente lorsque vous devez rappeler les relations entre les parametres et les fonc-

tions Tweedie.

Proposition 31 IL n'y a pas de modeéles Tweedie avec le parametre d'index0< p <1.

Preuve. Supposons qu'il existe un Ty, (U, o2) oit p € (0,1). Nous savons que

_ a
K(@):“_l(i)
a a—1

Défférencier deux fois par rapport a0 trouver que

" _ 2] )(X—Z
K" ©0) = (—a 1 .
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Avant de commencer la prochaine étape, nous devons considérer ce que c’est a. La
-2

relation entre « et p est mieux représentée graphiquement. Observe ceci lim,_. o+ %
et que la cartographie a partir de la concentration d'isomonotone augmente. Par consé-
quent, @ — 2 > 0. Rappelons que 0 € © pour tous les modeles de dispersion exponen-
tielle. Pour 0 = 0, La variance de la variable aléatoire Tweedie est de 0. Autrement dit,
la variable aéatoire Tweedie n’est pas du tout stochastique. Ce résultat conterdit le fait
que les modeles Tweedie sont des objets aléatoires. Nous concluons qu’il n’existe au-
cun modele de Tweedie indexé par p € (0,1). Nous pouvons également dériver la dé-
viance générale des ubités pour les modeles Tweedie. Précédemment, nous avons vu
les déviations unitaires pour les cas normaux, de Poisson et de Gamma. Ces modeles

Tweedie sont des cas spéciaux .

Proposition 32 Pour un modele Tweedie avec puissance d’indexation p ¢ {0,1,2}. La

déviance unitaire d(y, 1) est

{ max(y,0)"" _yu!? p2r }

(2.26)
(1-p)(2-p) 1-p 2-p

Preuve. Rappelons que les modeles de Tweedie ont une déviance unitaire 2.14
2{sup (30K O] - (7! (1) + K (" () }
€

Nous savons que 77! (u) =0 et K (t7! (1)) = K (0). Vérifier que

_ypt?
1-p

yr () =0

Cette égalité découle directement de la facons dont nous avons décrit 6 en termes de
u et p. Lécture de K (0) en termes de u et p nécessite plus de manipulation algébrique
que simple substitution. Vérifiez 'algebre ci-dessous. Nous commencons par simpli-
fier ce qui est a I'interieur des parenthese, puis nous simplifions le multiplicateur a
I'extérieur des parenthése, puis en simplifions le multiplicateur en dehors des paren-

these. Observez que nous appliquons la formule (p —1)(a — 1) = —1 plusieurs fois.

_ a _ 1-p a
kO a 1( 0 ) _a 1( 7} )
a \a-1 a \(1-p)@-1
a—-1

= _ 1—]9 @ — a__l l_p Z_:?
— W) = —
a-1 @20 a-1,, (@-1 (p-1) _ @2 _p?

= — pP- .
a # a p-2 p-2 2-p
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Ensuite, nous nous préoccupons de supyeg [y6 — K (0)]. Du calcul, nous voyons que le

maximum se produit lorsque

(9 a_l_ H (@-1)(1-p) _ , (a=1)(1-p) _
y_(a—l) _((a—l)(l—p)) - -

Ce calcul signifie que nous n'obtenons une solution que si y = 0. Substitut dans

max(y,0) pour y. Calculer

(3,077 max(y,0)*"7

su 0-K(@)| = max(y,0).
Geg [y ] Y I-p 2-p
max(y,0)*"”  max(y,0*” _ max(y,0)*?
1-p 2-p (1-p)(2-p)

Rassemblez toutes les pieces. Pour Ty, (,u, 02) avec p € {0, 1,2}, Nous concluons que

la déviance unitaire est

{ max(y, %" yu'"" uz"’}
(1-p)2-p) 1-p 2-pl

La derniére chose intéressante que nous allons dire a propos des modeles de Tweedie
renvoie a un commentaire que nous avons fait précédemment. Nous avons remarqué
que certains modeles de Tweedie sont des distributions stables pour certains choix
de parametres 6. Les distribution stables se connectent aux distributions limites et
trouvent leur application dans de nombreux parametres financiers. Par exemple,(cf.
James Weatherall , (2013)) parle a un niveau élevédes distributions stables dans son
livre de vulgarisation scientifique The Physics of Wall Street. Pour I'instant, nous intro-

duisons des distributions stables dans le contexte des modeles de Tweedie.

Définition 33 Soit X1, ...., X, des variables aléatoires indépendante, de distribution iden-
tique avec la distribution F. On dit que X est une variable aléatoire stable, si, pour tout

neN, il existe une une constante b et des non constantes c; telles que :
n
aX+b= Z ciX;.
i=1

A également la distribution F. Si b = 0, On dit que X est une variable aléatoire stricte-

ment stable.

Théoréme 34 Soit X un modele de Tweedie avec p € (—00,0]U (2,00) et avect ™' (1) = 0.

X est une variable aléatoire strictement stable.
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Preuve. Observe ceci 77! (1) =6, donc 0 = 0 . La fonction génératrice de cumulant du

modeles de Tweedie est
K (r0?) - K (0)

Kx (t,0,0%) = p

Rappeler que K (0) = “T_l (%)a pour le p donné pour p <0, @ € (1,2]; pour p>2, a €

(0,1). Nous voyons ces ma pages dans les figures 2.2 et 2.3. Par conséquent, | a — 1| >0

et K(0)=0.
2.00
175
m
L Fi
o
<
100 —/_//
00 150 o s 0
Tweedie Power
FIGURE 2.2 — Relation entre a et f pour p <0
]

1.00

073

0504

Alpha

025

0.004

0 50 100 150 200
Tweedie Power

FIGURE 2.3 — Relation entre « et f pour p > 2

Considérez Xj,..., X; copies de X identiques et distribuées de maniere identique.

Evaluez la fonction génératrice de cumulant de 7, X;.Cestadire,
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n
Z Kx, (t,O,UZ) =n.Kx (I,O,o'z) =

= ao? ao? | a-1

n(a—l)(t02 )a_a—l ne to?
a-1)

a
) :I(X(né t,O,UZ).

Xi,..., Xn ala méme distribution que ne X. Par définition, X est une distribution
strictement stable.

Outre le fait que certaines variables aléatoires de Tweedie sont stables dans des
cas particuliers, (cf. Jorgensen,(1997)) justifie le jargon "stable" en déclarant que les
variables aléatoire Tweedie ont des propriétés similaires aux distributions stables. Par
exemple, les variables aléatoire de Tweedie et les variables aléatoire stables sont divi-
sible a l'infini.

De plus, les distributions de Tweedie apparaissent comme des distributions limites
dans une sorte de théoreme de limite centrale généralisée . Voir Théorie des modeles

de dispersion pour étudier cette idée tangentielle.

2.3.3 Famille de Tweedie et les Modeles Linéaires

Les actuaires utilisent les statistiques, les mathématiques finanncieres et I'intelli-
gence d’affaires pour évaluer les polices d’assurances et réserver de I'argent pour le
paiement des sinistres. Ces professionnelles de I'assurance construisent souvent des
modeles statistiques pour résoudre les problemes de régression. L'analyse de régres-
sion examine la relation entre une variable cible dépendante et des variables explica-
tives indépendantes.

Lavariable dépendante d'un modeéle d’assurance est généralement soit la fréquence
des sinistres. Gravité de réclamation, ou les cofit de perte. La fréquence des réclama-
tions mesure le nombre de réclamations déposées par un titulaire de police. Les ac-
tuaires construisent des modeéles de poisson pour prédire la fréquence des sinistres. La
gravité d’'une réclamation mesure le cotit monétaire d'une réclamation. Un ensemble
de données sur la gravité des revendications ne contient que des observations de re-
vendications des déclarants. Les actuaires créent des modeles gamma ou gaussiens
inverses pour prédire la gravité des sinistres. Les cotits des pertes mesurent le mon-
tant qu'un assureur paie pour indemniser un pareur d’assurance. La plupart du temps,
les assurés ne déposent pas de réclamation. Les actuaires utilisent des modeles de
poisson-gamma pour prédire les cotits de perte .

Maurice Charles Kenneth(cf. MCk Tweedie, (1947)) a proposé un cadre qui englobe
toutes ces variables aléaitoires dans une classe. Nous appelons cette classe de variables
aléaitoires de la famille Tweedie et les distributions qu’elle contient. La famille Tweedie
est une famille robuste de distributions de probabilité. IL comprend une variable aléai-

toire discrete (poisson), une variable aléaitoire mixte (poisson-gamma), des variables
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aléaitoires continues, et des variables stables. Les modeles de Tweedie sont souvent
mis en cevre dans ’analyse de régression, mais ils sont rarement compris au-dela d'un
niveau superficiel. En fournissant plus de contexte, j’espere inspirer les modélistes ac-
tuariels a étre plus précis et créatifs dans leur application des modeles Tweedie. Outre
la science actuarielle, d’autres disciplines utilisent des modeles Tweedie. Des modeles
de Tweedie ont été utilisés pour décrire les précipitations mensuelles en Australie et
pour effectuer des analyses de capture par unité d’effort pour la recherche halieu-
tique.(cf. MCK tweedie, (1984)) se cite lui-méme et d’autres statisticiens qui mettent
en cevre des modeles tweedie dans les sciences biologiques et médicales. L'étude de
cette famille plus en détail sera fructueuse pour de nombreux chercheurs, pas seule-

ment pour les actuaires .

2.4 Méthode d’approximation de la densité de Tweedie

La distribution de Tweedie n’a pas une densité avec une forme fermée, ce qui signi-
fie que nous ne pouvons pas I'exprimer facilement. Or, cette distribution est tres utile
en actuariat, d’ol1 la nécessité de trouver des méthodes pour approximer sa densité.

Nous étudierons les méthodes d’approximation de la densité de la distribution de
Tweedie. Lapproximation de la densité est basée sur les méthodes suivantes : la mé-
thode d’inversion de Fourier, la méthode de développement en séries infinies et la mé-
thode de point-selle.

Afin de simplifier les opérations mathématiques d’approximation de la densité de
Tweedie par des méthodes qui seront discutées (cf. Dunn et Smyth, (2008)) ont choisi

k(@) =0etu=1a6 =0, sans perte de généralité, ce qui donne

pl=P-1 .
, ifp=1
g=4 1P P (2.27)
logu, p=1.
U= [9(1—;9)+1]ﬁ ,pour p=1 (2.28)
et ,
wr-l #2
K@ ={ ?P’ P (2.29)
logu, p=2

Dans la formule [ 2.23] 0 n’est pas continue en p =1 et K (0), dans I"équation [2.25]
nous avons  — logu lorsque p — 1etK(0) — log i lorsque p — 2. Ces nouvelles formes
de 0 et K(0) sont donc

continues en p aussi bien qu’en 6. Dans ce cas, la densité s’écrit sous la forme sui-

vante
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1 ( pt=P-1 pZ—P-l)}
2 1, 2
) M = ’ Y - . 2.30
f(z 07 a(za)exp{az(z T 27 (2.30)

Notons que la fonction a’(z,0?),est défirente de la fonction a(z,0?)del’equation
2.2,puisque

o

1
flapo?®) = aﬁzaﬂem*&ﬁ'zyl—p 2-p

(2.31)

1 ( p? 1 P 1
- a'(z,az)exp{— z'f -z K )}

o?\"1-p "1-p 2-p 2-p

1 1 1 1 (ulP 2-p
= a’(z,az)exp{—2 -z +—)}exp{—(u ) _E }

o 1-p 2-p o’\1-p) 2-p

oud(z,d2) exp {# (—zﬁ + ﬁ) }représente lafonction b (z, 02) del’équation|[2.13]

2.4.1 Approximation de la densité Tweedie par la méthode d’inver-

sion de Fourier

Lapproximation de la densité de Tweedie par la méthode d’inversion de Fourier se

base sur I'inversion de la fonction génératrice des cumulant
1
Ky () = 52 [k(©0+1t0)—-k(0)].

Pour approximer la densité de Tweedie par cette méthode, nous avons besoin de la

formule

1( pP-1 #2_”—1)}
2y _ 2 _ —
f(Z,[l,O')—a(y’a-)eXp{o_g (Z 1_p 2_p )

et la formule

—d(z,u)}

2y _ 2
flzwo%)=alz,o )exp{ oo

de la densité de Tweedie. L'expression de K(60)

pP-1
) #2
key={ 77 "
logu, p=2.
On montre que la fonction génératrice des cumulant a une forme analytique simple
cependant les fonctions a(.) et b(.) n'ont pas de forme fermée,Pour évaluer ces fonc-

tions, nous utilisons alors 'approche d’inversion de Fourier.
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2.4.1.1 Inversion de Fourier de la fonction caractéristique

La fonction de densité d'une distribution continue appartenant aux EDM peut étre
représentée sous la forme d’une intégrale en utilisant la fonction caractéristique de

cette distribution, tel que le montre le théoréme suivant

Théoreme 35 (cf. Peters et Shevchenko, (2015)) Considérons la variable aléatoire Y avec
fonction de répartition Fy (y), fonction de densité fy (y), et fonction caractéristique py (y),
telle que: fy (y) et @y (y) intégrables. Nous pouvons obtenir, par l'inversion de Fourier de

la fonction caractéristique o

1

fr(y)= E[(py(y)exp(—ity)dt. (2.32)

Afin de simplifier les calculs dans U'approximation de la densité Tweedie par l'inversion
de Fourier, (cf. Dunn et Smyth, (2008)) ont effectué un changement d’échelle dans la
fonction. f,(y,p,0?) Par la propriéié d ’invariance au changement d’échelle de la dis-

tribution Tweedie, nous pouvons écrire la densité de Y sous la forme suivante
fz (o 0%) = cfy(cz, cu,c* Pa?), pourtouty>0et c>0

Cette transformation nous permettra de simplifier 'expression de la densité, f7(z, u, c),A
cet effet,(cf. Dunn et Smyth ,(2008)) ont proposé trois facons pour évaluer la densité

Tweedie par l'inversion de Fourier.

2.4.1.2 Méthode 1

Dans cette premiere méthode, (cf. Dunn et Smyth, (2008)) ont posé u = 1 directe-

ment dans la formule de la fonction de densité
-7 127r
1-p 2-p

Dans ce cas, nous n'avons pas besoin d’utiliser le changement d’échelle et nous

frz,p,0%) = f.(2,1,0%) = d' (y,0%)exp | z =d (z,0%)

pouvons appliquer l'inversion de Fourier sur la fonctiona’ (z;0%)de I'équation [2.30]au

lieu de fz(z, 4, 0?) afin de simplifier les calculs.

2.4.1.3 Méthode 2

Cette méthode utilise également la formule de densité de Tweedie de I'équation

2.30] ! :
1 -1 ph-l
f(z;u’UZ):al(z,(ﬂ)exp{?(zul_p _uz—p )}
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Nous utilisons encore p = 1. (cf. Dunn et Smyth, (2008)) ont choisi ¢ = ;ll dans la densité

transformée de I’'équation[2.20[]
fz(z, 1, %) = cfy(cz,cu, > Pg®) ,z=cY,c>0.

En remplacant ¢ par ¢ = ﬁ dans cfy(cz, ci, ¢~ Po?), nous trouvons

1
fz(z,p,0%) = ;fy(z/;u, 1,0%/ % P).

Nous aurons alors

fr(z/p1,0%) = d (z/p,a®14*7P).
Ce qui implique
fz(z1,0% 14> P) = 'L—lla’ (z/p, 0% 1> P).

Afin de simplifier les calculs, nous appliquons I'inversion de Fourier, dans ce cas, sur

la fonction a'(z/p, 0%/ u?~P) ala place de f7(z, u,o2).

2.4.1.4 Méthode 3

Cette méthode utilise la formule de la densité de Tweedie de I'équation

fz(z, 1,0 = a(z, ,u)exp( dlz ,,u))

Posons z = u, donc,

f7(2,2,0%) = a(z,0%) = cfy(z,cz,c* Po?)

1

Dunn et Smyth(2008) ont choisi ¢ = 2, hous aurons alors z = p =1, ce qui signifie que,

2 2

f:(0,1, =) = alz, ﬂz_p) = a(1,¢)

’ 2 p

avec ¢ = u - et alz, 0?) = %a(l,f)

Dans ce cas, nous appliquons l'inversion de Fourier sur la fonction b(1,¢), ce qui

signifie que la performance de la méthode 3 dépend de c seulement.
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2.4.2 Approximation de la densité de Tweedie par la méthode de dé-

veloppement en séries infinies

Une de ces méthodes consiste a approximer une expression en série infinie, (cf. Jo-
regensen, (1997)). Nous pouvons écrire a(y; 02) fonctioner en série (cf. Petre et smyth,

(2005)). Pour un modele Poisson-Gamma

2y 1 2
a(y,0?)==-Wi(y,0%,p),
y
ohW(y,az,p): ‘]?‘;IWJ-.Pourp>2ety>0

a(y 02) = LV(y o’ p)
M ]Ty ) )

avec V(y,0%,p) =X, Vi .

Les deux W j et Vi sont des fractions compliquées avec de nombreux parametres,
(voir 'article de (cf. Dunn et Smyth, (1996)) pour I'’expression exacte )Néanmoins, nous
voulons évaluer W et V. (cf. Dunn et Smyth,(1996)) déterminent les indices jet k pour
lesquels W; et Vj atteignent des maximums. Ils accomplissent cette tdche en traitant j
et k comme continus, en se différenciant par rapport a eux et en mettant les dérivées
a zéro. En d’autres termes, ils trouvent le maximum de la maneire habituelle ensei-
gnée dans le calcul universitaire. (cf. Dunn et Smyth, (1996)) trouvent des limites su-
périeures et inferieures pour j et k autour de jmax et kmax. Ces limites ont trouvées
par calcul en trouvant W; et Vi suffisamment petits par rapport a W max et V max.
En fin de compte leur algorithme additionne un nombre fini de W; et Vi pour servir
d’approximation pour W et V.

Cette approche par séries vise a additionner uniquement les termes de la série qui
contribuent de maniere significative. Nous trouvons le terme qui contribue le plus,
nous I'incluons ainsi que ses voisins dans le calcul. Comme 'approche d’inversion de
Fourier, ce algorithme pourrait étre intensif en calculs ou inexact en fonction de para-

metres y, o’et p.

2.4.3 Approximation deladensité de Tweedie parla méthode de point-

selle

La troisiéme facon dont (cf. Dunn et Smyth, 1996)) approchent a(y,o?) est par
I'approximation de point-selle. Cette technique est bien connue dans la communauté
statistique.Vous pouvez trouver un traitement plus approfondi de I'approximation du
point -selle dans littérature mathématique. Dans tous les cas, 'approximation du point-
selle donne que a(y,0?) ~ (2702 yp)l/z, ol p est la puissance de Tweedie (cf. Peter et
Smyth, (2001)).
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2.4.3.1 Algorithme de la Méthode du point-selle.

pr

1. Siy=0.Alors, fy(y) =exp(—A), avec A = 2o

2. Siz>0.Alors

- aly, 1
f2(2) = @na®yP) ”ZeXP(‘ 202 )
avec,
[max(y,0)]*™ _ pi

diy,u) = — .
PR pe-p) 1oy
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3.9 Ftude de cas :Réclamation pour dommages corporels a automobile 66

3.1 INTRODUCTION

Lutilisation des distributions de Tweedie dans la modélisation des réclamations
d’assurance est particulierement intéressante. Les méthodes vues au chapitre 2 per-
mettent une estimation efficace des parametres p et o2, en utilisant la fonction de vrai-
semblance, ainsi qu'une vérification de I'adéquation du modele. Toutefois, comme la
distribution Tweedie fait partie des distributions de la famille exponentielle, nous sa-
vons que fi = X par 'estimateur du maximum de vraisemblance (MLE). Dans ce cha-
pitre, nous effectuons une application en assurance a I’aide d'une base de données qui
représente les cofits totaux individuels d’assurance automobile. Nous utilisons égale-

ment la densité de Tweedie estimée pour calculer la transformée d’Esscher.
(cf. Dunn, (2004)), (cf. Hasan et Dunn, (2011)),
(cf. Hasan et Dunn, (2010)), (cf. Hasan et Dunn, (2015)) ont utilisé des distributions

de la famille de Tweedie pour modéliser I'apparition et la quantité de précipitations.

IIs ont trouvé que le modele de Tweedie ajuste bien les précipitations de pluie.

3.2 Distribution de Poisson composée

Soit Z une variable aléatoire suivant la loi de Poisson composée telle que

N
Z=) Y. 3.1)
k=1

ol (Yi)x est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distri-
buées. Ou N est de loi de Poisson de parametre A. Notons que N est indépendante des

Y. Par convention, Z =0si N =0.

Les distributions de Poisson composée sont trés utiles en actuariat. Généralement,
N représente le nombre de sinistres ou de réclamations et les variables aléatoires po-
sitives Yy, k = 1,.., N, correspondent aux montants des N sinistres. Pour construire le
modele, nous supposons que le nombre de sinistres n’a pas d’influence sur les mon-
tants des sinistres. De plus, les montants de chaque sinistre ont le méme comporte-
ment aléatoire. En fait, le montant du premier sinistre n’a pas d’incidence sur le mon-

tant du deuxiéme sinistre et ainsi de suite.
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3.2.1 Fonction de répartition et densité de distribution de Poisson

composée

La fonction de répartition de la distribution de Poisson composée s’écrit en condi-

tionnant sur N comme suit

p(Z<z)=) p(N=kP(Z<zIN=k)
k=0

F7(2)

o0
Z P(N = k)F;k) (z) (car Net Y sont indépendantes), pour k=0,1,2,
k=0

ou Fék) (z) représente la k iéme convolution de la fonction de répartition Fy(z) deY, en
effet
FP (@) =P+ Yo+ ..+ Yk < 2) = Fyiivps.47,(2), pour k> 1.

Donc la fonction de répartition de la somme aléatoire Z est donnée par

k
Fz(e=p(Z<2) =), %e’lFl(,K) (). (3.2)

De méme, sa fonction de densité est donnée par

Ak
fr@a=Y pZ=bfP@=Y =P . (3.3)

|
k=0 k!

s (k)
ou Jy

(z) représente la k iéme convolution de la fonction de densité. fy(z) de Y,

pourk =0,1,2,

3.2.2 Fonction génératrice de probabilité d’'une distribution de Pois-

son composée

La fonction génératrice de Z est obtenue en conditionnant sur la variable N de la

maniere suivante
Gz (0= E(t?) = E|E(ZAM\N =k)| ,vi=12,..k

pour ¢ réel tel que E[tY?] existe. Puisque les variables Y. Sont indépendantes, il s’avere

que

Gz()=E

ﬁE(tYi\N:k)‘
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Comme les Y; sont identiquement distribuées et indépendantes de N, il en résulte

k
Gz =E|[] Gy )N (3.4)

i=1

3.2.3 Fonction génératrice des moments d’'une distribution de Pois-

son composée

Nous avons
Mz(t) = E(e'*)=E[E(e'*\N = n)] (par idépendance des Y;) (3.5)
= E([My (t)]N) (par indépendznce des Y; avec N)
0o 00 21m
= ) IMy®I"P(N=n)=Y [My ()" e —-car N2 ()
n=0 n.
My (D) A X x"
= ¢* Z ( Y( JA) _ g ghr(d (care®=)_ x—VxeC)
n=0 n!
_ euMy(t) 1

3.2.4 La Fonction génératrice des cumulants d’'une distribution de

Poisson composée

Elle s’écrit comme suit

K7 (1) =10g[My (8)] =log [ "M 0=1] = A(My (1)~ 1] (3.6)

3.2.5 Fonction caractéristique d 'une distribution de Poisson compo-
sée
nous pouvons calculer que la fonction caractéristique de la distribution de Poisson

composée Z, en conditionnant

sur N, s 'exprime comme suit

. . n
py(0) = E(eltz)ZE[E(e”Z = )] H (”Y"INzn) (par indépendance def3Y7)
[e.°] n (o]
= Z [y O] pIN=n ng, [oy ()] e o (car N-~22 (1))
= oA Z [<PY(I)/1] _ g Aor (D).

ol @y estla fonction caractéristique des variables Yy, alors que A est I'intensité de N .
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3.2.6 Espérance et variance d’une distribution de Poisson composée

Nous identifions 'expression de I'espérance de Z en conditionnant sur N et en

utilisant la formule de I'espérance totale.

E(Z)=E[E(Z|N)].

Ainsi, 'expression de E(Z) est donnée par

E(Z)

N
Z Y;IN=n|=E(Y)E(N)(par indépendance desY; aved3\8)
i=1

AE(Y) (carE(N) = A).

N
E[) YiI=E
i=1

En actuariat, 'espérance des cotits pour un risque, E(Z), correspond au produit du
nombre espéré de sinistres E(IN) et du montant espéré d’un sinistre E(Y) ou, en d’autres
termes, la fréquence multipliée par la sévérité. Dans le contexte de I’assurance, I'espé-
rance de la somme Z correspond a ce qui s’appelle la prime pure. De méme, pour |'ex-
pression de la variance de Z, nous conditionnons a nouveau sur la variable aléatoire

N, tout en utilisant la formule de la variance totale

Var(Z) = VarlE(Z|IN)]+E[Var(Z|N)] (3.9

.iYi'N:” E(iYiw:n)

i=1 i=1
= Var[NE(Y)]+E[NVar (Y)] = [E(Y)]2 Var (N)+ E(N)Var (Y)

= AWar(Y)+AVar(Y) (car E(N)=AetVar(N))
= A(Var(Y)+[E(Y)1?)=A[E(Y?)] (car VarY)=E(Y?) - E(Y)%

= Var |E +Var (3.10)

3.3 Distribution Poisson-Gamma

Lorsque les variables aléatoires Y, k = 1, ..., n, dans’équation Z = ZIILO Y} sont dis-
tribuées selon une loi Gamma(-A,y), le modele s’appelle Poisson-Gamma. Nous po-
sons a négatif, afin de simplifier la paramétrisation dans les formules. La distribution
Poisson-Gamma est donc un cas particulier d 'une distribution de Poisson composée.
Elle est courante dans le domaine de I'assurance.

Soit la densité de Y

_ 1
- '}/(_a)r (_a)

fr. (v) (¥)"* 'exp (Ty) pour y € R, 3.11)

ol —a < 0 ety = —*sont les parametres de forme et d’échelle respectivement. De fagon
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générale, la fonction de densité de la somme des variables aléatoires indépendantes Yy,

pour k=1,2,...,n, s’écrit

(—alm)®"

fry= Fan

exp (-y(—a/m)), (3.12)

ouY =Y +Y,+..+Y,.Nous savons que si dy est un nombre réel positif infiniment
petit, alors la probabilité que Y soitinclus dansl'intervalle [y, y+dy] est égalea f(y)dy,
donc p(y<y<y+dy) = f(y)dy. Alors la distribution conjointe de N et Y est donnée,

en conditionnant sur N, par la formule suivante, pour tout 02>0,n>0et y>0.

Ny y,A,ma)dy = P(y<Y<y+dylIN=n)P(N=n) (3.13)
(—al/m)™®" —a A"
—_ -—— —dy.
T (—an) eXp( m y)e 4y

Cette distribution appartient a la famille de dispersion exponentielle.

3.4 Application sur 'assurance d’automobiles

3.4.1 Contexte et données

Les données utilisées dans cet exemple sont formées de 753828 observations qui
représentent des données d’assurance individuelle, pour les années 2003, 2004, 2005,
2006 et 2007, ou nous pouvons observer des contrats d’assurances. Parmi ces observa-
tions, il y a 703075 observations (ou 92.05%) qui ont une réponse zéro. Ces zéros exacts
représentent I'absence d’accident ou de remboursement par véhicule assuré pour une
année.

Le tableau 3.1 représente les différentes statistiques : moyenne, médiane, coeffi-
cient de variation (CV), asymétrie, 95éme percentile et 99éme percentile, pour I'en-

semble de données.

TABLE 3.1 — Tableau représente les déffirents Statistiques sur les cofits totaux indivi-

duels d’assurance.
moyenne | médiane | cv 0% asymétrie | 95% 99%

529.67 0 1916.436 | 92.05 | 128.38 1598.20 | 9118.18

La figure 3.1 illustre la répartition des observations en fonction des cofits. Nous
remarquons une grande masse de probabilité a 0, étant donné que la majorité des ob-

servations sont des zéros.
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FIGURE 3.1 - Histogramme de distribution de perte

3.4.2 Analyse empirique

Nous effectuons plusieurs permutations aléatoires des observations. A chaque per-
mutation,nous répartissons les observations en 760 échantillons de 1000 observations.
La figure 3.2 illustre la relation log-variance échantillonnale et log-moyenne échan-
tillonnale. Les parcelles sont presque linéaires, pour toutes les permutations, ce qui
suggere que la variance est proportionnelle a une certaine puissance de la moyenne;

c’est-a-dire V(Z) = o?u”, donc la distribution Tweedie est suggérée dans ce cas.
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FIGURE 3.2 — Graphique qui montrent la relation moyenne_variance pour plusieurs
permutations

Dans ce cas, les cofits peuvent étres exprimés comme suit

YN, Y, pourN>0
Z = (3.14)
0, sinon.
olu Z est le total des réclamations, N représente le nombre de réclamations et Y;
représente le montant du iéme sinistre ou réclamation. Les données sont continues
avec des zéros exacts, cela signifie que la distribution mixte Poisson-Gamma peut étre

utilisée pour modéliser les cofts totaux d’assurance individuels.

3.5 Ajustement de la distribution Poisson-Gamma

Afin d’ajuster le modele Poisson-Gamma aux données, nous devons estimer les pa-
rametres inconnus. Nous avons trois parametres a estimer, la moyenne p, le parameétre
de dispersion o2 et I'indice de la distribution p.

Pour simplifier les calculs, nous ignorons la variabilité d’échantillonnage dans les
parametres estimés, et nous supposons aussi que les observations z; sont indépen-
dantes. Comme la densité du modele Poisson-Gamma est approximée avec précision
par lesméthodes vues précédemment, nous pouvons utiliser cette densité approximée
par

I'une de ces méthodes pour calculer les estimateurs du maximum de vraisemblance

56



CHAPITRE 3. APPLICATION EN ASSURANCE

des parametres inconnus dans le modele.

La fonction tweedie.profile, dans R(cf. Dunn, (2013)), donne une estimation des

parametres o et p utilisant la fonction de log-vraisemblance de la densité Tweedie.

La fonction de log-vraisemblance est calculée par 'une des méthodes vues au cha-

pitre 2.

La fonction de log-vraisemblance pour estimer les parametres du modeéle est don-

née par

n
logL = Z log f (21, i, %)

i=1
Pour différentes valeurs de p, nous estimons o2 par la méthode du maximum de vrai-
semblance. A partir de |'estimation de 02, nous pouvons obtenir une estimation pré-
cise de p en utilisant une fonction profil de vraisemblance (cf. Smyth, (1996)). Nous
calculons la fonction de log-vraisemblance pour les valeurs de o estimées. Les para-

meétres p et o2 pour lesquels la log-vraisemblance est un maximum sont choisis.

3.6 Adéquation du modele

Pour illustration, nous utilisons un échantillon aléatoire de 1000 observations, I'es-
timation du maximum de vraisemblance de pour le modele ajusté est 6> = 262.18 et
I'estimateur du maximum de vraisemblance de o2 est P = 1.64. Le fait que—2logL soit
asymptotiquement de loi y» Krzanowski, (1998) peut nous aider a construire un inter-
valle de confiance pour p. Pour cet échantillon, 'intervalle de confiance a 95% de p
est donné par IC = (1.59,1.69) qui est calculé par la fonction tweedie.profile dans R.
La figure 3.3 illustre la fonction de log-vraisemblance profil en fonction de p, elle nous

permet de voir la valeur de p qui maximise la log-vraisemblance.
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FIGURE 3.3 — La fonction log vraisemblance profil pour les réclamation individuelles
d’assurance. Lestimation du maximum de vraisemblance de p pour un échantillon de
1000 observations est de 1.64, avec un intervalle de confiance a 95 pour cent qui est
[1.59,1.69]

3.6.1 Ftude des résidus quantiles du modéle ajusté

Afin de juger I’adéquation du modeéle Tweedie ajusté, nous étudions les résidus de
ce modele. (cf. Dunn et Smyth, (1996)) ont trouvé utile de calculer les résidus quantiles
pour vérifier 'adéquation du modele Tweedie. A cet effet, les résidus quantiles sont
définis comme suit

rig=® {F(z;,{1,6°)}. (3.15)

Lestimation du maximum de vraisemblance de p pour un échantillon de 1000 obser-
vations est de 1.64, avec un intervalle de confiance a 95% qui est [1.59,1.69]. Ou F est la
fonction de répartition d 'une distribution continue quelconque et oest la fonction de
répartition cumulative de la distribution normale standard. Lhypothése de normalité
des résidus inclut les distributions appartenant aux EDM (cf. Dunn et Smyth, (1996)),
ce qui signifie que les résidus de la distribution Poisson-Gamma sont normalement
distribués. Dans notre cas, les résidus quantiles sont calculés en inversant la fonction
de répartition ajustée de la distribution de Tweedie a chaque valeur z;, puis en trouvant
le quantile normal standard équivalent.

Par ailleurs, les observations sont continues avec des zéros exacts. Dans ce cas, les
résidus quantiles utilisent la randomisation L seulement pour les observations pour
lesquelles la réponse est exactement zéro (cf. Dunn et Smyth, (1996)), c’est-a-dire que

la randomisation est utilisée pour produire des résidus distribués en continu.
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Les résidus quantiles utilisent le minimum nécessaire de randomisation de sorte

qu’aucune granularité

(la plus petite valeur possible) ne reste dans la distribution des résidus (cf. Dunn
et Smyth, (1996)). Dans ce cas, les résidus quantiles sont définiscomme suit : soit a;

=limy,, F (2 1i,6%) et b; = F (z;; 11,6°), nous avons alors

rai =0 {ug}.

ol y; est une variable aléatoire uniforme sur I'intervalle (a;, b;]. Dans ce cas, les ré-
sidus r,4,; sont normalement distribués. Lorsque tous les points sont situés sur la ligne
droite, cela indique un ajustement parfait, tandis que les points situés loin de la ligne
indiquent un mauvais ajustement du modele. Dans ces figures, les statistiques d’ordre
deI’échantillon sont tracées en fonction de I’ordre attendu des statistiques d’ordre nor-
mal. Le tracé des résidus quantiles de la distribution normale a la figure 3.4 montre
que tous les résidus se trouvent sur ou a proximité de la ligne a part quatre valeurs
extrémes. Cela signifie que la distribution Poisson-Gamma avec p = 1.64 ajuste bien
les totaux des cotts individuels, et que le modele suggere un ajustement adéquat des

données.

Les quatre points qui sont loin de la ligne peuvent représenter des sinistres graves
en assurance automobile qui mériteraient des analyses plus poussées, voir (cf. Doucet,
(2014)) pour plus de détails.

Theoretical Quantiles

FIGURE 3.4 — Résidus quantiles de distribution normale appliqués sur un échantillon
de 1000 observations des réclamations individuelles d’assurance.
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3.6.2 Etude des percentiles

Afin de tester la performance du modele ajusté, nous pouvons vérifier si le modele
ajusté simule des données ayant des caractéristiques similaires aux données obser-
vées.Nous estimons les parametres de la distribution Poisson-Gamma pour un échan-
tillon aléatoire de 1000 observations. Soit de nouveau p = 1.64, 6% = 262.18 et o=
536.72. Comme le modeéle estlinéaire, alors la moyenne estimée il n’est que la moyenne
de I’échantillon X. Nous calculons la médiane, le 90éme percentile, le 95éme percentile
et le ggéme percentile, de cet échantillon, et les résultats sont donnés dans le tableau
3.2

D’autre part, nous simulons 1000 échantillons, de taille 1000 chacun, a partir de la
distribution Poisson-Gamma ajustée, avec les parametres estimés P, et 62. Ensuite,
nous calculons les percentiles simulés pour chaque échantillon : nous aurons 1000 va-
leurs pour chaque percentile différent. Puis, nous calculons la médiane des 1000 per-
centiles simulés : nous aurons une seule valeur pour chaque percentile différent.

Nous construisons des intervalles de confiance empiriques a 95%, a partir des sta-
tistiques estimées par les données simulées selon le modele de Tweedie ajusté.

Ces statistiques sont considérées comme des représentants des événements faibles,
moyens et élevés des cotits totaux individuels. Les résultats de la simulation sont repré-

sentés dans le tableau 3.2.

TABLE 3.2 — Tableau de Comparaison entre les percentiles observés et les percentiles
similaires des données simulées pour un échantillon de 1000.

médiane | 90émepercentile | 95éme percentile | 99éme percentile
observé | 0 0 1920.44 9815.80

Simulé |0 0 2467.38 14121.42

Le tableau 3.2 montre que le 90 éme percentile observé est nul et égal au percen-
tile similaire des données simulées; ceci est di au fait que la majorité des observations
sont des zéros exacts. Pour le 95éme percentile, nous voyons que la valeur du percen-
tile observé est proche de celle simulée, contrairement au 99 éme percentile, la valeur
observée est un peu loin de la valeur simulée.

Nous estimons un intervalle de confiance empirique a 95% pour le 95éme percen-
tile simulé afin de vérifier si le 95 é&me percentile observé appartient a cet intervalle.
Etant donné un intervalle de confiance IC = [498.61,7036.7], nous remarquons que le
95 éme percentile observé (1920.44) appartient a I'intervalle de confiance, ce qui in-
dique que la distribution Poisson-Gamma simule des données avec des propriétés tres
similaires aux données observées.

Nous répétons le test précédent pour 100 échantillons aléatoires de taille 1000 ob-
servations chacun. Nous vérifions si les 95émes percentiles observés appartiennent

aux intervalles de confiance empiriques. La figure 3.5 illustre les résultats des 95émes
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percentiles observés et les intervalles de confiance empiriques estimés a 95% corres-

pondants.

— 95émes percentiles cbservés
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FIGURE 3.5 — Résidus quantiles de distribution normale appliqués sur échantillon de
1000 des réclamations individuelles d’assurance.

Nous remarquons que tous les percentiles observés se trouvent dans l'intervalle
empirique correspondant. Donc, I'intervalle de confiance de 95% des statistiques si-
mulées contient les statistiques observées respectivement a 100% des cas, cequi signi-
fie que le modele est bien ajusté et que la distribution Poisson-Gamma pourrait étre

suggérée pour modéliser les cotits individuels d’assurance.

3.6.3 Comparaison des estimateurs obtenus par les méthodes d’ap-

proximation de la densité de Tweedie

Pour comparer les parametres estimés, p et 62, obtenus par I’estimation du maxi-
mum de vraisemblance des quatre méthodes d’estimation de densité : inversion de
Fourier, séries infinies, interpolation et point-selle, nous tirons un échantillon aléatoire
de taille 1000 observations et nous estimons les parametres par les méthodes précé-

dentes. Le tableau = illustre les résultats de 1’estimation.

TABLE 3.3 — Tableau de Comparaison des parametres p et 62, estimés par la méthode
du maximum de vraisemblance pour les quatre approches : inversion de Fourier, séries
infinies, interpolation et point-selle.

Estimateurs | Inversion de Fourier | Séries infinies | Interpolation | Point-selle
p 1.678571 1.678571 1.676531 1.75
62 288.4715 288.4715 284.4813 157.2945

Dans le tableau 3.3, nous remarquons que les estimateurs de p et o2; sont iden-

tiques pour la méthode d’inversion de Fourier et la méthode des séries infinies. Pour la
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méthode d’interpolation, 'estimateur de p change a partir du 3éme chiffre aprés la vir-
gule, par rapport aux 2 méthodes précédentes. Lestimateur de o2, par cette méthode,
est plus petit de 3.9902, par rapport aux 2 méthodes précédentes. En ce qui concerne
la méthode de point-selle, elle donne des estimateurs qui sont tres différents par rap-
port aux estimateurs des autres méthodes, étant donné quela méthode de point-selle
est seulement une méthode approximative qui n’estime pas la densité avec précision,

comme nous 'avons déja signalé précédemment.

3.7 Utilisation de la distribution Tweedie en assurance

3.7.1 Primes et principes de prime

La prime est un paiement chargé par un assureur qui permet aux assurés de béné-
ficier d'une couverture d’assurance, complete ou partielle, contre un risque financier
(cf. Keller, (2008)). Les risques financiers sont considérés comme des variables aléa-
toires non négatives avec fonction de densité f et fonction génératrice des moments
M(t).

En pratique, le montant de la prime dépend de nombreux facteurs : les assureurs
doivent tenir compte non seulement des caractéristiques des risques qu'ils assurent,
mais aussi d’autres facteurs tels que les primes considérées par leurs concurrents. .

Nous désignons par IIx la prime chargée par I'assureur pour couvrir un risque X.
Dans notre cas, la variable aléatoire X représente les réclamations individuelles d’as-
surance automobile. La regle qui attribue une valeur numérique a I1x est appelée le

principe de prime, qui est de la forme ITx = p(X), ot p(X) est une fonction quelconque.

3.7.2 Propriétés des principes de prime

Il existe de nombreuses propriétés sur les principes de calcul des primes, parmi les

propriétés de base (cf. Dickson., (2005), (cf. Teugels.,(2004)), nous trouvons

1. Marge de sécurité positive : [1x = E (X), c’est-a-dire que la prime ne doit pas

étre inférieure au montant espéré des réclamations.

2. Additivité : Si Xjet X» sont deux risques indépendants, alors la prime pour le
risque combiné est égale a la somme des deux primes individuelles, il X; + X5 =
I1 X, +1I1 X,

3. Proportionnalité : Pour toute constante a > 0, si Z = aX, alors Z = ally, C’est-
a-dire qu’en cas de changement d’échelle du montant des réclamations, cette

propriété garantit a I'assureur le méme niveau de bénéfice.
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4. Cohérenc:Si Y = X+ ¢, ot ¢ > 0, nous aurons alors Iy = ITx + c¢. Ainsi, si la
distribution de Y est décalée de c unités de la distribution de X, alors la prime

pour le risque Y est celle du risque X augmentée de c unités.

5. Plafonnement : Soit x,, le montant de sinistre maximal pour un risque X, nous
aurons alors I1x = I1,,. Si cette condition n’est pas satisfaite, il n'y aurait aucune

raison pour I'assuré de souscrire a la couverture d’assurance.

Les principes de calcul des primes d’assurance sont des méthodes qui autorisent
une compagnie d’assurances de calculer la prime en fonction du risque X. Il existe
de nombreuses méthodes différentes pour calculer les primes d’assurances, mais dans
cette section nous nous concentrons sur le principe d’Esscher. Nous présentons d "abord
quelques exemples importants du principe de prime, ensuite nous appliquons le prin-
cipe d’Esscher sur la densité Tweedie en utilisant un échantillon aléatoire de 1000 ob-

servations des cofits totaux individuels d 'assurance.

Exemple 36 Principe de la prime nette : [1x = E(X) , la prime est égale au montant es-
péré des réclamations. Ce principe respecte toutes les propriétés debase, mais il n 'inclut

pas les marges de sécurité et ne peut donc étre utilisé pour établir la prime finale.

Exemple 37 Principe de la valeur espérée : T1x = 6(1+)E(X), pour 6 > O. Le montant
espéré des réclamations est majoré d'une marge de sécurité 6 E(X). Enpratique, l'incon-
vénient majeur de ce principe est qu'il accorde la méme marge aux risques qui ont le
meéme montant espéré. Les risques avec des moyennes identiques mais des variances dif-

férentes devraient avoir des primes différentes.

Exemple 38 Principe de la variance : 11x = E(X) + 6 Var(X), pour § > 0. Ce principe est
différent du principe de la valeur espérée, car la marge de cette prime est proportionnelle
a la variance du risque. Cette modification permet de donner une prime différente a des
risques qui n'ont pas la méme variance. Comme 6 > 0, alors le principe de la variance a

une marge non négative.

Exemple 39 Principe de l'écart-type : llx = E(X) +6+/Var(X), pour § > 0. La marge

dans ce cas est proportionnelle a I'écart-type du risque X .

3.8 Principe de la prime d’Esscher

Le principe d’Esscher produit également une pondération du risque X. Il a été in-
troduit par (cf. Biihlmann, (1980)) et (cf Gerber, (1980)). Ce principe découle du prin-
cipe de 'utilité exponentielle. Il survient lorsque I'assureur vise a optimiser son utilité
selon le principe de 'utilité équivalente. La fonction d 'utilité exponentielle de la prime
d 'Esscher est de la forme

B 1-exp(—cx)

Uy = ———— (3.16)
c
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ol ¢ une constante supérieure a 0 qui est égale a —% In u, et mesure I'aversion au dx
risque? pour une compagnie d’assurance (c.f. Denuit et al., (2006)). La fonction d’utilité
exponentielle (3.16) donne une aversion au risque constant.

Pour couvrir un risque X, la prime fix est déterminée en maximisant 1'utilité du
contrat, E[u(I1x—X)] sur toutes les fonctions croissantes continues w, telles que E[w(X)] =

1, ce qui donne
B exp(cx)

= 3.17
w(x) M (0 (3.17)
le poids w(x) dans I'’equation(3.17) donne une prime égale a
+00
ElXw(X)] = Ex 22X, :f ZEPEOX) (3.18)
Mx(c) 0 Mx(c)

Par ailleurs, Goovaerts et al ., (1984) présentent la prime d 'Esscher comme la valeur
attendue du risque X apres avoir multiplié la densité de X par une fonction de pondé-
ration croissante, ce qui rend le risque moins attrayant pour I'assureur.

Nous pouvons définir le principe d’Esscher comme une mesure de risque, qui est

donnée par

E[X ]  [57xe" f(x)dx

= 3.19
E[e"X] Jole fodx (.19)
d
- Mx(h) d -
_ dh — —
= —X(h) —dhlogMX(h) E[X]

ol h >0 et Mx(h) estla fonction génératrice des moments de la variable X. ITx est
considérée ici comme la valeur espérée de la transformée d’EsscherX de X : c'est la
prime pure de la transformée d’Esscher du risque initial X.

Dans le domaine actuariel, la transformée d’Esscher (cf. Gerber et al., (1994)) est
une transformation qui prend une densité de probabilité. f(x) et la transforme en une
nouvelle densité de probabilité g(x) avec un parametre h, tel que h > 0. Le but de cette
transformation est d "approximer la distribution du montant des réclamations globales
autour d'un point d’intérét x, le parametre h étant choisi de telle sorte que la nouvelle
moyenne soit égale a xy. Soit f(x) la densité d'une variable aléatoire non négative X, la
transformée d’Esscher de. f(x) est donnée par la fonction g(x) qui est supposée étre la

fonction de densité de la variable aléatoire X. Soit g une fonction définie par

ehxf(x)
S 3.20
g(x) T f(x)dx (3.20)
ol -
f e f(x)dx = Mx(h) (3.21)
0

La densité g(x) est une fonction pondérée de la densité. f(x), car nous pouvons I’écrire
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sous la forme g(x) = w(x) f(x), avec
w(x) =e 1M x (h), c’est-a-dire que nous attribuons un poids w(x) a chaque valeur
x. Puisque h > 0 et wr(x) > 0, alors le poids augmente lorsque x augmente. La fonction

de répartition de la variable aléatoire X est donnée par

e fndy

3.22
Mx(h) (8.22)

o0
Gg(x) = fo wf(ydy=
Cette fonction est appelée la transformée d’Esscher de la fonction de répartition de X
avec le parameétre /. Nous pouvons calculer la fonction génératrice des moments de la
variable X, a partir de la fonction génératrice des moments de la variable X, comme
suit
o0
Mg (D) = f e*g(x)dx (3.23)
0

De l'’equation ( 3.20) nous avons

JoC e el f(x)dx _ Mx(t+h)
e fxydx  Mx(h)

My (1) = f - e g(x)dx= (3.24)
0

La prime d’Esscher I1x est calculée a partir de la relation dans I'équation (3.24). Pour

h =0, nous avons M (t) = Mx(t), donc

Exemple 40 E[X]=IIx = E[X]. De facon générale,

d" d" Mx(t+h) My (h)

M~ t = = —
arn Mx(Wle=0= 75 My (h) =0 My (h)

E[X" = (3.25)
Le principe d’Esscher satisfait la propriété de marge de sécurité positive. A partir

de la formule (3.25), nous avons

4 e Dprg o 4 Ml MYWMel) Myh? oo ooz o 326)
dh X~ dn T dh My(h) My (h)? My (h)2 =0

Par conséquent, I1x est une fonction non décroissante de i, donc I1x ~E[X], pour tout
h~O. D’autre part, le principe d’Esscher satisfait la propriété de cohérence. Soit Y =

X + ¢, la prime d’Esscher de la variable Y s’écrit

E[Ye"] E[(X+c)e"**9]

E[ehY] h E [ehtX+0)] 8.27)
_ E[Xe"®]ehc 4 cE "] e
B E[th]

—E[Xehx] +c=Ix+
= c= C.

E[ehX] X
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Le principe d 'Esscher satisfait également la propriété d 'additivité

E[(X1 + Xp) el X1t Xe]
E[th1+X2]
E [(Xl) eh(X1)] E[eh(Xz)] +E[(X2) eh(Xz)] E[eh()]
E[ehXD] E[eh%2)]
E[Xje"]  E[Xpe"*]
E[thZ] + E[eXZ] —HX1+HX2.

HX1 +X5

La propriété de plafonnement est aussi satisfaite puisque si X, est le plus grand mon-

tant de réclamation possible, de sorte que P(X < x) =1, alors

XX < xmehx

E[Xe" ]  E[xpem]
X= = =Xm
E[th] E[ehxm]

Cependant, le principe d’Esscher n’est pas invariant a I'échelle. Soit Z = a X, la prime
d 'Esscher

Il (h) = E[Z—ehz]l'[y = E[Lehax] =allx (ah) #I1x (ah)
E[ehz] E[ehax]
La transformée d "Esscher peut transformer les distributions de famille de disper-
sion exponentielle, a cet effet, voici quelques exemples qui sont donnés dans Kaas et

al., (2008)
1. A (0,1) en A (p,1), pour h = y;
2. 2(1) en 2 (u), lorsque h =logu;
3. B(m,1/2) en B(m, p), lorsque p =1/ (1+ e~ "), donc h=log[p/ (1-p)];
4. BN (1,1/2) en BN (r,p), lorsque p=1- %eh, donc h=log[p/(1-p)];
5. Gamma(1,1)en Gamma(1, ), lorsque p =1 - 3e", donc h =log[p/ (1 - p)];
6. .£%(1,1)en .£¥(1,B), losque a = (1-2h)"'?, donc h = (1 —2a)/2.

Dans le cas d’une distribution de Tweedie, la fonction génératrice des moments est

donnée par

Mx (h) = exp{1[(1-hy)*-1]}.
aveca = (2—-p)/(1-p), A=u®Pp2-p)ety=¢(p-1)ulPY. Donc la fonc-

tion g (x) dans la formule (3.20)devient

ehxf (x)
exp{A[(1-hy)*-1]}
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A partir de la formule (3.24), la fonction génératrice des moments, d'une distribution

Tweedie, pour un risque X s’écrit comme suit

Mx(t+h) _ exp{A[(1-(t+m)y*-1]}
Mx (h) exp{A[(1-hy)*] -1}
exp{A(1-(t+h)y)* - (1-hy)"1}.

My (1) (3.29)

La figure 3.6 illustre les courbes des deux fonctions, f(x) et g(x), ou f représente la
fonction de densité de la distribution Tweedie pour un échantillon de 1000 observa-
tions des réclamations individuelles d’assurance automobile, alors que g est la fonc-
tion pondérée de la fonction f, obtenue par la transformée d’Esscher de la fonction
f-

La fonction de poids w(x) dans g(x) met plus de masse sur les grandes valeurs de
X, ce qui implique un chargement de sécurité. Nous observons sur la figure 3.6 que la
densité g(x) estinférieure ala densité. f(x); cependant, la densité g(x) est supérieure a
la densité f(x) dansla queue, de sorte que la transformation se traduit par une densité

avec une queue plus grosse, ceci rend le risque moins attrayant pour I'assureur.

| —— densité Tweedie f(x)
| transformée d'Esscher gix)

Se05
1

4e-05
1

3e-05
1

2e-05
L =

densité

1e-05

0e+00
1
|
|

FIGURE 3.6 — Graphique qui représente la densité de la distribution f (x) et la transfor-
mée d’Esscher de cette densité g(x), pour & =0.0001.

A partir d'un échantillon aléatoire de 1000 observations des réclamations indivi-
duelles d’assurance automobile, nous estimons les parametres de la densité Tweedie,
p =1.64, i = 536.73, (6% = 262.18. Pour mieux voir le role de la transformée d’Esscher,

les observations qui sont des zéros sont enlevées sur la figure , et la masse de ces ob-
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servations est de 0.9044.
Les valeurs des parametres de la distribution Tweedie, selon cet échantillon, sont

a =-0.553, A =0.1004463 et
Y = 9661.078. Donc, la fonction génératrice des moments My (h) = 1.7377, pour

h =0.0001.
En utilisant ’équation 3.19, la prime d’Esscher pour la distribution Tweedie est

comme suit
My = %logMX (h) = %{A (=) |} =2 |a(-r) (-7

Dans le cas de notre échantillon, le calcul de la prime donne ITx = 102954.3, pour

h =0.0001. Le parametre h est choisi selon I'intérét de I’assureur.

TABLE 3.4 — Tableau Calcul de la prime pour différentes valeurs de h.
h [ 107 10° [10® [1077 [ 10® 109 [10710 [107H
[Ix | 102954.3 | 628.47 | 544.88 | 537.54 | 536.81 | 536.74 | 536.73 | 536.73

Le parametre h d "Esscher reflete le degré d’aversion du risque pour I'assureur. Le
tableau 3.4 représente les valeurs de la prime I[1x en fonction du parametre h. Nous
observons dans le tableau 3.4 que les valeurs de la prime deviennent stables et égales
a la moyenne a partir de h = 10710 (p proche de zero). La figure 3.7 montre comment

la prime est stable pour les trés petites valeurs de £, ce qui confirme que E[X] =Ty =

E[X] pour h =0.

I —— prime d'Esscher en fonction de hl

2.048e-13
1.024e-12
5.12e-12 4
256e-11 —
1.28e-10
64e-10 o
32e-09 H
1.6e08
Be-08 -
4e-07
2e-06 -
1e05 -

FIGURE 3.7 — Graphique représentant la prime d’Esscher I1x en fonction de parametre
h.
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3.9 Ftude de cas:Réclamation pour dommages corporels

a l'automobile

Cette section présente le travail appliqué que j'ai effectué pour modéliser la gravité
avec une puissance de Tweedie optimisé. Pour les ensembles de données de gravité,
les actuaires utilisent généralement une distribution gamma ou gaussienne inverse
pour décrire la distribution de la variable cible. Les modeles gamma correspondent
a une puissance Tweedie de 2 et les modeles gaussiens inverses correspondent a une
puissance Tweedie 3. Je veux évaluer si nous pouvons améliorer la vraisemblance d'un
modele de gravité en estimant la vraie puissance de Tweedie .

Nos données de gravité ont été collectées par le conseil de la recherche en assu-
rance en 2002. Nous accédons aux données du package R InsuranceData. L'ensemble
de données est intitulé AutoBi, ce qui signifie blessures corporelles automobiles. La
couverture des dommages coroporelles couvre les frais des personnes blessées dans
un accident de voiture. Ces frais peuvent impliquer des frais médicaux, des frais juri-
diques, des frais funéraires et une perte de revenu. Etant donné que le soins médicaux
et les services juridiques cotitent cher en Amérique, vous pouvez imaginer que les ré-
clamations pour blesseurs corporelles ont des paiements élevés. Outre le données de la
colonne sur les frais de réclamation, AutoBi contient six autres variables catégorielles.
Ces variables expliquent si le demandeur s’est fait représenter par un avocat, si le de-
mandeur portait une ceinture de sécurité, si le demandeur avait une assurance, ’age
du demandeur, le sexe de demandeur et ’état matrimonial du demandeur. Autotal,
I’ensemble de données contient 1340 systemes.

Le modele que nous construisons utilise AGE, AVOCAT et CENTURE DE SECURITE
comme variables explicatives AVOCAT est une variable binaire, CENTURE DE SECU-
RITE a des catégories oui, Non,sans objet et AGE est divisé en gros entre 10 et 20 ans.
Seules ces trois variables ont diminué le critére d’information d’Akaike. Nous nous at-
tendons a ce que AVOCAT soit une covariable fortement prédictive dans mon modéele,
car elle capture les cofit associés a la représentation jurdique. L'utilisation d’'une cein-
ture de sécurité devrait réduire le risque de déces et blessures graves, il est donclogique
que la CEINTURE DE SECURITE soit prédictive .Je suis moins confiant en mettant AGE
dans notre modeéele. 1l fournit moins d'importance et seulement une diminution mar-
finale de ’AIC. Néanmoins,nous voulons avoir au moins quelques covariables dans le
modele pour différencier les assurés. La modélisation avec seulement trois variables
explicatives n’est pas idéale. Ce manque de variables ne parvient pas idéaile.ne par-
vient pas capturer suffisamment de signal sur la cible.

Je voudrais modéliser avec des variables plus explicatives pour les produits d’assu-
rance réels. En tout état de cause, cette étude vise a évaluer I'utilité de régler la puis-

sance de Tweedie. Ci-dessous, nous affichons le graphique de profil log-vraisemblance
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réalisé pour éstimer la puissance de Tweedie. Selon cette technique, la puissance de
Tweedie est trés probablement 2, 3 et le paramétre de dispersion est trés probablement
1,110.Nous créons un modele de Tweedie avec ces choix de parameétres et un modele

gamma basé sur 75 pourcent de données d’entrainent.

-31001

-32001

Log-Likelihood

-3300

2.00 225 250
Tweedie Powers

FIGURE 3.8 — Tracé du profil log-vraissemblance pour AutoBi.

Nous comparons les deux modeles. Le critere d'information Akaike pour le modele
de Tweedie évalue a 4611, 25 pour le modele gamma. Ces résultat indiquent que le mo-
deéle Tweedie s’adapte mieux aux données que le modele gmma. Nous soulignons que
I’AIC parle de la qualité d’'un modele par rapport a un autre modéele. 1l est possible que
les deux modeles correspondent mal aux données .

Sur la base métrique AIC, nous obtenons un meilleur modéle lorsque nous ob-
tenons un meilleur modele lorsque nous estimons la puissance de Tweedie .Cepen-
dant,nous voulons quantifier cette amélioration. Le tableau 3.5 présente les pondé-
rations des deux modeles. Observez que les coefficients changent avec un ordre de
grandeur 10-2. Le tableau 3.6 enregistre les prédactions pour les5 premiers cas de I'en-
semble d’apprentissage .

Nous voyons des différences dans les dizaines et les centaines de dollars .
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TABLE 3.5 — comparaison des poids linéaires entre les deux modeles de gravité AutoBi

variable explicative Modele Tweedie | Gamma Modele
Intercepet 1.8699 1.8382

Avocat -1.4757 -1.4772

Centure de sécurité 1 | 0.4490 0.4887

Centure de sécurité 2 | 1.3231 1.4061

Age 1l -1.4032 -1.3988

Age 2 -0.6246 -0.6544

Age 3 -0.1750 -0.1814

Age 4 -0.0666 -0.0669

Age 5 -0.6338 -0.6296

TABLE 3.6 — Prédictions de perte pour les 5 premieres lignes des données de test
AoutoBi .

Idex des assurés | Perte réelle | Modele Tweedie | Gamma Modele
7 3538 5443.06 5325.41
9 874 1232.93 1257.50
22 230 1955.63 1951.10
23 26262 8554.29 8546.74
33 603 1244.36 1215.72

Lensemble de formation représente environ 5, 1 millions de dollars de pertes. Nous
calculons que le modeéle de Tweedie prédit environ 100000 dollars de moins en pertes
que le modele gamma. Je attribue cette déffirence a la facon dont le modele de Tweedie
se situe entre les cas gamma et gaussiens inverse. Les modéles gaussiens inverses ont
des pics plus petits et des queues plus larges que les modeles gamm. Comme la plu-
part des réclamations résident dans la zone de pointe, je soupconne que le plus petit
pic du modele Tweedie explique la réduction. Ces informations suggerent que 1’esti-
mation de la puissance de Tweedie pourrait améliorer la précision d’envoin 2 pourcent.
Nous recevons des résultats moins encourageants lorsque nous examinons I’ensemble
de tests. Ces pertes représentent environ 2,8 millions de dollars de pertes. Nous pré-
disons les pertes a partir des deux modeles et observons que la diffirénce des pertes
prévues ne varie que d’environ deux mille dollars. Ce calcul indique que le modele
entraine ne se traduit pas également par les données de test. De plus les deux mo-
deles ne parviennent pas a prédire un montant énorme de pertes totales. Le ratio des
pertes globales réelles est d’environ 57 pourcent. Si nous avions acces a plus de va-
riables explicatives, je pense que nous pourrions amélorer mes modeéles et résoudre
ce probléeme. Ensuite, nous tracons les prédictions du modele et la distribution em-
pirique de la cible. Notamment, on voit de multiples bosses et des queues minces
sur les figures3.9 et3.10, alors que la distributionréelle a une bosse et une queue plus

épaisse. Aucun des deux modeles ne predit tres bien les pertes importantes. De plus,
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nous voyons peu de différence entre les figure 3.9 et 3.10. Les formes des deux distribu-
tions semblent presque identiques. Cette observation remet en question la différence

entre deux modeles Tweedie lorsqu’ils appartiennent tous deux a la méme sous-classe.
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FIGURE 3.9 - Distribution Ty, , du modéle de sévérité.
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FIGURE 3.10 — Répartition de la gravité des gamma.
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FProbability Density

Losses from Auto Claims

FIGURE 3.11 — Répartition des pertes AutoBi.

Cette expériences a considéré la modélisation de la gravité avec une puissance
Tweedie p € (2,3). Les actuaires rencontrent normalement le nom Tweedie en termes
de variables aléaitoires composées de Poisson-Gamma et de modélisation des cotit de
perte. En ce sens, cette étude de cas apporte une certaine nouveauté. Nous avons créé

un modele Tweedie pour les allégations de gravité et nous avons fait valoir ses avon-

tages par rapport a un modeles gamma.

Malheureusement, notre réglage des parametres de la puissance Tweedie n’a guere

changé les prédictions du modéle.

TABLE 3.7 — Distribution des pertes

Min

1st Qu

Median

Mean

3rd Qu

Max

0.005

0.640

2.331

5.954

3.995

1067.697

TABLE 3.8 — Tableau de Modele linéaire générale de la famile de Tweedie pour p =2

Estimate Std. Error | tvalue | Pr(T>Z)
intercept 1.871e+00 | 6.688e-01 | 2.797 0.00525
CASENUM | -1.131e-05 | 5.918e-06 | -1.911 0.05632
ATTORNEY | -1.438e+00 | 1.199e-01 | -12.001 | <2e-16
CLMSEX 5.674e-03 1.203e-01 | 0.047 0.96238
MARITAL -9.550e-02 | 9.464e-02 | -1.009 0.31315
CLMINSUR | 1.718e-01 2.026e-01 | 0.848 0.39667
SEATBELT 1.109e+00 | 4.430e-01 | 2.504 0.01243 *
CLMAGE 1.522e-02 3.588e-03 | 4.242 2.4e-05 ***
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TABLE 3.9 — Tableau de Modele linéaire générale de la famile de Tweedie pour p = 1.5

Estimate Std. Error | tvalue | Pr(T>Z)

intercept 1.806e+00 | 6.455e-01 | 2.798 0.005237
CASENUM | -1.262e-05 | 6.416e-06 | -1.968 | 0.049371
ATTORNEY | -1.465e+00 | 1.407e-01 | -10.409 | <2e-16 ***
CLMSEX -2.907e-02 | 1.293e-01 | -0.225 | 0.822105
MARITAL -1.045e-01 | 1.016e-01 | -1.029 0.303934
CLMINSUR | 2.777e-01 | 2.238e-01 | 1.241 0.215024
SEATBELT 1.174e+00 | 3.407e-01 | 3.444 0.000594 ***
CLMAGE 1.295e-02 | 3.832e-03 | 3.379 0.000754 ***

TABLE 3.10 — Tableau de Modele linéaire générale de la famile de Tweedie pour p =0.5

Estimate Std. Error | tvalue | Pr(T>Z)
intercept 1.806e+00 | 6.455e-01 | 2.798 0.005237 **
CASENUM | -1.262e-05 | 6.416e-06 | -1.968 | 0.049371 *
ATTORNEY | -1.465e+00 | 1.407e-01 | -10.409 | <2e-16 ***
CLMSEX -2.907e-02 | 1.293e-01 | -0.225 | 0.822105
MARITAL -1.045e-01 | 1.016e-01 | -1.029 | 0.303934
CLMINSUR | 2.777e-01 | 2.238e-01 | 1.241 0.215024
SEATBELT | 1.174e+00 | 3.407e-01 | 3.444 0.000594 ***
CLMAGE 1.295e-02 | 3.832e-03 | 3.379 0.000754 ***

TABLE 3.11 — Tableau de Modele linéaire générale pour la famille de poison
Null deviance 13771 on 1090 degrees of freedom
Residual deviance | 10460 on 1083 degrees of freedom
AIC Inf

TABLE 3.12 — Tableau de Modéle linéaire générale pour la famille Binomiale négative
Null deviance 13771 on 1090 degrees of freedom
Residual deviance | 10460 on 1083 degrees of freedom
AIC 5501.1
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CONCLUSION

En probabilité et en statistiques, les distributions de Tweedie appartiennent a la
classe des modeles de dispersion exponentielle, célebres pour leur réle dans les mo-
deles linéaire généralisé. C’est une famille de distribution de probabilité qui comprend
des distributions continue telles que la distribution Normale et Gamma, la distribu-
tion de poisson exclusivement discrete, et la classe de distributions composées mixtes
poisson-Gamma qui ont une quantité importante zéro. Les distributions de Tweedie
sont trés connues et utiles dans plusieurs domaines de recherche tels que 'analyse de
survie, les études dépenses et de consommation, de 1'écologie et de la météorologie.
La distribution de Tweedie est particulierement utilisée dans la recherche actuarielle,
plus précisément dans la modélisation des réclamations d’assurance.

La modélisation des réclamations d’assurance automobile, montre que le modele
s’ajuste bien aux données observées, et par conséquent, la distribution de Tweedie est
suggérée pour modéliser les cotits individuels d’assurance.

Enfin, la densité de la distribution de Tweedie nous a permis de faire une applica-
tion en assurance, plus précisément de calculer la transformée d’Esscher, qui rend le
risque moins attrayant pour I’assureur, et de calculer la prime d’assurance en fonction

du parametre d’Esscher £, qui reflete le degré d’aversion du risque pour I'assureur.
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