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La problématique du renforcement ou de la réparation des structures en héton armé

endommagées par des sollicitatIons plus ou moins sévères, qui se présente comme une alternative

à leur démolition pure et simple. se pose avec acuité aux maîtres d'ouvrages impliqués compte

tenu des implicatIons financières et fonctionnelles qui découlent de l'une ou l'autre de ces

décisions qui dépendent autant de la précision des diagnostics établis que du coût des techniques

de réparations disponibles sur le marché.

Parmi ces techniques, celle qui s'impose économiquement et techniquement de plus en plus el

de façon indiscutable grâce au développement des adhésifs synthétisés basés sur les résines

époxydes est celle qui utilise le collage extérieur des plaques d'acier ou de FRP.

Cependant et malgré ses succès pratiques certains aspects liés au comportement des structures

réparées par ces techniques ne sont pas encore maîtrisés de façon satisfaisante ce qui a incilé

plusieurs chercheurs à se pencher sur la question en proposant des modèles analytiques et

numehques traitant divers aspects du problème.

C'esl justement à ce niveau que nOus proposons notre contribution qui consiste à élaborer un

modèle numérique non linéaire basé sur la MEF el utilisant le logiciel bien connu ANSYS capable

de rendre compte du comportement non linéaire des poutres en béton armé renforcées par collage

extérieur sur la face tendue de plaques en FRP et en acier.

Après une première partie consacrée à la .revue bibliographique sur le thème nous avons exposé en

second lieu les modèles des matériaux non linéaires des poutres en béton armé. Enfin et après avoir

présenté les principaux types d'éléments et les modèles des matériaux utilisables par le logiciel

ANSYS en la matière, nous avons procédé à l'élaboration el à la validation de notre modèle

numérique non linéaire. La dernière étape présente l'ensemble des résultats obtenus ainsi que leur

interprétation qui nous permet de confirmer les performances observées sur le terrain el prévues

par les expérimentateurs de cette nouvelle technique.
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.Jl6stract:
Strengthening and repairing severely damaged reinforced concrete structures

constitutes a viable alternative to their demolition and replacement. However, deciding on

the way to proceed with such structures; repair or demolish? depends on a pnor

establishi"5 of an accurate diagnostic of the structure and the cost of repairing it. The

technique of repairing structures by external bonding of steel or FRP plates is considered as

one of the most economically and technically apt method that are available nowadays. This

is due to the development of synthesized adhesives that are based on epoxy resins.

Even though, considerable progress has been achieved in enhancing the performance of

this technique, man y aspects related to the behaviour of structures repaired using this

technique remained unclear. These have incited researchers into carrying experimental,

analytical and numerical studies that culminated in proposing various models that are

capable of predicting different aspects of this behaviour. The study presented herein IS

aimed at developing a numerical model using FEM and the ANSYS software that IS

capable in simulating the non linear behaviour of reinforced concrete beams strengthened

by bonded plates. The model developed was validated with experimental results found in

the literature. It \Vas found that the model reproduced most experimentally observed

features or'Ihe behavim of the se beams.
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Chapitre 1 : Introduction ---_. _ .. - -----------

Les progrès accomplis par la science ont pemJis à l'homme de réaliser des performances dans tous les

domaines, celui de la construction étant celui qu'en donne toutes les dimensions. Cependant, malgré cette

extraordinaire performance, ces constructions ont été menacées par plusieurs facteurs nuisibles comme:

la corrosion des aciers d'armatures, fissuration du béton, des changement d'affectation qui imposent de

nouvelles charges, un mauvais dimensionnement, l'évolution des normes, des accidents(choc contre un

élément de structure), l'endommagement par un tremblement de terre, la prolongation de la durée de vie

d'un ouvrage, etc.

Ces facteurs font qu'il est peut être nécessaire de renforcer ou de réparer un ouvrage. A titre

d'exemple, et pour les seuls USA les dépenses de la réparation ont largement dépassés les dépenses des

constructions nouvelles. En Août 2000, parmi les 587.755 ponts officiellement inventoriés, 167.993 ont

été jugés soit structurellement déficients ou-fonctionnellement surannés, soit les deux à la fois [1\.

Sur cette tendance, et depuis plusieurs années, la réparation et le renforcement d'ouvrage en béton

armé prennent de plus en plus d'importance dans la construction. Et le problème de la durabilité se pose

en terme de maintenance et de réhabilitation. Les méthodes de renforcement classiques, tels que

l'augmentation de la section par l'ajout de nouvelles barres d'armature et d'un nouveau béton lié à

l'ancienne structure, sont souvent très complexes à réaliser, très onéreuses, et nécessite une intervention

lourde sur la structure [2,3). Grâce aux progrès effectués dans le domaine des adhésifs au milieu du siècle

passé, une nouvelle option se présentait aux ingénieurs: le renforcement de structure par collage externe.

Dés le milieu des années soixante, on a commencé à appliquer des lames d'acier sur des structures en

béton. Ces lames étaient collées à la surface du béton à l'aide d'une résine époxy. Cette méthode

constituait une avancée majeure dans le domaine de la réfection car elle simplifie grandement le travail

par rapport aux méthodes traditionnelles. Cependant, le collage des plaques d'acier au béton présente des

inconvénients tels que le risque de corrosion du joint (Acier 1Adhésive) et le poids excessif de la matière.

Ces problèmes augmentent les coûts d'installation et d'entretien.

Dés lors, les chercheurs ont tentés de trouver des matériaux de substitution qui règleraient ce

problème, et se sont tournés vers les matériaux non métalliques, en particulier les FRP (Fiber Reinforced

Polymer). La technique de collage des plaques d'acier ou des FRP, par des adhésifs de base époxyde sur

les faces tendues des poutres en béton armé (BA) se développe rapidement. Ce procédé a été utilisé en

Europe pendant plusieurs années, et devient largement accepté aux Etats-Unis.
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Les plaques de FRP, les tissus (jabrics), ou les tiges (rads) offrent plusieurs avantages comme:

a) avantages structuraux: Les matériaux de FPR ayant une très haute résistance. et un rapporl de

(résistance / poids) plus élevée que l'acier ou le béton. Par conséquent, la résistance ct la rigidité peuvent

être augyn~"tées sans augmentation significative du poids propre;

b) avantages de durabilité: Les matériaux de FRP offrent une résistance élevée contre la corrosion et

d'autres éléments agressifs;

c) avantages économiques: Le temps et le coût d'installation sont moindres que les techniques de

réparation traditionnelles.

Dans la réaction à cette tendance, plusieurs recherches récentes concernant les structures en béton ont

été concentrées au domaine de la réhabilitation et la réparation. Un nombre significatif de recherches a été

fait ces dernières années pour caractériser les propriétés et le comportement des matériaux de FRP en tant

qu'un renforcement externe pour la flexion et le cisaillement. Cela afin d'examiner les diverses issues

liées au comportement des éléments et des structures renforcées en FRP, et pour développer l'analyse et

les méth:~:~ de calcul de ces éléments.

Plusieurs investigations expérimentales ont été rapportées sur le comportement à la flexion des poutres

en béton renforcées par le collage extérieur des plaques composites. La première utilisation des FRP dans

le domaine de la construction a été effectuée en Japon suivie des USA puis l'Europe. Les fibres

généralement utilisées sont en verre, en carbone ou en aramide, sous forme de tissus unidirectionnels ou

bidimensionnels, de lamelles ou de barres. De nombreuses études ont déjà été menées sur l'utilisation des

FRP pour le confinement de colonnes, le renforcement en flexion de poutres ou de dalles, ou le

renforcement à l'effort tranchant de poutres. Pour le renforcement à la flexion, ce sont en général des

lamelles qui sont utilisées. Les fibres de carbone, grâce à leur module d'élasticité relativement élevé, son1

en général utilisées pour ce cas. La majorité des investigations ont montré une amélioration dans lt

comportement des poutres aux états limites ultimes et de service.

De po;,.-, Je vue analytique, une évaluation quantitative rigoureuse du comportement d'une structure.er

béton remise en état réparé présente un défi formidable. Une reformulation étendue des algorithmes nOI

linéaires est exigée pour permettre ce qui suil : la considération de changement de la configurai;'),
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structurale; La superposition des parties précédemment chargées ou endommagées d'une structure avec

des nouveaux éléments supplémentaires non sollicités; modélisation constitutive appropriée des

matériaux de réparation;' et l'inclusion des contraintes résiduelles et des déformations différentielles à

travers l'interface de réparation.

Vu que les recherches dans le côté expérimental sont très avancées dans ce domaine, nous avons

consacré notre contribution dans le côté numérique. Bien que le thème ait fait l'objet de nombreuses

études, certains aspects du comportement d'ensemble des structures en béton armé renforcées par collage

de plaques extérieur restent encore à éclairer tel que: le comportement du béton en traction, les différents

paramètres de liaisons, d'adhérence et d'interfaces entre les matériaux sont en effet complexes à

modéliser ou sont encore mal connus. Là encore, la plus part des études déjà réalisées font des

simplifications. Notre contribution consiste à trouver un outil de calcul qui nous permet d'évaluer les

contraintes et les déformations afm de dimensionner ce type de structures, et d'analyser en détail les

comportements physiques des matériaux. Le recours à l'analyse non linéaire par la méthode des éléments

finis est la procédure la plus appropriée pour répondre à ces attentes. Vu le progrès important dans le

domaine d'informatique, nous avons utilisés le logiciel ANSYS. C'est un programme de calcul

extrêmement puissant qui nous permet de modéliser le comportement des structures en béton armé. En

utilisant une discrétisation tridimensionnelle, nous avons choisis les types des éléments, ainsi les modèles

des matériaux les plus convenables dans la modélisation des différents matériaux de la poutre renforcée.

Cela est accompli après un tour d'horizon que nous avons effectué sur les travaux expérimentaux,

analytiques et numériques élaborés dans la revue bibliographique, ainsi que sur les différents modèles des

matériaux utilisés pour la modélisation de comportement du composite béton armé renforcé.

Dans cette optique, ce mémoire est organisée comme suit:

• Le premier chapitre est cette introduction où nous avons rapidement présenté le problème

étudier, définie la technique de réparation et présenté l'organisation du mémoire.

• Le deuxième chapitre comportera une tour d'horizon sur les travaux de recherche traitant 1:

technique de réparation des poutres par collage des plaques.

• Dans le troisième chapitre nous avons passé brièvement en revue les modèles non linéaires de

matériaux utilisés dans l'analyse des poutres en béton armé. Un tour d'horizon sur les sources d

non linéaires ainsi que les stratégies de solutions du système non linéaires sont aussi présentés.
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• Dans le quatrième chapitre, on présentera les types des éléments utilisés ainsi que les modèles des

matériaux incorporés dans le logiciel ANSYS pour modéliser le comportement non linéaires des

poutres en béton armé renforcées par collage de plaques.

• Le cinquième et dernier chapitre est consacré à l'étude de simulation. Au cours de ce travail,

toutes les simulations ont été faites sous le logiciel ANSYS. Les résultats obtenus pour les deux

types de renforcement et pour les lois de comportements définies au quatrième chapitre seront

présentés, interprétés et comparés aux résultats expérimentaux.

• Pour finir, nous donnerons les conclusions et les remarques sur le travail réalisé et les perspectives

de développement futures dans le dernier chapitre.
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Le développement des a,lhésil, synthétisés basés sur les resmes époxydes offre de nouvelles
" possibilités pour le collage dl" malè'laux structuraux. La technique de réparation par collage extérieur des

plaques d'acier ou de FRP, kchniquc: la plus répandue actuellement, présente un choix économiquement
viable. Dans ce chapitre, ur' expo;,' des travaux expérimentaux, analytiques et numériques les plus
remarquables dans le domain,, sera utdisé afin de tenter de faire le point sur cette technique.

2.2 Réparation des poutres "II bétoll par collage des plaques :

L'un des défis les plus :mporl.lIlls que rencontre le domaine de la construction est le nombre
impressionnant d'ouvrages.1l ét: 1 de détérioration plus ou moins avancée, et qui nécessitent
l'établissement d'un diagnosi il' assP! précis. Ce diagnostic peut éventuellement aider les gestionnaires à
décider sur le sort des stru, lures "Ildommagées. Vu les contraintes budgétaires ainsi que le nombre
croissant des structures endOi ]mage.:,. le recours aux techniques de réparation est devenu de plus en plus
une alternative viable à celle :"i COI ,isle dans la démolition et le remplacement de la structure. Parmi ces
techniques nous citons :

• Réparation par coutu, ~ direlte de barres d'acier
• Réparation par colm:: age
• Technique de Dry Pa.:k
• Utilisation du béton :e fibr,.s
• Colmatage par joint, :lSton:cresouple" flexible scaling "
• Injection" Grouting
• Technique de chem; age - Auto-réparation" judicious neglect" - Peinture de résine (contre

corrosion) .... etc, [2. 1

Malgré leur diversité et l, r vas . utilisation, ces techniques de réparation souffrent de leur limitation
due aux raisons suivantes:

• Le coût de la matière .'emiè e de réparation,
• L'état avancé d'endo ,nage .lent,
• Problème de durabilil de ré ôration,
• Problème de compati, .lité el Ire l'ancien matériau et le nouveau matériau,
• Les conditions d'envi mnen en!.

Depuis les années 1990s J l tech"'que de réparation par collage des plaques composites est reconnue
comme une méthode de reniorcement assez avantageuse. Ce procédé permet d'augmenter la capacité
portante de toute la StructUiè. Il permet, selon les dispositions retenues, d'accroître la résistance aux
efforts de traction et aux moments tléchissants. Ce procédé peut concerner [4 - 6] :

• Les structures pour le: quelles on envisage des modifications de chargement.
• Les structures compoli3J1tdes erreurs (insuffisance de ferraillage, ferraillage mal placé, ... etc.)
• Les structures endommagées par accident ou soumises aux attaques par des éléments agressifs,

La réparation des ouvr:;ges e,1 un domaine de recherche d'actualité où beaucoup de travaux
expérimentaux, analytiques el numcriques ont été entrepris pour comprendre les mécanismes mis en jeu
dans les différentes techniques de réparation. Dans ce que suit, un tour d'horizon sur les travaux de
recherche traitant la techniqu,' de réparation des poutres par collage de plaques sera donné.
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De nombreux résultats expérimentaux onl démontré la faisabilité et la possibilité d'utilisation du
collage extérieuP'des plaques synthétiques au moyen des résines époxyde pour augmenter la résistance au
cisaillement et à la flexion des poutres en BA.

Le collage est effectué sur la face tendue de la poutre ou sur les cotés latéraux (Figure 2.1), celte
géométrie d'assemblage permettant au joint adhésif de travailler au cisaillement dans son plan. La
résistance de l'adhésifest caractérisée par sa contrainte de cisaillement à la rupture.

Poutre
en béton
Aciers

longitudinaux

Colle

av

F/2

1
Plaque

Longueur collée

Longueurde la poutre

--1

TT
d h
-l~

Figure 2.1 : Poutre en béton armé renfoncée par collage de plaques.

2.3.1 Résultats:

Les conclusions les plus notables rapportés par la bibliographie des études expérimentales effectuées
pour cerner le comportement des poutres en BA renfoncées par collage de plaques sont comme suit:

1 - Résistance, Rigidité et Force portante:

La majorité des poutres renfoncées ont montré une augmentation significative de la capacité portante
ultime et de la rigidité flexionnelle, surtout lorsque les aciers internes entrent en phase de plastification [7
- 17). Ainsi la résistance au cisaillement est influencée très favorablement par l'utilisation des plaques de
CFRP [18), l'effet de renforcement pouvant atteindre 300% [19). Cette augmentation de la résistance au
cisaillement peut se justifier par l'augmentation de la résistance au cisaillement à travers l'interaction des
agrégats due à la présence du FRP [20 - 23). L'effet de la plaque n'est pas seulement d'augmenter la
rigidité de la poutre mais aussi de donner une meilleure contribution du béton tendu [9).

Le moment ultime de la première fissure des poutres renfoncées est supérieur à celui des poutres non
renfoncées, l'augmentation maximum du moment ultime de la première fissure et du moment ultime de la
poutre sont respectivement de 150 % et de 230 %, l'augmentation maximale de la rigidité de la poutre
renforcée est de 110% (24).

La résistance au cisaillement de l'élément renfoncé augmente de Il % à 34 % par rapport à celle de
l'élément non renfoncé. Celte variation dépend du système ou des techniques utilisées pour la réparation
[20). La résistance au cisaillement dépend essentiellement du joint entre le béton et le FRP [8, 21 - 231.
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dilTérence significative entre la contrainte axiale dans la plaque et la contrainte axiale dans le
III, ceci est dû à la présence de déform:llion de cisaillement importante dans l'adhésif au
; fissures à mi-travée [25). La contrainte dl' cisaillement inter-faciale dans la couche adhésive
.leur maximale dans l'extrémité de la plaque, puisi.diminue progressivement lorsqu'on
extrémités) 131. La supposition de comp:llibilité de déformation doit être appliquée dans la

1 des contrainte de cisaillement inter-facia!e125].

lé de la plaque diminue avec l'augmentation de sa rigidité, les plaques de CFRP
elles sont les plus rigides [26).

.c de fissuration et de ruine:

Ire (04) mécanismes de rupture possibles qui peuvent apparaître lors de la déformation des
'rcées par collage de plaques et chargée, sur quatre points, ces mécanismes sont résumés

.lr traction des FRP (Figure 2.2.a) lorsque la déformation de la plaque dépasse sa valeur

.s la zone de moment maximum [27]. Celte rupture apparaît après plastification des aciers

.lUX.

Il du béton (Figure 2.2.b) lorsque la déformation de compression du béton dépasse sa valeur
dans la zone de moment maximum L,'s poutres renforcées' atteignent leurs résistances
'uonnelles et se rompent par écrasemenl du béton suivi par la plastification des aciers de
comme dans le cas dans les poutres en !.1étonarmé [27]. La plaque n'atteint sa résistance
. lorsque le béton et l'acier de ferraillage", teignent leurs résistances ultimes [9]. L'apparition
.ière fissure est retardée [14], le schéma "e fissuration est similaire à celui de la poutre non
Jour les charges de service, alors que ,our les grandes charges il est significativement
, 12] .

.e rupture le plus dominant est le décollement de la plaque ou des feuilles du FRP (Figure
IC ou sans un endommagement léger dE la surface du béton. Ce décollement est dû à la
l'interface béton / adhésif qui se produ 1 lors de l'apparition des fissures de cisaillement
es [16,17,24,25,28,29], ou à la conce:ttration des contraintes au voisinage de l'extrémité
le (30). Ce mécanisme de rupture peut s' amorcer à n'importe quelle fissure de cisaillement
.e, puis il se propage vers l'extrémité à.e la plaque [27). Si la surface du béton est bien
1 le joint est bien garnis, dans ce cas le mcde de rupture sera par la flexion classique ou par la
. CFRP [17,31,32]. Par conséquent le renforcement par la CFRP transforme la rupture des
une rupture classique par flexion ductile à une rupture prématurée. Ce qui conduit à la
Il de la ductilité. Il est nécessaire d'optimiser cette technique de renforcement par l'utilisation
,me d'ancrage [7 - 9). Il paraît que la résistance du béton est un facteur ml\Ïeur qui influence
.ollement, tandis que la déformation de la plaque et la section des aciers longitudinaux et
lIX sont moins influents [16].

,ar cisaillement flexionnel (Figure 2.2.d) la rupture des poutres renforcées ex1érieurement
par l'apparition des fissures de cisaillement aux endroits adjacents aux extrémités de la
ur une charge comprise entre 70% et 80% de la charge ultime, ces fissures se propagent
rs la mi-travée. Finalement, une propagat ion brusque des fissures horizontales apparait dans
enrobage le long de l'interface Béton / A"cr, qui est la surface la plus faible. Ce qui conduit
e de la poutre lorsque ces fissures deviennent larges [10,13,27).
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Les deux premiers mécanismes sont plus économiques, car ils permettent l'exploitation totale de la
résistance de FRP. Mais les deux derniers sont des mécanismes brusques et apparaissent à une valeur de
charge inférieure à celle exigée par les équations conventionnelles de calcul [27).

a) Rupture par traction des FRP (R)

FI2

c) Décollement de la plaque à l'interface
béton-adhésif(O)

FI2

----p
~---~a'----~

b) Ecasemeot du hétoo (C)
FI2

d) Rupture par cisaillement flexionnel
à l'extrémité de la plaque (S) FI2

Figure 2.2 : Mécanismes de rupture typiques des poutres renforcées par collage de plaques en FRP.

Les paramètres contrôlant les différents modes de rupture sont la capacité flexionnelle Pr et la capacité
de cisaillement Ps. Si Pr < Ps, la rupture se produira probablement par flexion de poutre de béton ou par
décollement de la plaque d'acier (suivant la charge de rupture la plus faible de chacun des deux modes).
Si Pr> Ps la rupture se produira par cisaillement diagonal. Le décollement et le cisaillement diagonal sont
des modes de rupture brusques, et devraient être évités. Les paramètres qui favorisent ces modes de
rupture sont l'épaisseur de la plaque et la distance entre le point d'appuis et l'extrémité de la plaque [33].

La déformation de traction, la fléche, la courbure, la rotation, les ouvertures des fissures diminuent avec
l'utilisation du renforcement, ce qui conduit à l'amélioration de la performance en service [7,9, 13 - 15,
24). Le nombre des fissures à la charge ultime de la poutre renforcée est supérieur à celui de la poutre non
renforcée, la fissuration est donc plus répartie [10,24).

Il est évident que le mode de rupture, la charge ultime et la capacité au cisaillement sont affectés par la
distance av entre l'appui et le point d'application de la charge. Le moment ultime et la capacité au
cisaillement augmentent avec l'augmentation du rapport (av Id). Pour un rapport inférieur à six le mode
de rupture est le décollement de la plaque, la séparation de la plaque est causée par le transfert de la
contrainte normale et la contrainte de cisaillement de l'adhésif vers le béton dans la zone d'extrémité de la
plaque. [15,21,24]

Le renforcement des éléments existant en béton armé par collage des plaques sur les faces tendues est
nécessaire pour les différentes raisons :

•• Réduction de la flèche en service (critère de rigidité)
• Amélioration de la charge portante maximale (critère de résistance)
•• Limitation de la largeur et de la distribution des fissures dans le béton (critère de durabilité)
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Cependant, ces performances sont sensibles à la variation des plusieurs paramètres. Cest pour cette
raison qu'une étude paramétrique s'impose, afin de déterminer l'infiuence de ces paramètres sur le
comportement de la poutre.

2.3.2 Etude paramétrique:

1- Effet du type de plaques:

La dégradation des joints des éprouvettes réparées par des tissus en polymère renforcés par des fibres
en carbone (CFRP) est plus importante que celles réparées par des tissus en polymère renforcés par des
fibres d'aramide (AFRP) ou de verre (GFRP) [29). Les poutres renforcées par GFRP ont un
comportement de type plastique, tandis que les poutres renforcées par CFRP ont un comportement
linéaire jusqu'à la rupture [7).

2- Effet de l'ancrage:

L'utilisation des systèmes d'ancrage pour fixer le renforcement à la poutre améliore la capacité de
cisaillement et la ductilité [15, 16, 18). L'ancrage peut empêcher le déplacement vertical de l'extrémité de
la plaque, mais n'empêche par le glissement horizontal le long de la travée [16).

3- Effet de l'épaisseur et la largeur de laplaque:

L'épaisseur de la plaque a un effet considérable sur la transmission de la charge entre les différents
composants de la poutre, sur la capacité portante de la poutre, et sur le mode de rupture [13, 34).
L'augmentation de l'épaisseur de la plaque au-delà d'un certain seuil, cause le décollement prématuré de
l'extrémité de la plaque et la diminution de la ductilité [8, 11, 12). La largeur de la plaque n'a aucune
influence sur la résistance du joint [28), mais a un effet considérable sur la diminution des déformations
maximales de la poutre, ce qui indique que l'exploitation de la plaque n'est pas totale. Pour une utilisation
optimale, la plaque doit être ancrée aux extrémités afm d'éviter le décollement [24).

La contrainte de cisaillement inter-faciale dans l'extrémité de la plaque augmente avec l'épaisseur de la
plaque [13). Le rapport entre la largeur de la plaque et son épaisseur est trés important dans la définition
de la contrainte agissante dans le joint aux extrémités de la plaque [34).

4- Effet de la longueur de laplaque:

Les résultats trouvés dans la littérature et se rapportant à ce sujet sa contredisent. Certains chercheurs
[28, 31, 35) ont trouvé que la longueur de la plaque n'influe pas sur la capacité portante de la plaque à
condition que la plaque soit convenablement ancrée. D'un autre coté, d'autres chercheurs ont montré que
plus les extrémités de la plaque sont proches des appuis, plus la résistance de la poutre augmente [11). 11
semble aussi que l'état de surface du joint affecte la charge ultime et la rigidité de la poutre [26).

5- Effet de l'emplacement des plaques:

Le renforcement des poutres au cisaillement par collage des plaques latérales améliore non seulement
la capacité de la poutre au cisaillement, mais également sa capacité de compression. Ainsi, l'apparition
des fissures diagonales est retardée et leur développement est limité. Le renforcement latéral a un effet
bénéfique sur la ductilité des poutres, et améliore la résistance ultime des poutres endommagées ou des
poutres insuffisamment ferraillées transversalement. Les essais conduits ont montré que la contribution
des plaques dans la résistance au cisaillement augmente avec la section des plaques latérales [36 - 381.
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La section des armatures transversales des poutres n'a aucun elTet sur le décollement de la plaque
CFRP. L'utilisation du renforcement latéral par collage extérieur des plaques dans la zone comprimée
avec le renforcement de la face tendue, augmente la capacité de cisaillement et la capacité flexionnelle de
la poutre (16,39).

6- Effet de l'épaisseur de la colle:

L'utilisation d'une couche d'adhésif épaisse permet un déplacement relatif considérable entre la
plaque et le béton tendu dans les endroits des fissures. D'autre part, pour les poutres pré-fissurées, les
couches épaisses causent un transfert de charge graduel entre le béton et la plaque, et minimisent
l'apparition des nouvelles fissures. Donc l'épaisseur de l'adhésif affecte la déformation locale (40).

Partant de l'observation que la colle ne se fissure pas préalablement à la poutre, il est légitime de
prendre en considération sa collaboration dans la résistance à la traction du composite, et de faire les
calculs en conséquence (9).

Les matériaux composites à matrice polymère et à renforts textiles carbone ou verre (CFRP ou GFRP)
présentent des avantages considérables dans le domaine du bâtiment et des travaux publics lorsqu'il s'agit
d'assurer la protection, la réparation et le renforcement d'ouvrages ou d'éléments d'ouvrages tels que
poutre, poteau, dalle en BA, ou béton précontraint ... etc. Les principaux avantages de ce matériau et de
ce mode de fixation sont:

• Contraintes et déformation de rupture très élevées (3500 MPa).
• Grande résistance à la vibration.
• Grande résistance à la fatigue sous les cycles traction - traction
• La répartition des contraintes de liaison sur une surface importante.
• La possibilité d'optimiser la géométrie et les dimensions de collage.
• La légèreté de l'assemblage: Les matériaux de FRP ayant une très haute résistance, et un rapport
de (résistance 1 poids) plus élevé que pour l'acier ou le béton; par conséquent, la résistance et la
rigidité peuvent être augmentées sans augmentation significative du poids propre (sa densité varie
entre 1200 + 2600 kg Imm').
• Les plaques FRP procurent à la poutre des propriétés d'isolation et d'étanchéité contre les
éléments agressifs qui peuvent attaquer le composite poutre - plaque.
• Le temps d'installation et le coût sont moindres que pour les techniques de réparation
traditionnelles.

2.4 Travaux analytiques :

Un effort considérable a été consacré au développement de modèles analytiques capables de prédire
correctement la réponse des structures en béton soumises à des chargements variables. Les anciens
modèles sont basés sur la théorie de l'élasticité. Les modèles récemment proposés utilisent, entre autres,
les théories générales de la mécanique des solides en plasticité, la théorie de l'endommagement et la
mécanique de la rupture (41). Dans ce qui suit, nous présenterons individuellement les modèles
analytiques remarquables qui ont été développés pour l'étude des poutres renforcées.

2.4.1 Calcul des contraintes à l'interface Bétoo! Plaque:

1°1 Arduini et Nanni (27,42) ont développé un modèle analytique pour analyser la distribution des
contraintes normales et tangentielles dans l'interface Colle /Bélon. Ce modèle permet l'étude de l'effet de
la rigidité et l'épaisseur de l'adhésif. Le modèle analytique conçu pour prédire le comportement d'un
élément en béton armé renforcé par le collage d'une plaque en FRP sur sa face tendue et soumis à la
flexion quatre points. Ce modèle évalue aussi l'influence des différents paramètres sur le comportement
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d'ensemble de l'élément. I.a démarche suivie consiste à considérer l'équilibre d'un tronçon infinitésimale
de l'élément, et postulé sur les hypothèses suivantes:
Une section plane reste plane pendant le chargement.
La surface de charge de Mohr - Coulomb à l'interface Colle IBéton ne change,pas suite à la présence
des fissures flexionnelles, e.à.d. qu'il n'existe pas une interaction entre la contrainte normale
horizontale, la contrainte de cisaillement, et la contrainte normale verticale.
L'interface Colle IFRP est plus forte que l'interface Colle IBéton.
Les couches de l'adhésif et de la plaque sont minces, donc les contraintes dûes au moment de flexion
agissant sur elles sont négligeables.

Les lois constitutives sont les suivantes:

Béton: Le modèle constitutif du béton est présenté dans la figure 2.3. La courbe est constituée par deux
branches, l'équation de la partie parabolique est donnée par:

2.1

1: , cr : déformation et contrainte de compression.

La loi de comportement du béton comprimé est non linéaire, et tient compte de l'effet de confinement
dû aux cadres transversaux (Figure 2.3). Puisque l'écrasement du béton est influencé par l'effet de
confinement, les paramètres critiques de la nouvelle relation sont donnés par :

2.2

Où:

!c' =.t: (l+25amw), ,
8e =2!c lE

6.83AJy
ti7 NI ;:;: ,

b.s.fc
a: Facteur de réduction qui dépend du type, et du nombre des cadres.(dans cette étude a est pris égale

à 0.27)
E : Module de Young du béton.
As : Section des armatures transversales.
fy: Résistance limite de l'acier.
b : Largeur de la poutre.
s : Espacement des cadres.

/,; : Contrainte de compression du béton non confiné.

/,; : Contrainte de compression du béton confiné

feu: Contrainte ultime de compression du béton confiné (leu = 0.2/c')

lic: Déformation de compression du béton non confiné qui correspond à /,; (cc=2/ JE).

8' c : Déformation de compression du béton confiné qui correspond à !C' .
c",: Déformation ultime de compression du béton non confiné ( 8", = 0.0035).
,

C'" : Déformation ultime de compression du béton confiné.
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Figure 2.3 : Modèle constitutif du béton.[42]
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Le co:
valeur d,
est prise

Acier: l
(Figure:

:cment du béton à la traction est considéré de type linéaire fragile avec adoucissement. La
It égale à 90 % de la résistance à la traction par fendage, Ety est égale à fllE, tandis que !:tu

'tairement égale à 0.008.( Figure 2.3)

,rres de ferraillage sont modélisées en supposant un comportement élastique écrouissable

Ey EU

Colle: l
pour la c

Plaque J

Pour
sont sati

La d
trianguh,

Figure 2.4: Modèle constitutif de l'acier, [42]

'''portement isotrope élastique avec une adhésion parfaite dans les deux interfaces est admis

Le comportement est supposé linéaire élastique jusqu'à la rupture.

,ue segment dx les équations d'équilibre des forces normalcs, et des moments fléchissants
:5.

"lion de contrainte de cisaillement à l'interface Colle /Bélon pour chaque segment d" est
,'l sa valeur maximale est calculée par (Figure 2.5):
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2.3

n

,--------l = n • dl----
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""1---" ""--"----t
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)-2 )-1
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- _ 1

1
J+l

'"

dY

Figure 2.5: Medèle analytique discret. [42]
Où:
b :Largeur de la poutre;
dx : Longueur de l'élément fini.
~: La force normale (horizontale) dans la plaque FR? dans le segrnentj.
N aj: La force normale (horizontale) dans la colle dans le segmentj.

La distribution de la contrainte normale dans la même interface est aussi triangulaire, et sa valeur
maximale dans les extrémités de l'élément est calculée par;

(aaloj tax = [(N j+l - N j )(dv j + ta + tp /2),- (N a.j+l - N a.j )(dv j + ta /2)] b.:2 2.4

Les indices a et p indiquent respectivement l'adhésif et la plaque de FR?"
dv]: L'incrément du déplacement relatif vertical de segmentj.
t : Epaisseur.
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Les résultats analytiques de calcul de déformation montrent une meilleure corrélation avec les résultats
expérimentaux. Ce qui justifie la supposition du joint parfait AdhésiflHéton et Adhésifll'Iaque de HU'.
La rigidité élevée après plastification " posl-yielding " de modèle analytique est probablement justifiée
par l'existence des glissements dans les deux interfaces dans les directions horizontale et verticale.en
même temps.

2°1 Le modèle proposé par Ye [43) utilise un procédé itératif pour étudier le transfert des contraintes de
cisaillement dans les interfaces d'une poutre en béton armé renforcée sur la face tendue par une plaque en
FRP (Figure 2.6)

. . . -
:;.;:;.:;~ t ~

. . .. ift p+1. cr --+[. ._,,_....wJ~cr+ d; Ax

Figure 2.6: Equilibre d'un élément de la plaque. (43)

Pour modéliser le joint entre le béton et la plaque composite un calcul approximatif d'équilibre d'un
élément d'interface a été utilisé. Pour une couche d'adhésif mince, la déformation tangentielle à
l'interface Béton 1Plaque est approximativement égale à :

uc(x)-u (x)r = p

ta

Uc : Déplacement horizontal du béton à l'interface
Up : Déplacement moyen de la plaque
ta: Epaisseur de la couche d'adhésif
x : Coordonnée longitudinale à partir de l'extrémité de la plaque.

Donc la contrainte de cisaillement à l'interface est :

,(x) = G lup(x) - lic(x)1
a ,

a

Ga : Module de cisaillement de la couche adhésif
La dérivée de la contrainte de cisaillement par rapport à x nous donne:

d,ex) = Ga (li -li+) = Ga (5!--li+)
dx ,Pc tE C

a Q P

Où E+C : Déformation maximale de traction du béton.
Ep : Déformation de la plaque FRP à l'interface.
cr : Contrainte normale longitudinale
Ep: Module d'élasticité de la plaque.

D'après la figure 2.6 l'équilibre horizontal de l'élément de la plaque nous donne:

da(x) ,(x)=dx

2.5

2.6

2.7

2.8
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Où: tr est l'épaisseur de la plaque.

La solution générale des équations 2.7 cl 2.8 peut se préscl:ter eomme suit:

15

{a} = exp [KXVaO} + fexpl.qx-~)Jx{ ,? }d~ 2.9
T ~To 0 -CaCc(~)lla

K est une matrice d'ordre 2
<Jo et 1:0 sont les eontrainte normale longitudinale et de cisaillement à l'extrémité de la plaque
(x=O).

L'exponentielle de la matrice Kx peul .'Ire exprimée explicitement comme:

Sinh(aX)lalp]

cosh(ax)
2.10

Où:

Après substitution et application des c' .nditions aux limites ( pour: x = 0 , <JD = 0 et pour: x = lp , 1:0 =
0) on obtient:

xC
T = To cosh(ax)- f--"-c. )sha(x-~)c;(~)d~

° la

a=.3t...sinh(ax)- xf~~sinha(x-~)c+(Ç)d~ 2.11
l ' ca p 0 al 'I}

1 /, C
Où: To= --- f--"-cos: a(lp -~)c;(~)d~

cosh(alp) ° la

lp : la longueur de la moitié de la plaqt e.

Les résultats de cette méthode mOllirent que la contrainte de cisaillement à l'extrémité de la plaque
augmente lorsque:

a) on utilise une couche d'adhésifmince
b) la rigidité de la plaque (mod .de de Young) est élevée.
c) il y a une grande distance emre l'extrémité de la plaque et l'appui de la poutre.

Une étude comparative indique que cette méthode analytique est en bon accord avec les résultats de
l'analyse par la MEF.

3°1 Le travail de De Lorenzis, Miller, et NannÎ [28] : présente une approche simplifiée pour le calcul
des contraintes de cisaillement dans le joint plaque / béton des poutres soumises à la flexion et renforcées
par collage des plaque en FRP. Le modèle développé a permis d'évaluer l'expression de la charge
d'arrachement et la longueur effective, le collage.

L'analyse du joint adhésif dans le domaine élastique linéaire peut être gouvernée au moyen d'une
approche simple de cisaillement. L'éqllation différentielle qui gouverne le joint est comme suit:
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d'S 1---T(S(X») = 0
£lx' I.E

Où - S:Le glissement
r: La contrainte de joint (bond strcss)
x :Coordonnée le long de longueur collée de la plaque
1et E : Sont l'épaisseur et le module élastique du FRP respectivement.

16

2.12

L'équation 2.12 est basée sur les équations d'équilibre et de compatibilité d'un élément fini de la plaque
de longueur dx, avec les suppositions que:

1) Le comportement de la plaque du FRP est linéaire élastique
2) La déformation du béton est négligeable devant celle du FRP
3) L'adhésif est soumis seulement aux forces de cisaillement.

A des niveaux de charges modérées, un comportement linéaire de contrainte-glissement de joint peut
être adopté:

't=K.S 2.13

Avec:

On va résoudre l'équation 2.12, en substituant 't, et en appliquant les conditions aux limites (c(O) = 0 ;
c(/) = a app! / E), on obtient les formules suivantes:

aapp!S(x) = --. .coshro:
a.E.sinbal
uappl •

cCx) = -~-.Slnbro:
E.sinhal 2.14

'tex) =K. S(x)

a- [K
fiE

Où s(x) : La déformation de la plaque.
cr.ppl : La charge extérieure appliquée.

1 : La longueur collée.

L'approche précédente a été appliquée précédemment à l'analyse des joints des plaques FRP. Dans ce
cas le module de glissement K peut être établi au moyen d'un modèle simple de cisaillement comme le
rapport entre le module du cisaillement de l'adhésifG, et l'épaisseur de la couche adhésive.

La longueur effective de collage peut être exprimée comme suit:

2.15

Gf: Energie de rupture par unité de surface du joint.
'tm : Valeur maximale de 't dans la courbe 't - glissement,c.à.d. la résistance locale de joint.
Tm =0.0184,Jï.E

Un accord raisonnable avec les résultats expérimentaux a été constaté, surtout pour les éprouvettes avec
un pli laminé. Il paraît que la rigidité du laminé influence favorablement la charge de rupture de joint.
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4°{ Teng ct Smith [441 ont proposé une solution analytique pour prédire les contraintes d'interface
qu'ils ont appelé" solution analytique de Smith et Teng". En considérant une poutre simplement appuyée
soumise à une charge uniformément répartie, les auteurs ont développé une expression pour les

, contraintes à l'interface moyennant les suppositions suivan!es :

• Modèle linéaire élastique
• Seules les déformations axiales sont considérés, celles dûes au cisaillement sont négligées.
• Distribution uniforme des contraintes à travers l'épaisseur de l'adhési(

L'équation différentielle gouvernante de la contrainte de cisaillement d'interface, 't , est donnée par :

Les indices c, a et p correspondent à la poutre de BA, l'adhésif et à la plaque respectivement.
b, E, A et 1 : Largeur, module de Young, section transversale et le moment d'inertie.
la : Epaisseur de l'adhésif
Ga : Module de cisaillement de l'adhésif
YI : La distance entre le centre de gravité de la poutre et sa base
Y2 : La distance entre le centre de gravité de la plaque et sa face supérieure.
La coordonné (x ) est la distance le long de la plaque à partir de son extrémité.
Vr(x) : Force de cisaillement dans chaque point le long de la plaque.

L'équation différentielle gouvernante de la contrainte normale d'interface, a(x), est donnée par:

2.17

Où q: est la charge uniformément répartie. La solution qui résulte pour la contrainte de cisaillement
d'interface et qui est applicable dans toute la longueur de la plaque, est donnée par: .

Où:

Et M,.(o): Le moment de flexion appliqué à l'extrémité de la plaque.

La solution qui résulte pour la contrainte normale d'interface est donnée par :

2.18

2.19
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Les résultats de la solution analytique approximative de Smith et Teng indiquent que les valeurs
des contraintes normales et des contraintes de cisaillement dans les interfaces Béton/Adhésif et adhésif
/ Plaque sont raisonnablement comparables avec les résultats numériques par la MEF, sauf au
voisinage de l'extrémité de la plaque.

S°I Lau et aL (45) ont présenté un modèle théorique pour déterminer les contraintes de cisaillement et
de décollement de la couche adhésive, et la force axiale dans la plaque de FRP, pour des poutres en béton
sans ferraillage interne, renforcées par collage extérieur des plaques en FRP sur la face tendue, et
appuyées sur trois points. Pour simplifier le calcul les suppositions suivantes sont imposées:

• Le comportement du béton, de l'adhésif: et de la plaque est élastique, linéaire, et isotrope.
• Aucun glissement n'est permis dans l'interface du joint adhésif (càd, un joint parfait entre la

plaque et le béton).
• Les contraintes dans la couche d'adhésif et dans la plaque ne changent pas à travers l'épaisseur

parce que la plaque et la colle sont supposées minces.
• La rigidité flexionnelle de la poutre renforcée est supérieure à celle de la plaque.

Contrainte de cisaillement dans l'adhésif:

L'équation de compatibilité de la contrainte de cisaillement est donnée par : (Figure2.7)

Ta(X) = Ga [up(x)-u, (x)] 2.20
ta

Ga .. ta: Module de cisaillement et épaisseur de la couche d'adhésif.
u, ..Up : Le déplacement du béton et le déplacement de la plaque de FRP à l'interface.

En dérivant l'équation 2.20 par rapport à x on obtient:

dTa (x) Ga [& (x) - & (x)]
dx t p ,

a

La déformation de traction dans la fibre inférieure du béton est donnée par:

&, (x) =_1_,[6M, (x) - N, (x)h]
E,bh

La déformation de traction dans la plaque est donnée par :

2.21

2.22
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GI'(X) = N,.(x)
bl,.E'ff

Ee ••ECff: le module d'élasticité du béton, et le module effectif de la plaque.

19

2.23

L'équation 2.23 n'est valide que dans le cas où les propriétés matérielles de la plaque sont isotropes et
homogènes; dans le cas contraire, la théorie des plaques laminées" iaminale Iheory" est utilisée pour
déterminer la déformation de la plaque, c.à.d :

2.24

y

1-

x

dx

Figure 2.7: Le modèle théorique pour cette étude.[45]
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Une grande simplification dans l'analyse des plaques apparaît lorsque l'on suppose que les matrices de
couplage (membrane - flexion) B et C sont nulles, et aucun moment extérieur n'est appliqué à la plaque.
Donc on peut simplifier l'équation 2.24 à la forme suivante:

Avec:

2.25

Dans cette étude seule la force axiale dans l'axe longitudinale de la poutre a été considérée. c.à.d :
Ny =Nxy = O. Donc la déformation de la plaque peut s'écrire comme suit:

6p(X) = A,',N, i
Le moment de flexion de la poutre et la force axiale dans le béton sont déterminés par :

h
dMe(x) = R"dx-TQ(x)bdx-

2
dNe (x) = TQ(x)bdx

Où RJ, : Réaction d'appuis = P /2.
'ta : contrainte de cisaillement dans l'adhésif.

La force de traction dans la plaque est déterminée par :

2.26

2.27

2.28

2.13

En dérivant l'équation 2.21 par rapport à X, puis en substituant ces forces et ces déformations. On
obtient l'équation suivante:

_d_'TQ_(_X).GQ_b(_At, +_4_) T (x)
dx' t bbhEQ

Q C

2.30

La solution mathématique de cette équation est donnée par:

TQ(X) =C, cosh(.Bx)+C, sinh(.Bx) +170 2.31

Après application des conditions aux limites (Np (0) = Ne (0) = 0, T
Q
(lp /2) = 0, Me (0) = RJ, Z ), et

simplification. La contrainte de cisaillement sera égale à :

Où:

.B= GQb(A,', +_4_)
tQ b bhEe
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/p : Longueur de la plaque.
z : Distance entre l'extrémité de la plaque et l'appui (longueur non collée).

21

La force axiale dans la plaque Np sera calculée par l'intégration de l'équation 2.29, et l'application des
conditions aux limites (Np (0) = 0 ) :

2.33

En général, la valeur maximale de la contrainte de cisaillement dans l'adhésif se produit à x = 0, alors
que la valeur maximale de la force axiale ajoutée à la plaque sera pour x = /p /2, donc:

2.34

Contrainte de décollement de / 'adhésif:

La contrainte de décollement dans la couche adhésif dans n'importe quel point x de la poutre est
définie par:

'( ) =E v; (x) -«x)Ua X a-----
ta

CT; , v' :La contrainte de décollement et la déformation des matériaux dans la direction z.
Les indices a, p, et c représentent l'adhésif; la plaque de FRP et le béton.

2.35

Appliquant les équations de compatibilité et les équations d'équilibres montrées dans la figure 2.8,
ainsi que les conditions aux limites (M.,(O) = Rt,.z), et après simplification, la contrainte de décollement
dans l'adhésif est donnée par :

CT'(X) = Ea {~(mtpY (C +" )-2H À' _~_ /3'. (404'.1' +" )}e'.ù cos(Âx)
a ! 204' 2I "10 , E 1 404' /3' 'o., 'o.,

a P cc +

__ 1 ( /3' (~(.!!!!-c)C,/3(b!p)' ~~' J_1 (R z- bhC, )e'Àx Sin(04X))
2,4' 404' +.B" EJ, 2/3' • 2Ip EJ, b 2/3

K .1' () K" .px K.I' .px 1 {I J>' bh C .px bh , 1, }}+ l'='v) X + 2'='1'2e + 3'='v3e +-- -A'f,X +--) le --17ox +-Dx +Fx+GEJ, 6 2/3 12 2

Avec:

À' = ~{Eab'!rA,','}
4 Ir!a

.1' () 1 ( l ,bh 3 1, )'o., X =-- -R"x --'70X +-Dx +Fx+GEJ, 6 12 2

2.36



Chapitre Il : Revue Bibliographique 22

KI =1
4Â'K =----

2 4Â'+f3'
K,

Figure 2.8: Un petit élément de la plaque de FRP de longueur dx.[45j

Dans le cas des poutres initialement fissurées ce modèle n'est pas applicable, car, les lois de l'élasticité
ne sont pas valides.

La contrainte maximale de cisaillement est atteinte à l'extrémité de la plaque, puis elle diminue
progressivement jusqu'à zéro au centre de la poutre. Ainsi la contrainte de décollement atteint sa valeur
maximale à l'extrémité de la plaque, puis elle diminue brusquement par des valeurs négatives. Ensuite
elle s'annule dans la région du centre de la poutre.

Np(x) +dNp(x)

Vp(x) + dVp(x)-dx-

Np(x)

Une modélisation par la MEF a été utilisée pour comparer les résultats obtenus. Il en ressort que les
résultats obtenus par ce modèle théorique sont bien comparables avec les résultats numériques. On
conclut que les contraintes maximales de cisaillement et de décollement augmentent avec l'augmentation
du module du FRP, le module de cisaillement de l'adhésif et l'épaisseur de la plaque. Elles augmentent
aussi avec la diminution de l'épaisseur de l'adhésif.

1

1

1

1

1
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601 Sierra _ Ruitz ct al. [461ont présenté des solutions analytiques pour la contrainte de cisaillement
dans l'adhésif et la contrainte longitudinale dans la plaque composite pour trois cas de chargemcnt
différents. L'objectif de leur travail était de développer des solutions de forme fermée de la contrainte de
cisaillement dans l'adhésif et de la contrainte de traction dans la plaque pour les di(férents cas de
chargement. Les expressions ont été par la suite simplifiées. Le modèle est basé sur Ics suppositions
suivantes:

• Le béton n'est pas fissuré.
• La rigidité du béton est largement supérieure à la rigidité de la plaque composite.
• La déformation de cisaillement le long de l'épaisseur de l'adhésif est constante.
• Les matériaux se comportent d'une manière élastique linéaire.
• La contrainte longitudinale se trouve uniquement dans la plaque composite.

En premier lieu l'équation d'équilibre d'un tronçon de la poutre est présentée indépendamment des
conditions extérieures de chargement introduites dans les parties suivantes. Considérant l'équilibre d'un
élément infinitésimal de la plaque composite collée sur le béton, montré dans la figure 2.9 :

r.dx+dfp =0

xAdhésif

'C(x)
• II(X~ (x)Composite ~.. • p

y

Figure 2.9 : Une partie infinitésimale du béton et du composite.( 46]

Où
'[ : Contrainte de cisaillement dans l'adhésif,
fp : Force de traction par unité de largeur dans la plaque.

La déformation de cisaillement dans l'adhésif est: y=/!.uta
LIu représente le glissement au niveau de l'interface égal au déplacement relatif entre le béton et la

plaque, compte tenir que les deux matériaux sont de déformabilités différentes.

Donc: LIu = uc(x) - up(x).
Uc : Déplacement longitudinal le long du béton.
Up : Déplacement longitudinal le long du composite.

rDeplus: y=-
Ga

up(x) peut donc s'écrire comme suit:
r

u,.(x) = uc(x)-/!.u = uc(x)-tay = uc(x)-ta- Ga
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En dérivant l'équation précédente par rapport à x on obtient:

1 dT 1 d'/. (x)
6,,(X) = 6c(X)---"--=6c(X)+ a P,

Ga dx Ga dx

D'autre part :

6p(X) = O"p(x) = fp(x)
Ep IpEp

f
p

: Force de traction par unité de largeur du composite.

E
p

: Module d'élasticité du composite.

D'où:
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2.37

2.38

Avec:

2.39

Il faut noter que la solution de l'équation 2.39 dépend de £(:(x) qui est la déformation longitudinale du
béton sur lequel la plaque est collée, ainsi que des conditions aux limites. Donc il y a plusieurs solutions
de l'équation 2.39 :

1- Cisaillement pur (Figure 2.10) : Puisque la rigidité du béton est supposée largement supérieure à celle de
la plaque, on peut considérer que £c(x) = O.L'équation 2.15 devient:

• f

f .\
o

i

L

Figure 2.10: Cisaillement pur.

L
x

La solution de cette équation après application des conditions aux limites (fp (0) = f et fp (L) = 0) est
donnée par:

f cosh(L-x)Il.)
T (x) =~---~--~

'. sinh (LIl.)
sinh(L-x)ll. )

fp (x) =f sinh( LIl.)

L : Longueur d'ancrage.

Une formule simplifiée proposée par les auteurs est donnée par :

2.40
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2- Déformation longitudinale constante dans le béton: Le cas de déformation de traction constante
dans le béton apparaît lorsqu' on applique une contrainte constante sur le béton renforcé par une
plaque composite (Figure 2.11), par exemple le retrait ou la dilatation du béton sous la variation
de température.

25

2.41

f
o L 2L Lx

Figure 2.11 : Contraintes de traction constantes dans le béton.

La déformation constante correspondante du béton sera notée: ec(x) = Eco.' La solution de l'équation
2.39 dans ce cas prend la forme suivante :

2.42

La constante C est égale à (Ep tp Eco) représentant la force par unité de largeur (fPO), qui doit être
retransmise par la plaque lorsqu'elle est soumise à la même déformation que le béton Eco (x = 0).
Aprés simplification et application des conditions aux limites (fp (0) = 0 et T(L) = 0) on aura:

f, sinb((L-x)llo)
T (x) =__~p~o-~---~

10 cosh(Lllo)

(
COSh((L-X)llo))

fp(x)=fpo 1 cosh(Lll
o
)

Une formule simplifiée proposée par les auteurs est donnée par:

2.43

2.44

On remarque que l'expression de la contrainte de cisaillement est presque similaire à celle obtenue
dans le cas de chargement précédent.

3 - Flexion: Dans le cas des poutres soumises à la flexion, la déformation de béton ec(x) dépend du
type de chargement (Figure 2.12). En général cette déformation s'écrit sous:
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" ' t5M(x)e,.(x) = alx + a,x + a, = ----
. E,.!

2.45

Où: M(x): Moment de flexion
1 : Moment d'inertie de la section composite équivalente
1): Distance entre l'axe neutre de la poutre et la face supérieure.

On distingue trois cas (Figure 2.12):

- Poutres sous moment fléchissant constant Mo (cas a): al = a2= 0 et al = -Mo (151EpI).
- Poutres sous moment de trois points (cas b) : al = al = 0 et a2= - F (151lEp 1).
- Poutres sous charge uniformément répartie (cas c) : al = q(t51 lEp 1),

a2 = q(L + z)(t5llEp l), al = O.
L'équation différentielle 2.39 devient :

2.56

2L 1çy::
t-----LM~f 0 L 2L =t'Mn 1. 0, çy: i;-----! 1

1
z 1 i Z _L.

l , x' ";,,-- X

(a) : Moment de flexion constant. (b) : Flexion trois points.

q
O"IJDl!J!""''' IIIIII

l 'L" !Ii """iii jij '''''''''~:;::;Îl
; l _'__~_. l '

x'
(c) : Charge uniformément répartie.

Figure 2.12: Poutre renforcée sous flexion. Trois cas principaux.

La solution générale est:

f.(x) = ASinh(:') + BCOSh(:') + b,x' + b,x+ b, 2.47

Avec: b, =1;Gaa, b, =1;Ga(2za, +a,) b, =1;(Ga (a,z' +a,z+a,)+2b,)
ta ta ta

Après l'application des conditions aux limites (fp (0) = 0 et r(L) = 0) on aura :

fp (x) =(b, tanh(!:-)- 2b,/.~+b,l»)sinh(~)_b, COSh(~)+bIX' +b,x +b, 2.48
1. cosh LI 1. 1. 1.



Chapitre Il : Revue Bibliographique

T(X) = _~(b,tanh(~) __2b~l/~oL_+_h~2/~0)COSh(~)+ h, sinh(~)-2hX -b
1
0

1
0

cosh (LI 10) 10 10 10 1 2

Une formule simplifiée proposée par l'auteur est donnée par:
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2.49

2.50

Où /Po est la force de traction par unité de largeur, qui doit apparaître dans la plaque sous une
déformation longitudinale Ec imposée par le béton à x = O.

La partie 'tt(x) est presque similaire à la contrainte de cisaillement présentée dans les deux cas de
chargement précédents. La seule différence est dans le terme additionnel (2 hl 10 ) dû à la. deuxième
dérivée du moment fléchissant M. Donc, 'tt(x) est similaire aux contraintes precédentes seulement dans le
cas où le moment est linéaire (cas a et b où le terme 2 hl 10 sera nul). 't2(X) est la contrainte de
cisaillement usuelle qui apparaît dans les poutres fléchies. On peut montrer, dans le cadre de la théorie des
poutres, que 't2(X) est la contrainte de cisaillement entre le béton et la plaque.

On conclut que les expressions simplifiées dans les trois cas de chargement sont équivalentes. Ce qui
conduit à une analyse unifiée des contraintes de cisaillement dans le point correspondant au pic.
Pratiquement cette contrainte diminue lorsque l'extrémité de la plaque se rapproche du point d'appuis.
Les expressions [males simplifiées de r(x) etfp(x) s'écrivent sous:

T(X)=-!PO exp(.-X) -2b,x -b,
,/0 10) '-----y--1

y
~(x) ~(x)

T(X )=Ga lup(x)-uc(x)1
ta

2.51

7°1 Yang et Ye (47) ont présenté une formule fermée pour calculer les contraintes normales et
tangentielles dans l'interface béton 1 plaque des poutres en BA pré-fissurées, sollicitées par une force
axiale et des moments appliqués aux extrémités de la poutre. La poutre renforcée est représentée par
quatre couches: la plaque, l'adhésif, le béton fissuré et le béton non fissuré. L'équilibre de chaque couche
est considéré séparément, ainsi que les conditions aux limites. La contrainte normale et la contrainte de
cisaillement ont été développées en séries de Fourier. Les coefficients de la série de Fourier ont été
déterminés en appliquant le principe du minimum d'énergie. Les hypothèses admises sont:

• Le comportement du béton et de la plaque est élastique et homogène.
• Le joint d'interaction entre le béton et la plaque est parfait, c.à.d. pas de glissement ou

décollement jusqu'à la rupture de joint.
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2.4.2 Dimensionnement de la plaque:

28

1°1 Ashour (48) a présenté une méthode analytique simple pour estimer la résistance flexionnelle des
poutres en BA renforcées par collage extérieur de plaques en FRP. La méthode est basée sur la
compatibilité des déformations et l'équilibre des forces. Une limite supérieure et une limite inférieure de
la taille de la plaque ont été imposées afin de maintenir un comportement ductile de la section du BA
renforcée.

Les lois constitutives des matériaux sont:

Béton:

La courbe contrainte - déformation est montrée dans la figure 2.13a, la relation est donnée par:
-E E, 2Uc - cEe--Ec Ec< &0

28.

• EC(= 5500~fcuN ImrnZ) : module tangent initial du béton,

• 8.(= 0.00024~fcu) :déformation à l'extrémité de la partie parabolique du diagramme contrainte
- déformation,

• Ecu = 0.0035 : déformation ultime de béton.

Pour le calcul du moment ultime, le béton se fissure à la traction, donc la résistance à la traction du
béton est ignorée.

Acier de ferraiUage :

Le comportement de l'acier en compression et en traction est supposé élastique parfaitement plastique
comme le montre la figure 2.l3b. La relation contrainte - déformation est donnée par:

Us :;::;:EsEs Es < Gy

as:;::;: 1;, Es ;;:::Sy

Plaque FRP:

La relation contrainte - déformation d'une plaque de fibre unidirectionnelle, comme la figure 2.13c le
montre, est linéaire jusqu'à la rupture, et est donnée par:

Il est supposé que la rupture prématurée, tel que le décollement ou la séparation de la plaque laminée
FRP, est empêchée et les seuls modes de rupture étudiés sont ceux de la rupture par flexion.
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courbe ptmlbolique

r.

Figure 2.13 : Relation Contrainte - Déformation
des matériaux [48] :

a) Béton en compression,
b) Acier en compression et en traction,
c) Composite FRP.

(c)

Idéalisation
de contrainteT,

T,

- - Axe neutre

-IJ.
d'

b1 •

• A' .-l'•

h d ------ ---

-
A,• • • •

dp

A"

fa) (bl

Figure 2.14: Section en BA renforcée par FRP. [48]
(c)
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En appliquant les conditions de compatibilité de déformation représentées sur les diagrammes
montrés dans la Figure 2.14b on obtient:

d-y
&=--&

.f Y C

, y-d'
8

11
=--&,

y
d -y

& =-p--&p ,y

A la rupture Ec=E<;u= 0.0035 , et Ep= Epu.

2.52

2.53

2.54

Après détermination des déformations dans le béton, acier d'armature et la plaque de FRP, les
contraintes Oc du béton, Os de l'acier tendu, o's de l'acier comprimé, fp de la plaque FRP, sont calculées
en utilisant les lois constitutives précédentes. La distribution des contraintes de compression peut être
idéalisée par la distribution rectangulaire montrée en pointillé dans la figure 2.14c, où le paramètre kt
représente le rapport entre la contrainte de compression moyenne et la résistance du béton feu, le
paramètre k2 représente le rapport entre la hauteur du bloc rectangulaire de contrainte idéalisé et la
hauteur de l'axe neutre. Les valeurs de kt et k2 dépendent de Ec et Ièu. Les forces internes sont (Figure
2.14c) :

• Force de compression dans le béton: C = kt k2lèu b Y
• Force de compression dans les barres d'aciers: Cs = A' s cr's
• Force de traction dans les barres d'aciers: Ts = As crs
• Force de traction dans la plaque FRP : Tp= Ap fp

Considérant l'équilibre des forces on obtient:

C+C, =T, +Tp

k.,k,f~by+A;u; = A,u, +Aplp 2.55

La solution de cette équation est obtenue par tâtonnement, en supposant une valeur initiale pour y, puis
on calcule les déformations, ensuite les contraintes. La valeur de y sera ajustée jusqu'à ce que les
équations d'équilibre soient satisfaites. Le moment ultime calculé par rapport au centre de gravité de la
plaque est donné par:

2.56

Si la section de la plaque est inférieure à une certaine limite, la rupture de la poutre survient par
épuisement de la résistance à la traction de la plaque qui correspond à Ep= Epu. Dans ce cas, la section
minimale de la plaque de FRP ApI est calculée à partir de l'équation 2.55, en remplaçant crs par fv , et fp
par fpu.

k,k2/~by,+A;u; - AJ,
lpu

Où : YI est calculée à partir de l'équation 2.54 en remplaçant Eppar EplJet Ecpar 0.0035 simultanément.
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La section AI" présente la limite inférieure de la taille de la plaque de FRP afin d'éviter la rupture par
traction de la plaque. Le moment ultime correspond à cette section minimale est calculé par:

2.57

La section maximale de la plaque de FRP ApI (correspond à Ec =Ecu et ES= Ey), qui représente la limite
supérieure, est calculée comme suit:

A = k,k,/~by.+A;u;- A,~
pu I

p

2.58

Avec cette section la rupture sera par plastification des aciers ou par écrasement du béton. Le moment
ultime correspondant à cette section est donné par:

2.59

Pour assurer la ductilité du comportement flexionnel d'une section en BA renforcée par collage
extérieur de plaque en FRP il faut que la section de cette plaque ne dépasse pas la section maximale Apu
et le moment Muu est le moment admissible de cette section.

Il a été rapporté que le mode de rupture de toutes les poutres testées est obtenu par écrasement du
béton ou par la rupture de la plaque de FRP. Donc il n'y a pas de rupture prématurée. Le rapport entre les
valeurs analytiques et les valeurs expérimentales de la charge de rupture est égal 0.99. Soulignant ainsi la
bonne corrélation entre les résultats expérimentaux et les résultats analytiques.

2°/ A1musallam et AJ-Salloum (49) ont présenté un modèle analytique simple pour prédire la capacité
du moment nominal des poutres en béton armé renforcées extérieurement par collage des plaques en FRP.
Le moment de la résistance ultime de la poutre M. correspondant aux modes de rupture classiques, est
peut être évalué en utilisant les recommandations du code ACI 318, qui suppose, en plus des suppositions
conventionnelles, qu'il existe un joint parfait entre le béton et la plaque laminée. Les composantes des
forces internes agissantes sur une section rectangulaire d'une poutre en béton armé renforeée par une
plaque en FRP sont montrées dans la figure 2.15. Considérant l'équilibre des forces internes, on obtient
une équation quadratique en fonction de la profondeur de l'axe neutre c. La solution de cette équation
conduit à la détermination de M. :

2.60

Où : a = PI c et /p = Ep &p

PI: Rapport entre le bloc rectangulaire de compression et la hauteur de l'axe neutre.
Ir: Contrainte de plastification des barres d'acier.
/p : Contrainte de traction dans la plaque ifp < aIpv).
a: Facteur de réduction de contrainte pour les plaques FRP = 0.67.
/P. :Contrainte ultime de traction dans la plaque de FRP.
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b t;.~= OJ)03 0.85 Je

32

h

A,

• • •
d

-----------

-_!'~._------

T,=A,h
Tp=Apf,

Ap =b 1
Cp

Figure 2.15 : Déformation et contrainte à travers la hauteur d'une
poutre en BA renforcée par une plaque en FRP [49]

Calcul de l'épaisseur de la plaque:

La section d'équilibre de la plaque de renforcement est calculée en supposant sur une variation linéaire
de déformation (Figure 2.15), On suppose que la plastification des aciers (&, =&y ) apparaîtra
simultanément avec l'écrasement de béton &~ = 0.003. La section d'équilibre de la plaque de FRP, API>,
est obtenue en écrivant l'équation de l'équilibre de la section. Si on suppose que la largeur de la plaque
est égale à la largeur de la poutre b, la section d'équilibre de la plaque sera donc: Apb= tPbb (où tpb est
l'épaisseur de la plaque correspond à l'équilibre).

La hauteur de l'axe neutre de la section est donnée par:

0.003d
y=----

liy +0.003
Et la contrainte dans la plaque Ip :

h-yIp= 0.003£p--
Y

L'équilibre des forces conduit à l'évaluation de ('épaisseur d'équilibre de la plaque, tpb, comme suit:
0.85/,;.p,.y- p,.d/y

~- UI
Ip

Ps : Rapport des aciers de ferraillage =As / bd.

Pour assurer la rupture par plastification des aciers, un facteur de réduction de 0.75 est imposé par le
code AC\. Donc l'épaisseur maximale admissible de la plaque t••••, est:

2.55fc.' p,.y-3p,.d/,
1_ = 0.751pb - y

41p

2.62

L'utilisation des épaisseurs supérieures à t•••• conduit à la rupture par compression indésirable de la
poutre. Le moment ultime maximum correspondant à tmax est donnée par :
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2.63

L'épaisseur minimale admissible est définie comme étant l'épaisseur de la plaque pour laquelle
l'effondrement de la poutre est dû essentiellement à la rupture par traction de la plaque. Supposant que la
résistance ultime de la plaque est fpu, la pseudo - résistance de plastification fpy est supposée être égale à
0.67 fpu . Par conséquent la rupture par traction de la plaque sera atteinte lorsque: Ep = Ery = ( fry 1 Ep )

(Figure 2.16)

La hauteur de l'axe neutre d'après la figure 2.16 est donnée par:

0.003h
Y 0.003+817

L'équilibre des forces conduit à l'évaluation de J'épaisseur minimale admissible de la plaque, tm;n ,
comme suit:

2.55 fc..f3t.y -3p,.d/y
t .- ---------
mm 21,P.

2.64

L'utilisation des épaisseurs inférieures à tmin conduit à la rupture de la plaque par traction, qui est un
type de rupture indésirable.

b
l;,. = o.()()3 0.85Je

--_III ----------

N.A.------------ -------h d

A,

• ••

c

T,~A,h
Tp = Apfp}.

Figure 2.16 : Distribution de déformation et de contrainte à travers la hauteur d'une
poutre rectangulaire en BA renforcée par l'épaisseur minimale de la plaque FRP.

En pratique on a besoin d'augmenter la capacité du moment à une valeur donnée Mn, le renforcement
par collage des plaques de FRP est l'une des solutions utilisées pour arriver à la capacité nécessaire. Donc
on doit déterminer l'épaisseur de la plaque correspondant à la valeur de Mn. Considérant la poutre de la
figure 2.15, la section de la plaque peut être obtenue par l'équation 2.60, d'où:

M -AI. (d_f3,.Y)
n s y 2

Ap
- () 2.65

0.003Ep h~Y (h-P~Y)



D'autre part, à partir de condition d'équilibre des forces, la section de la plaque Ar est donnée par:

•
1
1

1

,
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0.851;'h.{J,.y- AJy

A
p

()0.003E1, h~y

En égalant ces deux dernières équations, on obtient la position de l'axe neutre:

hy= C=--
p,

Donc la valeur de l'épaisseur de la plaque correspondant à un moment MDest donnée par:

0.851;'.p,.y2 - p, .df,.y
tp --------~-

0.003Ep(h-y)
Il faut noter que la valeur de tp doit être comprise entre tma• et tm'D'
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2.66

2.67

La capacité nominale calculée par ce modèle ainsi que l'épaisseur de la plaque sont en bon accord
avec les résultats expérimentaux.

2.4.3 Rupture locale par décollement de la plaque:

l°I Hassanen et Raoof [50) ont développé un modèle semi-empirique capable d'estimer la contrainte
critique de la plaque (Acier ou FRP) au-delà de laquelle un décollement de cette dernière aura lieu. Ce
modèle est basé sur la détermination des espacements maximaux et minimaux des fissures stables. Avec
la détermination des espacements des fissures, il est possible donc, d'estimer des valeurs raisonnables
pour les contraintes critiques de traction dans le point A (voir figure 2.17).

Aciers trllllsversCl1

~
Bielle-,;AJ

.•_ .•..

(a)

Acier longitudinCl1

une bielle ~~,

(b)

Figure 2.17 : Le mode de rupture admis dû au décollement prématuré de la plaque [50] :
a) Schéma de fissures stables de béton ;
b) Le comportement d'une bielle individuelle dans le béton d'enrobage.

L'espacement maximum des fissures est supposé égal à deux fois l'espacement minimum. Par la
détermination des espacements il est possible d'estimer la valeur de la contrainte critique de traction de la
plaque crA dans le point A (Figure 2.17b), on suppose qu'une bielle (région située entre deux fissures
stables adjacentes) peut se traiter comme un cantilever sollicité par les contraintes de cisaillement 't à
l'interface Béton / Plaque. Le décollement prématuré de la plaque s'amorce lorsque crA atteint la
résistance de traction du béton fi.
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En considérant unc longucur effective de la plaque Lp sur laquelle la distribution des contraintes
tangentielles 't est uniforme, il n'est pas difficile de calculer une limite supérieure et une limite inféricure
de la valeur de la contrainte de traction dans la plaque amin et ama• (dircctcmcnt sous le point
d'application de la charge) correspondant aux espacements maximum et minimum dcs fissures stablcs,
avec: amax =2 amin • L'expression de am;n est donnée par:

U min = 0.154 L,.h,b
2JI: 2.68

h'bpl.(r.O ••••+bp)
Où:

tp et bp : Epaisseur et largeur de la plaque.
b : Largeur de la poutre.
h' : Hauteur d'enrobage.
feu : Résistance du béton.
r.Ooors : La somme des périmètres des barres longitudinales
2hl :Hauteur supposée pour la zone tendue du béton
Lp : Longueur effective collée de la plaque à l'intérieur de la travée (poutre appuyée sur quatre
points)

Pour les poutres renforcées par une plaque d'acier, Lp est donnée par la limite inférieure Lp,2, où :

Ou:

Lp•2 = Z': (21-0.25Z:')
Lp•2 =3Z:'

2.69

l:m, présente la valeur estimée pour l'espacement minimum des fissures stables donné par:

2.70

u : Contrainte moyenne du joint Acier / béton= 0.28~ feu'

- ft: Résistance à la traction déterminer par l'essai de fendage = 0.36~feu .
Ac : Surface effective de la zone tendue du béton.

Dans le cas où la plaque d'acier est remplacée par une plaque en FRP, les formules précédentes restent
valables, sauf que l'équation dè Lp sera remplacée par:

Ou:

Lp•2 =Z': (24-0.5Z:')

Lp•2 =4Z:'

Z~in,; 40

Z:' >40
2.71

Après la détermination de amin et amax, il est donc simple de prédire, dans le point d'application de la
charge, la limite inférieure et supérieure du moment de décollement de la plaque Mpeel.1et Mpeel.u,
respectivement. Cela est fait par un procédé itératif traditionnel basé sur le calcul de la position de l'axe
neutre (AN) d'une section soumise à la flexion. Il est à noter que la contribution du béton tendu dans la
résistance n'a pas été négligée.

Pour éviter le calcul itératif, les auteurs ont proposé une méthode simplifiée pour calculer la charge de
décollement avec une précision raisonnable. Celle ci est basée sur l'estimation de la profondeur de l'axe
neutre en supposant une distribution linéaire des contraintes à travers la profondeur de la poutre. La
profondeur de l'axe neutre est donnée par (Figure 2.18) :
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(
• '2 ( (, d') D))y=d -(a",(p,+p,)+ppa/K)+ (a",(p,+p,)+ppapc) + 2 a", P'd+P, +ppa/Kd 2.72

Avec: P; =A;tbd P, =A, /bd PI' =Ap/bd

a" :Rapport modulaire = Es/Ec
al": Rapport modulaire =EplEc
Es, Ec, Ep: Module d'élasticité de l'acier, du béton et de la plaque FRP respectivement.

A.t,

d

•A',

• A. •

•d'

T

tp t

y

L
D

1-

Figure 2.18 : Diagramme de contrainte et de déformation
pour une section rectangulaire. [50]

Pour le calcul de la position de l'axe neutre, une bonne corrélation a été trouvée entre les résultats de la
méthode simplifiée et les résultats d'une méthode itérative plus exacte, surtout pour le cas des plaques
d'acier. Dans le cas des FRP, l'effet de module de Young (Es > Ep => &s< &ppour le même niveau de
contrainte) conduit à une légère déviation de la distribution linéaire des contraintes de compression, cette
déviation conduit à la déviation des résultats de l'estimation de l'axe neutre.

Pour le calcul du moment de décollement deux méthodes simplifiées ont été proposées. La première
suppose une distribution parabolique de la contrainte de compression, tandis que la deuxième suppose une
distribution linéaire. Dans les deux méthodes la contribution du béton tendue est négligée. La déformation
du béton comprimée est donnée par :

- yCc-cp-- ,,0.0035
D-y
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Cas de distribution parabolique des contraintes: deux eas sont considérés suivant la déformation
du béton Ec (Figure 2.19). Si Ec"; /3, ( P = 2.44 xl 0-4~ fell ), la limite inférieure du moment de

décollement de la plaque est donnée par:

2b( Ecce 0.67 feu - Eep 2) A' '( d" A (d ) A (D)Mp,,'_p=Y -3-+ 4fP Cc + sas Y- ,+ sas -y + /,aS(mi') -y 2.73

Avec: O'S(min) = O'p.

a; :Contrainte axiale des barres comprimées.
a, :Contrainte axiale des barres tendues.

Dans le cas où , Ec~ /3, la limite inférieure du moment de décollement de la plaque est donnée par:

M =0.335' b (y2_y2)+y2b(EeCe + 0.67feu-EeP)+",'-p Jeu 1 3 4

+A~a~ (y-d)+A"as(d- y) +Apas(mi.)(D- y) 2.74

F',

y,,d

• A', •

A,t, A,t,• A, •
A"op A"op

tp

bp 2ème cas 1ercas
~<sc<0.0035 Ec<~

d'

y
T

L
D

Figure 2.19 : Section, dimension, déformation et contrainte
(Distribution parabolique des conlrainles)[50]

La comparaison de cette méthode avec une méthode itérative montre une meilleure corrélation dans le
calcul de la limite inférieure du moment de décollement de la plaque.

- Cas d'une distribution unilOrmedes contraintes:

La méthode précédente a été simplifiée comme suit: la courbe de contrainte de compression
parabolique sera remplacée par un bloc de contrainte uniforme égale à la contrainte maximale
correspondant à la déformation ultime de compression (Figure 2.20). L'axe neutre est le même
que celui calculé précédemment. La limite inférieure du moment de décollement de la plaque est
calculée par:
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2.75

Le paramètre a est montré dans la figure 2.20. Par l'équilibre des forces, a est donné par:

2.76

où:

En conclusion les deux méthodes simplifiées sont applicables pour le calcul de la limite inférieure du
moment de décollement des plaques en acier ou en FRP, mais la deuxième méthode est plus simple.

201 Raoof et Zhang (51) ont présenté un modèle théorique pour prédire la rupture prématurée par
décollement de la plaque extérieure collée sur une poutre en BA. Le modèle est basé sur la formation de
ce qu'on appelle" des bielles" à l'intérieur de la zone d'enrobage de la poutre (Figure 2.21).

F",

8

t

A,f,

1

• A, • 1-

d

• N. •

------------

Figure 2.20 : Section, dimension, déformation et contrainte
(Distribution uniforme des contraintes).[50]
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,
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La comparaison de cette méthode avec une méthode itérative montre une meilleure corrélation dans le
calcul de la limite inférieure du moment de décollement de la plaque. Cette méthode est applicable aussi
pour les poutres renforcées par les plaques de FRP. Ainsi, il y a une similarité remarquable entre cette
méthode et la méthode de distribution parabolique des contraintes.
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Acier tendue

(a)

't~ ~ ~

J L J
(b)

L'espacement minimum et maximum des fissures stables 1~in et l::..x sont calculés respectivement

par:

Comme dans le cas de l'étude présentée dans [50], le calcul à la rupture par décollement s'articule sur
l'évaluation de la contrainte cr dans le point A montré dans la figure 2.2. Pour un comportement élastique
jusqu'à la rupture d'une bielle isolée de hauteur L, de largeur b et de longueur h', on peut écrire :

2.79

2.82

2.81

2.80

j,Lb, =---
~ 6h' b

p

0.5(MAL)
aA=---~

lA

6,h' bpu ----
A - L b

Figure 2.21 : Mode de rupture par décollement de la plaque [51] :
a) - Schémas des fissures flexionnelles stables.
b) - Comportement d'une bielle de béton entre deux

fissures flexionnelles adiacentes.

A l'instant de la rupture par décollement, CfA = ft donc on obtient:

D'où:

et:

IP = (A,j, ) 2.77
mm U L0

ban
+b

p

l!:.. = 21:;" 2.78

Où - u : Résistance moyenne du joint Acier 1Béton
ft : Résistance à la traction du béton
bp : Largeur de la plaque
LÜœrs : Périmètre de l'ensemble des barres de traction
Ac : Section du béton comprimé.
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Remplaçant L par l" et Il' , la limitation supc'ricure et inférieure de la contrainte de cisaillement à
mm mal(

l'interface sont respectivement:

. f, lm;. b
T =---

mn 3h' b
p

2.83

Dans la région entre le point d'application de la charge et l'extrémité de la plaque ( Lp ), la contrainte
de cisaillement 't est équilibrée par la contrainte axiale dans la plaque d'acier as, Donc, sous le point
d'application de la charge cette contrainte devient:

TLpu =--, t
p

2.84

D'après les équations 2.77, 2.83 et 2.84 la limite inférieure de la contrainte axiale de traction dans la

plaque d'acier est donnée par:

A,(f, )2 Lp b
6h.tpu(ro ••..•+bp) bp

2.85

La limite supérieure de as est donnée par (sachant que: T_ = 2Tnrin ):

2.86

Une comparaison entre ce modèle théorique et les résultats expérimentaux montre qu'il y a une bonne
corrélation entre ces résultats.

30{ Malek, Saadatmanech, et Ehsani [52) ont développé un modèle analytique pour prédire les
contraintes normales et les contraintes de cisaillement à l'interface Béton / FRF. d'une poutre renforcée
sur la face tendue par une plaque en FRP. Les équations pour calculer les valeurs maximales de ces
contraintes à l'extrémité de la plaque sont comme suit:

2.88

2.87

AAvec:

Nous voyons que le décollement de la plaque est caractérisé par l'espacement des fissures stables.

Supposant que u = 0.28~ feu' Et ft = 0.36~ feu' L'équation 2.85 devient:1

1
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b2 et bJ sont des paramètrcs
Les indices c, p, ct a indiqucnt rcspectivcment Ic béton, la plaque de FRP, et l'adhésif.
t : Epaisseur
E: Module d'élasticité
1: Moment d'inertie
V: Force de cisaillement
G : Module de cisaillement
Mo :Moment dans la poutre à l'extrémité de la plaque due à la charge appliquée.
q : Charge appliquée.
Kn: Rigidité normale par unité de surface de l'adhésif.
13 : est un coefficient.

41

Ces équations peuvent être utilisées pour dimensionner les poutres renforcées contre la rupture locale.
Les paramètres dans ces équations peuvent être simplement calculées en utilisant les caractéristiques
mécaniques des matériaux. D'après les auteurs, ce modèle est en bon accord avec les résultats numériques
et expérimentaux.

4°1 Maalej, Goh, et Paramasivam (53) ont présenté une étude paramétrique en se basant sur le modèle
analytique proposé par Roberts (54). Le modèle de Roberts est le premier modèle qui a donné des
équations analytiques spécifiques permettant de décrire la rupture par décollement de la plaque d'acier.
Cette étude conduit à la détermination de la contrainte de cisaillement et la contrainte normale dans
l'interface FRP / Béton. Ce modèle a été proposé initialement pour l'analyse des poutres renforcées par
des plaques d'acier. L'analyse a été présentée en trois étapes. Dans la première étape les contraintes sont
déterminées en supposant une action composite totale entre le béton et la plaque d'acier collée. Dans la
deuxième et la troisième étapes, une analyse est entreprise pour prendre en considération les conditions
aux limites actuelles dans l'extrémité « arrêt» de la plaque d'acier. La solution complète est obtenue par
superposition.

Les équations qui gouvernent la distribution de la contrainte de cisaillement et de la contrainte normale
sont données par :

Où:

1 [F(X) { N,ocoshaL -N,a }Jr(x)=- --bpfp(hp-y)+a -NlOsinhax+ . p coshax
ba 1 smhaLp

(T(x)= ~ [2e-rx {(V,oy +m,oy')cosyx-m,oY' sinyx)]

2.89

2.90

K =G ba
S a f

a

[ ]

0."

y= 4~~"

K =E ba
a a f

a
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1 [F ]rIO = - -" ",,1/'(",, - y)

"" 1

=~l{NI" cash a l"~,- Nil }J
T20 a .

b" slnhaL"

Où:

a: Longueur de la plaque d'acier.
b, t, E, 1 : Largeur, épaisseur, module élastique et le momcnt d'inertie. Les indices e, p, ct a indiquent le
béton, la plaque et l'adhésif respectivement.
h : Hauteur de la poutre
Fo, FL : Force de cisaillement à: x = 0, x = LI'.
Mo,ML : Moment de flexion global à : x = 0 , x = LI'.
V20 : Force de cisaillement dans la plaque de la deuxième étape de solution (x = 0).
m20 : Moment de flexion dans la plaque d'acier de la deuxième étape de solution (x = 0).
NIO, N'L: Force axiale dans la plaque d'acier de la première étape de solution à x = 0 , x = LI'
'10, '20: Contrainte de cisaillement dans l'adhésif de la première et la deuxième étape de solution à x = o.
Ga: Module de cisaillement de l'adhésif.
y: Hauteur de l'axe neutre calculée en se basant sur l'analyse d'une section fissurée.
hp : Distance entre le fibre supérieur de la poutre et le centre de gravité de la plaque d'acier.
1:Moment d'inertie par rapport à l'axe neutre de la section d'acier équivalente lorsque on utilise
l'analyse d'une section fissurée.
K",Ks : Rigidité normale et rigidité de cisaillement de l'adhésif par unité de longueur.
x : Distance le long de la plaque mesurée à partir de son extrémité.
lX , Y: sont des coefficients.

a
~X

PI2 1'/2

-~-

-~ -(dc+dp)/2

~I---} Diagramme du j ----~moment
Mo M:------------- fléchÎssant ~~.

_. ------
L------ ---~. !

__________________________ --..J

Figure 2.22 : les paramètres les plus significatifs utilisés dans le modèle de Robert.(54]
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Une élude comparative enlre les résultats donnés par cc modèle ct les résultats expérimentaux, montre
que les contraintes données par l'équation 2.89 sous cstiment les contraintes réclles de 30%. Ccla est dû à
l'approximation laite dans la première étape. Une correction a été eflèetuée par Roberts, qui consiste à
remplacer le moment Mo à l'extrémité de ,la plaquc (x = 0) par le moment M* dans un point de la plaque
situé à une distance x = (h = tr) 12 (Fig 2,22 ). Cette correction donne des résultats satistàisants.

La comparaison des résultats donnés par ce modèle avec les résultats expérimentaux indique une très
bonne concordance dans l'estimation de la charge de rupture lorsque celle ci se produit soit par
écrasement du béton comprimé ou par rupture de la plaque du FRP. Dans le cas où la rupture de la poutre
survient suite au décollement de la plaque, le modèle sous estime la charge de rupture expérimentale.

5°{ Ahmed et al. [ll) ont présenté un modèle analytique pour calculer la résistance au cisaillement dans
l'extrémité de la plaque, L'importance de ce modèle est évidente pour le cas où la rupture de la poutre se
produit par décollement de la plaque ou de l'enrobage du béton. Une étude paramétrique portant sur la
section transversale de la plaque ainsi que sur sa longueur a été ensuite entreprise.

La contrainte de cisaillement à l'extrémité de la plaque est donnée par: (Figure 2.23)

2,91

Avec:
k: Facteur égale à 0,18 pour la charge ultime, et 0.15 pour la charge de service.
d : Est la hauteur utile.
Ps : Est le rapport des aciers longitudinaux
1'e : Est la résistance de compression du béton
aL : Longueur fictive donnée par:

aL = 4 (I-JP:)' d z'
p,

Le modèle suppose que la fissure de cisaillement se forme forcément à l'extrémité de la plaque.

lav av
al

1: r-
d

p L p, -l ,

~

.1
Î \

1
0, ~ z

Plaque d'acier

Figure 2.23: Localisation des fissures de cisaillement.( Il]
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Etant donné que la formule de T donnée précédemment est valable pour les plaques d'aciers. Les
auteurs ont proposé une formule plus générale pour la contrainte de cisaillement T qui est valable aussi
bien pour l'acier que pour les tibres de carbone (Figure 2.24), dans lesquelles la contrainte à l'extrémité
de la plaque TF1: s est donnée par:

Avec:

r Ph"S = r /'HS + L\.. T MOI)

T=(O.l5776Jk + 17.23CX>Pf,p)+O.9 A,J;,
Mu sb

2.92

L'expression modifiée prend en compte la différence de la contrainte de cisaillement lorsqu'on
substitue la plaque d'acier par la plaque de CFRP. En plus, la contribution à la résistance au cisaillement T
de la poutre non renforcée a été prise en compte (T étant calculée suivant le Code ACI).

met Tref: Ont pour valeurs respectives 6188.5 et 4.121 pour la charge ultime, et 7236.5 et 2.75
pour la charge de service.
SFet IF : Moment statique et le moment d'inertie de la section fissuré transformée en béton dans le
cas de la plaque de CFRP.
Sp et Ip :Moment statique et le moment d'inertie de la section fissuré transformée au béton dans le
cas de remplacement de la plaque de CFRP avec la plaque d'acier.
bp et ba : Largeur de la plaque et largeur de la couche époxyde respectivement.
As et l'y : Section et résistance des aciers transversaux.
s : Espacement des cadres transversaux.
Fu : La valeur minimale entre la capacité au cisaillement ou la capacité flexionnelle (P = 2F).
Mu 1Fu représente le" shear - span " (av) de la poutre.
Mu : Moment maximum de la poutre = Fu . av

Î
225

L "',,-L

PI2

[- 500

I70Qmm

PI2

--------------j._-

1 b 1

o
Figure 2.24 : Détail et arrangement des plaques laminées collées des poutres testées.[ Il]

n
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La contraÎnte de cisaillement maximale générée d~UlS l'inlerElcc entre le béton et la plaque n'est pas
innueneée uniquement par la résistance de traction de la surf'lce (Pull - of strength), mais aussi par la
variation de la longueur non renforcée (L). La contrainte de cisaillement augmente lorsque celle longueur
augmente. Par contre la résistance maximale de cisaillement est moins innuencée par la section de la
plaque. Une comparaison ente la capacité porlante calculée par ce modèle modifié el celui trouvé
expérimentalement montre que les résultats sont plus appréciables par rapport aux autres modèles
existants.

2.4.4 SVNTHESE :

Les modèles analytiques trouvés dans la Iillérature peuvent se classer en trois catégories:

a- Calcul des contraintes à l 'interfaee Béton/ Plaque:

La détermination des contraintes au niveau des interfaces Béton / Colle et Colle / Acier, est très
importante dans l'étude des poutres renforcées par des plaques collées, car le mode de rupture le plus
dominant est le décollement ou le glissement prématuré de la plaque. C'est pour cela que la majorité des
travaux analytiques sont orientés dans ce sens. Dans quelques travaux, la formulation commence par la
considération d'un découpage de la poutre en éléments infinitésimaux, puis on applique les équations
d'équilibre pour trouver la contrainte de cisaillement '<, et les règles de la RDM pour calculer la contrainte
normale cr à l'interface Béton / Colle [42,27).

Dans d'autres travaux on utilise l'équilibre d'un élément fini et les équations de compatibilité, pour
arriver à des équations différentielles en fonction des contramtes de cisaillement et des contraintes
normales, ou bien en fonction de la contrainte de décollement et la force axiale selon les suppositions
imposées initialement. La résolution de ces équations et l'application des conditions aux limites conduit à
l'obtention des formules fermées, ou des formules dans lesquelles le calcul est effectué par des méthodes
itératives. Dans ces travaux le comportement des matériaux est supposé élastique linéaire et isotrope. Et le
joint est considéré comme parfait. [28,43 - 46J

b- Dimensionnement de laplaque: [48,24J

La théorie des poutres permet en considérant un joint parfait entre le béton et la plaque de FRP, de
déterminer la déformation des armatures et de la plaque en fonction de la position de l'axe neutre. Les
contraintes sont calculées en fonction des déformations en utilisant les lois constitutives des matériaux. La
position de l'axe neutre est calculée par tâtonnement en utilisant l'équation de l'équilibre des forces. La
section minimale de la plaque correspondante à EPU est calculée en remplaçant la déformation de la
plaque Ep par sa déformation ultime Epu, et les contraintes dans les aciers et dans la plaque par leurs
contraintes ultimes.

La section maximale de la plaque est calculée en remplaçant la déformation du béton comprimé Ec par
la déformation ultime du béton Ecu. et la contrainte dans les aciers tendus par la contrainte ultime fv. Ce
qui correspond au mode de rupture par traction de la plaque. Les modes de rupture prématurés ne sont pas
pris en compte dans ces études. Pour assurer la ductilité de comportement il faut que la section de la
plaque se situe entre la limite supérieure et la limite inférieure.

c- Rupture locale par décollement de laplaque:

Les modèles analytiques existants sont basés sur une formulation empirique ou une formulation
mathématique. Notons à titre d'exemple l'étude de la référence ISO, 511, où l'auteur a proposé, en se
basant sur une étude expérimentale, une formule pour estimer l'espacement maximum et minimum
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des fissures stahles. Par la suite il a déterminé analytiquement l'expression de la contraÎnte de traction
dans la plaquc.

D'autres modèles sont basés sur unc formulation matbématique. Celtc formulation sert ù
déterminer la contrainte normale et la contrainte de cisaillemcnt au nivcau du joint [52, 53), ou à
déterminer la contrainte dc cisaillcmcnt à l'cxtrémité de la plaquc. Commc Ic modèle proposé par
Jansze [11).

2.5 Modélisation par éléments finis:

La méthode des éléments finis a été décrite assez largement dans la littérature pour l'analyse des
structures. Nous nous limiterons dans ce qui suit à présenter son utilisation dans l'analyse du
comportement des poutres en béton armé réparées par collage extérieur des plaques.

1°/ Buyle-Bodin et al. [10) ont présenté des travaux portant sur la modélisation des poutres en BA
renforcées par collage de plaques de CFRP. La modélisation effectuée était en contraintes planes, avec
l'utilisation des triangles linéaires pour représenter le béton et des éléments bars à deux nœuds pour
représenter la plaque et l'acier de ferraillage. Les interfaces Acier-Béton et FRP-Béton ont été
représentées moyennant des éléments types Goodman à deux nœuds

Les lois constitutives utilisées pour analyser le comportement flexionnel des poutres sont données par:

_ Un modèle élasto-plastique avec adoucissement est utilisé pour le béton. Le comportement en
compression est basé sur le critère de rupture d'Ottosen avec un écrouissage isotrope (Figure 2.25) ce
critère peut s'écrire comme suit:

F( -) J, JJ; JIJI,J"cos38,&p =0-, +;[--+b--] = 0
T T T

1: (Ep) : Contrainte uni-axiale équivalente qui dépend de la déformation plastique
équivalente.

l, :Premier invariant de contrainte.
h:Deuxième invariant de contrainte déviatorique.
Cos30 : Dépend de J2 eth
A.: Dépend de cos30, KI et K2 (caractéristiques du béton).
a et b : Paramètres empiriques.

2.93

Dans l'état élastique la matrice de comportement [Cl est égale à la matrice d'élasticité [D). Dans
l'état plastique si on suppose une plasticité associée, la matrice [Cl est exprimée par:

[C)=[D'P)=[D)

[D){~}{ 8F }7[D]
8{a}. 8{a}

A+{~}T [D]{~}
8{a} 8{a}

2.94

Où A est un paramètre d'écrouissage qui gouverne l'évolution de la surface d'écoulement dans
l'espace des contraintes durant le chargement.
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Figure 2.25: Critère d'Ottosen.[1 0]

Dans la traction, le béton est supposé un matériau fragile, et on considère l'approche de fissuration
répartie « smeared ». Avec cette représentation le béton est traité comme un matériau orthotrope où
les axes principaux sont parallèles et normaux à la direction de la fissure ..La relation contrainte -
déformation est:

o
E"
o

2.95

Et, : Module tangentiel, après la fissuration.
1] : Coefficient qui estime la transmission des forces de cisaillement à travers la fissure

(0 < 1] < 1).
v : Coefficient de poisson.

Pour les barres d'aciers on choisit une loi élasto-plastique parfaite.

Des tests de traction sur le CFRP ont montré que leur comportement est élastique linéaire jusqu'à la
rupture. Donc une isotropie élastique est suffisante pour modéliser le CFRP, en supposant une analyse en
contrainte plane.

Le comportement normal et le comportement tangentiel utilisés pour modéliser l'interface Béton-Acier
sont montrés dans les figures (2.26) et (2.27) respectivement. Généralement, on observe une phase
élastique dans le modèle mécanique. Durant cette phase, l'élément est caractérisé par deux rigidités
indépendantes, rigidité normale KN et rigidité tangentielle K,. Le comportement plastique est présenté par
une fonction de charge (Critère de Mohr-Coulomb). L'épaisseur des éléments d'interfàce est égale à zéro,
les paramètres du modèle sont identifiés comme suit: KN = 480 kN/mm3

, Ks =200 kN/mm3
, Er = 1000

kN/mm3
, £ = 0.01. Les valeurs des paramètres de Coulomb sont: C co 2 MPa, '" = 10°.
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Pour modéliscr Ics élémcnts d'intcrli,cc CFRP-lJélon (c.:i.d la couchc d'adhésit) on surrosc un
comportement rar!àitemcnl élastiquc. Dans cc cas, l'éraisseur dc l'é1émcnt est égale:i 1 mm, ct les
raramètres KN ct K, sont nécessaires pour idcntitier le modèle (KN ~ 12800 kN/mnr', K, =2900 kN/mm').

Une comraraison avec les résultats exrérimentaux indique que le modèle numérique est capable de
l'réd ire le comportement flexionnel des poutres renforcées en CFRp.

Lmax

T = C - <Til tg <l>

Ymax

Figure 2.26 : Comportement normal de
la liaison béton - aeier.[IO)

Figure 2.27 : Comportement tangentiel
. de la liaison béton - acier. (10)

2°{ Arduini et Nanni [42) ont utilisé l'analyse par éléments finis avec une approche de fissuration
répartie (smeared) en vue de simuler numériquement les poutres en BA renforcées par des plaques en
CFRP. Le béton a été modélisé par des éléments bidimensionnels carrés à 8 nœuds (50 x 50 mm). Par
contre, pour les poutres renforcées par des tissus flexibles en FRP, les éléments du béton choisis sont des
briques 3D à 20 nœuds (100 x 100 x 150 mm). Un joint parfait à été supposé entre le béton et le FRP.

Les lois constitutives des matériaux ont déjà été données dans la section (2.4) de ce chapitre.

Les courbes charge - flèche; charge - déformation de la plaque de FRP et l'évolution des fissures
montrent que les résultats numérique sont en bonne concordance avec les résultats expérimentaux. La
solution numérique montre une rigidité légèrement inférieure à la rigidité expérimentale. Cela est dû au
nombre limité des nœuds utilisés dans la simulation. Ainsi, quand des nombreuses fissures dans le béton
sont ouvertes, la solution ne devient plus abordable, et la convergence ne peut pas être atteinte. Cela
explique pourquoi la capacité portante indiquée par le modèle numérique est inférieure à celle du modèle
expérimental.

3°{ Ziraba et Balucb [55) ont présenté un modèle d'éléments finis non-linéaire pour analyser le
comportement au cisaillement et à la flexion des poutres en BA renforcées par collage extérieur des
plaques en acier. Le modèle inclut un élément d'interface spécial afin de simuler la couche adhésive.

La réponse de l'élément d'interface sous les contraintes de traction et de cisaillement a été supposée
linéaire jusqu'à la rupture de l'interface. Cette réponse est caractérisée par deux étapes: avant et arrès
fissuration. Dans la première étape, la matrice des propriétés du matériau est prise égale :

2.96
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Après la f,ssuration la contraintc ct le module dc cisaillcmcnt scron! nuls. Lorsquc l'épaisscur dc
l'interfàcc est làible, l'élément d'inlcrf'lce ne peut se fissurer que le long dc la ligne dc la colle ou
perpendiculairement à celle-ci. Si la fissuration est perpendiculaire à la ligne de la colle, la malrice 11>1
actualisée pour l'intcrfàcc devient:

[DL =[~O ~ ~]
o 0.25G

2.97

Sous la combinaison de la contrainte de cisaillement et la contrainte normale, l'interface peut se
fissurer parallèlement à la ligne de la colle suivant le critère de rupture de Mohr-Coulomb donné par:

t =C - cr tag~ 2.98

Si, à la rupture, la contrainte normale perpendiculaire l'axe longitudinal de la colle est une contrainte
de traction, dans ce cas tous les éléments de la matrice [D) seront nuls, par contre si elle est de
compression, seule la contrainte et le module de cisaillement seront nuls. Dans ce cas la matrice [D) sera:

[DLn =_1_[~
I-v2

o

JE 0]
E 0
o 0

2.99

Le coefficient de Poisson est supposé le même que celui du béton. Le module d'élasticité de l'interface
est calculé par la relation:

£=2G(I +v)

Pour les autres matériaux, le comportement du béton à la compression a été supposé élasto-plastique.
Le critère de rupture utilisé est celui de Mohr-Coulomb. C'est la règle d'écrouissage qui détermine la
relation entre la contrainte et la déformation plastique effective. La relation utilisée a été extrapolée à
partir d'une relation parabolique de contrainte - déformation uni-axiale donnée par :

cr = Eo E - 0.5 (Eo 1Ec ) EZ

-Eo :Module d'élasticité initiale
- E : Déformation totale
- Ec : Déformation correspondant au pic de déformation J'c.

2.100

Pour le béton tendu l'approche de fissure répartie a été adoptée. La réponse du béton tendu a été
supposée linéaire jusqu'à la rupture. Les fissures ont été supposées se former dans un plan
perpendiculaire à la direction de la contrainte de traction principale maximale aussitôt que cette contrainte
atteint la résistance à la traction du béton.ft.
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L'effet de la rigidilïcation de la zone tendue a été pris en considération. Le comportement après le pic
est linéaire avec un module d'élasticité ".fictil" donné par

E; =af (1_2J~.
, [; E

"' ,
£1~Ei~EnJ 2.101

€; : Déformation de traction maximale obtenue dans le point considéré.
a, €m : sont les paramètres de la rigidification de la zone tendue (0.01 < a < 0.6 et €m = 0.002)

Pour prendre en compte l'interaction des agrégats et l'effet de goujon entre la barre d'acier et le béton
au niveau d'une fissure il faut attribuer une valeur appropriée au module de cisaillement du béton fissuré
GC

• Pour un béton fissuré dans la direction 1:

< _ {0.25G(1 - ", / 0.005)
G12 - °

G : Module de cisaillement du béton non fissuré.
", : Déformation de traction dans la direction 1.

", ,,0.005
",;0: 0.005
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Pour un béton fissuré dans les deux directions une réduction de 50% sera faite.

Pour la plaque d'acier et l'acier de ferraillage interne le comportement adopté suit une loi élasto-
plastique avec écrouissage isotrope. Le critère de rupture est similaire au critère de Von Mises.

Le béton est représenté par un élément fini iso-paramétrique à neuf nœuds. A chaque itération pour
chaque incrément de charge la matrice des propriétés matérielles est actualisée. Tous les aciers
longitudinaux et transversaux sont modélisés par des éléments quadratiques discrets à trois nœuds. Ces
éléments résistent uniquement aux forces axiales, et se déforment d'une manière élasto - plastique avec
un écrouissage isotrope. Afin de modéliser l'interface Béton 1 Colle 1 Acier et l'interface Béton 1 Acier
interne, des éléments d'interface à six nœuds ont été utilisés. La plaque est modélisée comme un
matériau élasto - plastique à écrouissage isotrope, son comportement en compression est similaire à celui
de traction. Le critère de rupture adopté est celui de Von-Mises. La discrétisation de la plaque est faite par
des éléments Lagrangien iso-paramétrique à neuf nœuds. Il faut noter que cette discrétisation représente
bien les contraintes d'arrachement dans l'interface plaque 1 béton.

Les résultats montrent une corrélation acceptable entre les charges ultimes basées sur le modèle de la
MEF et celles obtenues expérimentalement. Il en est de même pour les courbes charge -flèche.

4°/ Adhikary, et al [56) ont développé une modélisation par la MEF pour analyser des poutres en BA
renforcées par collage extérieur de plaques en acier sur la face tendue. Le modèle prend en considération
le glissement entre le béton et la plaque d'acier, l'effet d'ancrage des extrémités (par boulonnage), le
comportement non-linéaire des matériaux mis en jeu. Le modèle comporte trois éléments: un élément
d'interface, un élément pour modéliser le boulon, et un élément pour modéliser l'interface du boulon.

Pour l'élément de l'interface Béton - Adhésif - Acier, la formulation par la MEF utilise un élément de
l'interface adhésif à six nœuds. Seules deux composantes de contraintes sont considérées dans la
formulation, la contrainte normale et la contrainte tangentielle, selon deux directions mutuellement
perpendiculaires de l'interface. Le déplacement relatif entre les nœuds du béton et la plaque d'acier est
pris en compte. L'épaisseur de l'élément de l'interface est supposée nulle. La relation constitutive de cet
élément est donnée par:



Chapitre Il : Revue Bibliographique

{:}=[D]{U,v,}

u, et v, : sont les déplacements relatifs de la plaque par rapport au béton.

La matrice constitutive (Dl, en négligeant le couplage entre les déformation, est donnée par:

[D]=[KOS 0]
K"

51
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Où Ks et KR sont respectivement la rigidité tangentielle et la rigidité normale de l'interface. Les
valeurs de Ks et KR déterminées pratiquement par les essais sont: Ks = 60 MPalmm; KR= 144 MPalmm.

La matrice de rigidité de l'interface, calculée à partir du principe des travaux virtuels, est donnée par:

[K]= f[B]'[R]'[D][B][R]bDetJ ds

[R] : Matrice de rotation.
[B] : Matrice de fonction de forme qui relie les déplacements de l'élément d'i~terface aux déplacements

des nœuds, avec:

o -N, 0
o -N,

-N,ON,
o -N, 0

o N,
N, 0

o
N,

2.105

N, : sont les fonctions de forme parabolique.

Pour le béton armé, les éléments fmis considérés sont des éléments à huit nœuds avec des fonctions de
formes quadratiques. Tous les aciers internes sont englobés dans les éléments de BA. La plaque d'acier
est aussi modélisée par des éléments à huit nœuds.

Les modèles constitutifs des ditterents matériauxsont:

1- Béton armé: Le modèle utilisé est montré dans la figure 2.28. Le concept de superposition a
été adapté pour calculer la matrice de rigidité des éléments. L'élément est formulé par la
combinaison de la loi constitutive du béton fissuré, représenté par le modèle de rigidification à la
traction « Tension StiffrIesSMadel », le modèle de compression et le modèle de transfert de
cisaillement, avec celui de l'acier. Le modèle considère l'approche de fissuration répartie. Le
comportement du joint entre l'acier et le béton a été modélisé en prenant en compte les effets de la
rigidification de la zone tendue et la rigidification au cisaillement (Figure 2.29, Figure 2.30).

2- Plaque d'acier: La plaque d'acier collée sur la poutre de BA est modélisée par un matériau
isotrope élastique - parfaitement plastique, gouverné par le critère de rupture de Von Mises.

3-I'interjaee adhésif: Le comportement de l'interface est supposé linéaire élastique jusqu'à la rupture.
La fissuration et le décollement de l'interface sont modélisés sous forme linéaire par le critère de Mohr ~
Coulomb donné par :

T =C - cr tan e
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La valeur de C pour l'intertàce Béton - Adhésif - Acier est égale à 5 MI'a, alors que l'angle de
frottement interne 0 est égal à 30°.

T

Augmentationde la
largeur fissurée

Figure 2.28 : Modèles constitutifs du béton.[56]

Une étude comparative montre que les courbes de charge - flèche et les courbes de
déformation de la plaque obtenues par ce modèle sont en bon accord avec les résultats
expérimentaux. Alors que les courbes obtenues par une analyse qui suppose un joint parfait entre
le béton et la plaque d'acier donnent une mauvaise corrélation.

a,

Fissuration ./, li!
('t Iii

Re c=0.4
PL y

Y.

Figure 2.29 : Modèle de rigidification
de la zone tendue d'un élément en BA. [56]

Figure 2.30 : Modèle de rigidification au
cisaillement d'un élément en BA. [56]

5°1 Wu et Yiu (32) ont présenté une étude du comportement à la fissuration du béton et de la rupture
par décollement de l'interface des poutres en béton renforcées par collage des plaques en FRP. D'après
les observations expérimentales, ce type de structures subit les modes de rupture suivants:

1) Fissuration dans la masse de béton
2) Décollement à l'interface d'adhésif
3) La rupture de la plaque.

Par conséquent, des modèles de rupture adéquats doivent être adoptés et qui se résument comme suit:
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1) Fissura/ion du bé/on :

53

Le mode 1dc fissurc c'est le type de rupture de béton le plus commun. Pour simuler la lissuration
du béton ils ont utilisé l'approche de fissuration répartie tournante. La modélisation constitutive cst
décrite par la matrice DC' qui relie l'incrément de contrainte et l'incrément dc déformation dans les
coordonnées locales du plan de fissure.

2.106

Où Dn représente le module d'adoucissement à la traction (tensile softening modulus) (voir figure
2.3 1). G est le module de cisaillement élastique et 13 est le facteur de conservation de cisaillement.

La courbe de contrainte - déformation choisie est une courbe d'adoucissement linéaire simplifiée.
Donc, Dn peut simplement être déterminé par la résistance de traction de béton fh l'énergie de rupture
du mode J, df> et la largeur de la bande fissurée b.

sC'

Figure 2.31 : Relation Contrainte-déformation d'adoucissement.[32]

2) fissures d'interface fictives dans la couche d'adhésif:(Fictitious interfacial crack witbin
adbesive layer)

Le décollement le long de l'interface FRP-Béton est l'un des comportements de rupture les plus
fréquents dans les structures de béton renforcées par les FRP. Cependant, deux types différents du
décollement ont été pratiquement trouvés. Le premier type de décollement se produit dans la couche
d'adhésif, qui peut être supposée comme le mode II de rupture puisque la contrainte de cisaillement
dans une couche d'adhésif mince est plus dominante que la contrainte normale. L'autre type est
représenté comme des fissures micro diagonales de béton au voisinage d'interface de joint.

3) Rupture de la plaque de FRP :

Les caractéristiques mécaniques des FRP ne permettent pas de transmettre la compression, et
assurent un comportement élastique linéaire jusqu'au dépassement de la résistance à la traction. D'où,
la relation contrainte--<!éformationdes plaques FRP :
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_ {E1'"UI'&I'W'
Cf,..,w - 0

Où:
/FRf' : Résistance à la traction
EFRf' ..Module élastique
Œ "Rf' ..Contrainte de traction
eFRf' : Déformation de traction,

(0 < "/"111' < f,.w' / E,.w')

(",w' < 0)
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Afin d'analyser le mécanisme de décollement et le comportement de fissuration par la méthode des
éléments finis, la poutre est discrétisée par trois types d'éléments finis: Eléments de contrainte plane à
quatre (04) nœuds pour le béton, des éléments d'interface linéaires pour la couche d'adhésif, et des
éléments barre" (russ elements " pour la plaque de FRP.

Si une bonne adhésion d'interface est garantie, les situations de décollement d'interface, soit à travers la
surface du béton ou dans la couche d'adhésif, peuvent être déterminés par les relations entre l'énergie de
rupture du béton df et l'énergie de rupture de l'interface dIt> et entre la résistance d'adhésion fb et la
résistance à la traction du béton ft.

L'équilibre de fb et ft est aussi un facteur important qui peut affecter le type de décollement et le
comportement de fissuration. Avec l'augmentation de la résistance à la traction du béton ft, le décollement
de l'interface se déplace de l'interface de béton vers la couche adhésive. Un béton de résistance élevée
permet la transmission d'une grande partie de contrainte de cisaillement de la plaque de FRP vers le béton
avant l'apparition de décollement dans la couche d'adhésif.

Dans le cas où la résistance d'adhésion fb est relativement grande, et si le béton est relativement fragile
avec une énergie de rupture df faible, le décollement de l'interface se produit principalement à travers
l'interface de béton adjacent à l'interface de joint. En augmentant l'énergie de rupture de béton,
l'emplacement du décollement se déplace vers la couche adhésive. De plus, une bonne adhésion
d'interface avec des grandes valeurs de dlf et df peut conduire à la rupture des plaques FRP, d'où,
l'obtention d'une meilleure performance de renforcement du FRP. Par contre, une faible valeur de fb et
dlfconduit à un décollement prématuré dans la couche d'adhésif.

6°/ Ye (43) a effectué une étude numérique par la méthode des éléments finis pour étudier le transfert
des contraintes de cisaillement dans les interfaces d'une poutre en béton renforcée par une plaque
composite en FRP. Des éléments bidimensionnels en contraintes planes à quatre nœuds ont été utilisés.
Les lois constitutives pour chaque type de matériau sont comme suit:

• La relation contrainte - déformation pour le béton en compression a été supposée non-linéaire suivant
l'idéalisation de Hognestad montré dans la figure 2.32. Cette relation est donnée par:

2.108

l =ç.lc.
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Où : .k :Contrainte maximale de compression du béton.
fd : Résistance de compression du béton.

55

En est la déformation de béton correspondant à la contrainte maximale fio = 2I: 1E,.,où Ec est le module
d'élasticité du béton.

0.063

Figure 2.32: Relation contrainte - déformation du béton.[43)

• La relation contrainte - déformation pour les barres d'acier a été supposée élastique
parfaitement plastique, représenté par:

as = EsEs

(1's = EsEy

Où:
cr, : Contrainte des barres d'acier.
E, : Déformation des barres d'acier.
Es : Module d'élasticité d'acier.
Ey: Déformation de plastification d'acier.

• La relation contrainte - déformation pour la plaque de FRP supposée linéaire élastique est
donnée par:

crp = Ep. Ep

Où:
crp : Contrainte moyenne dans la plaque.
Ep : Déformation moyenne dans la plaque.
Ep : Module d'élasticité du FRP.

Pour modéliser le joint entre le béton et la plaque composite un calcul approximatif d'équilibre d'un
élément d'interface a été utilisé (voir section 2.4 pour la même référence).
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~
7°1 AseÎone et Feo 157) ont présenté un modèle d'élément fini pour étudier la c
eontraintes normales et tangentielles dans les extrémités de la plaque, et leur distribution le
de la poutre.

Les contraintes de cisaillement de l'interface Plaque /Adhési( peuvent être caleulées en considérant
l'équilibre d'un élément dx de la plaque (Figure 2.33).

.~"

!-~.~-:.--~-~::;._-_._.-:-.~--
.' 4." d' 1

•• POU!'" en BA .~4. .!. !
A .'~ 1

. ad. i CouchQ adheGÎVQ
.",
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Cl"bp : Contrainte normale .

"Cbp : Contrainte tangentielle.

Plaqu9 composit9 .~ dK ,,

Figure 2.33 : Equilibre de la plaque composite de renforcement.[57]

i
"'_ Plaque composite

"Ie
dx

Figure 2.34 : Equilibre de la couche adhésive. [57]

D'autre part l'équilibre d'un élément d'adhésif (Figure 2.34) est exprimé par:

2.110
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L'équilibrc d'un élémcnt compositc Plaquc - Adhésifcsl cxprimé par (Figurc 2.35):

57

(M' +dM')- M* -(V' +dV' )dx+( Th"dx)(10 +1" 12 )-( Œhodx)(dx /2) = 0

Et: (V'+dV')-V'+Œhadx=O 2.111

ta : Epaisscur de la colle.
tp : Epaisscur de la plaque.
aba : Contrainte normale d'interface Béton / Adhésif

Après simplification, la contrainte normale inter-faciale est donnée par:

dV' dT,p
cr =--=-(t +t /2)-

ba dx Q P dx 2.112

Les propriétés des matériaux du béton et de la colle sont supposées linéaires élastiques orthotropes,
avec la possibilité de différents comportements dans la traction et dans la compression "bimodular
behavior". Le joint est modélisé par une distribution continue de ressort.s élastiques bilinéaires. Les
réactions des ressorts donnent des valeurs approximatives des contraintes interfaciales.

.t)
(a)

Plaque composite dx

• •V+dV

v

"

Couche adhésive

• •M+dM

(b)

Plaque composite

t
v;,

dx

Couche adhésive

,. .
V+dV

v;,

Figure 2.35: Equilibre de l'interface couche d'adhésif / plaque composite de renforcement.(57]
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Lc modèle d'élément fini a été développé en utilisant dcs élémcnts Lagrangiens iso-paramétriqucs. Lc
problème discret a été résolu par la méthode de Newton-Raphson.

Afin de simuler la diffusion de contrainte d'interface dans la zone d'ancrage, il est supposé que
l'épaisseur de la plaque varie de 0 à tr sur une longueur convenable Id (Figure 2.36)

Où:

MA ~1 = .....!'-..!'... = .J'..t t
d bk G pa

p : a

Er : Module de Young
Ar : Section de la plaque composite
br: Largeur de la plaque
Ga : Module de cisaillement de l'adhésif.

2.113

C'est intéressant de reconnaître que la quantité Id représente la longueur caractéristique montrée par
une poutre élastique chargée axialement et attachée le long de son axe par une distribution continue de
ressorts élastiques qui ont la raideur kz (par unité de longueur).

Plaque composite

Figure 2.36 : Longueur de diffusion '-.[57]

Une étude comparative montre que les résultats numériques sont en bon accord avee les résultats
expérimentaux.

8°1 Kaliakin et al. [58) ont présenté une étude numérique basée sur la MEF pour analyser des poutres
en BA de section en Té renforcées extérieurement par des plaques composites. La première étape de
l'étude consiste à développer un modèle numérique de poutre non renforcée qui servira de référence pour
le suite de l'étude. Celle-ci comporte dans une deuxième étape de renforcées extérieurement par des
plaques. Le logiciel ABAQUS a été utilisé dans les calculs.
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Le modèle numérique a été élaboré en utilisant des éléments iso-paramétriques' hrick' à huit nœuds
pour le béton ct des éléments barres pour l'acier de tèrraillage. L'utilisation des élémcnts à vingt nœuds
pour le béton, dans une étude préliminaire, ne donne pas une ditlcrencc appréciable dans les résultats.
Compte, teno des constats expérimcntaux, il n'a pas été nécessaire d'utiliser des élémcnts d'interface
Acier - Béton. Les plaques ont été représentécs par des éléments membranaires à quatre noeuds « Shell
clements ».

Pour modéliser le comportement du béton ordinaire une relation constitutive inélastique a été utilisée.
La fonction de charge a été exprimé en fonction de deux premiers invariants de contrainte. Ils ont postulé
que la règle d'écoulement est associative et l'écrouissage est isotrope. Ces simplifications conduisent,
parfois, à des incertitudes dans la simulation. Par exemple la supposition que l'écoulement est associatif
sur estime la déformation volumétrique inélastique. Ainsi, le troisième invariant de contrainte est
nécessaire pour assurer l'exactitude, car l'état de contrainte pratique est multiaxial. Finalement, lorsque le
béton est sollicité au-delà de la contrainte ultime, l'utilisation d'une rigidité élastique constante dans une
formulation élasto-plastique n'est pas justifiée pratiquement.

Dans le logiciel ABAQUS, la fissuration est considérée comme étant l'aspect le plus important dans la
réponse du matériau. Les fissures apparaissent lorsque les contraintes atteignent la surface de charge.
Cette surface est définie par la ligne de Coulomb. L'anisotropie introduite par la fissuration a été prise en
compte dans ce modèle. Le modèle utilise l'approche de fissuration continue (ou répartie). L'inconvénient
de cette approche est l'introduction de la sensibilité de la maille dans l'analyse, c.à.d les résultats ne
convergent pas toujours vers un résultat unique. Le paramètre de la rigidificalion de la zone tendue utilisé
est égal à 0.001. Le module élastique utilisé est celui défini par le code ACI Building donné
parEc = 57000Jl. La valeur moyenne de coefficient de Poisson est supposée égale à 0.20. Les barres
d'acier sont modélisées comme un matériau isotrope élastique - parfaitement plastique.

Les matériaux composites sont des matériaux qui présentent une isotropie transversale. Cependant, du
fait que l'épaisseur de la plaque est faible, la réponse dans le plan de la section de la plaque est
négligeable. Par conséquent on peut accepter que les plaques sont des matériaux isotropes élastiques
linéaires. Le coefficient de Poisson a été supposé égale à 0.35.

Une comparaison avec les résultats expérimentaux permet d'affirmer que les résultats donnés par le
modèle numérique, surtout en terme de réponse Charge - Déplacement sont globalement satisfaisants.
L'approche de fissuration continue utilisée dans le modèle constitutif du béton n'est pas capable de
déterminer les déformations localisées dans les régions trop fissurées. Malgré qu'il est très important de
connaître la valeur des déformations dans ces régions, du point de vue de calcul ceci n'est pas important,
surtout lorsque les poutres sont contrôlées par le cisaillement, où la rupture de la poutre est atteinte par
décollement de la plaque avant que les déformations localisées aux fissures atteignent une valeur assez
large.
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2.5.1 Synthèse:

GO

D'après l'exposition de ces modèles numériques on peut conciure que le modèle de matériau du béton
comprimé le plus utilisé est le modèle élasto-plastique avec adoucissement. Le critère de rupture
fréquemment utilisé est celui de Mohr-Coulomb. Il y a d'autres critères qui donnent des résultats
similaires tel que le critère de Druker-Prager, d'OUosen et de Kupfer. Pour la traction le béton a un
comportement fragile. Donc il a été modélisé par une loi linéaire élastique jusqu'à la rupture. Toutefois,
pour une modélisation réelle on doit prendre en considération la rigidification de la zone tendue duc à la
présence des aciers « tension stiffening». La fissuration est représentée par l'approche de fissuration
continue. L'inconvénient de ceUe approche c'est qu'elle peut rendre le problème traité dependant de la
maille utilisée.

Les aciers de ferraillage et la plaque d'acier ont été modélisés pratiquement par une loi élasto-
plastique avec écrouissage ou, pour de raison de simplification, par une loi élastique parfaitement
plastique. Le critêre de rupture le plus convenable pour l'acier est celui de Von Mises. Le comportement
des plaques composites a été considéré élastique linéaire jusqu'à la rupture. Malgré que ces composites ne
sont pas des matériaux isotropes, on peut les considérer comme des matériaux isotropes, en vue de leur
faible épaisseur.

Dans la majorité des études numériques, l'interface acier - béton a été représentée par un joint parfait,
à cause de l'adhésion importante entre les aciers de ferraillage et le béton.

Vu le problème de décollement et de glissement de la plaque de FRP, plusieurs recherches ont été
effectuées sur la modélisation de l'interface FRP - béton. L'un des moyennes de modélisation de
l'interface est le développement des contraintes normales et tangentielles analytiquement et les incorporer
par la suite dans un programme d'élément finis. Le comportement des éléments d'interface est identique
à celui de la colle, càd un comportement élastique linéaire. Le critère de rupture généralement utilisé est
celui de Mohr-Coulomb.
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3.1 Introdnction

61

Plusieurs problèmes de l'analyse des contraintes peuvent être résolus d'une manière satislàisantc en
utilisant un modèle linéaire de comportement. Dans ce modèle, la réponse est directcmcnt proportionnclle
à la chargc et lcs équations d'équilibre sont établies pour les conditions initialcs des appuis. La solution
des équations d'équilibre est uniquc ct donnc les déplacements de la structure étudiée. Cependant, les
hypothèses nécessaires pour l'application du modèle linéaire ne sont pas toujours satisfaites cn réalité. A
titre d'exemple, le matériau supposé élastique linéaire peut exhiber un comportemcnt plastique où la
relation contrainte - déplacement n'est pas linéaire à tout les niveaux de chargement. De plus, les
déplacements et les rotations peuvent devenir importantes que l'écriture des équations d'équilibre à partir
de la configuration initiale de la structure seulement devienne impossible.

Pour avoir une idée précise sur le comportement d'une structure à tous les niveaux de chargement,
une analyse non linéaire s'impose. Malheureusement, ce type d'analyse se heurte au problème de coût qui
est 10 à 100 fois le coût d'une analyse linéaire pour le même nombre de degré de liberté. Cependant, au
cours des dernières années l'utilisation du modèle non linéaire est devenue une pratique courante grâce au
développement formidable de l'outil de calcul tant en termes de matériel informatique qu'en termes de
logiciels disponibles.

Le présent chapitre se propose de passer brièvement en revue les modèles non linéaires des matériaux
utilisées dans l'analyse des poutres en béton armé. Un tour d'horizon sur les sources de non linéarité ainsi
que les stratégies de solution du système non linéaire est aussi présenté.

3.2 Sources de non linéarité

Soit un corps solide de volume Q délimité par la surface S = SI + S2,soumis à un déplacement initial
- -

u=u et subissant une force surfacique x. (Figure 3.1). Sous l'effet des forces internes et externes, le
cheminement de calcul des efforts dans le corps solide suit le diagramme de la figure 3.2.

Une discrétisation par la méthode des éléments finis conduit généralement à la résolution d'un
système algébrique d'équations de type :

[K Hu} ={F} 3.1

{u} et {F} sont respectivement le vecteur des déplacements et les forces nodaux
(K] est la matrice de rigidité globale du système obtenue par sommation des matrices de rigidité
élémentaires (K 1.

u=u

Fignre 3.1: Corps solide.
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La matrice [K lest donnée par:

Avec:

[B] matrice de déformation liant les déplacements nodaux aux déformations nodales.

{&} =[B Hu}; [B] =[L]

[LI: Matrice d'opérateur de dérivation,
[D]: Matrice des propriétés des matériaux.
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3.2

Condition aux 04 Déplacement Force
limites sur la interne u volumique
surface S2

-
X

-
u= u

CV.
Relation -

s=L.u cr + X =0
défonnation -
déplacement G)

Equations
d'équilibre

Conditions
Défonnation

Equations constitutives. aux limites sur
l> Contrainte cr G5 la surface SI

cr =Dl> CV -cr = Xu

Figure 3.2 : Cheminement de calcul.

Trois sources de non linéarité sont identifiées dans la mécanique des structures:

1. Non linéarité des matériaux :

Dans ce cas la relation contrainte - déformation dans les équations constitutives (chemin 3 de la
figure 3.2) n'est pas linéaire, car la matrice [D] n'est plus une matrice constante, mais dépend des états de

déformations [sI actuel et antérieur.

Ce type de problème est le plus fréquent dans le domaine du génie civil compte tenu des qualités des
matériaux utilisés tels que le béton et le sol. La résolution de ce type est complexe suite aux phénomènes
de rupture progressive, localisation, hystérésis ... etc.

2. Non linéarité géométrique:

Dans ce cas l'opérateur de dérivation [LI liant les défonnations aux déplacements (chemin 2 de la
figure 3.2) n'est pas linéaire par suite du changement de la géométrie de la structure défonnée.
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Ce type de problème est renconlré dans l'étude des slructures minces ou lrès élancées. Par conséquent,
la matrice [H ]dans l'équation 3.2 contient des opérateurs non linéaires de dérivation et dépend des
déplacements appliqués.

3. Non linéarité des candi/ions aux limi/es :

Dans ce cas les conditions aux limites cinématiques et mécaniques (chemin 1 et 4 de la figure 3.2)
dépendent des déplacements appliqués. Ces cas sont rencontrés dans les structures submergées ou
réservoirs lorsque la pression hydrostatique appliquée dépend des déformations des parois (conditions aux
limites mécaniques variables), ou dans les problèmes de contact (conditions aux limites cinématiques
variables).

3.3 Lois constitutives des matériaux

L'un des axes de recherche le plus important dans le domaine du béton armé est celui de
développement ou de la fonnulation des lois constitutives capables de suivre la totalité du processus de
défonnation d'une structure en béton. En effet, dans une analyse non linéaire, les déplacements et par
conséquent les défonnations changent induisant ainsi un changement dans les propriétés des matériaux.
Dans une modélisation par éléments finis, ceci se traduit par un ajustement de la matrice des propriétés
[D] au fur et à mesure que les défonnations changent

La première application de la méthode des éléments finis au comportement non linéaire des poutres en
béton armé revient à Ngo et scordelis [59] en suivant une approche de linéarisation. Nilson [60], par
contre, a été le premier à utiliser une approche complètement non linéaire dans l'analyse par éléments
finis des structures en béton armé. Depuis cette date, plusieurs travaux de recherche ont été entrepris pour
modéliser le comportement non linéaire des structures en béton armé [61 - 63]. Une attention particulière
a été orientée vers le comportement du béton sous l'effet des contraintes multiaxiales. Ceci est peut être le
résultat de l'influence des recherches entreprises parallèlement sur le comportement du sol. Or, dans la
majorité des applications du béton armé, un état de contrainte plane règne [61]. Ceci est particulièrement
vrai pour les structures soumises à une flexion unidirectionnelle, cas des poutres ou pour les régions du
béton situées entre les fissures où un état de contrainte biaxial voir même uniaxial prévaut De plus, des
résultats expérimentaux fiables sur le comportement du béton armé sous contraintes multiaxiales sont
difficiles à trouver dans la littérature tandis que ceux relatifs au béton simple présentent beaucoup de
variations [64, 65].

Au cours des trois demières décennies, un nombre important de modèles constitutifs pour le béton,
ont été proposés pour une éventuelle utilisation dans la modélisation non linéaire par éléments finis des
structures en béton. Malheureusement, seul un nombre limité de ces modèles a été systématiquement testé
pour vérifier s'ils peuvent prédire d'une manière fiable le comportement des structure en béton [66] ; et la
plupart des codes de calcul disponibles utilisent des modèles simplifiés. Ce nombre important de modèles
développés témoigne des difficultés plus au moins importantes qui entravent la fonnulation d'un modèle
fiable pour l'analyse des structures. La majorité de la non linéarité du comportement du béton est liée à sa
capacité limitée de supporter les contraintes et les déformations de traction. La fissuration du béton
induira des phénomènes complexes à modéliser tels que l'engrenage des aggregats et l'effet de goujon des
armatures. En plus la discontinuité physique crée par la fissuration ne peut pas être considérée d'une
manière directe et adéquate dans le fonnalisme de la mécanique des milieux continus. Essentiellement,
trois approches ont été suivies dans le développement des modèles constitutifs pour le béton armé :

1) Le béton et l'acier sont traités séparément et représentés par des éléments distincts dans la
maille des éléments finis.
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2) Le béton armé est considéré comme un matériau composite et par conséquent un seul
élément représente le matériau avec des lois constitutives dillcrcntcs pour le béton ct les
armatures.

3) Le béton armé est eonsidéré comme un matériau homogène avec une seule loi constitutive
pour le béton ct l'acier.

Ngo et Scordelis [59] ont adopté la premièrc approche dans leur modélisation des poutrcs tandis que
Cervenka [67] semble êtrc le premier à adopter la deuxième approchc dans l'analyse des panncaux en
béton. La troisième approche a vu sa première application dans l'analyse non linéairc dcs dalles en béton
armé [68] où une loi constitutive basée sur la courbe moment - courbure à été utilisée. Afin d'éviter les
problèmes rencontrés lors de la modélisation numérique des structures en béton, particulièrement celles
contenant un pourcentage très élevé d'armatures, en utilisant les deux premières approches, un regain
d'intérêt semble être donné à la troisième approche [69].

Dans ce qui suit, nous allons essayer de passer en revue les deux premières approches uniquement, car
la plupart des modèles développés pour l'analyse non linéaire des poutrcs, objet de la présente étude,
tombent dans les deux catégories.

3.3.1 Lois constitutives du béton:

L'objectif de cette section est de développer des lois constitutives (cr • E) qui soient capables de
prendre en considération d'une manière adéquate la fissuration, la plastification et l'écrasement du béton.

3.3.1.1 Comportement uniaxial:

La considération des courbes expérimentales contrainte - déformation uniaxiale des éprouvettes en
béton soumises à un chargement en compression de courte durée peut constituer une introduction utile au
problème complexe du comportement du béton sous l'effet des contraintes multiaxiales. Un tour
d'horizon des travaux trouvés dans la littérature [64, 70 • 73] révèle les principaux points suivants:

1) La déformation moyenne du béton est le résultat de plusieurs petites déformations qui se
produisent dans les différents constituant du béton.

2) Pour une charge donnée, la déformation plastique du premier chargement est plus grande que celle
produite lorsque ce même chargement est appliqué une deuxième fois après déchargement.

3) Les courbes (cr . E) obtenues dépendent du contrôle de l'essai: avec incrément de contrainte ou
incrément de déformation.

4) La partie de la courbe (cr • E) enregistrée après le pic de la contrainte (courbe d'adoucissement)
semble dépendre de la machine utilisée dans l'essai.

5) Pour des contraintes inférieures ou égales à 30% de la contrainte de rupture, le comportement du
béton est pratiquement élastique linéaire.

La figure 3.3 montre une courbe (cr . E) typique d'une éprouvette du béton soumise à la compression.
Popovics [71] a proposé l'expression suivante pour la courbe (cr. E):

Œ=ŒO (~) n
&0 (n-I+~J)

Pour un béton courant:
n = 0.58 cro +1.0
&0=9.368.10-''';;;;

cro en (MPa)

3.3

3.4
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Partie IlPartie 1
t

1
(Jo!

i /. \
1 ;~. \ •

li !' ~ II!

;.: .

tfdJ_É:_"' _, 1 ~ E,l
_________ E_" E_" ~I

Figure 3.3: Courbe (a - E ) du béton sous contrainte de compression.

Le module d'élasticité du béton tangent peut être donc obtenu par simple dérivation de l'équation 3.3:

ET = da =d6
a{l-(': 1) n(n-l)

6{n-l+(,:j)'
3.5

Pour E = 0 ; cette équation nous donne:
Eo = _n_
E" n-l

Saenz [72] propose l'équation suivante pour (a - E) :

3.6

Avec: Eo =module d'élasticité initial du béton (voir figure 3.3)

Ecs = a 0 =module d'élasticité sécant avec a = ao et E =EQ(voir figure 3.3)
60

Où 0"0 est la contrainte maximale de la compression du béton.

Wang et al [73], par contre, proposent l'équation suivante:

.IL.. =
ao 3.7

Les constants A, B, C et D sont donnés pour les deux parties de la courbe montrée dans la figurc 3.3
comme suit:

Partie 1: A = 1.301; B = -0.836; C = -0.699; D = 0.164
Partie Il: A = 0.350; B = -0.105; C = -1.650; D = 0.895
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Pour la parlie Il, adoucissement, Shayanfilf cl al.174J onl utilisé l'équation suivante:

( L') (I-"'~)
(Y::::Œo E: e 1:1' 3.8

Le logiciel ADINA utilise l'un des modèles du béton les plus sophistiqués pour analyser les structures
fabriquées à parlir de ce matériau. L'équation (cr - Ej incorporée dans ce logiciel permet de représenter la
majorité dcs spcctrc des courbes (cr - Ej envisageablcs (BHP, Confincmcnt, ... j. Elle est donnée par:

3.9

Avec:

A_(E;{J +(p3-2P,)(E;{J -(2P'-3P'+I)
- P(P'-2P +1)

B=2Eo_3_2A
Ec.~

EC=2-_o+A
E"

p=&u
&0

La valeur de E. dépend entre autre de la composition du béton (béton courant, BHP ou autre j, du
confinement du béton et du gradient de déformation, Une valeur proche de 0.004 ou de 480 [76] est
généralement admise pour des bétons courants non confinés [71].

Le comportement uniaxial du béton en traction est approximativement linéaire jusqu'au pic de la
contrainte. Si la résistance à la traction est dépassée, des fissures perpendiculaires aux contraintes
appliquées se forment et le béton dans ce plan de rupture ne supporte plus des contraintes ou supporte des
contrainte réduites avec l'augmentation des déformations comme montré dans la figure 3.4.

Partie Il

:\ E
----,-- -----_\ -~--- •..Em

Courbe bilinéaire
'.':\ /
',.(
,\
.\

'\

Partie 1

a) Courbe contrainte. déformation b) Courbe contrainte - ouverture de fissure

Figure 3.4 : Comp0rlcmcnt uniaxiale du béton en traction.
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L'adoucissement du bélon en traction est rencontré lorsque l'essai est c1Tceluéavec un contrôle de
déformation. De plus, les valeurs expérimentales de.l; présentent beaucoup plus de variation que celles
correspondantes à la résistance en compression 0'" suite aux diflcrents modes de rupture. Dans une
analyse par éléments finis, les valeurs obtenues de l'essai de fendage semblent être les plus convenables.
Cependant le comportement en traction des structures en béton peut être différent dc eclui rencontré lors
des essais normalisés suite au confinement des éléments, à la présence des armatures .... etc. Ceci est
particulièrement le cas lorsque les armatures longitudinales ou transversales sont positionnées trop prés de
la surface du béton dans la direction de fissuration où une valeur plus petite que la résistance à la traction
de l'éprouvette du béton doit être utilisée dans une analyse des éléments finis. On peut conclure donc, que
la résistance effective à la traction [77] dans une structure peut être difficile à déterminer.

Les paramètres des matériaux sont clairement identifiés dans la figure 3.4, et consistent du module
d'élasticité 100, de la résistance à la traction j" des déformations E, et Em et l'énergie de rupture Gr. Ce
dernier paramètre est l'aire du diagramme (cr -m) et peut être donc directement obtenu à partir des essais
de traction. Le module d'élasticité Eopeut être estimé en utilisant les formules proposées par les codes ou
règlement du béton. Alors que la partie ascendante de la courbe (partie 1de la figure 3.4) est généralement
supposée linéaire, la partie descendante (partie II de la figure 3.4), par contre, est considérée soit linéaire
soit d'allure exponentielle. Wang et Hsu [76] ont utilisé les équations suivantes pour décrire la courbe (cr
- E) du béton en traction:

Œ=Eoli si li :s; li,
3.10

Œ=/t~~t si li > li,

lim = 10 li,
/, : Résistance à la traction.

8, : Déformation à la traction correspond à/,.

Une seule équation [78] peut être suffisante pour décrire la totalité de la courbe (cr - E) :

Œ = /,
li,

al:, 1}7+:, 3.11

Avec a un paramètre à identifier en fonction de la résistance du béton. Les valeurs typiques pour Gr
pour un béton courant varient de 200 j,'IEo à 400 j,21Eo (N/mm). Ceci donne pour des résistances
courantes une valeur de Gr entre 50 et 250 N/m. Pour une analyse par éléments finis une valeur de Gr
entre 100 à 150 N/m semble donner les meilleurs résultats [66, 79]. D'autre part, le règlement CEP-
F1P[80Jpropose la formule suivante pour Gr:

Cr = a (foJ'
0"0 : résistance à la compression,
a = 0.03 pour un béton courant

3.12
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La valeur de £",., peul être estimé en supposant que la courbe (cr - ~) est bilinéaire el en écrivanl
r expression de Gr :

(h = ~ r, E,., SC2.1'
Sc: espacement des fissures dans l'élément considéré.

En écrivant que £,., = a £r
a- 2Gr

=:> fi 51 Sc 3.13

Il devient do ne apparent que les propriétés des matériaux dépendent de l'espacement des fissures,
paramètre difficilement identifiable dans une analyse par éléments finis. Or, les propriétés des matériaux
dans une analyse par la MEF sont imposées au niveau des points de Gauss et l'espacement entre deux
points adjacents de Gauss donne la distance sur laquelle la moyenne des déformations du matériau est
obtenue. Par conséquent, pour obtenir des résultats qui sont maille indépendants, il est nécessaire de
prendre l'espacement S des points de Gauss dans l'évaluation de £'" ou a.

En écrivant que: Sc = S =:> a- 2Gr
fi 51 S

Bazant (81) a suggéré que si la valeur de a obtenu rend la partie Il de la courbe (cr - e) verticale, une
valeur réduite de Ir devra être utilisée pour garder la forme bilinéaire de (cr - e). Dans ce cadre, il est à
noter que l'adoucissement du béton en traction ainsi que la résistance à la traction Ir (la partie Il de la
figure 3.4) sont importantes pour les poutres subissent une rupture principalement par cisaillement.
Pour les poutres dont la rupture se fait principalement par plastification des aciers ou écrasement du
béton, les deux paramètres cités ci-dessus n'influent pas d'une manière significative sur la charge de
rupture calculée par la MEF (66).

3.3.1.2 Comportement biaxial:

En général, un état biaxial de contraintes de compression dans le béton conduit à la fois à une
augmentation de la rigidité ainsi que de la résistance (jusqu'à 25%) [82 - 84). Ceci est dû à l'effet du
coefficient de Poisson ainsi qu'au retardement de la micro-fissuration particulièrement à un niveau élevé
de contrainte. Cependant, un état biaxial de contraintes opposées (traction - compression) dans le béton
favorise la fissuration et par conséquent réduit la résistance à la traction et la rigidité du béton.
Finalement, lorsque le béton est soumis à un état de contrainte biaxial de traction, son comportement est
identique au comportement uniaxial en traction (83).

En considérant le béton comme un matériau orthotrope, les équations constitutives sont données par :

El
-V12 0"1

El E,
= 3.14

-V21 1
E2 El E, 0",

El = -( lli 01 + ~2 0"2)E 1!.-2
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Si on suppose que l'elld de a, sur a, ct identique à celui sur a3, et l'elld de a, sur a, et identique à
celui sur CYJ on a :

.!:2!. - }/] 1 et.!:1l. = VJ2
E,-E, E, E,

En plus si l'eftets de a, et a2 sur a3 sont identiques on a: vJl v"
E, E,

Ceci réduit l'équation constitutive à:

&3 = ~1 (al + a2) avec: lIl=VZI = V31 et V2=V12 = 1132

3.15

La contrainte de cisaillement est liée à la déformation par:

Les équations 3.15 et 3.16 peuvent être aussi écrites sous la forme suivante:

l:)= I-v,' k2IE, [:~ E:2M] [: )

E,E2
T = E, +E2+ 2E2M r

Si le béton est considéré comme un matériau isotrope: E, = E2= E et M = V2
devient donc:

3.16

3.17

v , l'équation 3.17

et T = E r
2 (1 + v) 3.18

L'effet du coefficient de Poisson peut être facilement appréhendé en considérant le cas d'isotropie. En
manipulant l'équation 3.\8, on obtient les contraintes effectives initiales suivantes:

01- E '"
- 1 - v (0'2/01)

et 0'2 = E '"
1 - V (ada2)

L'examen attentif de l'équation ci-dessus conduit aux remarques suivantes:

1) Si les contraintes orthogonales (J, et (J2sont du même type (même signe) traction ou compression,
la rigidité du béton augment sous l'effet du coefficient de Poisson.

2) Si au contraire, ces contraintes orthogonales sont de signes opposés, traction et compression, la
rigidité du béton diminue sous le même effet.
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l'our prcndrc cn comptc à la lois l'cnd du cocnicicnl du Poisson cl l'cllet du confincmcnt du béton
responsable du rctardcmcnt dc la micro-fissuration, Tasuji ct al. 1841 onl proposé la relation (a - l:)
suivant:

(Tj = -----------------~

(I-Vk)rl+((~~Vk)t -2)~)+~ll
Avec: k ~ a) 1 cri = rapport des contraintes principales avec: i = 1, 2 et j ~ 2, 1

Eo, Ec, et Eo ont été données dans la Figurc 3.3

3,19

L'équation 3.19 se réduit à l'équation 3.6 de Saenz si crj = 0
Il est à noter aussi que cette relation est capable de reproduire fidèlement, les courbes (cr - E) biaxiales
obtenues expérimentalement (Figure 3.5)

r Experimental
(KiJp(er ',HiISdOrf. Rüsch)

Q2 l ' •"'1';('::Tensile Strenq
1

02
1

1

Anofylicol
CKupfer" Gersrle)

CTI 0"2 l ~ CT,(~+,..-;-) - r'c -3.65~"$ 0

Figure 3.5: Résistance biaxiale du béton (Kupfer et al. [83]).

Cependant, puisque le rapport k n'est pas connu d'avance lors de l'évaluation de l'équation 3.19, un
processus itératif est généralement nécessaire pour déterminer 0";. De plus, il est implicite dans ce type de
formulation que le suivi d'évolution de la rupture du béton est effectué dans l'espace des contraintes
principales, ce qui complique davantage son utilisation dans les codes de calcul basés sur la MEF type
déplacement.

Les modèles mathématiques couramment utilisés pour la modélisation du comportement du béton
sous contraintes biaxiales peuvent être groupés en 04 catégories: modèles orthotropes, modèles élastiques
non linéaires, modèles plastiques et modèles endochroniques [85].
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Les modèlcs orthotropcs sont Ics plus simplcs à utiliscr et peuvcnt rcproduirc fidèlemcnt les données
expérimcntales. Ils sont basés sur '"utilisation des équations 3.13 + 3.19 développés précédcmmcnt. Lcs
modèlcs élastiques non linéaircs sont basés sur lc principc d'unc variation dans Ic modulc d'élasticité du
béton au cours dc cbargemcnt pour reproduirc lcs résultats cxpérimcntaux. La réponsc non linéairc du
béton cst donc rcproduite par le biais d'un processus dc linéarisation, cbaque tronçon linéairc possèdc un
module de rigidité différent. Des relations entrc la déformation bydrostatique et la déformation volumiquc
et entre les contraintes et les déformations déviatoriqucs ont été établies [85]. De ccs relations on peut
déduire les expressions des modules volumiques tangcnts K ct dc cisaillemcnt G du béton. Lcs équations
constitutives prennent la formc suivante [83] :

3K +G
3K +4G

a

o

a

o

o
o

3K +4G
4(3K +G )

3.20

Avec: 3K -2Ga= =2(~3K~+G~)

Ces modèles élastiques non linéaires sont donc simples à intégrer dans un programme de calcul par
éléments finis. Cependant, leur utilisation se heurte au problème de discontinuité dans la courbe (0" - s)
particulièrement lorsque 0" est proche de la contrainte de rupture (E '" 0). Par conséquent, ces modèles ne
peuvent pas reproduire le comportement du béton lorsque 0" est proche de 0"0 (figure 3.3) ou lorsque le
béton subit un adoucissement (partie II de la figure 3.3).

Les modèles plastiques peuvent être considérés comme une généralisation des modèles cités ci-
dessus. La constitution d'un modèle plastique repose sur trois hypothèses fondamentales:

1) La forme de la surface de charge initiale;
2) L'évolution de cette surface de charge, c.à.d écrouissage ou plastification ;
3) La formulation d'une loi d'écoulement.

Plusieurs chercheurs [10, 55, 65 à 68, 75, 76, 85 - 87] ont utilisé ce modèle avec des'critères de
rupture divers CVon Mises, Mohr, Druker - l'rager ... etc) pour modéliser le comportement du béton.
Cependant, malgré que ce modèle soit efficace dans la représentation du comportement du béton dans la
région d'écrouissage (partie 1de la figure 3.3), la région d'adoucissement (partie Il de la figure 3.3) ne
peut pas être reproduite en utilisant uniquement la théorie classique de plasticité avec écrouissage qui est
basée sur le postulat de Drucker statuant la stabilité des matériaux.

La théorie de plasticité endochronique est basée sur le principe du temps intrinsèque ou
endochronique. Ce temps est utilisé pour mesurer le dommage subi par la structure interne du béton sous
l'effet d'une déformation aléatoire [85, 90]. Pour plus de détail sur cette méthode qui est relativement
compliquée, le lecteur est orienté vers la littérature spécialisée dans le domaine [61, 85, 90].

Plus récemment, le modèle microplan [91, 92] s'annonce être plus prometteur car il est capable de
représenter d'une manière adéquate plusieurs aspects du comportement local du béton. Toutefois, son
utilisation dans l'analyse de la structure réelle reste peu envisageable à cause des moyens de calcul
prohibitifs nécessaires pour accomplir cette tâche.
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3.3.2 Loi Constitutive de l'acier:
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Les propriétés des armatures du béton ne dépendent pas généralement des conditions
environnementales ou de l'âge comme'c'cst le cas du béton. Par conséquent, une seule courbe (0 - F.l'est
suffisante pour définir les propriétés du matériau nécessaires dans une analyse de structure en béton ariné.
La figure 3.6 montre une courbe typique de (0 - F.)de l'acier sous un chargement monotone. On constate
que cette courbe est constituée de quatre segments: un comportement linéaire élastique, un palier de
plasticité, un écrouissage isotrope caractérisé par une augmentation de 0 avec F., et linalement un
adoucissement jusqu'à la rupture de l'acier. L'étendue du palier de plasticité est en fonction de la
résistance. Les aciers de grande résistance (teneur élevée en carbone) ont un palier plus court que l'acier
doux de faible résistance. Du moment que l'acier est utilisé dans le béton sous forme de barres de section
mince, il est inutile de considérer son comportement tridimensionnel. Un comportement uniaxial de
l'acier est largement suffisant pour une modélisation par éléments finis où les courbes (0 - F.)de l'acier
sont généralement approchées de deux manières comme montré dans la figure 3.7. La première approche
(Figure 3.7a), adoptée par le règlement BAEL, suppose que l'acier a un comportement élastique
parfaitement plastique, le gain de résistance par écrouissage est négligé [67, 86]. Ceci rend cette
approche plus appropriée pour les aciers avec faible teneur en carbone. Pour les autres types d'acier,
l'utilisation de cette première approche sous estime la contrainte dans l'acier pour des déformations plus
grandes que ev. Or, dans certaines situations telles que celle rencontrée dans l'estimation de la ductilité
d'un élément dans un calcul sismique, il est très important de connaître le comportement réel de
l'élément sous des déformations plusieurs fois plus grandes que ev. De plus, .pour éviter les problèmes de
convergence de la solution numérique [75] et pour mieux représenter la plastification des aciers, il est
utile d'approcher la courbe (0 - e) de l'acier par deux segments (bilinéaire, Figure 3.7b) ou même trois
segments (trilinéaire).
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Figure 3.6 : Courbe contrainte - déformation d'un chargement monotonique
de traction des barres d'acier [Naito, 1999]
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Es = 200000 Mpa /
/
//
/ ,[,___L _

:Es = 200000 Mpa
:E" = O.OlEs [85]
:E" = 0.005Es [66]

(a) (b)

Figure 3.7: Courbe contrainte - déformation de l'acier adoptée dans la MEF.

3.3.3 Comportement biaxial du béton armé:

L'adjonction des aciers au béton produit un matériau composite qui est le béton armé, et confere à la
section du composite une résistance et une ductilité plus grande que celles d'une section de béton seul. En
limitant l'ouverture des fissures, les aciers du béton armé permettent le transfert des forces de traction et
de cisaillement supplémentaires. Cependant, la présence physique de ces aciers dans le béton peut agir
défavorablement sur la capacité locale de la section et provoque des micro-fissures voire même des
fissures visibles suite à l'empêchement des déformations liées au changement de volume de la section du
béton. Par conséquent, trouver des lois constitutives pouvant représenter fidèlement ces phénomènes
locaux est un travail ardu, et c'est uniquement en considérant les déformations moyennes du béton et de
l'acier sur une longueur contenant ou traversée par plusieurs fissures qu'il est possible de postuler des
équations constitutives liant les contraintes planes (j aux déformations du composite.

Charge P

.----;-;:---------7- - III
Il :Phase 1: Elastique linéaire

_l' :Phase Il : Fissuration
, Phase III: Plastification d'acier

/

:, ou écrasement du béton 1

1/1:, Fléchea 1

L_-.L __ ---l ,~~_=~~_=~=_~:=~=_~--__-_-._)
Figure 3.8 : Courbe typique charge - flèche d'une poutre en béton armé.

La figure 3.8 présente les différents stades rencontrés dans la courbe charge - flèche d'une poutre
simplement appuyée en béton armé. Ces stades peuvent être groupés en trois phases de comportement:
phase élastique linéaire avant fissuration, phase de propagation des fissures, et phase de plastification. Ce



CiIAI'ITRI' III : Modélisation non Linéaire des Poutres en Béton Armé 74

comportement non-linéaire est dû essentiellement il deux phénomènes: lissuration du héton cl
comportemcnt plastiquc de l'acicr ou du béton (ècrasement en compression). D'autres phénomènes liés il
l'interaction cntre l'acier ct Ic béton, tel que l'adhérence et le glissement entre la harre d'acier ct le béton,
l'engrenage des agrégats dans les fissures, ct l'efld de goujon crée par une barre traversant une fissure
contribuent au comportement non linéaire de la section du composite. D'autre part, contrairement il
l'acier, les propriétés mécaniques du béton dépendent de l'âge et des conditions ambiantes au cours de
l'essai. Par conséquent, le modèle constitutif de la section composite doit être basé sur la superposition
des lois constitutives développées séparément pour le béton et l'acier. Ce modèle constitutif doit inelure
aussi des lois constitutives représentant l'interaction entre les deux matériaux (adhérence acier - béton)

3.3.3.1 Fissuration du béton:

La figure 3.9 montre une partie d'une poutre en béton armé fissurée soumise à la flexion simple.
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Figure 3.9 : Effet de la fissuration dans une poutre en béton armé.
(a) partie de la poutre. (d) contrainte de traction dans le béton.
(b) Diagramme du moment. (e) contrainte de traction dans l'acier
(c) Contrainte d'adhérence. (1) Rigidité de la poutre.
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On remarque qu'au niveau de lissures, la totalité des eITortsde traction est reprise par l'acier, ct dés
qu'on s'éloigne des tissures le béton tendu commence à reprendre une partie de ces efforts. Ccci est dû au
transfert des eITorts de traction qui s'eITeetue des armatures au béton moyennant l'adhérence. Donc,
l'adhérence entre l'acier et le béton joue un grand rôle dans la participation de la zone tendue du béton à
la résistance des efforts de traction. Des fissures secondaires peuvent être crées entre les fissures
primaires dans les endroit où la contrainte de traction du béton dépasse la résistance de ce dernier. Ce
processus de fissuration continuera jusqu'à la fissuration systématique du béton caractérisée par des
contraintes de traction dans le béton qui sont inférieures à la résistance en traction du béton dans toutes
les sections de la poutre. L'interaction entre l'acier et le béton à travers l'adhérence entraîne donc une
mobilisation du béton tendu découpé par les fissures. Cette mobilisation entraîne une augmentation de la
rigidité de la zone tendue du béton qui est communément appelée «tension .. stiffining ». Deux
approches sont généralement suivies pour tenir compte de cette augmentation de rigidité dans une analyse
par la MEF. Ces deux approches sont basées sur la modification des équations constitutives (cr - E) de
contraintes et déformations moyennes de l'acier ou du béton dans la section fissurée du composite. Pour
le béton le phénomène tension - stiffining est appréhendé à travers un comportement d'adoucissement du
béton tendu [85, 55) comme montré dans la figure 3.10.

an; \: n = Contrainte et déformation
perpendiculaire à la fissure.

\: 0 = f (As ; orientation de As ; Eo )

\:n

\:0

Figure 3.10 : tension - stiffining :Comportement du béton tendu.

Pour l'acier tendu ce même phénomène est pris en considération en augmentant la contrainte dans
l'acier tendu [66, 76, 87) comme schématisé dans la figure 3.11.

(Acier seul)

(Section homogène)
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Figure 3.11 : tension - stijfening :Comportement de l'acier tendu.



CHAPITREIII :Modélisation non Linéaire des Poutres en Béton Armé

3.3.3.2 Modélisation des fissures dans le béton:
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Comme indiqué au début de cette section, la première application de la MEF dans l'analyse du
comportement non linéaire des poutres a été entreprise par Ngo et Seordelis [59], qui ont utilisé un
modèle de comportement linéaire pour analyser les poutres en béton armé avec des configurations de
fissuration prédéfinies. Les fissures ont été modélisées moyennant la séparation des nœuds de la maille de
MEF créant ainsi le modèle discret de fissuration montré dans la figure 3.12. Le changement de la
topologie de la maille induite par la redéfinition des nœuds de la maille conduit généralement aux
problèmes suivant:

1) Temps et moyen de calcul plus performant car la nature bandée de la matrice de rigidité est
détruite.

2) L'orientation de la fissuration est difficile à anticiper, ce qui rend le choix de la maille plus
difficile à prendre.

__ Noeud------------.

Elément

Fissure

.

(a) Modèle discret (b) Modèle continu

Figure 3.12 :Modèle de fissuration.

Malgré ces inconvénients, le modèle discret de fissuration est très efficace dans la modélisation du
comportement des structures comprenant quelques fissures dominantes uniquement. De plus les
techniques de re-maillage et de suivi de fissuration développé récemment [63] ont crée un regain d'intérêt
dans ce modèle de fissuration.

Les difficultés rencontrées dans l'utilisation du modèle discret de fissuration ont conduit les
chercheurs à adopter et à utiliser le modèle continu de fissuration « smeared crack ». La fissuration du
béton dans ce modèle est repartie sur toute la surface de l'élément fissuré c.à.d au lieu d'une seule fissure
du modèle discret, plusieurs fissures fines sont utilisées dans le modèle continu comme montré dans la
figure 3.12. Le modèle de fissuration continue a été développé par Rachid [93] où la section fissurée du
composite a été considérée comme un matériau élastique orthotrope avec des rigidités réduites dans le
plan perpendiculaire au plan de fissuration. Cette approche continue à la fissuration permet de répartir les
discontinuités dans le champ de déplacement au nivaux d'une fissure sur une partie ou sur l'intégralité de
l'élément, et exprimer le comportement du composite fissuré par des relations liant les contraintes aux
déformations moyennes. Dans la MEF, le processus de fissuration est appréhendé au niveau des points de
Gauss de l'élément où les relations (cr - E) sont modifiées pour tenir compte de la détérioration de la
rigidité et de la résistance suite à la fissuration. Due à sa simplicité, cette approche ou modèle de
fissuration a été largement utilisée dans l'analyse des structures en béton armé. Cependant, sa
généralisation souftTe des points suivants:
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1) Les résultat, d'une analyse par la MEr sont dépendants de la maille utilisée, particulièrement si
des éléments de grande taille sont utilisés [74, 87]. En effet, lorsqu'un élément de grand taille est
fissuré c'est toute la rigidité de la structure qui sera réduite. L'utilisation des éléments à fonctions
d'interpolations quadratiques ou cubiques (élément d'ordre élevé) ne résout pas le problème du
moment que lorsqu'un point de Gauss est fissuré, la continuité du champ de déplacement
entraînera la fissuration des autres points de Gauss de l'élément dans l'itération suivante. Ceci
conduit à une plus grande détérioration de la rigidité de la structure.

2) L'utilisation de cette approche conduit à une répartition assez large de la fissuration de la structure
étudiée. Par conséquent, les ruptures localisées, crées par quelques fissures uniquement, ne
peuvent pas être modélisées correctement en utilisant cette approche.

3.3.3.3 Lois constitutives :

Dans ce qui suit nous allons présenter quelques modèles les plus utilisés dans les travaux de
modélisation des structures en béton armé.

al Modified compression field theory (MCFD : [94]

La figure 3.13 montre un élément plan en béton armé fissuré. L'élément est soumis à des contraintes
principales de compression az dans la direction des fissures, et des contraintes principales de traction
perpendiculaires aux fissures. Vecchio et Collins [94] ont mis en évidence la dégradation de la rigidité et
de la résistance en compression du béton sous l'effet des contraintes orthogonales de traction. Ils ont
considéré qu'il est possible d'utiliser les relations uniaxiales suivantes (voir figure 3.14) :

• Relation entre contrainte de compression principale et déformation:

Avec: p = 0.8 - 0.34 (;:) ;;>: 1.0

ao et 80 sont données dans la figure 3.14 (à noter ici que 80< 0 et El > 0)

y

Asx x

fissure

Fignre 3.13 : Notation pour le MCFT.[94]
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<Jz

<Jo

Partie 1

- -~I -

EO

Figure 3.14: Diagramme az - EZ (MCFT). [94]

si: EI>EI

• Relation entre contrainte de traction principale et déformation:

Pour la partie 1de la figure 3.15 :
al = Eo El si : 61~61

Pour la partie II:
fi

Dl 1+-/20061

l ' Il

Figure 3.15 : Diagramme al - El (MCFT). [94]

hl Distrihuted stress field model (DSFM): [95}

Le DSFM est basé sur le concept du MCFT et il représente une extension de ce dernier où l'obligation
de la coaxialité du vecteur des contraintes principales a avec le vecteur des déformations principales E

n'est plus exigée. La figure 3.16 regroupe les différentes notations utilisées pour développer les équations
constitutives pour un élément en béton fissuré.

Comme dans le cas du MCFT, la présence des contraintes de traction orthogonales réduit la rigidité et
la résistance à la compression du béton. La relation contrainte principale de compression et déformation
est donnée par:
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Œ2 = Œo [ n(:) ]
fJ (n-I) +Er

Avec: n = 0.80 - 17/J
k = 0.1 si: E2<Eo (voir figure 3.17)

k = 0.67 - 62/J si: E2>Eo

a2 = 0: si l'ouverture de fissure l1J <: 5mm

~
2 2 1A /
'-./ ./

'" '-.. ;/ '-...~/ a,
'" ''-.. '" /

+ +a. aR '-. +a, a'T /

fissure '-.'-. /
/

A/ T .
~ -ta, T

Elément en BA Section A-A Section B.B

Figure 3.16 :Notations du DSFM. [95]

(lJ =5mm

EO

Figure 3.17 :Diagramme a2 - E2 (DSFM). [95]

Le coefficient 13 est donné par:

13 = 1+Cs . Cd <: 1.0
Avec:

Cd= 0.35 (- 0.28 - :: r

79
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3.23
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Ou dans une forme plus simplifiée:

Cd= 0.27 ( : - 0.37)

A noter ici que E2 et Eo sont tous négatifs (compression)

Le paramètre Cs est utilisé pour tenir compte du glissement au niveau des fissures.
Cs = 0.55 si le glissement n'est pas négligé et il n'y a pas de rotation dans la fissuration.
Cs = 1.0 dans d'autres cas

80

Pour le cas de la relation entre les contraintes de traction principales et les déformations (Figure 3.15),
la partie 1de la courbe est identique au MCFT tandis que la deuxième partie est donnée par:

Avec: Cl = 2.2 m

.4
--l =L~ JeosB.,1
m ,=. (JI

n = nombre de nappes d'acier
Pi = rapport de renforcement Î = A,i 1 section du béton unitaire.
tA = diamètre des barres de renforcement Î.

en' = angle effectué par le renforcement i avec la normale à la fissure (voir figure 3.16)

cl Sofiened truss model (STM) : U61

En utilisant les mêmes notations que le MCFT et le DSFM, les lois constitutives sont les suivantes:

3.24

• Relation cr2 - E2 :

en = çuo[{ç~) - (ç~rJ -.!i'L < 1çsn -
3.25

m <,ml+i--,'Il -.!i'L > 1çsn

Avec: é,=Coefficient d'adoucissement

,,5.8 1
~ c- " 0.9

-Va. 1+ 400&,
11'

, (cro en MPa)
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PJ', px, fl et JI sont respectivement le rapport de renforcement et les limites d'élasticité de l'acier dans
les deux direction x ety.
Œx et DY sont les contraintes appliquées.

Le STM modifie les relations crs - Es de l'acier pour tenir compte de l'interaction acier - béton (tension
- stiffening) comme montré dans la figure 3.18.

Partie 1: Œ, = E, l',

Partie II: Œ, = Jy [(0.91-2B)+( 0.02+0.25B;:JJ
. <SI:S$_6y

Si: l', > l'y

Il

1 (0.3IH)1.5
Avec: B=- ---

p Jy

p;"0.5%
Es

Figure 3.18 : Diagramme crs - Es (STM). [76]
3.3.3.4 Adhérence acier - béton:

L'adhérence entre l'acier et le béton est le résultat de trois phénomènes complexes:

1) Adhésion chimique de la pâte du ciment lors de son durcissement sur la surface de la barre ;
2) Frottement et engrenage des petites particules du sable entre la barre et la masse du béton;
3) Interaction mécanique entre l'acier et le béton.

Dans la plupart des travaux trouvés dans la littérature, l'hypothèse de compatibilité de déplacement
entre l'acier et le béton a été adoptée. Or, cette hypothèse n'est correcte que lorsque il n'y a pratiquement
pas de transfert de force entre l'acier et le béton. Dans les régions proche des zones d'ancrage ou proche
des fissures (Figure 3.9), un transfert de force non négligeable s'effectue du béton à l'acier et vice - versa.
Ces contraintes d'adhérence sont fonction du glissement qui est lui même fonction de la différence de
déformations de l'acier et du béton [96]. Deux approches sont généralement suivies pour modéliser
l'adhérence dans la MEF : soit en agissant sur les courbes cr - E des matériaux (tension - stiffening) soit
en utilisant des éléments de contact lorsqu'une représentation discrète des aciers dans la maille est
possible. Ces éléments de contact ont une épaisseur nulle (voir figure 3.19) et lient le béton à l'acier.
Keuser et melhom [96] ont rapporté que les éléments linéaire ou quadratique (Figure 3.19) donnent des
résultats nettement meilleurs que ceux obtenus en utilisant l'élément ressort.

La figure 3.20 montre une relation typique entre l'adhérence et le glissement obtenue à partir de
l'essai Pull- out d'une barre.

1";"" =3.34Mpa ; EA1 =328Mpa/ mm
1";"" =2Mpa ; EA1 =200Mpa/mm

EA2 = 70Mpa/ mm [71]
EA2 = 0 [10]
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Figure 3.19 : Eléments de contact.

< (Mpa)

82

ô(mm)

Figure 3.20 : Contrainte d'adhérence - glissement 8(mm).

3.3.4 Loi Constitutive des plaques de renforcement:

Les plaques de renforcement en acier ont un comportement essentiellement identique aux armatures
du béton (voir section 2.3.2). Le comportement des plaques en FRF est essentiellement élastique linéaire
avec une rupture fragile comme montré dans la figure 3.21.

iPL = 600 <- 3000 MPa
Ep = 4500 <- 62000 MPa
Vp = 0.22 <- 0.30

&Pl
-------~

-----------------------
Figure 3.21 : Diagramme contrainte - déformation pour une plaque de FRF.
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3.3.S Ecriture inerémentale des lois eonstitntives :

Dans l'espace des coordonnées cartésiennes les contraintes sont liées aux déformations par:

Avec:
{l)",l =matrice des propriétés des matériaux (matrice 3x3).

83

3.26

3.27

Dans une analyse non linéaire par la MEF les propriétés des matériaux sont généralement définies
dans l'espace des coordonnées des déformations principales. Ces déformations principales sont données
par:

Avec:

[

C2 S2

[T] = S2 c2

-2sc 2sc
sc ]-sc

C2_S2
3.28

c = cos a , s = sin a , a = angle entre les axes (x-y) et (1-2)

De la même manière les contraintes cartésiennes sont données par :

Or:
Donc:

{CT",,} = [TT {ou}
{eT,,}= [D2 ]{.~'2}

{CT",,} = [Tf [DI,] [Tl {e",,}

3.29

3.30

3.31

Dans une forme incrémentale: {~CT12}= [D2l{~&I2}
Soit:

3.32

vE2

E2

o
3.33

On suppose dans ce cas que le coefficient du Poisson est constant dans toutes les directions. £ 1 et £2
sont les modules tangents du matériau dans les deux directions, G est le module de cisaillement. On
constate aussi que la matrice [D'2] n'est pas symétrique, ce qui conduit à des matrices de rigidités qui ne
sont pas symétriques, et donc à un système difficile à résoudre. Par conséquent, la matrice [D12] est
donnée par:

Ou: 3.34
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A) 8éton :

84

La figure 3.22 montre un élément de béton soumis à un état de contrainte plane. A l'état non fissuré
du béton, les matériaux sont considérés isotropes avec- un comportement linéaire élastique. La matrice
[DI2] est donnée par:

[DI2] = 1Eo, [~~ g] 3.35
-v 0 0 (l-v)/2

Où : Enest le module de Young initial.

/

y

lX.

/

1

4ormation
/ pincipale

fax
x

Figure 3.22 : Elément de béton.

Etat de compression - compression:

La matrice [D] est donnée par :

[

El
[Dld= I!VZ V.JïŒ2

Avec: (l-v') G = :t (E.+E2-2 v.JEŒ, )
3.36

3.37

E. et E, sont les modules tangents du béton dans les directions d'orthotropie (obtenu de la relation
utilisée pour cr- E en compression). Le coefficient de Poisson est généralement considéré comme constant
jusqu'au stade de la rupture.

Etat de compression - traction:

Lorsque l'une des contraintes principales dépasse la résistance à la traction du béton, le béton se
fissure dans une direction normale à la contrainte principale (Figure 3.23)
La matrice [D] dans ce cas est donnée par:

[
Er 0 0][D,]= 0 E, 0
o 0 Gcr
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y

1.-'
" "1
/

85

2
'\

\
\
/ x

Figure 3.23 : Elément du béton soumis à 0"1 traction et O"z compressions.

Le coefficient du Poisson est nul, et le module Et est soit nul soit obtenu à partir des courbes
d'adoucissement du béton (tension softening ou tension stiffening) décrites dans les figures 3.4 et 3.10. E]

est le module tangent du béton (~'::. )en compression, il est généralement obtenu des modèles MCFT,

DSFTouSTM.

Etat de trm:tion - trm:tion :

Lorsque la résistance du béton à la traction est dépassée dans l'une des directions principales
uniquement, la matrice [D] est donnée par :

[
Et 0 0][£\2]= 0 £. 0

o 0 G~

Lorsque le béton est fissuré dans les deux directions : .

[0 0 0][Dlz] = 0 0 0
o 0 Ge,

3.38

3.39

Le coefficient Ger est un module de cisaillement réduit utilisé dans la matrice [D] pour représenter les
efforts de cisaillement d'engrènement des granulats et de frottement des lèvres de la fissure. Plusieurs
formules ont été proposées pour l'évaluation de Ger:

G" =f31fî avec: f3~ 1 (13 '" 0.1 -;-0.6) [61,62]

G" = £.12(1+4447El), El= déformation de la fissure [97]

G" = 2(El::;') "Fixed angle softened truss model FA-STM [76]"

3.40
3.41
3.42

L'utilisation de Ger permet de représenter le transfert des contraintes de cisaillement le long des
fissures et éviter les difficultés numériques associées avec des matrices singulières. Cependant, au fur et à
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mesurc que la chargc est augmentée, l'introductioll du cocllicicnl (i.u dans ra matricc IDI' condùit ,Î ulle
rotation des axes des contraintes principales (Figure 3.24) dans un point d'intégral ion fissuré l'lXI. De
plus, l'utilisation des courbes d'adoucissement du béton en traction peut conduire à des conlraintcs
principales de traction qui dépassent largcment la résistance en traction dans unc autre direction que celle
normale à la fissure initiale si la direction de cette lissure est fixée à celle de son initiation. Sans le
eoetlïcient Gee la contrainte T ~ 0 ct le phénomène décrit précédemment ne peut pas avoir lieu.

'. y Nouvelle orientation
de la contraite pincipale

2'
.2

\,
\

1'

1

contrainte
principale

i, ~ ._l

Figure 3.24 : Rotation des axes des contraintes principales.

Deux approches sont donc suivies dans une analyse non linéaire par éléments finis des structures en
béton armé. Lorsque les axes définissant les propriétés des matériaux (axe 1-2) dans un point de gauss
sont confondus avec les directions initiales de la fissure et les équations 3.37 à 3.39 sont appliquées,
l'approche est désignée par axes de propriété des matériaux fIXés « Fixed crack model (FCM) ». Si par
contre les axes définissant les propriétés des matériaux suivent l'orientation des axes des contraintes
principales (Ge, = 0 dans les équations 3.37 à 3.39) dans un point d'intégration, l'approche est dénommée
axes de propriété des matériaux tournants « rotating crack model (RCM) ». Du point de vue pratique le
RCM est utilisé dans le cas des structures en béton armé d'une manière orthotrope c.à.d le ferraillage dans
la direction x est nettement différent de celui de la direction y. Pour les autres cas, tels que les structures
avec un ferraillage identique dans les deux directions et les structures nOn armées ou avec un ferraillage
principal dans une seule direction uniquement le FCM est plus utilisé~

B) Acier:

Généralement deux approches sont suivies dans la modélisation des armatures dans une structure en
béton armé: le modèle continu et le modèle discret.

1) Modèle continu:

Les armatures sont supposées être uniformément distribuées sur toute la surface de l'élément avec une
inclinaison'" 'de x , c.à.d les armatures sont remplacées par une couché ou pli équivalent, voir figure 3.25.
La loi constitutive dans ce cas est développée pour le matériau composite: béton armé;

La matrice des propriétés des matériaux du composite béton armé est donnée par:

[D]= [n]+! [r.,J[a.][r.;]
. '-=1

3.43
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Couche équivalente

,y

i
1

_ -,'l$j. __c.~_J
Armature

x

i, Y

1

1

i
1

.' i

1, ,
1

',1,

!

. ;- X
!
l__1

[

E.,
[D'i] = pi g o

o
o

Figure 3.25: Model continu de l'acier:

p, = pourcentage de l'acier = As 1Aire de l'élément.

[D.] =matrice du matériaux béton.
[T••] = matrice de transformation (angle <1>, )

[D,;] = matrice du matériaux acier.

2) Modèlediscret:

Les armatures dans ce modèle sont représentées dans la maille par des éléments unidimensionnels (barre
ou poutre). Cette représentation permet de prendre en considération l'interaction acier - béton (Figure
3.26).

béton

Acier

béton

~l l.---! I~--J~~,Elément
:::: .LLZ'-:-./..,.oLL •. ,', 2ZZ.22ZZ.7,77~.7-' ..."Œ=-"-"_?::.:.:::. /..------ --.----- .•------------.<-- d'interface

-~ 1. j 1.-------.-___e-----'.-------- -.

1l ~ _

Figure 3.26: Modèle d'acier discret.

A titre d'exemple la matrice de rigidité d'un élément treillis à deux nœuds est donnée par:

F, p,~======================r___=_.
• .2--. --.
UI lf]
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3.3.6) Interface plaque béton:

88

Les plaques d'acier ou de FRP sont fixées au béton par l'intermédiaire d'une couche adhésive en
résine époxyde. Puisque l'épaisseur de la couche d'adhésif est généralement petite (1 + 3mm), la plupart
des travaux trouvés dans la littérature [10, 55, 56, 88, 99, 100] représentent cette couche par un élément
d'interface (Figure 3.27). A part Zirba et al [55] qui ont utilisé des élément couches pour représenter
l'interface, tous les autres chercheurs ont opté pour un élément d'interface type Goodman c.à.d avcc une
épaisseur nulle (Figure 3.28) pour représenter la même interface.

taTtpI

Poutre

Colte
Plaque

Modélisation===>
par la MEF

Elément 20

Elément
d'interface

ELément 10 ou 20

Figure 3.27 : Modélisation de la couche d'adhési(

taI U
2 3

Elément
couche [55]

°1U
123

Elément quadratique
type Goodman [56]

°101 2
Elément linéaire type

Goodman [10, 99]

Elément ressort
[88, 99, 100]

Figure 3.28 : Type d'élément d'interface utilisé.

A titre indicatif, nous allons donner ci-après le développement de la matrice de rigidité d'un élément
d'interface type Goodman à six nœuds (figure 3.29). Seules deux composantes de contrainte (cisaillement
le long de u et contrainte normale suivant v) agissent sur cet élément d'interface. Ces contraintes sont
dues aux déplacements relatifs entre la plaque et le béton.

Les relations constitutives de l'élément sont données par:

3.44
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Avec: Ur=Ub-Up et Vr=Vb-Vp

Les indices b et p désignent respectivement le béton et la plaque.

Donc:

Ni : sont les fonctions d'interpolation de l'élément.

•;- " ç
NI=-"'-Z (I-Ç); N,=(I-ç: ); N3=-(J+Ç). Z

v .a

01 ~_n
~u.,

, 3
1

Figure 3.29 : Elément d'interface à six nœuds.

89

3.45

3.46

1.

Si on désigne par {Unl'={ Ut, VI. U2, 1'2 •••••••• U6, VIi } le vecteur de déplacement de l'élément nous
aurons:

t:} = [BHUn }
Avec:

[B]-[-N, 0 -N, 0 -N3 0 N30N,ONIOJ
- 0 -N, 0 -N2 0 -N3 0 N3 0 N2 0 NI

La matrice [Dl est donnée par :

[
K. 0]

[D) =
o KN

K, et KN sont les rigidités tangentielles et normales de l'interface.

3.47

.' 3.48

3.49

En appliquant le principe des travaux virtuels, nous obtiendrons la matrice de rigidité de l'élément
d'interface :

Avec:
[K] = HBf[D][B] ds

ds = 1detJ dl;

3.50
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I,c tableau 3.1- regroupe les principaux réslIHats trouvés dans l'a littérature.

Tabl'cau 3.1 : Modèle de rupture pour l'interfaee_

Réf Plaque M:xJèle

[10] FRP

KN = 12800 MPa/mm
Ks = 2900 MPaimm
cr Illa~ et "£ max non spécitïéc

v• u•

Ks = 60 MPa/mm
KN = 144 MPa Imm
La rupture de l'interface suit le critère de Mohr Couloumb

si: u > Uo

Ua = 0.0 195/3œ f,'

q, = 30°

Gf = 0.308/3; .Jl,

(

.l'tl

f.

1

a= (Gf!Tm~ sa)-2/3

-a(~-IJe u"

u•

C = 5 MPa

Ks = Ga Ita

G Ea

a 2(1+vJ 1

ta: Epaisseur de l'adhésif i
Ea : Module d'élasticité de l'adhésif!

r = 1 5/3 f,max • W 1

r;::: Tma.••Jü/uo

v•

h 1~ c - cr tanq,

/ 10_ i /'\
)~_,: le! -, ~

u,
/3

œ
= ~-(2~.2-5--b-pI-bh~)1(1.25 +bp 1bh)

\

00 si (J de compression
K N == 00 si a de traction et pas de glissement

o d'autre cas
bp : Largeur de la plaque de FRP (mm); 11o en (mm)
bb : Largeur du béton (mm) ; 10 en (mm)
Gr: Energie de rupture de l'interface (MPalmm)

1 j, :Résistance en traction du béton (MPa)

FRP
et

GFRP

FRP
et

Acier

[99]

[10]
[100]

'tmax= 3.5 (FRP) et 2.5 (GFRP)
Um= 0.5 (FRP) et 0.67 (GFRP)
Uo = 0.01 mm

KN=oo

[%] --)- :';;-------- ~~----'

II<.
t
1

1

1

1

1

1

1

1

1
1
1
1
•
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3.4 Tcehnique de résolution du systèmc d'équations:

Le mcillcur moyen servant. comme introduction aux techniques de résolution du système non linéaire-
d'équations est peut être de commenccr par un cxcmplc simplc 'lui pcrmcl d'illustrer ci'aircmcnt Ics
problèmes rencontrés dans la résolution du systèmc d'équation. Supposant quc l'objcctif cst de résoudre
l'équation non linéaire suivante:

f;(U}=1e

Avec: f; (u) = force interne qui dépend de u
.ie = force externe

3.51

Puisque la solution de l'équation 3.51 nc peut pas être obtenue directcment, un processus itératif cst
généralement nécessaire pou< approximer la solution dc l'équation. Dans ce cadre, supposons qu'on a
commencé notre approximation par u ~ u* (figure 3.30a), on définit le résidu par:

r* (u) ~ le -Nu*) ",0 3.52

L'objectif du processus itératif est de produire des meilleures approximations à u tel que le résidu
devient très faible (de préférence nul). Lorsque ce processus devient très long ou ne converge pas, la force
externe est appliquée graduellement en incrément comme montré dans la figure 3.30b. Dans chaque
incrément de la charge, on œuvrera à trouver l'état d'équilibre moyennant un processus itératif.

f

a) Pocessus itératif

u

b) Incrément de charge (de 0 à n)
... ~ ._-.-I

Figure 3.30 : Processus itératif et incrément de la charge.

Dans la méthode de Newton Raphson la solution de l'équation 3.51 est obtenue par sommation de
l'approximation u*avec une erreur 5u inconnue:

.fi (u* + 5u) ~ le

Le développement de l'équation précédente par la méthode de Taylor donne:

j(u*) + ddj 1 5u =JeIl (J •

.I;(u*) + Kr(u*) Su =f =:> Kr(u*) Su =f ~ (,'(u*) = r*(u) 3.53
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/ , dF l-Awc: KI,(II ) = -'- = matrice tangentetin -Il.

Une nouvelle approxim~tion de 1/"" est obtenue par simple sommation de l'approximetion initiak avec
Su:

11** = 11'* + <'fu

Dans le cas où Il'' diminue le résidu, la solution est entrain de converger (Figure 331)

[,(u)

K (u••• )
T. /.

Ilu

i

r-I.
1

,'(u)

f;(u.J_
u. u•• u*** U ex

Figure 3.31 : Méthode de Newton Raphson.

Le contrôle de la convergence de la solution est effectué en comparant les résidus r'(u) ou les erreurs
5u sur les déplacements à des tolérances fixées au préalable. Si les valeurs de r*(u) ou de 5u ne sont pas
faible une autre itération est effectuée pour déterminer une nouvelle approximation jusqu'à satisfaction
des critères de convergence.

Critère de cOl1Vergence .-

1 r(u) 1" c Ou

L'utilisation des lois constitutives d'adoucissement pour les matériaux (réduction de " avec
augmentation de E en traction ou compression) dans le modèle de la MEl' peut conduire à des systèmes
instables possédant plusieurs chemins d'équilibre. En effet, les éléments qui se trouvent dans un état
d'adoucissement contribuent négativement à la matrice globale tangente [KT]. Le cumul de ccs
contributions négatives à [KTl peut conduire à une matrice globale qui n'est pas positive définie. Par
conséquent, le système d'équations possède plusieurs solutions et on dit qu"on est en présence d'un point
de bifurcation (Figure 3.32).

L"application de la méthode de Newton Raphson peut conduire à des solutions qui divergent (Figure
3.33). Pour évitcr ce problème la matrice [Kr] n"est pas actualisée à chaque itération. on parle alors dc la
méthode de Newton Raphson Modifiée. Dans ce eadre on distingue deux méthodes:
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a) Mèthode de rigidilè initiale ou eonstante:' Dans œ cas la matriœ de rigiditè I.K test èvaluée une
seule fois au dèbut de l'analyse, el elle estutilisèe dans tous le processus itèratir(Figure 3.34)

b) Méthode de rigidité sèeant : Dans œ eas la matrice de rigiditè est èvaluèe gènèralement au dèbut
de ehaque incrément de charge, et elle est gardée constante pcndant tout le processus itèmtir de
l'incrément (l'igure 3.34). La méthode séeante est très bien adaptéc pour les structurcs possédant
un comportement d'adoucissement.

t

?u

/
Point de bifurcation

t. -------- ----------
e _ ..__ . /

~. /hem.'_'n.fJoss,iP/£>.de.soiut.1CJ!!.

" .,j/. l Chemin recherché
'~ / ' (Energie potentielle ,!,inimaie)

j.,-,(",'~ -.....--.f;(u)

Figure 3.32 : Solution multiple pour un modèle avec des lois d'adoucissement.

A,, ,

;
/
l '

f /; .
:' /

Mu)
,.,/

---------- -- -- - ._-----_._------~
l ~._

Figure 3.33 : Divergence de la méthode de Newton Raphson
pour les modèles avec adoucissement.
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f: t il't; (u) , fJu)
te: te:

'14

a) Méthode de rigidité initiale

u

b) Méthode de rigidité sécante

U i

,---------------,-_.- _ ..- - ---_ ..._-----------------.-

Figure 3.34: Méthode de Newton Raphson modifiée.

3.5 Algorithme de solution:

Chaque algorithme d'une analyse non linéaire consiste en quatre étapes de base: 1) La formation de
la matrice de rigidité actuelle; 2) La solution des équations d'équilibre pour des incréments de
déplacement; 3) La détermination de l'état de contraintes de tous les éléments dans le modèle; 4) La
vérification de la convergence. Ces étapes sont présentées en détail dans l'organigramme de la figure 3.35
pour le problème de contrainte plane.

Dans la méthode des éléments finis, le système d'équation à résoudre est de la forme:

[K(u)] lu} = {pl 3.54

Pour le cas des poutres en béton armé les étapes à suivre dans la résolution du système d'équation
sont les suivantes: (Figure 3.35)

1) Former la matrice de rigidité [K] pour les déplacements considérés

{e}" = [B] {u}.,

[Ki, = ~Br (D][B]ds
,
ND.

[KJ = L: [KiL
;=1

2) Pour l'incrément de charge considéré i {M}, calculer les déplacement nodaux {t.u}

[K ]{t.u} = {M}

Actualiser les déplacements:

{ul = {llt'+ {t.u}

3.55

3.56

3.57

3.58

3.59
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3) Détcrmincr Ics dél(mnations par l'équalion 3.55.
4) Calculcr Ics dé!lmnations principales:

t;}= [1'] {~:, }
YXI'

[T] ~ matrice de transformation ou dc rotation.
tan2B = y".

5x - 5.1'

3.60

3.61

5) Utiliser les lois constitutives pour déterminer les contraintes dans le repère de coordonnées globales.

I::) = [D]j::)., 3.62l",. y,.,

6) Déterminer les contraintes principales a,et a,.

j::) 0 [T{~J 3.63

7) Utiliser les contraintes principales pour déterminer l'état du matériau: non fissuré, fissuré, plastifié,
.... etc. Corriger ces contraintes si ces dernières ne vérifient pas le critère de résistance.

8) Déterminer les nouvelles contraintes dans les coordonnées cartésiennes:

9) Déterminer les forces internes:

{M;} = J [B] {a} ds

ID) Répéter les étapes 3 à 9 pour chaque point de Gauss.
II) Vérifier les éléments de l'acier de ferraillage
a) Déterminer les incréments de déplacement aux extrémités de l'élément
b) CalCuler les forces des aciers:

3.64

3.65

{
~} = EA[1
P, L-I

c) Transformer les forces de l'acier du repère de coordonnés locales au repère de coordonnés globales
pour obtenir la contribution du modèle d'acier dans le vecteur de force interne.

d) Répéter les étapes (a) à (c) pour chaque élément d'acieL

12) Assemblage des forces internes.
13) Répéter les étapes 3 à 12pour tous le éléments.
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14)Calculer l'csrésidus:

V}",,,,=VL'f,-VL,
15) Répéter les étapes 2 à 14jusqu'à la convergence.
16) Incrémenter la charge ct reeommcncer toutes les étapes citées dès le déhu!.

Actualisation et assemblage des
Rigidité

matrices de rigidité élémentaire dans la Etape 1 tangentiell '

matrice de ri ,idité lobai de la structure.

'"' Assemblage du vecteur de charge incrémentai Etape 2
•...
'"..c
u

'"' Résoudre les équations d'équilibre.
"0 Ajouter les incréments de déplacement Etape 2
en-.::: aux dé lacements actuels . '"''"' ~S,'"' -•... :êu Etape 3.S ,'"'-en ~.2
en i:2::l Utiliser les lois constitutives0 pour- Etape 4-11
~ déterminer les contraintes internes et les
0 forces nodales élémentaires internes.p..

Déterminer les forces résiduelles. Etape 13 et 14

Non

Imprimer les déplacements, forces et contraintes.

Non

Figure 3.35 : Organigrammc desolution.
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Lc logiciel ANSYS cst hasé sur la méthode des élémcnts iinis, il est capable d'analyser les prohlèll1es
de la statique, de la dynamique, du transICrt de ehalcur, d'écoulement des Iluides ct (rélcctromagnétique,
Dès sa création en 1971. lc logiciel a connu plusicurs développements, qui ont étendu le champ dc son
application, La version ANSYS,9 qu'on a utilisé lors de notre étude est munie d'une interlàcc graphique
GUI qui facilite la tâche à l'utilisateur, et elle est dotéc d'une bibliographie d'éléments assez riche
capable à satisfaire pratiquement tous les problèmcs pratiques de modélisation, Le logiciel est aussi
capable de résoudre des problèmes non linéaires tels que ceux trouvés dans la mécanique des solides avec
des modèles des matériaux assez variés, et des techniques de convergcnce les plus performantes,

Dans ce chapitre on va présenter la modélisation numérique par le biais du logiciel ANSYS des
poutres renforcées sur leurs faces tendues par des plaques d'acier ou de CFRP, Les types des éléments
utilisés dans cette étude, ainsi que les modèles des matériaux choisis vont être présentés, Il est à noter que
la modélisation entreprise lors de cette étude moyennant le logiciel ANSYS est de type 3D,

4,2 Types des éléments:

4.2.1 Acier de ferraillage:

L'élément Link8 a été utilisé pour modéliser l'acier de ferraillage. C'est un élément linéaire à deux
nœuds. Chaque nœud ayant trois degrés de liberté - translation dans les directions nodales x. y et z -
(Figure 4.1). Cet élément est aussi capable d'avoir des déformations plastiques. Un joint parfait entre le
béton et l'acier de ferraillage a été considéré lors de cette étude. Ceci implique que le glissement relatif
entre l'acier et le béton n'est pas permis et les nœuds de l'élément sont confondus avec ceux des éléments
du béton adjacents. Les constantes réelles associées avec cet élément sont sa section transversale et sa
déformation initiale qui a été prise nulle dans notre étude [lOI]. Les hypothèses associées avec cet
élément sont :

Chargement axial à ces extrémités uniquement
La longueur et la surface de l'élément ne doivent pas être nulle.
La température est variée linéairement le long de l'élément
La déformation initiale est utilisée dans le calcul de la matrice de rigidité dans la première
itération,

J

Figurc 4.1 : Link8 - Elément linéaire 3-D (ANSYS 1998/

4.2.2 Plaquc d'acier ct de CFRP :

Les plaques sont modélisées par un ékl11ent solide ;'rhuit (08) nœuds (Solid45 L Chaque nœud de cet
dément mant trois degrés de liberté -, translation dans les directions nodales x. y et : ,.,Cet ékmcnl est
capahle d'avoir des déformations plastiques f1011 La géométrie et la position des IHnrds dc cet ékll1cnl
sont IlH'IHr0cs dans ta tigure_ 4.1.
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Figure 4.2 : Solid45 - Elément Solide 3-D (ANSYS /998)

4.2.3 Béton armé:

9X

Pour le cas du béton, le logiciel ANSYS utilise l'élément Solid65. Cet élément ayant les même
propriétés que l'élément Solid45, mais il offre en plus la possibilité d'inclure l'acier de ferraillage dans
l'élément, en définissant le rapport de volume de l'acier sur le volume du béton (appelé smeared concept).
L'élément est capable d'avoir des déformations plastiques, la fissuration dans les trois directions
orthogonales, l'écrasement du béton et le fluage. La géométrie et la position des nœuds de cet élément
type est montré dans la figure 4.3. L'utilisation de cet élément est limitée par les conditions
suivantes [101] :

La ';'ssuration n'est possible qu'aux points d'intégration dans les trois directions orthogonales.
Le concept d'une fissuration continue est utilisé.
Initialement le béton est considéré comme un matériau isotrope.
Si on utilise l'option de renforcement de l'élément du béton, l'acier est supposé continu à travers
l'élément.
La surface de charge utilisée est celle de Drucker-Prager. Dans ce cadre la plasticité est effectuée
avant la vérification de la fissuration et de l'écrasement.

Le joint entre la plaque et le béton est considéré comme parfait. Ceci conduit à lier les nœuds de
l'élément représentant la plaque directement aux nœuds de l'élément correspondant du béton comme
montré dans la figure 4.4b. Cette supposition du joint parfait a été justifiée expérimentalement suite à la
résistance relativement élevée de la résine époxyde.
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Figure 4.3 : Solid65 - Elément Solide 3-D du béton armé (ANSYS J 998)

Elément Solide du béton. .

"~..•--------------?
/' ----/~.---

../ ----.~------- .•....- ...

.'
.-'~

. -- .._- --_._ ../ .•..•

•
Elément léniaire

(a)

/","'--- "-:,:~. .-'
.--c..::::~~~ .-~. /

./ •
*--------------- - .-

Elément Solide de FRP

(b)

Figure 4.4 : Conneetivité des éléments: (a) élément solide du béton et
l'élément linéaire; (b) éléments solides du béton et l'élément de la plaque.

4.3 Modèles des matériaux:

4.3.1 Aciers de ferraillage ct plaque d'acier:

L'acier de ferraillage a été modélisé d'uilc manièrc discrète, c.à.d le béton armé est composé par deus
matériaux ct deux êléments différents.

La rclation contrainte- déformation rour un é1émcntlinéaire de l'acier est donnée rar :
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Où E': Module de Young de l'acier.

On remarque que toutes les composantes de contraintes sont nulles sauf la contrainte axiale dans la
direction x (a-;, ).

Le comportement de l'acier des barres et des plaques a été supposé suivre un modèle élasto -
plastique ~.:~inéaire, identique en traction et en compression. La figure 4.5 montre la relation contrainte -
déformation adoptée dans cette étude.

.0•

•fy

".--------~--_._-----

Traction

. fy

•

Compre5sion

. .._. _. --, ---- --~-_. --..
.',

Figure 4.5 : Courbe contrainte - déformation pour l'acier de ferraillage.

Les données de l'acier nécessaires pour la modélisation sont comme suit:

• Module élastique Es :
• Coefficient du Poison:
• La contrainte de plastiflcation[.. :
• Le module tangent E, d'écrouissage.

4.3.2 Plaque composite l'RI' :

Dans celle étude. uniquement un laminé unidirectionnel a été considéré. lin modèle de comportemen
de matériau élastique linéaire jusqu"à la rupture a été considéré (Figure 4.6). Les données de la plaque"d,
FRP nécessaires pour le modèle c!cséléments fInis sonl comme suit:
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• Module dastiquc E :
• Cocilicicnt du Poison:
• La contrainte maximalcji :
• La défiJrmation de rupturc l,;..

fr

E

- _._- _._--,-- - --_._------ _ ..~
E,

Figure 4.6 :Courbe contrainte - déformation pour le FRP.

4.3.3 Béton :

Le développement des modèles de matériaux pour le béton est très difficile. Le béton est un matériau
fragile, son comportement en compression diffère de celui en traction. Sa résistance en traction est
comprise entre 8 et 15 % de sa résistance en compression. (Figure 4.7)

çontra~nt~~~?'imalde compresl0n

Eo

Adoucissement

Compresion

.E..•

Traction

E,.

cr [" = Contrainte maximale de tracUon

Ecc
~-E

Figun. -t.7 : Courhc contrainte - déformation unias taie ck
comprcssion ct de traction du héton IlOlt
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En compression l'a courbe contrainte - déformation csllinéaÎrc élasliquejusqu"à 30'}(,de ra contrajnte
maximale de compression. Au-delà de cc POIll!, la contrainte augmente graduellement Jusqu'à la
contrainte maximale de compression G,,,. Après le point de pic la courbe descend jusqu'à le point
correspond à la déformation ultime Ecu (phénoméne d'adoucissement), où éventuellement une rupture par
écrasement du béton aura lieu.

En traction la courbe contrainte - déformation est globalementiinémre élastique jusqu'à la contrainte
maximale de traction. Après ce poin!' la fissuration s'amorce et la contrainte diminue graduellement
jusqu'à zéro [102].

Relatioll cOlltraillte - déformatioll ulliaxiale de compres,.iOlI du bétoll :

La relation contrainte déformation uniaxiale pour la compression du béton utilisée par le programme
ANSYS est basée sur les équations (4.2), (4.3) et (4.4) de (Desayi and Krishnan) [103] et de (Gere and
Timoshenko) [104J.

Ec£

f= I+(~r
2f;e =--

o E,

E =f
" e

Où f: contrainte dans le béton qui correspond à une déformation quelconque E.
Ec : module élastique.
i :Contrainte ultime uniaxiale de compression.

co : déformation correspond à la contrainte ultime i .

Comportemellt lilléaire du bétoll :

4.2

4.3

4.4

Dans le domaine élastique le comportement du béton est linéaire. La relation contrainte - déformation
est donnée par:

Où:
{CT} : Vecteur de contrainte = {>x CTy CT, CTX)' CTY'

¥-<I} : Vecteur de déformation = ¥-x Gye, eX) ey,

[DJ : Matrice des propriétés des matériaux, qui prend la forme suivante:
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(1-") l' l' (J (J (J

l' (1 -l') l' (J 0 0

l' l' (1-1') (J 0 (J

[Dl~ E () (J (J
(1- 21')

0 (J 4.6---
_ (1+V)(I- 2,') 2

(1-21')
(J 0 () 0 --- (J

2

() () (J () () (1-2"2 _

"L

Où:
E: Module de Young du béton;
v : Coefficient du poisson.

Comportement non linéaire du béton:

Le comportement du béton est gouverné par plusieurs phénomènes tels que la plasticité, le fluage, la
fissuration et l'écrasement. La plasticité est un comportement élasto-plastique caractérisé par l'apparition
des déformations irréversibles au-delà d'un certain niveau de contra~nte_ Pour appréhender ces
phénomènes la matrice des propriétés des matériaux doit être modifiée à chaque stade où l'un de ces
phénomènes aura lieu,

a) Fissuration:

La moùeiisation des fissures est effectuée en modifiant les relations (cr -E). Cette modification est
caractérisée par la réduction des contraintes dans le plan de la fissure, l'introduction d'un coefficient de
transfert de cisaillement 13, La valeur de 13 est située entre 0,0 et 1.0, avec 13 ~ 0 représentant une fissure
lisse (aucun transfert de contrainte de cisaillement), et 13 ~ 1 représentant une fissure fermée (transfert
complet de contrainte de cisaillement) [101 J.

ooo
(1- v)
l

0 0 0--
(1- v) 4.7
0 13, 0 0

2
()

l
00

2

() 0 0 !J,
2

1
(1- v)

"[D'k}=_E_ 0
(1- v)

(1+l')
0 0

0 0

0 0

La matrice des propriétés des matériaux pour le béton fissuré dans une seule direction est donnée par:

R'(I+v) l
- 0 0 0 0 0

E
o

Où:
L'exposant ck indique que les relations contraintes N déformations ,ont écrits dans un svstème des

coordonnés parallèle il la direction de la contrainte principale. où l'axe X,k est perpendiculaire ,) la face de
la fissure_
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fi, : Cocffieicnt de transkrt de eisaillcment pour unc fissure ouverte. La valeur de fi, utilisée dans
plusieurs études des structures cn béton anl'lé est varie cnlre (J,05 ct 0.25 Dans notre étude on a cl1ectué
plusicurs analyses pour savoir la valeur qui nous assure la convergence pour une charge modérée, La
valeur la plus convenablc émanant de celte étude était (J,= 0.25,

R' est un facteur qui représente la relaxation du béton tendu après le point de pic. (Figure 4,8)
RI = 0 : relaxation exclue;
R' = le module sécant: relaxation introduite,

ft

E

~
. .--~.--- . ~....• '-.~ ,----_.~--._-----~_. --_..--------------_ ...-- -----_.--- -~--------- -- €

Ed 6£"

Figure 4.8 : La résistance dans les conditions de fissuration (ANSYS 1998).

Où:
ft :Contrainte de traction uniaxiale,
Te : F:~+eur multiplicateur de la contrainte de relaxation en traction (le ANSYS pend la valeur

de a,6 par défaut)

Si la fissure se renferme, toutes les contraintes de compression normales à la fissure peuvent êtH
transféré à travers la fissure, Dans ce cas on introduit le coefficient (J, qui représente le coefficient d,

transfert de cisaillement pour une fissure fermée, Donc la matrice [D" ] est donnée par:

(1-1') V l' a a a '\
1

v (1-1') l' a a a
1

v "
(1-1') a a 0

[Dck]=. E a a (J (I-2v) a 0(J, 2 4J
(1+1')(1- 21').

(1- 21') !
0 0 0 0 0 \

2 1

0 a 0 0 0 /f Q..~_~l')1
, 1 1

- .'

La matrice des propriétés des matériaux pour le béton fissuré dans deux directions est dOllne" par :
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R' l- 0 0 0 0 (1E
R'

(10 0 0 0E

t
(1 (1 (1 (1 (1

[D"]= E 13, 4.9(1 0 0
2(1 +l')

0 (1

0 (1 0 0 13,
0

2(1 +l')
() 0 () () () 13, J

2(1 +l') .
Si les fissures des deux directions se renferment, la matrice [D" ]devient :

(1- v) v v () () 0
v (l-v) v 0 0 0
v v (l-v) 0 () 0

[D" ] E 0 0 0 13,(1-2v) 0 0 4.10(1+v)(I- 2v) 2
0 0 0 0

(1-2v)
0

2
0 0 0 0 0 fJ. (1- 2v)

, 2

La matrice des propriétés des matériaux pour le béton fissuré dans les trois directions est donnée par:

R'
0 0 0 0 0

1
E

0
R'

0 0 0 0E
0 0 1 0 0 0[D" 1. " 13, 4.1lr~ 0 0 0 0 0

2(1+ v)

0 0 0 0 13,
0

2(1 + v)

0 0 0 0 0 13,
2(1+l't

Si les fissures des trois directions se renferment, la matrice [D" ]devient comme celle définie dans

l'équation (4.10). li faut noté que 13,ne doit pas être inférieur à 13,.

La transformation de la matrice [D" Jau système des coordonnés locale est' effectuée Via la
forme suivante:

[D] = [T' Y [D" Ir' ]
lr" J : Matrice de transformalion.
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L'état de fissuration d'un point d'intégration est basé sur la valeur de déformation <,' appelée
"déformation dc fissure », Dans le cas d'une fissure située il la direction x, celle déformation donnée par: :

Si auculle jïssure n'apparoir

Si la direction y est fissurée

Si les directions y et z sont fissurée 5

4,1}

Où : <' ,<' et <' les trois composant des déformations dans l'axe de la fissure,
Le vecteur k" l est calculé par:

Où:

k'l :Déf~rmation totale modifié (dans le système des coordonnés locales), qui est donnée par:

Où:
n : Numéro de l'incrément de charge.
k:~Jl : Déformation élastique de l'incrément de charge précédent.

{L1é"l:Incrément de déformation totale (basé sur {L1U,,}, incrément de déplacement)
{L1é:' l:Incrément de déformation thermique.

{L1é;'} : Incrément de déformation plastique,

4.14

Si <: est inférieur à zéro, la fissure associé est supposée fermé.
Si <: est supérieur à zéro, la fissure associé est supposée ouverte.
Si une fissure apparaît dans un point d'intégration pour la première fois, on suppose que la fissure reste
ouverte dans l'itération suivante.

b) Crirère de rupture du béton:

Si un élément atteint la contrainte uniaxiale, biaxial ou triaxiale de compression à un point
d'intégration. on dit qu'il ya un écrasement dans ce point. L'élément SoJid65 définit l'écrasement par une
détérioration complète de la structure du matériau. Dans les conditions d'écrasement on suppose que ra
résistance du matériau est dégradée à un niveau où on peut négliger la rigidité d'un élément dans le point
d'intégration en question,

Le critère de rupture du béton dans l'état de contrainte multiaxiale est donné par (Willam et Wamke
[105]) :

F--S 20
1. 4,14

Où:

F: Fonction de charge. elle dépend de contraintes principales (a,,,. ay", a,,,)
S : Surface de rupture. clic dépend des contraintes principales et des cinq paramètres (f,. r;" l'eh. l',. et fJ
OÙ:
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I~:Résistance uUÎmc de traction unÎaxialc
( : Résistance ultime de compression uniaxÎale
f,h . Résistance ullime de compressIOn biaxial
fi : Résistance ultime de compression à l'état biaxial de compression appliqué à l'état de

contrainte hydrostatique Œ,

f2: Résistance ullime de compression à l'état uniaxiale de compression appliqué à l'état de
contrainte hydrostatique Œ,

Cependant, la surface de charge peut être définie au minimum à l'aide des deux paramètres, f, et f,.
Les autres paramètres sont définies par défaut comme suit (Willam et Wamke 11(51):

fch = 1.2 fc
f,=IA5fc
f2 = 1.725 fc

4.15
4.16
4.17

Les trois expressions citées ci-dessus sont valables uniquement lorsque la condition suivante de l'état
de contrainte est vérifiée:

Où:

Œh = état de contrainte hydrostatique = ~(Œ '1' +Œyp +Œ,p)

4.18

4.19

Cependant, l'équation (4,18) est applicable pour des valeurs faibles des composantes de la contrainte
hydrostatique. Si la condition (4,18) n'est pas valide, l'utilisateur doit spécifier les valeurs de Cob, f, et f2 '
Autrement, leurs valeurs seront prisent par défaut par le logiciel, et par conséquent les résultats peuvent
être incorrectes.

La fonction de charge F et la surface de rupture S sont en fonction des contraintes principales ŒI, Œ 2

et Œ3 où:

Et:

ŒI =max(Œ '1',Œ yp,Œ "')

(J'3 =min(arp,Œyp,Œ;:p)
al_2:0"2 ~0"3.

4.20

4.21

1
•

La rupture du béton est caractérisée par quatre domaines:

1- 0;> ŒI ;>Œ2 ;>Œ3 (Compression - Compression - Compression)

2- ŒI ;>0;> Œ 2 ;>Œ, (Traction - Compression - Compression)

3- ŒI;> Œ, ;> 0 ;>Œ, (Traction - Traction - Compression)

4- ŒI;> Œ, ;> Œ, ;> 0 (Traction - Traction - Traction)

Chaque domaine est caractérisé par une fonction de charge et une surface de rupture indépendante.
Ces fonctions sont notées par F" F2, F, et F4. Les surfaces sont notées par S" S2, S, et S4. Les fonctions
sont discutées en détail ci-dessous:

1- Domaine (Compression - Compression - Compression) :
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Dans ce domaine le critère de rupture de Willam cl Warnke rI 051_ est appliqué, la 1(1l1ctionde charge'
prend la lorme suivante:

F=/<~ = ~r(o",-o",)'+(o",-(JJ'+((T,-(TJf,viS t - - - j"

La surface de rupture S est donnée par:

S = S = 2r, h' - ri' )COSI) + r, (2r, - r, ) [40',' -,/ )cos' ,] + 5,/ - 4rl r, F
, 4(r,' - ri )cos' 1) + (r, - 2r, )'

Où:
20", -0", -0",

COSI) = -',

J2[(ŒI -0",)' +(0", - 0"3)' + (0":<- 0"1)' Jo

r, =ao+als+a,s'
r, =bo +bls +b,s'

s= O"h

le

0"" est définie par l'équation (4.19). Les coefficients ao, al, a2, bo, b J, et b2 sont donnés par la suite.

4_22

4-23

424

4_25

4.26

4.27

r1
r,

_Figure 4,9 : Surface de rupture dans le plan des contraintcs principales (A NS},.') /99fi)

La surface de rupture est montrée dans la ligure 4_9. 10 'angle de comparaison ({angle of Simiiarily )\
,] exprime les magnitudes relatives des contraintes principales Pour tous les états de cOl1lrainles

multiaxiales, l'angle de comparaison est compris entre 0° S ,] S (,()o. D'après l'équation (4_23) i,)rs(l:ue
,] ~ 0° la surface SI = l'l, lorsque 1) = (,()O la surtace SI = 1'2_ Donc la 1(1l1ction l', rcprésel1le la surface de
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4.2S

s,

(/

(d'

charge de tous les états de contraintes avec '1= 110
. ri, r, cl '1 sont représentés dans la figure 4.9. Les

valeurs des coefIïcients 1I(), li, et li, sont déterminées par la solution du système des équations suivant:

F 1t(Œ, = [, :0", = Œ, = 0)

;: (a,~"a, ~a, ~- f,1 1:
~: (0"1 = -0"" ;0", = 0", = -0"" - [,)

Avec:

;- [,
", = 3[,.

s =_2[,,,
,b 3[,

4.29

Les valeurs des coefficients bo, b}, et b2 sont déterminées par la solution du système des équations
suivant:

ü

~: (0", = 0", = ü;O", = - Jel

F, (O"i =0", =-0",,;0", =-O"h - J,)
J,
FI

1

1

1

1

9
si
sg ItJ 00

Avec:

;- __ (J"" _ J,",-- J,.3J,
OJ

S" est la racine positive de l'équation suivante:

4.32

Où: ao, al et a2 sont déterminées par l'équation (4.28).

Puisque la surface de rupture doit rester toujours convexe, le rapport (ri / r2) doit être compris entre:

4.33

Et les coefficients ao, al, a2, bo. b" et b2 doivent satisfaire les conditions suivantes:

ao>O: li, :s;ü;a2~O
bo > 0: b,:S; 0; b, ~ 0

4.34
4.35

Le profile des fonctions ri et ,., en fonction de ç est montré dans la figure 4.](1

La courhe inférieure représente tous les états de contraintes leI que Il = 0°. alo" que la courhe
supérieure représente tous les états de contraintes :.el que '1 = 600. Si le critère de rupturè est satisfait. Ir
matériau est considéré écrasê.
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Figure 4.10 : Profile de la Surface de rupture (ANSYS 1998).

2- Domaine (Traction - Compression - Compression) :

Si le critère de ruplure esl satistàiL la fissuration apparaitra dans le plan perpendiculaire à la contraint,
principale a,. L'écrasemenl peul avoir lieu encore dans ce domaine rI 051.

4.37

4.38

4.36

4.35

2Pl =00 +G1x+a2x
p, =ho +h,x+b,x'

1x=-(a,+aJ3 - .

F-F-1r( )" ,*- ,- Ji5~Œ,-ŒJ +Œ,+Œ,J"

J- Don1aine (Traction - Traction - COInprcssion) :

Les coefficients ao. a,. a2. bo. hl, et h2sont donnés par les équations (4.28) et (4.30). Tandis que:

Où: cOSIJ est défini par l'équation (4.24) et

La surface de rupture S est donnée par :

Dans ce domaine la fonction F prend la forme suivante:
1

1

1

1

1

1

1

1

1

1
1
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Dans ce domaine la fonction F prend la forme suivwlle .

F=F=Œ ;=1.2] i-,

La surface de rupture S est donnée par :

S=S) = )(1+ ~;J: i = 1,2

4.40

4.41

Si le critère de rupture est satisfait pour i = J. 2, la fissuration apparaîtra dans les plans
perpendiculaires aux contraintes principalesŒ, et Œ 2' Si le critère de rupture est satisfait uniquement pour
i = 1, la fissuration apparaîtra uniquement dans le plan perpendiculaire à la contrainte principale Œ, .

L'écrasement peut avoir lieu encore dans ce domaine [105].

4- Domaine (Traction - Traction - Traction) :

Dans ce domaine la fonction F prend la forme suivante:

1

F=F, =Œ" i= l, 2, 3

La surface de rupture S est donnée par :

.'1=.'14 = J,;;

4.42

4.43

1

1

1
1
1
1
1
1
1
1
•

Si le critère de rupture est satisfait dans les directions 1,2 et3, la fissuration apparaîtra dans les plans
perpendiculaires aux contraintes principalesŒ" Œ 2 et Œ3. Si le critère de rupture est satisfait dans les

directions 1 et 2, la fissuration apparaîtra dans les plans perpendiculaires aux contraintes principalesŒ] et
Œ 2' Si le critère de rupture est satisfait uniquement dans la direction 1, la fissuration apparaîtra

uniquement dans le plan perpendiculaire à la contrainte principale Œ, .

La figure 4.11 montre la surface de rupture tridimensionnelle du béton dans le plan des contraintes
principales. Les contraintes principales non nulles les plus importantes sont celles des directions x et y,
représentées par crxp et cryp respectivement. Trois surfaces de charge sont tracées dans le plan crxp - cryp. Le
mode de rupture est en fonction du signe de la contrainte cr,p (contrainte principale de l'axe z). Par
exemple, si crxp et cryp sont négatives (compression) et cr'p est légèrement supérieur à zéro (traction),
l'élément devra se fissurer dans la direction perpendiculaire de crzp. Cependant, si cr,p est nulle ou
légèrement inférieur à zéro l'élément devra s'écraser (ANSYS 1998).

Dans un élément du béton, la fissuration apparaîtra lorsque la contrainte principale de traction dans
n Importe quelle direction dépasse la surface de charge. Après la fissuration, le module élastique de
l'élément du béton devient nul dans la direction parallèle à la direction de la contrainte principale de
traction. L'écrasement apparaîtra lorsque toutes les contraintes principales sont des contraintes de
compression, et dépassent la surface de charge. Le module élastique dans ce cas est nul dans toutes les
directions. (ANSYS 1998)

L'écrasement du béton se développe initialement dans les éléments situés juste sous la charge
appliquée. En suite, les éléments adjacents s'écraseront au fur et à mesure que la charge augmente,
entraînant une réduction dans la rigidité locale.
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Figure 4.11 : Surface de charge dans le plan des contraintes principales (ANSYS 1998).

La rupture par compression pure du béton est en réalité inconcevable. Dans un essai de compression,
l'éprouvett", est soumise à une charge uniaxiale de compression. Les déformations de traction induites par
l'effet du Poisson apparaîtront dans la direction perpendiculaire à la charge, Puisque le béton est fragile
en traction, des fissures seront crées entraînant une rupture éventuelle.

4.4 Résolution numérique du système non linéaire:

Dans une analyse non linéaire, la charge totale appliquée sur le modèle d'élément finis est divisée à
une série des incréments de charge. Dans chaque incrément de charge la matrice de rigidité est actualisée,
Le logiciel ANSYS utilise la méthode de Newton - Raphson pour la mise à jour de la rigidité de la
structure. Pour rendre le système linéaire, des itérations sont effectuées afin d'obtenir la solution pour
chaque incrément et satisfaire les équations d'équilibre. À la fin de chaque itération un test de
convergence est exécuté dans la limite tolérée. L'analyse est effectuée pour un problème statique linéaire
de petit déplacement.

4.4.1 Incrémentation:

L'incrémentation est effectuée en utilisant l'option de « Autamatie time stepping », Dans celte option
on doit donner l'incrément de charge initial. l'incrément de charge minimal et "incrément de charge
maximaL Le logiciel commence le calcul par l"incrément de charge initial, si la convergence de solution
n'est pas atteinte. le logiciel commence à nouveau avec un incrément plus petit de la charge. et qui est
compris entre l'incrément minimal et maximal prescrit.

4.4.2 Itération:

Le nombre maximal des itérations prescrit était 100 itérations. Ce nombre a été pris afin d'éviter unc
divergence précoce de la solution. Comme indiqué ci-dessus, ANSYS utilise la méthode de Newtoll-
Raphson pour actualiser la matrice de rigidité, Plusieurs variantes d'actuatismion de cette matrice solll
possibles dans le logiciel :
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Full Newton-Raphson: la matrice dc rigidité est actualisé dans chaque itération.
Modilïcd Newton-Raphson: la matrice dc rigidité tangentielle cst actualisé dans chaque II1crémcnt
dc chargc.
Initial N stiffncss : la matrice de rigidité initiale est utilisé dans chaque itération

Dans notre étude on a laissé au logiciel de faire le choix, selon la vitesse de convergence rencontrée lors
de l'analyse.

4.4.3 SO:';;;011:

Le logiciel ANSYS offre des nombreuses méthodes de résolution du système d'équations:

Sparse direct
Frontale direct
Itérative
Pre-condition CG

4.4.2 Convergence:

Le processus itérative se continu jusqu'à la convergence. On suppose que la convergence est atteinte
lorsque la condition suivante sera vérifiée:

Dans notre étude on a laissé le choix au logiciel de sélectionner la méthode de résolution la plus
appropriée.

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

Il!lui Il< Toi
Où:

!lUi : Incrément de vecteur de déplacement correspond à un incrément de charge.

Toi: Tolérance (dans notre cas Toi = 0.01)

La norme du vecteur de déplacement est la norme Euclidienne, qui est obtenue par:

1

Il!lull = Œ !lUi' ),

4.44

4.45
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5.1 Introduction:

114

Une simulation numérique en 3D a été e1Teetuéeà l'aide du logiciel d'éléments linis ANSYS. Les

résultats de ccttc modélisation numérique seront comparés dans cc chapitre avec les résultats

expérimentaux, eflèctués sur trois types de poutres. La première est une poutre en béton armé non

renforcée réalisée par Charif (91. La deuxième c'est la même poutre que précédemment mais avec un

renforcement extérieur par une plaquc cn acicr. La dcrnière c'cst une poutrc en béton armé renforcéc

par des plaques en CFRP effectuée par M.A.Shahawy ct al. [141.

5.2 Montage ct résultats expérimentaux:

5.2.1 Poutre en BA non renforcée (FOI)et poutre renforcée par une plaque d'acier (Fil):

Le principe expérimental suivi par Charif (91 consiste à soumettre une série de poutres

isostatiques en béton armé, à un essai de flexion à quatre points. La poutre FIl est identique à la poutre

FOI avec l'addition d'une plaque d'acier collée par le biais d'un joint en résine époxyde à sa face tendue,

comme montrée dans la figure 5.1. Les deux poutres ont été testées à 42 jours. Les caractéristiques de ces

deux poutres sont les suivantes:

largeur ~ 155 mm

hauteur = 255 mm

portée = 2300 mm

longueur = 2500 mm

armature tendues A,= 3HA20 = 942 mm2

armature comprimés A; =2 0 6 = 56.52 mm2

Dimension nominale des agrégats: 10mm

Colle: largeur = 125mm épaisseur = 1.5mm

Plaque d'acier: largeur = 125 mm épaisseur = 1.5mm

Les propriétés des matériaux sont données dans le tableau 5.1.
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Figure 5.1 : Montage expérimental de la poutre FO1et FIl.

Matériaux E (MPa) v re de cube (MPa) r,(MPa) &u. 10-3

Béton (FOI) 30740 0,16 52-4 3.93 4.0

Béton (FU) 30740 0,16 53.3 3.52 4.0

a) Béton

Matériaux E(MPa) v fe (MPa) f, (MPa) &e' 10.3 &,. 10-3

Acier HA 200000 0,30 430 585 2.00 4.97

Plaque (FU) 200000 0,30 246 339 1.23 7.10

b) Acier

Matériaux E(MPa) v Résistance à la traction (MPa)

Colle 1200 0,499 7.82

c) Colle

Tableau 5.1 : Propriétés des matériaux [9)

Les principaux résultats présentés par Charif (9) sont les suivants:

Toutes les poutres ont atteint leurs résistances flexionnelles ultimes et leurs ruptures s'effectuent

principalement par écrasemcnt du béton, suivie par une plastification des aciers longitudinaux et de la

plaque. L'apparition des premières fissures et leurs propagations ont été détectées visuellement Cl

marquées après chaque incrément de charge. Les courbes 5.2 et 5.3 montrant respectivement la flèche ct

la déformation du béton comprimé à mi-travée confirment clairement l'ellèt bénéfique du renforcement

sur le comportement des poutres qui sc traduit notamment par la réduction des flèches et des

déformations. el l'augmentation des charges de rupture cl de fissuration (Tableau 5.2).
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Figure 5.2 : Courbe Charge - flèche à mi-travée. [9]
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Charge de première Charge de rupture Déformation dans le béton
Poutre

fissuration (kN) (kN) tendu à la ,1ère fissuration (10"")

FOI 30 210 162

Fil 40 239 178

Tableau 5-2: Charges et déformations des poutres Fo\' FII.[9]

La figure 5.4 montrant la courbe Charge - Déformation de la plaque confirme l'efficacité de ce

systèmc de renforcement qui est traduit par une plastification de la plaque avant la rupture de la poutre,

Déformation de la la ue 10~

Figure 5.4 : CourOc Charge - déformation de la plaque ,racÎl-'r. 191
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Dc plus, il y'a licu dc relcver l'cllet dc rctardcmcnt dans l'apparition dc la prcmièrc lissure

dû au renforcement Cc tàit est souligné par l'augmentation très nette de la charge de la première

lissuration dc la poutre F". Le dcuxième point cst quc Ic rcnforcement semole augmcnter la capacité de

défonna!ion dc la poutre qui cs! misc cn relief par l'augmentation de la déformation à la [lremière

lissuration, ce qui autorise if supposer que le renforcement agit làvorablcmen! sur la ductilité dc la poutre.

Enfin, on constate, comme prévu, une augmentation de la charge de rupturc de la poutre F" suite if

l'ajout de la plaque.

5.2.2 Poutre en BA renforcée par une plaque de CFRP (S6-I'RE3) (14) :

L'étude expérimentale consiste d'examiner une série de poutres renforcées sur leurs faces tendUes

par collage des plaques en plastique renforcé par des fibres en carbone (CFRP). Les poutres ont été

dimensionnées de telle manière que la rupture s'effectuera par flexion. Le dispositif expérimental adopté

pour ces essais est montré dans la figure 5.5, tandis que les données expérimentales sont comme suil :

1- poutre:

largeur = 203 mm

hauteur = 305 mm

portée = 2439 mm

longueur = 2743 mm
armature tendues As= 2TI 3 = 265 mm2

armature comprimé Ac= 2T3 = 7.07 mm2

2 - colle:

largeur = 203 mm

épaisseur: n'a pas été maintenue d'une manière rigoureuse.

3 - plaque de CFRP :

largeur ~ 203 mm

épaisseur = 0.34036 mm

I( 203 .---71 P/2 !~(__ 3_0_5_~)! P/2

1 1
305

.;-
ColI~ ./,
Plaaue

i< 203 )1 2159

2439

292 )1>r~(----~

Figure 5.5 : Montage expérimental.
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l'armi les poutres testees on a choisi la poutre (S6-I'RE3) qui a CIe renl<"eee par deu, couches de

CFRP avec des libres unidircctionnellcs. Lcs proprietes dcs materiau, rcportecs dans 1141 sont donnecs

comme suit:

1- Ré/o" :

Resistance à la comprcssion (cylindrc) à 28 jours f~'= 41.4 Ml'a

Dimcnsion maximale des agregats : 19 mm

2- Acier de ferraillage:

Résistance de plastification : fe ~ 468.843 MPa,

3- CFRP:

Résistance à la traction: = 2757.9 MPa

Module de Young: E = 141.3 GPa

Poids surfacique : 1.72 Pa

Teneur en résine: 35 %

Coefficient du Poisson: 0.25

4- Colle:

Résistance à la traction = 60.3 MPa.

Résistance à la compression = 120.5 MPa.

Les figures 5.6 à 5.8 montrent respectivement les variations de la flèche, déformation du béton

comprimé et déformation de la plaque avec le moment appliqué à mi-travée. Comme dans le cas de la

plaque d'acier, l'adjonction dcs plaques CFRP a un effet benéfique sur le comportcment de la poutre

caractérisé notamment par une augmentation de la rigidité, un retardement dans la fissuration et une

augmentation de la capacité flexionnelle de la poutre. (Tableau 5.3)

Moment de Moment Cbarge Mode de rupture

Poutre première nominal ultime

fissuration (kN.m) (kN.m) (kN)

Ecrasemcnt du béton -
S5-PRE 1 Il.87 52 97.923

Déchirure longitudinale de CFRI'

Tableau 5.3 : Charges el déformations dc la poutre S5-PRE 1.1141
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Figure 5.8 : Courbe moment - déformation de la plaque de CFRP. [14]

5. 3 Modélisation numérique:

5.3.1 Poutre en BA non reuforcée (FOI):

5.3.1.1 Maillage de la poutre:

Les résultats expérimentaux cités ci-dessus ont servi de base de comparaison aux résultats

obtenus par le logiciel ANSYS. La poutre étant symétrique, seul une moitié a été modélisée (Figure 5.9).

Pour éviler les problèmes numériques liés à la concentration des contraintes, la force a été appliquée sous

forme d'une pression (charge répartie sur une surface).
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Figure 5.9 Modélisation numérique de la poutre FO1.

Pour en assurer une bonne convergence des résultats numériques, le maillage adopté a été

suffisamment affiné. Cependant, les dimensions minimales des éléments ont été gouvernées par la

dimension maximale des agrégats (dimension minimale de l'élément est supérieure à deux fois la

dimension maximale des agrégats). Le modèle utilise deux types d'éléments: élément solide à huit

noeuds (SoUd 65) représentant le béton, et élément de barre à deux nœuds (Link 8) représentant l'acier

d'armature. Les liaisons entre les différents éléments sont considérées comme rigides. Le tableau 5.4

résume la topologie de la maille utilisée.

Poutres SoUd 65 Link8 Total

Nombre des nœuds / / 840

Nombre des éléments 560 100 660

Nombre total des nœuds bloqués 45 / 45

Tableau 5.4 : Topologie de la maille. Poutre FO1

5.3.1.2 Résultats numériques el comparaison:

Les résultats du modèle numérique sont comparés aux résultats expérimentaux. La charge a été

incrémentée automatiquement à l'aide du logiciel ANSYS. Toutefois, afin de comparer les flèches et les

déformations dans les poutres avec les résultats expérimentaux, la charge de 100 kN- a été prise comme

référence, vu que ces résultats ont été tabulés dans /9/.

Numérique (mm) Expérimentale (mm) % Erreur

flèche (mm) 5.452 6.10 10.6%

Déformation du béton 0.86 1.1 21.8%
comprimé (10.1)

Tableau 5.5 : Valeurs à mi-travée à 100 kN.
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Flèehe à la Charge de
J)éformation dans Charge Charge de 1
le béton tendu à la d'écrasement plastifieation .

rupture rupture 1(on' fissuration du béton dcs aciers
(mm) (kN) (10-6\ (kN) (kN)

NUM 19.91 201.37 130 116.25 181.81

EXP 21.1 210 162 / /

% Erreur 5.63% 4.10% 19.75 % / /

Tableau 5.6 : Charges et déformations de la poutre FOl.

Les tableaux 5.5 et 5.6 présentent l'ensemble des résultats numériques et expérimentaux à ml-

travée de la poutre, ainsi que les pourcentages des erreurs. Les figures 5.10 ct 5.11 montrant les variations

de la flèche et la déformation du béton comprimé en fonction de la charge confirment la validité du

modèle à retracer l'historique du comportement de la poutre. De plus, il y'a lieu de noter que la flèche

obtenue du logiciel ANSYS ne dépend pas pratiquement de la position du point ou nœud de la section

médiane comme montré dans la figure 5.12. Ceci implique que la section médiane (à mi-travée) subit un

déplacement vertical d'ensemble avec des déformations locales négligeables. Les tableaux 5.5 et 5.6 ainsi

que les figures 5.10, 5.11 et 5.13 montrent que les résultats numériques sont dans l'ensemble plus proche

des résultats expérimentaux notamment au stade de la rupture.
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Figure 5.10 : Courbe Charge - Flèche de la Poutre FOI.
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Figure 5.13: Schéma de fissuration du béton de la poutre FOI.

5.3.2 Poutre en BA renforcée par une plaque d'acier (FIl):

5.3.2.1 Maillage de la poutre:

Les résultats expérimentaux cités ci-dessus ont servi de base de comparaison aux résultats obtenus

par le logiciel ANSYS. La poutre étant symétrique, seul une moitié a été modélisée (Figure 5.14). La

charge est appliquée sous fonnc de pression.

Le maillage adopté pour celle poutre est identique à celui de la poutre FOl, avec "addition des

éléments de la plaque. Cette dernière est représentée par des éléments solides à huit noeuds (Solid 45). Le

tableau 5.7 résume la topologie de la maille utilisée.
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Figure 5.14 Modélisation numérique de la poutre FIl.

Elément Solid 65 Solid 45 Link8 Total

Nombre des nœuds / / / 935

Nombre des éléments 560 72 100 732

Nombre total des nœuds bloqués 45 5 / 50
Tableau 5.7 : Topologie de la maille. Poutre FIl

5.3.2.2 Résultats numériques et comparaison:

Le tableau 5.8 regroupe les résultats trouvés à 100 kN, tandis que le tableau 5.9 présentent les
résultats au stade de la rupture.

Nnmériqne(mm) Expérimentale(mm) % Erreur

Flèche (mm) 4.45 4.85 8.2%

Déformation de béton comprimé( 10-3) 0.77 0.94 18.1%

Déformation de la plaque (10-3) 1.08 l.1 1.8%

Tableau 5.8 Valeurs à mi-travée à 100 kN. Poutre FIl

Charge de Flèche à Charge Charge de Charge de
la rupture d'écrasement plastification plastification derupture (kN) (mm) du béton (kN) des aciers (kN) la plaque (kN)

--
NUM 241.8 20.018 145.6 22l.65 107.26

EXP 239 21.8 / / /
._-----

0/0 Erreur 1.17% 8_17% / / /

Tableau 5.9 : Charges et délormations de la poutre Fil.
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Les résultats des tableaux précédents démontrent la bonne concordance entre les résultats

numériques cl expérimentaux, avec une erreur ne dépassant pas les 20 0/0.

Les variations de la flèche, la déformation du béton comprimé ct la dèl()fInation de la plaque en

jonction de la charge appliquée sont présentées dans les courbes des ligures 5.15, 5.17 ct 5.19. Le schéma

de fissuration de la poutre au dernier stade de chargement est présenté dans la figure 5.21.a.

Ces résultats numériques confirment l'aptitude du modèle numérique à reproduire les résultats

expérimentaux notamment aux stades des comportements élastiques et à la rupture. Cependant, un léger

décalage entre les résultats numériques et expérimentaux est observé au stade de la fissuration

systématique où la dégradation de la rigidité suite à la propagation de la fissuration n'est pas très bien

appréhendée par le modèle numérique. Ceci est vraisemblablement dû aux modèles de matériaux intégrés

dans l'ANSYS et qu'on a pas la possibilité de les modifier. Ces modèles ne prennent pas en charge la

dégradation graduelle du béton suite à la fissuration (réduction de v et de G). Pour les déformations l'écart

constaté notamment au stade de la rupture est probablement dû à des erreurs-expérimentales. De plus ces

déformations sont généralement la moyenne des déformations sur la longueur de la jauge et leur valeur est

très sensible aux fissures qui peuvent traverser cette longueur.

Il est à noter que suite aux problèmes rencontrés lors de la discrétisation, la largeur de la plaque dans

le modèle numérique a été prise égale à la largeur de la poutre tous en gardant la même surface de la

plaque que le modèle expérimental. Il s'agit tous simplement d'augmenter la largeur de la plaque et

diminuer son épaisseur pour garder la même surface de la plaque. Afin d'explorer d'autres alternatives de

discrétisation, la plaque a été modélisée moyennant des éléments linéaires unidimensionnels. Les résultats

trouvés à l'issue de cette modélisation sont montrés dans les figures 5.16,5.18,5.20 et 5.2I.b. Les figures

5.22 et 5.23 montrent que les deux méthodes de discrétisation conduisent pratiquement aux mêmes

résultats de la flèche et la déformation du béton comprimé. Cependant, l'examen minutieux des schémas

de fissurations (Figure 5.21) montre que la fissuration et plus particulièrement l'écrasement du béton est

plus répartie dans le cas d'une représentation unidimensionnel de la plaque.
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Figure 5.21: Schéma de fissuration du béton de la poutre Fil.

De plus, loutes les poulres onl alleint leurs résislances flexionnelles ultimes Cl leurs ruptures

s'etleeluenl principalement par écrasement du béton, suivi par une plastifieation des aciers longitudinaux,

confonnément aux observations expérimentales.
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Conformément aux constatations expérimentales, les schémas de fissuration ohtenus du l110dèk

numérique indiquent la présence des f'issures v~rtieales de traction. à mi-travée, ct dcs fissures de

eisailkments inclinées qui émanent des appuis. La zone d'écrasement du hélon comprimé est située entre

les deux points d'application de la charge.

5,3.3 l'outre en BA renforcée par une plaque en CFRI' (S6-I'RE3):

5.3.3.1 Maillage de la poutre:

Étant donné que la poutre est symétrique uniquement une seule moitié a été modélisée (Figure 5.24).

La charge est appliquée sous forme d'une pression. Le tableau 5.10 résume la topologie de la maille

utilisée.

P/2

X
4

Béton ~
4

4
4

CFRp/

Figure 5.24 Modélisation numérique de la poutre S6-PRE3.

Elément Solid 65 Solid 45 Link 8 Total

Nombre des nœuds 1 1 1 720

Nombre des éléments 400 68 80 548

Nombre total des nœuds bloqués 35 5 1 40

Tableau 5.10: Topologie de la maille. Poutre S6-PRE3.

5.3.3.2 Résultats numériques et comparaison:

Vu que les résultats expérimentaux [141 sont présentés en terme de moment fléchissant, les résultats
numériques obtenus du logiciel ANSYS ont été transformés pour correspondre au moment au lieu de la
charge appliquée. 1\ s'agit tout simplement de calculer le moment fléchissant par:

M =a. P/2
Avec: a = la distance entre le point d'applieation de la charge ct le point d'appui = 1067mm.



Lc tahlcau 5.11 présentc les résultals Ilumériqucs ct cxpérimentaux à mi travéc pour un IIIOlll cnt
appliqué égal à 25 kN. Tandis que le tableau 5.12 présente les résullals au stade de la rupture.

Tableau 5.11: Valeurs à mi-travée à M ~ 25 kN.m

Numérique(mm) Expérimentale(mm) 0/0 Erreur i'

Flèche (mm) 5.06 5.73 117% 1

Déformation de béton comprimé (10.3) 0.618 0.60 3.0%

Déformation de la plaque (10.3) 2.32 1.80 28.88 %

Tableau 5.12 : Charges et déformations de la poutre S6-PRE3.

Flèche à Moment de Déformation de Moment Moment de
la rupture rupture béton tendu à la 1''0 d'écrasement du plastification

des aciers(mm) (kN.m) fissuration (10"') béton (kN.m)
(kN.m)

NUM 26.8 51.9 188 42.10 36.39
EXP 24.5 52 1 1. 1
% Erreur 9.38 % 0.03 % 1 1 1

Les variations de la flèche, la déformation du béton comprimé et la déformation de la plaque en
fonction du moment appliqué sont présentées dans les courbes des figures 5.25 à 5.27. Le schéma de
fissuration de la poutre au dernier stade de chargement est présenté dans la figure 5.28.
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Figure 5.26 ; Courbe Moment appliqué - Déformation
du béton comprimé. Poutrc S6-PRE3.
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Poutre S6-PRE3
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Figure 5.27 : Courbe Moment appliqué - Défonnation Figure 5.28: Schéma de fissuration du béton de la poutre S6MPRE3.
de la ptaque CFRP. Poutre S6-PRE3

Les résultats montrés indiquent globalement que le modèle numérique est apte à décrire

convenablement le comportement de la poutre en terme de la flèche et à un degré moins la déformation

du béton comprimé. Cependant, un écart plus en moins important entre les résultats du modèle

numérique et ceux du modèle expérimental est constaté pour le cas de la déformation de la plaque et le

cas du schéma de fissuration. Pour le cas de la déformation de la plaque, ceci est probablement dû,

d'une part, à la discrétisation utilisée où la couche très mince de la plaque (0.34 mm) a été modélisée

parle biais des éléments solides en 3D. De l'autre côté, la nature même de CFRP ne peut pas être

convenablement appréhendée par des éléments solides isotropes, car le matériau CFRP est un matériau

orthotrope ayant des propriétés très différentes dans les trois directions. Un élément multicouche aurait

été plus avantageux pour ce type de matériau. D'autre part, cet écart est dû aux erreurs expérimentales.

Dans ce cadre, il est à noter que l'épaisseur des jauges dc contrainte généralement commercialisées

dépasse 0.3 mm ce qui les rend pratiquement inadéquates pour mesurer les déformations de la plaque

du CFRP utilisée. Pour le cas de fissuration, il est notoire que l'approche de fissuration continue

« smearcd crack » a une tendance à répartir la fissuration sur une zone plus étendue de ce qui se passe

en pratique. Par conséquent, la méthode n'est pas apte à reproduire les cas où quelques fissures

seulement se développent et entraîne la rupture de l'élément.
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Dans l'étude qu~ nous lcnons de rrésentcr, nous nous sommes fixé rour objectif ta modélisation non
linéaire d'une poutre en béton armé renforcée rar collage de rlaques (Acier et CFR!') extérieur sur les
faces tendues,

Bien que te thème ait fait l'objet de nombreuses études expérimentales et numériques, certains aspects
du comportement d'ensemble des structures en béton armé renforcées par collage de plaques extérieures
restent encore à éclairer, Notre contribution consiste à trouver un outil de calcul qui nous permet
d'évaluer les contraintes et les déformations afin de dimensionner ce type de structures, et d'analyser en
détail les comportements physiques des matériaux. Le recours à l'analyse non linéaire par la méthode des
éléments finis est la procédure la plus appropriée pour répondre à ces attentes, Vu le progrès imrortant
dans le domaine d'informatique, nous avons utilisé le logiciel ANSYS, qui nous permet de modéliser
précisément le comportement de structures en béton armé, En utilisant une discrétisation
tridimensionnelle, nous avons choisis les types des éléments, ainsi que les modèles des matériaux les plus
convenable dans la modélisation des différents matériaux de la poutre renforcée, Cela est accompli après
un tour a,'norizon que nous avons effectué sur les travaux expérimentaux, analytiques et numériques
élaborés dans la revue bibliographique, et ainsi que sur les différents modèles des matériaux utilisés pour
la modélisation de comportement du composite béton armé renforcé.

Les résultats numériques obtenus par le logiciel ANSYS ont servi de base de comparaison aux
résultats expérimentaux, Les principales conclusions peuvent s'énoncer comme suit:

• Les résultats numenques obtenus montrent globalement une bonne concordance avec les
résultats du modèle expérimental, et confirment clairement l'effet bénéfique du renforcement
sur le comportement des poutres, qui se traduit notamment par la réduction des flèches et des
déformations, et l'augmentation des charges de rupture et de fissuration,

• Les courbes charge N flèche confirme la validité du modèle à retracer J'histoire du
comportement de la poutre,

• L'écart plus en moins important dans les déformations, notamment au stade de la rupture est dû
vraisemblement aux erreurs dans les mesures expérimentales, ainsi aux limitations du modèle
numérique pour discrétiser les éléments de faible épaisseur comme la plaque de renforcement

Bien entendu, ce travail n'a d'autres prétentions que d'être plus exploratoire et il reste bien plus de
problème à examiner qu'il n'en été résolu, par exemple:

• Une étude plus profonde et plus avancée sur les éléments d'ancrage de la plaque de
renforcement pour éviter la rupture prématurée de la plaque,

• La prise en compte des éléments d'interface afin de simuler le comportement de la plaque,
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