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Résumé .

Notre probleme « Allocation optimale des serveurs aux clients concurrents » consiste a

trouver une regle de controle qui minimise le taux de rejet moyen ou de maniére
équivalente, maximise le débit moyen des messages acceptés.

Parmi les méthodes utilisées pour la recherche de politique optimale, nous avons choisi
«value itération ». Cette méthode utilise I'approche récursive qui consiste a calculer (de
maniere récursive) une séquence de valeurs qui se rapproche du colit moyen minimal (dans
notre cas, le taux de rejet moyen minimal).

L'avantage de cette méthode, c’est qu’elle est simple a appliquer, par ailleurs, elle permet
également d’éviter beaucoup de calculs.

Abstract:

Our problem of "Optimal allocation of servers to concurrent clients" consists in finding a
control rule that minimizes the average rejection rate or, equivalently, maximizes the
average throughput of accepted messages.

Among the methods used for optimal policy research, we chose "value iteration". This
method uses the recursive approach which consists in calculating (recursively) a sequence of
values that approximates the minimum average cost (in our case, the minimum average
rejection rate).

The advantage of this method is that it is simple to apply, and it also avoids a lot of
calculations.



Notation et abréviation

MDP : Markov décision process.

SMDP : Semi -Markov décision process.

I: L'ensemble d'états.

A : L'ensemble d'actions.

A(i) : L'ensemble des actions possibles pour I'état « i ».
R : Politique stationnaire.

X,,: L'état du systéeme au n*{iem} instant de décision.

Pl-]-(Ri): La probabilité qu'au prochain instant de décision le systeme soit a I'état « j », Si

I'action «a» est choisie dans I'état actuel «i ».

gi(R): L'espérance du colt moyen (si |'état initial est i).

m;(R): Représente la distribution stationnaire d'équilibre de la chaine de Markov (X},).
W : Taux de service.

A : Taux d'arrivé.

g" : Le taux de perte moyen.

Li : Le nombre de client de type non prioritaire ou i c'est le nombre de client de type
prioritaire dans le systeme.

v,(i1,i2, k): L'espérance de co(t total sur les n premiers instants de décision

Si I'action « a » est choisie dans I'état actuel « i » on a les 03 notations suivantes :

.Pi]-(a) : La probabilité qu'au prochain instant de décision le systeme soit a I'état j.
.T;(a): Le délai prévu jusqu'au prochain instant de décision.

.C;(a) : Les colts attendus encourus jusqu'au prochain instant de décision.
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Introduction générale

Les processus décisionnels de Markov (MDP) constituent un cadre fréquemment utilisé
pour formaliser les processus de décisions séquentielles impliquant un agent (fournisseur
de service, gestionnaire du systéme, contréleur) en interaction avec un environnement ou
un systeme dynamique.

Le processus de décision semi Markovien est un modéle trés étudié en file d’attente, il
offre un formalisme pour modéliser et résoudre beaucoup de problémes dans l'incertain.

Un processus de décision markovien (Markov décision processus), ou semi-markovien
(semi-Markov décision process) est un modele aléatoire ol un agent prend des décisions
ou les résultats de ses actions sont aléatoires.

Les MDP sont une extension des chaines de Markov avec plusieurs actions a choisir par état
et ol des récompenses sont gagnées (ou des colts sont engendrés) par I'agent.

Les MDP sont utilisés pour étudier des problemes d'optimisation a I'aide d'algorithmes de
programmation dynamique ou d'apprentissage par renforcement dans de nombreuses
disciplines, notamment la robotique, I'automatisation, I'économie et I'industrie
manufacturiere.

Ce mémoire comporte trois chapitres :

Le premier chapitre contient quelque définitions et éléments de base du modeéle de
décision markovien avec un petit résumé d'un probleme de maintenance qui a fait I'objet
d’'un mémoire de master 2018 [3].

Dans le deuxiéme chapitre, nous présentons les notions de base du model de décision
semi-markovien, la méthode de transformation des données et I'algorithmes de
résolution" itération par valeur ".

Nous terminons ce chapitre par un exemple d’application en file d’attente « controle
optimale d’un systéme de service stochastique » tiré d’'un mémoire de master 2019 [2].

Le dernier chapitre est consacré a la description, la modélisation et la résolution numérique
de notre probléme : " Allocation optimale des serveurs aux clients concurrents".



Chapter 1

Processus de décision
markovien

1.1 Introduction :

Les processus de décision markovien MDP ont fait 'objet d’'un mémoire de
master 2018 [3], institulé"gestion optimal d’une centrale électrique et prob-
leme de maintenance par les processus de décision markovien".

Le modéle de décision markovien est un outil polyvalent et puissant pour
I’analyse des processus de décision séquentiels probabiliste avec un horizon
de planification infini.

Dans ce chapitre, nous donnons un bref apercu sur les MDP suivi d’'un
exemple de maintenance [3] afin de donner une idée sur le type de probléme
qui peuvent étre resolus par cet outil.

1.2 Définition :

1.2.1 Processus stochastique [2] :

Un processus stochastique X = (X;),.,est une famille de variables aléatoires
X, indexée par un ensemble 7T'.

En général, T est dénombrable et représente le temps, le processus est
alors dit discret.
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1.2.2 Chaine de Markov [4] :

Le processus stochastique (X,,),n > 0 a valeurs dans £ ( ensemble fini ou
dénombrable ) est une chaine de Markov si :

P(Xpp1=7/X0 =4, X010 =tn1,.... X1 =11, X = i) = P(Xpp1 = j/X,, = 1)

Vn € N;Vj 10,01, .c0sin_1,t € B

1.2.3 Processus de décision markovien [2] :

Un processus de décision Markovien est un processus de controle stochastique
définie par :

-Un ensemble d’états I qui peut étre fini, ou infini dénombrable.

-Un ensemble d’actions possibles.

-Des probabilités de transition P;; (a).

-Une fonction de récompense (cott) C; (a).

1.2.4 Systéme dynamique [2] :

Un systeme dynamique est la donnée d’un systeme et d’une loi décrivant
I’évolution de ce systéme, par exemple: I’évolution dune réaction chimique
au cours du temps, le mouvement des planétes dans le systéme solaire ou en-
core I’évolution de la mémoire d’un ordinateur sous ’action d’un programme
informatique.

1.2.5 Programmation dynamique [2] :

La programmation dynamique est une procédure récursive permettant de
calculer les valeurs optimales a partir d’une équation fonctionnelle.

1.2.6 Politique [3] :

Une politique ou stratégie ( choix d’une action ou décision ) pour chaque
état, c’est un ensemble de régle << if stat then action >>.
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1.2.7 Politique Stationnaire [3] :

Une politique R est dite stationnaire si elle n’est pas aléatoire, et ’action
choisie a I'insatant t dépend seulement de 1’état du processus en cet instant.

1.2.8 Politique Optimale [3] :

Une politique optimale est celle qui maximise ( ou minimise ) les récompenses
( les cotts ).

1.3 Le modéle :

De nombreux problémes de contréle pratique peuvent étre modélisés comme
un processus de décision markovien par un choix approprié de ’espace d’états
et I’ensemble d’actions.+

Considérons un systéme dynamique avec des instants équidistants du
temps t =0,1,2,. ..

A chaque instant de décision , le systéme est classé dans I'un des nombres
possibles d’états et par la suite une décision doit étre prise.

Si & un instant de décision l'action a est choisie dans I'état ¢ , alors
les événements suivants se produisent indépendamment de I'historique du
systéme :

-Un cotit immédiat C; (a) est engageé.

-Au prochain instant de décision ,le systéme sera dans I’état j avec une
probabilité P;; (a) tq :

Y Pjla)=1i¢el
jeI
On note que le paiment en une étape cotite C; (a) , et les probabilités
de transitions en une étape P,; (a) sont supposées étre homogénes dans le
temps.
Le modéle de décision markovien a de nombreuses applications pon-
tentielles : controle des stocks, maintenance, fabrications, télécommunica-
tions.[1]

1.3.1 Probléme de maintenance [2] :

Au début de chaque journée , un équipement est inspecté pour relever son état
de fonctionnement réel , ’équipement sera trouvé dans 'une des conditions



6 CHAPTER 1. PROCESSUS DE DECISION MARKOVIEN

de travail i=1,...,N ; ou la condition de travail ¢ est meilleure que la condition
de travail 7 + 1.

L’équipement se détériore avec le temps.

Si la condition de travail actuelle est i et aucune réparation n’est effec-
tuée, alors au début de jour suivant, ’equipement sera dans la condition de
fonctionnement j (I’état j ) avec une probabilité g¢;;.

on suppose que g;; = 0 pour j <iet > ¢; = 1.
<i
La condition de travail i=N représentie un dysfonctionnement nécessitant
une réparation forcée prenant deux jours.
Pour les états intermédiaires i avec 1 < ¢ < N, on a le choix entre réparer
préventivement le matériel ou laisser I’équipement fonctionner pendant une
journée, une réparation préventive ne prend qu’un seul jour.

Un systéme réparé a la condition de fonctionnement ¢ = 1, le cotit d’une
réparation forcée en cas de panne est C et le cotit d'une réparation préventive
en état de marche ¢ est Cp,.

On souhaite déterminer une régle de maintenance qui minimise le cott
moyen de réparation par jour a long terme.

Pour plus des détails sur la modélisation et la resolution de ce probléme
voir TIJMS [1] et mémoire de master 2018 [3].



Chapter 2

Processus de décision
semi-markovien

2.1 Introduction :

Dans le chapitre précédent, nous avons vu que dans un processus de décision
markovien, les décision ne peuvent étre prises qu’a des instant bien fixes
t=0,1,... .

Cependant, il ya beaucaup de problémes de controle stochastique ot les
temps entre les instants de décision sont aléatoires. Un outil possible pour
analyser de tels problémes est le modeéle de décision semi-markovien .

Dans la section 2.2, nous discutons les éléments de base de ce modéle. De
plus, pour le critéere d’optimalité du cotit moyen a long terme par unité de
temps, nous donnons une méthode de transformation des données par laquelle
le modele de décision semi-markovien peut étre converti en un modele de
décision markovien & temps discret équivalent .

Dans la section 2.3, nous discutons l'algorithme d’itération par valeur
pour un modele de décision semi-markovien dans lequel les temps entre les
instants de décision sont distribués de facon exponentielle.

Dans ce cas particulier, I'effort de calcul de I'algorithme d’itération par
valeur peut étre considérablement réduit en introduisant des instants de dé-

cision fictifs.

Cette astuce simple crée des matrices de transition conduisant & un algo-
rithme d’itération par valeur beaucoup plus efficace.

7
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2.2 Le modéle de décision Semi-markovien:

Considérons un systéme dynamique dont I’état est observé a des instants
aléatoires.

A ces instants, une décision doit étre prise et des frais sont encourus en
conséquence de la décision prise.

L’ensemble des états possibles est noté par I. Pour chaque état ¢ € I, un
ensemble A(7) d’actions possibles est disponible.

On suppose que 'espace d’état I et les ensembles d’actions A(i),i € I
sont finis.

Ce systéeme dynamique controlé est appelé processus de décision semi-
markovien lorsque les propriétés markoviennes suivantes sont satisfaites :

Si & un instant de décision I’action a est choisie dans 1’état i, alors le temps
jusqu’au prochain instant de décision ne dépendent que de I'état actuel i et
I’action choisie a et sont donc indépendants de I’histoire passée du systéme.

De plus, les cofits engagés jusqu’au prochain instant de décision ne dépen-
dent que de I'état actuel et de ’action choisie dans cet état.

Nous notons que dans des problémes spécifiques, 1’état se produisant a la
transition suivante dépendra souvent du temps jusqu’a cette transition.

2.2.1 Le colit moyen a long terme par unité de
temps :

Le cotit moyen a long terme par unité de temps est considéré comme le critere
d’optimalité. Pour ce critére, le modéle de décision semi-markovien est en
fait déterminé par les caractéristiques suivantes :

P;;(a) = la probabilité qu'un prochain instant de décision le systéme soit
dans I’état j si I’action a est choisie dans 1’état actuel i.

7;(a) = le temps attendu jusqu’au prochain instant de décision si I’action
a est choisie dans 1’état actuel i.

C;(a) = les cotits attendus encourus jusqu’au prochain instatnt de déci-
sion si ’action a est choisie dans 1’état actuel i.

On suppose que 7;(a) > 0 pour tout i € I et a € A(3).
une politique stationnaire R est une regle qui associe a chaque état i

une seule action R; € A(i) et recommende toujours de prendre cette mesure
chaque fois que le systéme est observé dans ’état i.
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Puisque 'espace d’état est fini, on peut montrer que sous chaque politique
stationnaire, le nombre de décisions prises dans un intervalle de temps fini
est fini avec une probabilité 1.

Il s’ensuit alors que dans une politique stationnaire R, le processus sto-
chastique incluse (X,,),,-, est une chaine de Markov a temps discret avec des
probabilités de transition en une étape Pj;(R;).

on fixe maintenant une politique stationnaire R, notez par :

V,, (11,42, k) = Vespérance de coiit total sur les n premiers instants de
décision.
g; (R) = 'espérance du cott moyen par unité de temps a long terme.

suivant

1 € I cette limite existe d’aprés le théoreme

Théoréme 1 [1] :

Supposons que la chaine de Markov intégrée (Xn)n20 associée a la poli-
tique R n’a pas deux ensembles fermés disjoints.
Alors:

limt_,oo@ = g(R) avec une probabilité 1.
pour chaque état initial Xy = ¢, ot la constante g;(R) est donnée par

gi(R) = ¢;(R)m;(R)/ > 7;(R)m;(R)

jel jer
avec{7;(R)}indiquant la distribution d’équilibre de la chaine de Markov
(Xn)n>0'

2.2.2 La méthode de transformation des données :

Choisissez d’abord un nombre 7 avec 0 < 7 < min;, 7;(a).

Considérons maintenant le modeéle de décision de Markov en temps discret
dont les éléments de base sont donnés par

I=1,A@G)=A®G) i€l

éi(a) = ci(a)/Ti(a) a€ A(i)etiel,
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P.i(a) = {(T/Tl-(a))PZ-j(a), JjF#i,a€ Ali)etic I_,
Y (1/7i(a))Py(a) + [1 — (1/7i(a))], j=ia€ A() etiel.

Ce modele de décision de Markov a temps discret a la méme classe de
politiques stationnaires que le modéle de décision semi-Markov original.

Pour chaque politique stationnaire R, soit g;(R) le coit moyen & long
terme par unité de temps dans le modéle a temps discret lorsque la politique
R est utilisée et que ’état initial est ¢. Il en va de méme pour chaque politique
stationnaire R qui

Ce résultat ne nécessite aucune hypotheése sur la structure de chaine des
chaines de Markov associées aux politiques stationnaires. Cependant, nous
prouvons le résultat (*) uniquement pour le cas "unichain " ( chaine unique
voir définition Annexe0l1 ).

Fixer une politique stationnaire R et supposer que la chaine de Markov
intégrée (X,,), ., dans le modele semi-Markov n’a pas deux ensembles fermés
disjoints.

Notons X,, 1’état au la niéme instant de décision dans le modéle discret
en temps transformé.

On voit directement que la chaine de Markov (X'n)
"unichain "sous la politique R.

Les probabilités d’équilibre 7;(R) de la chaine de Markov (X")n>o satis-
font les équations d’équilibres : a

n>0

N également

BB = S RRIR () = 3w R)— s Pal )+ = | mi(R)

iel el

Selon le théoréme 1, g(R) = g(R). Ainsi, nous pouvons conclure qu’une
politique optimale de colit moyen dans le modeéle semi-markovien peut étre
obtenue en résolvant un modéle de décision de Markov en temps discret
approprié.

Cette conclusion est particuliérement utile en ce qui concerne I’algorithme
d’itération par valeur . En appliquant ce dernier au modeéle transformé, il
n’y a aucune restriction & supposer que pour chaque politique stationnaire,
la chaine de Markov associée (X”)n>o est apériodique.

En choisissant la constante 7 strictement inférieure a min,;, 7;(a), on a
toujours P;(a) > 0 pour tout ¢, a et donc 'apériodicité requise.

jel
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2.3 Algorithmes pour une politique opti-
male :

La résolution d’un modéle de décision markovien et semi-markovien peut se
faire moyennant deux algorithmes :

" itération par politique " ( policy-iteration ) et " iteration par valeur
( value-itération ).

"

Le premier algorithme génére une séquence de politiques améliorées, comme
son nom l’'indique. Le second calcule de maniére recursive une sequence de
valeurs ( value function) qui se rapproche du cotit moyen minimal.

Ces valeurs ( the value functions ) donnent les bornes inf et sup du cofit
moyen minimal.

L’avantage de ce dernier algorithme ( iteration par valeur ) , c’est qu'il est
plus simple & appliquer. D’autre part , I’algorithme << algorithme d’itération
par politique >> nécessite a chaque iteration, la résolution d’un systéme
d’équation linéaire de méme taille que 'espace des états. Ce qui n’est pas le
cas pour le second algorithme "iteration par valeur ".

Dans ce qui suit , nous allons rappeler un seul algorithme "iteration par
valeur ", qui sera utilisé pour la résolution de notre probléme.

Une étude exhaustive de ces deux algorithme est disponible dans TI-
JMS][1] , ainsi que dans les deux mémoires de master [2] et [3].

2.3.1 Algorithme d’itération par valeur [1] :

Pour le modéle de décision semi-markovien, la formulation d’un algorithme
d’itération par valeur n’est pas simple. Une relation de récursivité pour les
colits minimaux attendus au cours des n premiers instants de décision ne
prend pas en compte les temps de transition non identiques et donc ces cofits
ne peuvent pas étre liés au colit moyen minimal par unité de temps.

Cependant, par la méthode de transformation des données de la section
2.2.2, nous pouvons convertir le modéle de décision semi-Markov en un mod-
éle de décision markovien a temps discret de sorte que les deux modeéles ont
le méme cotit moyen pour chaque politique stationnaire.
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Dans le modeéle a temps discret, il n'y a aucune restriction a supposer
que tous les ¢;(a) = ¢;(a)/7i(a) sont positifs; sinon, ajoutez une constante
positive suffisamment grande a chaque ¢;(a).

Algorithme d’itération par valeur :
Etape 0 : Choisissez V(i) tel que 0 < Vy(i) < ming{c;(a)/7:(a)} pour

tout ¢ . Choisissez un nombre 7 avec 0 < 7 < min; ,7;(a) . Soit n := 1.
Etape 1 : Calculez la fonction V,,(i), i € I, a partir de

ci(a) T

V(i) = minaeaw) T;((a) + n?a) Z Pyj(a)Var(j) + <1 - (a)> Vi1 (9)

Soit R(n) une politique stationnaire dont les actions minimisent le coté
droit de ().

Etape 2 : Calculez les limites

My = MINjer Va(G) = Var(G)} , M, = maZjer Va(g) = Var(4)}-

L’algorithme est arrété avec la politique R(n) lorsque
0 < (M, —m,) < em,, ol £ est un nombre de précision prédéfini. Sinon,
passez a ’étape 3.

Etape 3 : n:=n+ 1 et passez a l'étape 1.

Supposons que ’hypothése unichain faible de la section 6.5 [1] soit satis-
faite pour les chaines de Markov intégrées { Xn} associées aux politiques sta-
tionnaires . Il n’y a aucune restriction a supposer que les chaines de Markov
{Xn} dans le modéle transformé sont apériodiques . Ensuite, I’algorithme
s’arréte aprés un nombre fini d’itérations avec une politique R(n) dont la
fonction de cotit moyen ¢;(R(n)) est satisfaisante

0 < gi(R(n)) — g
T

< <e ,1el.
ou g* représente le cotit moyen minimal par unité de temps.

Concernant le choix de 7 dans ’algorithme, il est recommandé de pren-
dre 7 = min;,7;(a) lorsque les chaines de Markov intégrées {Xn} dans le
modeéle semi-Markov sont apériodiques; sinon, 7 = %miniﬁaﬁ(a) est un choix
raisonnable.
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2.4 Optimisation des files d’attente:

Le modele semi-markovien est un outil naturel et puissant pour I'optimisation
des files d’attente, de nombreux problémes de file d’attente en télécommuni-
cation demandent le calcul d’une regle de controle optimale pour une mesure
de performance donnée. Si la régle de controle est déterminée par un ou deux
parametres, on peut d’abord utiliser ’analyse en chaine de Markov pour cal-
culer la mesure de performance pour des valeurs données des paramétres de
controle, puis utiliser une procédure d’optimisation standard pour rechercher
les valeurs optimales des paramétres de controle. Cependant ce n’est pas tou-
jours 'approche la plus efficace.

Dans ce qui suit, nous donnons un exemple de systéme de file d’attente,
pour lequel ’approche de décision semi-markovienne est non seulement plus
élégante mais est également plus efficace qu'une procédure de recherche di-
recte. Dans cette application le nombre d’états est illimitée. Cependant, en
exploitant la structure du probléme, nous sommes en mesure de transformer
le probléme en un modeéle de décision de Markov avec un espace d’états fini.

Une étude détaillée de ce systéme a fait I'object d’'un mémoire de master
2019 [2].

2.4.1 Controdle optimal d’un systéme de service sto-
chastique [2] :

Un systéme de service stochastique a S canaux identiques disponibles pour
fournir le service, ot le nombre de canaux en fonctionnement peut étre con-
trolé en activant ou désactivant les canaux, par exemple les canaux de service
peuvent étre des caisses dans un super marché ou des machines de production
dans une usine.

Les demandes arrivent selon un processus de poisson de taux A , chaque
demande de service qui arrive est autorisé a entrer dans le systéme, et attend
en ligne jusqu’a ce qu'un canal d’exploitation soit fourni.

Le temps de service de chaque requéte est distribué de maniére exponen-
tielle avec une valeur moyenne 1/p.

On suppose que le taux d’arrivée moyen \ est inferieur au taux de service
maximal Sp.

A tout instant les canaux peuvent étre activés ou désactivés en fonction
du nombre de demandes de service dans le systéme.

L’objectif est de trouver une politique pour controler le nombre de canaux
activés, de sorte que le cout moyen a long terme par unité de temps soit
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minimal.
Pour plus des détails sur la modélisation et la resolution de ce probléme
voir mémoire de master 2019 [2].



Chapter 3

Application et programmation

3.1 Itération par la valeur et décisions fic-
tives :

La méthode d’itération par valeur est souvent la méthode la plus préférée
pour calculer une politique de cotit optimal (presque) moyen.

Dans chaque itération de la méthode, les bornes inférieure et supérieure
indiquent & quel point le cotit moyen de la politique actuelle s’écarte du cotit
moyen minimal.

La charge de calcul de I’algorithme d’itération par valeur dépend non
seulement du nombre d’états, mais également de la densité des probabilités
de transition non nulles P;;(a).

De par la nature méme de ’algorithme d’itération par valeurs, il est fas-
tidieux sur le plan des calculs d’avoir de nombreux P;;(a) non nuls.

Dans les applications avec des temps répartis exponentiellement entre les
époques de décision, 'effort de calcul de I'algorithme d’itération par valeur
peut souvent étre considérablement réduit en incluant des instants de décision
dites fictifs.

L’état du systéme reste inchangé aux instants de décision fictifs.

L’inclusion d’instants de décision fictifs ne change pas la nature markovi-
enne du processus de décision, car les temps entre les transitions d’états sont
distribués de facon exponentielle et ont donc la propriété sans mémoire.

L’astuce des instants de décision fictifs réduit non seulement ’effort de
calcul, mais simplifie également la formulation de I'algorithme d’itération par
valeur.

15
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3.2 Allocation optimale des serveurs aux clients
concurrents :

Dans les réseaux de communication, un probléme important est I'allocation
des serveurs aux classes de clients concurrents.

Supposons que les messages de types 1 et 2 arrivent & un systéme de
communication selon des processus de Poisson indépendants avec des débits
respectifs A1 et \2.

Le systeme de communication a ¢ canaux de transmission identiques pour
traiter les messages, chaque canal ne pouvant traiter qu'un seul message a la
fois.

Le systéeme n’a pas de tampon pour stocker temporairement des messages
qui trouvent tous les canaux occupés a l’arrivée.

De tels messages doivent étre rejetés de toute fagon.

Cependant, un nouveau message peut également étre rejeté lorsqu’il existe
un canal libre.

L’objectif est de trouver une régle de controle qui minimise le taux de rejet
moyen, ou de maniére équivalente, maximise le débit moyen des messages
acceptés.

La théorie de la décision de Markov nous permet d’appliquer une approche
optimale globale (overall optimal policy).

Pour ce faire, nous supposons que les temps de transmission des messages
sont distribués de fagon exponentielle avec une moyenne de 1/ul pour les
messages de type 1 et avec une moyenne de 1/u2 pour les messages de type
2.

3.2.1 Modélisation [1] :

Formulation avec des instants de décision fictives :

Une formulation simple du probléme comme un probléme de décision
semi-markovien utilise les instants d’arrivée comme les seules instants de
décision.

Dans une telle formulation, les vecteurs (P;;(a),j € I) des probabilités
de transition en une étape ont de nombreuses entrées non nulles.

Dans notre probléme spécifique, cette difficulté peut étre contournée en
incluant les instants d’achévement de service comme des instants de décision
fictifs en plus des instants de décision réelles, étant les instants d’arrivée des
messages.
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Ce faisant, une transition de n’importe quel état se fait toujours vers I'un
des quatre etats voisins au plus.

Dans I'approche aux instants de décision fictives, nous prenons comme
espace d’états

I = {(il,ig,/{?) |'i1,i2 = 0,1,...,6 ;il +22 S & ;]{7 = 0,1,2}

L’état (1,19, k) avec k = 1 ou 2 correspond a la situation dans laquelle
un message de type k arrive et trouve 7; messages de type 1 et i3 messages
de type 2 en cours de transmission.

L’état auxiliaire (i1, i2,0) correspond a la situation dans laquelle la trans-
mission d'un message vient de se terminer et les messages 7; de type 1 et iy
de type 2 en transmission.

Pour les états (i1, 12, k) avec k = 1 ou 2, les actions possibles sont notées
par

_ [0, Trejeter le message ,

“= {1 , accepter le message ,

avec la condition que a = 0 est la seule décision possible lorsque i1 +i5 = ¢
et également pour 1'état s = (i1, 2, 0).

Gréace aux instants de décision fictifs, chaque transition d’un état donné
se fait vers I'un au plus des quatre états voisins.

En d’autres termes, la plupart des probabilités de transition en une étape
sont nulles.

De plus, les probabilités de transition sont extrémement faciles a spécifier,
on a le min (X, X5) est distribué de fagon exponentielle avec la moyenne
1/(a1 + ag) et P{X; < X3} = ay/(aq + as) lorsque X; et X, sont des
variables aléatoires indépendantes ayant des distributions exponentielles avec
les moyens respectifs 1/a; et 1/as.

Notons par :

U(il, 22) = )\1 + )\2 + ilﬂl + iQ,M.

Si le systéme a l'état s = (iq,12, k) avec k = 0,1,2 et 'action a = 0 est
choisie, alors

A1/1)(1.172'2)7 U= (ilai271)7

» (0) _ AQ/U(Z.hiQ); U= (ilai2)2)7
° ilul/v(ibi?)’ v = (21 - 17i270>7
igﬂg/v(il,ig), v = (il,’ig — 1,0)

et TS(O) = 1/U(i17’i2)
Si le systéme a I'état s = (41,142, 1) et 'action a = 1 est choisie, alors
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Ar/v(iy +1,42), (i1 +1,i2,1),
Xafv(iy + 1,49), (21 +1,i9,2),
(i1 + D)y fo(in + 1, 42), ( ,0),

i1,
iapta/v(i1 + 1,142) v=_(
et 75(1) = 1/v(iy + 1,i2) , avec v(iy + 1,42) = Ay + Ao + (41 + 1) g + dafiy

pa(l) = {

Si le systéme a l'état s = (41,12, 2) et 'action a = 1 est choisie, alors

A fv(in,in + 1), v = (ir,is + 1, 1),
’ (1)_{ Ao /v(iy, 09 + 1), v = (1,92 + 1,2),
v i1y /v (i1, 92 + 1), v=_(iy — 1,12+ 1,0),
(i + Dy /v(iy, iz + 1) v = (i1,12,0).

et 75(1) = 1/v(iy,i2+ 1) , avec v(i1,ia +1) = Ay + Ao + 19 + (g + 1) g

Enfin, les cotits attendus en une étape c4(a) sont simplement donnés par

1, s=(i1,i2,1)eta=0,
cs(a) =< 1, s=(i1,i2,2) eta=0,
0, sinon .

3.2.2 Algorithme d’itération par valeur :

Maintenant, aprés avoir spécifié les éléments de base du modéle de décision

semi-markovien, nous sommes en mesure de formuler ’algorithme d’itération

par valeur pour le calcul d’une régle d’acceptation (presque) optimale.
Dans la transformation des données, nous prenons

1
N )\1 + )\2 + C1lq + 02/.1/2'

En utilisant les spécifications ci-dessus, le schéma d’itération par valeur
devient assez simple pour le probléme d’allocation.

Notez que les expressions pour les temps de transition en une étape 7,(a)
et les probabilités de transition en une étape pg(a) ont un dénominateur
commun et donc le rapport py(a)/7s(a) a une forme trés simple.

En spécifiant le schéma d’itération des valeurs (xx) , nous distinguons les
états auxiliaires (ig,19,0) et les autres états.

Dans les états (i1, 2,0), la seule décision possible est de laisser le systéme
tel qu'il est (autrement dit, pas d’arrivée, pas de décision).
Donc

1+1Zg 10)
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Vi(i,i2,0) = 7N\ Vi1 (i1, 42, 1) 4T A V31 (41, 92, 2)+Tig iy Vi1 (41— 1, 49, 0)+
Ti2M2Vn—1(i1,iz -1, 0) + {1 - TU(ZL iz)}Vn—1(i17i2> 0) )
ou V,_1(i1,i2,1) = 0 lorsque i; < 0 ou iy < 0.

Pour les états s = (i, 1, 1),
Vialin, ie, 1) = min [v(iy, ia) + TN Vo1 (i1, 42, 1) + 7 AV, 1 (11, 12, 2)
+ Tiypy Vi1 (ip — 1,49, 0) + Tiguy Vi1 (i1, 79 — 1,0)
+{1 — 7v(iy,i2) } Vo1 (i1, 42, 1),
TAMVio1(in + 1o, 1) + 7 AV, 1 (i1 + 1, 49, 2)
+ 7(i1 + D) py Vi1 (i1, 42, 0) + Tiaps Vi1 (ih + 1,42 — 1,0)
+H{1 —7ov(iy + 1,i2) } V1 (i1, 09, 1)]

Pour les états s = (i1, i, 2),
Via(i, i2,2) = min [v(iy, i2) + TN Vo1 (i1, 42, 1) + 7 AV, 1 (11, 12, 2)
+ Tiypy Vi1 (ip — 1,42, 0) + Tiguy Vi1 (i1, 79 — 1,0)
+{1 — 70(i1,12) }Vp_1(i1, 2, 2),
TAMVi1(i1, 2 + 1, 1) + 7 AV 1 (i1, 12 + 1, 2)
+ 71y Vi1 (i — 1,io + 1,0) + 7(ig + 1) g Vi1 (i1, 19, 0)
+{1 — 7v(iy, i + 1)}V, (i1, 02, 2)],

a condition de mettre V,_q(i1,12,1) = V,,_1(i1,42,2) = 0o quand i;+is =
c + 1 pour évite la décision irréalisable a = 1 dans les états (i,i2,1) et
(11,19,2) avec iy + iy = c.

L’algorithme d’itération par valeur pour la formulation de décision semi-
markovienne avec des instants de décision fictives nécessite les états supplé-
mentaires (i, i, 0).

3.3 Résolution avec l’algorithme d’itération
par valeur :

Nous allons utiliser 1'algorithme d’itération par valeur (chapitre 2) pour
chercher une politique optimale

Etape 0: Choisissez Vj(i1, 2, k) tel que 0 < Vy(iy, io, k) < ming{c;(a)/7i(a)}
ViEI,i1+iQSC,]€ZO,1,2.
Choisissez un nombre 7 avec 0 < 7 < min; ,7;(a).

Dans la transformation des données, nous prenons 7 =
donc on prend ¢; = 10 et ¢o = 0 alors 7 = 0.008547009

A1+A2+cipg +eapg

Soit n := 1.
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Etape 1: Calculez la fonction V,,(i1,i9,k) Vi € I, i1 +iy < ¢, k=0,1,2,
a partir de

Vn(il, iz, 0) = T)\1Vn71<2'1, ig, 1)+T)\2Vn,1(2'1, ig, 2)"‘7'2'1#1‘/”,1(@'1—1, iQ, 0)+
TiQ[LQVn_l(il, ig — ]., 0) + {1 — TU(il, ig)}vn_l(il, ’iQ, 0),
ou V,_1(i1,42,1) = 0 lorsque i; < 0 ou iy < 0.

pour les états (iq,19,0) avec iy +is < ¢, k=0,1,2
Vn(il, ig, 1) = min [U(il, 22) + T/\lvnfl(’l'l, iQ, 1) + T)\Qvnfl(i17 ’iQ, 2)
+ Ty Vi1 (i — 1,49, 0) + Tiguy Vi1 (i1, 72 — 1,0)
—|—{1 — T’L)(il, ig)}vn_l(il, ig, 1),
7')\1Vn_1(i1 + 1, ig, ].) + T)\Qvn_l(il —I— ]_, iz, 2)
-+ T(il -+ 1>M1Vn_1(i1,i2, 0) —+ T’iguzvn_l(il + 1, ig — 1, O)
+H{1 —71o(iy + 1,42) } Vi1 (i1, 09, 1)]

Pour les états s = (i1,142,1) avec i1 +is < ¢,k =0,1,2
Viu(i, iz, 2) = min [v(i1, is) + TA1Vi1(i1, ia, 1) + TAaViy_1 (41, 42, 2)
+ Tiypy Vi1 (in — 1,42, 0) + Tiguy Vi1 (i1, 12 — 1,0)
+{1 — 7v(i1,12) }Vp_1(i1, 42, 2),
TAMVn_1(i1, 00 + 1,1) + 7 AV, 1 (41,90 + 1, 2)
+ Ty Vi1 (i — 1,i9 + 1,0) + 7(i2 + 1) o Vi—1 (41, 92, 0)
+{1 — 7v(i1,i2 + 1)} V_1(i1, 19, 2)]

Pour les états s = (i1,142,2) avec iy +is < ¢, k=0,1,2,

on va mettre V,,_i(iy,i9,1) = V,,_1(41,42,2) = 0o quand i; + iy = c+ 1
pour évite la décision irréalisable a = 1 dans les états (i1,1i2,1) et (i1, 142, 2)
avec 11 + 19 = C.

Etape 2: Calculez les limites
My = minier { Vi1, i2, k) — Vo1 (v, 2, k) }, My = maxier {Va(in, d2, k) — Vi1 (i1, 02, k) }
L’algorithme est arrété avec la politique R(n) (une politique stationnaire)
lorsque 0 < (M,, — m,,) < em,,, ol € est un numéro de précision pré spécifié.

Sinon, passez a ’étape 3.
Etape 3. n:=n + 1 et passez a ’étape 1.

3.3.1 Reésultat numérique :

On considéreles données numériques suivantes :
Les taux d’ arrivée : A\1=10 et \y=T.
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Les taux de transmission des messages : ;=10 et p,=1.
L’ algorithme d’itération par valeur est lancé avec Vq(ij,iz,k)= 0 pour

tous les états avec i3+ < ¢, k=0,1,2 et Vo(iy,iz,k)=00 pour i;+is = c+1.
On choisit le nombre de tolérance ¢ = 0.001 pour le critére d’arrét.

Une fois les valeurs calculées, elles seront stockées dans 3 matrices trian-

gulaire de dimension (c*c).
Dans les matrices les Lignes i; et les colonnes i5.
Etat (il, ig, 0) .

V,(0,0,0)

Va(iy,ie,0) =

. Vi(c—1,1,0)
V(c,0,0)

Etat (iy,i2,1) :

Vo(1,¢—1,0)

V,(0,¢,0)

Un message de type 1 arrive et les messages 7; de type 1 et i5 de type 2

sont en cours de transmission.

V,(0,0,1)

Vn(ib i27 1) =

. Vn(c— 1,1,1)
Va(c,0,1)

Etat (il, 7:2, 2) .

Va(l,e—1,1)

Vn(0,¢,1)

Un message de type 2 arrive et les messages ¢; de type 1 et iy de type 2

sont en cours de transmission.

VTL(O7 0? 2)

Viul(iy,i9,2) =

. Vo(c—1,1,2)
VTL(C7 07 2)

Va(l,e—1,2)

V,(0,¢,2)
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Etape 0 : On choisit Vj(i1, 72, k) = 0 pour tous (iy, iz, k) :
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Figure 0 : Paffichage de V (i, i9, k) pour n=0

1°"cas voici les parameétres choisis :
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Soit n=1 :
Etape 1 : V(iy,is, k)=
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Figure 1 : D'affichage de V (i1, i2, k) pour n=1

Etape 2 : Le critere d’arrét 0 < (M,, — m,,) < em,, n’est pas vérifié car
(117£0) donc on passe l‘étape suivante.
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Etape 3 : n=2 (n:=n+1).
Pour n=2:

1'a*fichage de V(i1,i2,0)
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Figure 2 : laffichage de V (i1, 2, k) pour n=2

e £ 17 921 186833

3 100829

Le critere d’arrét 0 < (M,, —m,,) < em,, n’est pas vérifié car (38.2308<0)

donc on passe 1‘étape suivante .
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Pour n=3 (on fait le méme travail pour les autres itérations jusqu’a
obtenir une politique optimale R(n)).

L’optimum est atteint Pour n=599,

voici les valeurs :

643 912.76E 9

835

1615.683 162600
.216 1686868
29 100608

- 1669 . 7
8.683 183008

le min mn=1
le max Mn=1.76

Figure 3 : l'affichage de V (i1, i3, k) pour n=599
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Le critere d’arrét 0 < (M,, — m,,) < em,, est vérifiee aprés 599 itérations
car (0.00170898<0.00176611) avec (¢=0.001).

Dans cet exemple ’algorithme converge apres 599 itérations avec un taux
de perte moyen minimum compris entre (mn,Mn) = (1.76611 , 1.76782).

L’algorithme d’itération par valeur est arrété avec la politique stationnaire
R(599).

voici la politique optomale :
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Figure 4 : l'affichage affichage de la politique optimale

Cette politique optimale représente la décision qu’on doit prendre chaque
fois qu'un client arrive. Autrement dit, pour tous les états (i1, k) avec
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ij+is < ¢, k=1,2 quel est le bon choix, accepter ou refuser les arrivées de
type 1 ou 2.

Interprétation des résultats :

Des études numériques indiquent que la regle de controle optimale globale
a une structure intuitivement attrayante .elle est caractérisée par des entiers
LO,L1,...,Lc— 1, avec LO> L1 >--- > Le— 1.

Un message de type 1 (appelez le type prioritaire) est toujours accepté
tant que il y’a au moins un canal libre.

Un message arrivant de type 2 (non prioritaire) qui trouve i messages de
type 1 (prioritaire) présents a 'arrivée n’est accepté que lorsque moins de Li
messages de type 2 (non prioritaire) sont présents dans le systéme.

les valeurs Li optimales sont :

L0=11=812=13=7,14=6,L5=5,L6=4,L7=3, L8 =2,
L9 =1.

Par exemple:

L0 = L1 =8, veut dire:

Si un message de type 2 arrive et trouve 0 ou 1 messages de type 1 dans
le systéme, n’est accepté que si moins de 8 messages de type 2 sont presents
dans le systéme.

L4 = 6, veut dire:

Si un message de type 2 arrive et trouve 4 messages de type 1 dans le
systéme, n’est accepté que si moins de 6 messages de type 2 sont presents
dans le systéme.

L8 = 2, veut dire:

Si un message de type 2 arrive et trouve 8 messages de type 1 dans le
systéme, n’est accepté que si moins de 2 messages de type 2 sont presents
dans le systéme.

2 éme cas voici les parameétres choisis :

C=15,\1=10,\2=7,1,=10,u,=1.

L’optimum est atteint Pour n=1083,

Le critere d’arrét 0 < (M,, — m,,) < em,, est vérifié aprés 1083 itérations
car (0.000137329<0.000152359) avec (e=0.001).

Dans cet exemple I'algorithme converge apres 1083 itérations avec un taux
de perte moyen minimum compris entre (mn,Mn)= (0.152359,0.152496).

remarque:

Quand on augmente le nombre de canaux le nombre d’itération augmante
et le taux de perte moyen minimum diminue.

L’algorithme d’itération par valeur est arrété avec la politique stationnaire
R(1083).
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voici la politique optomale :
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Figure 5 : 'affichage affichage de la politique optimale

Interprétation des résultats :

les valeurs Li optimales sont :
LO0=L1=14,12=13, L3 =12, L4 =11, L5 =10, L6 =9, L7 = 8§,
L8 =7, 19=6, L10=5, L11 =4, L12=3, L13=2, L14 = 1.
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3 éme cas voici les paramétres choisis :

L’optimum est atteint Pour n=201,

Le critere d’arrét 0 < (M,, — m,,) < em,, est vérifié aprés 201 itérations
car (0.0102539<0.010749) avec (¢=0.001).

Dans cet exemple ’algorithme converge apres 201 itérations avec un taux
de perte moyen minimum compris entre (mn,Mn) = (10.749 , 10.7593).

L’algorithme d’itération par valeur est arrété avec la politique stationnaire
R(201).
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voici la politique optomale :
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Figure 6 : 'affichage affichage de la politique optimale

Interprétation des résultats :
Dans ce cas, nous avons un seul type de message (A\;=X2=10,1, =p,=1).

Donc pas de message prioritaire, un message qui arrive est toujours ac-
cepté tant qu’il y’a au moins un canal libre.
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4 éme cas voici les parameétres choisis :

C=10,\;=9,\,=8,1,=5,1,=1.

L’optimum est atteint Pour n—=487,

Le critere d’arrét 0 < (M,, — m,,) < em,, est vérifié aprés 487 itérations
car (0.00305176<0.0031084).

Dans cet exemple I'algorithme converge apres 487 itérations avec un taux
de perte moyen minimum compris entre (mn,Mn) = (3.1084 , 3.11145).

L’algorithme d’itération par valeur est arrété avec la politique stationnaire
R(487).

voici la politique optomale :
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Figure 7 : affichage affichage de la politique optimale
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Interprétation des résultats :

LO0=L1=8L2=7,L3=6,L4=L5=5,L6=4, L7T=3, L8 =2,
L9 =1.

L’algorithme d’itération par valeur converge apres 599, 1083, 201 et 487
itérations avec limites respectives (mn,Mn)=(1.76611 , 1.76782) , (0.152359 ,
0.152496) ,(10.749 , 10.7593) et (3.1084 , 3.11145) et un taux de perte moyen
minimum compris entre (mn,Mn)=(1.76611, 1.76782) , (0.152359 , 0.152496)
,(10.749 , 10.7593) et (3.1084 , 3.11145).



33

Conclusion générale :

Le modele de décision semi markovien est la meilleure fagon de résoudre un large éventail
de probléme d'optimisation.

Il y'a beaucoup de méthodes utilisées pour la recherche d'une politique optimale «
value- iteration algorithm, Policy-iteration algorithm ... », Parmi ces méthodes nous avons
choisi I'algorithme d'itération par valeur « value- iteration algorithm ».

A travers le probléme que nous avons présenté « Allocation optimale des serveurs aux
clients concurrents », nous avons répondu a la question suivante :

Comment trouver une regle de controle qui minimise le taux de perte moyen ou de
maniere équivalente maximise le débit moyen des messages acceptés ?

Nous avons vu qu'il est possible de mettre ce probléme sous forme d'un modéle de
décision semi markovien SMDP [1].

A partir du modele établit par [1], nous avons réussi a proposer une solution par « value
iteration algorithm », en pratique cet algorithme nécessite un grand nombre d'itérations
pour converger.

Nous avons traité quatre exemples et nous avons remarqué :

Si on augmente le nombre de canaux (c) le nombre d'itérations augmente et le taux de
perte moyen diminue.

Si on augmente les taux d'arrivées (4;) le nombre d'itérations diminue et le taux de perte
moyen augmente.

Si on augmente les taux de service ( y;) le nombre d'itérations augmente et le taux de
perte moyen diminue.

Le cas ou A; et y; sont égaux l'algorithme ne s'arréte pas car il n'éxiste pas un taux de
perte, le messege qui arrive se traite directement.

Lecasou M=A;et =, comme si nous avons un seul type de message.

Heureusement pour nous, I'objectif de recherche de politique optimale d'allocation
optimale des serveurs aux clients concurrents a été atteint aprés un nombre fini
d'itérations par I'algorithme d'itération par valeur « value iteration algorithm ».



Annexe

Annexe0O1:

Hypothése de la chaine unique (unichain assumption)

« Unichain » est une chaine de Markov a I'état fini qui contient au plus une seule classe
récurrente, et peut-étre, certains états transitoires.

Elle est la généralisation naturelle d'une chaine récurrente ayant certains
comportements transitoires initiaux sans perturber le comportement asymptotique a long
terme de la chaine récurrente.

Annexe02:

programmation

#include <iostream>
using namespace std;
int main()

{
intil,i2,s,11,I12,ul,u2,n;

float
v00[100][100],v01[100][100],v02[100][100],v10[100][100],v11[100][100],v12[100][100],
vd0 [100][100],vd2 [100][100] ;

float vp1[100][100],vp2[100][100],vd1[100][100],vi1i2[100][100];
float a,i,b,c,d,t,mn,Mn,m,mn0,mn1,mn2,Mn0,Mn1,Mn2,e=0.001;
cout<<"donner le nombre de canaux c'"<<endl;

cin>>s;



cout<<"donner le taux d'arrive |11, 12 et donner le taux de servise ul et u2 "<<endl;
cin>>11>>12>>ul>>u2;
t=0.008547009;

// n3mro les vill et tout
for(i1=0;il1<=s;i1++){
for(i2=0;i2<=s;i2++)

if(i1+i2<=s+1){
vili2[i1][i2]=11+12+i1*ul+i2*u2;}
//affichage les vill

}

cout<<end|;

cout<<end|;

cout<<"la matrice vili2 "<<endl<<end|;
cout<<end|;

cout<<end|;

for(il=0;il<=s;il++){
for(i2=0;i2<=s;i2++)

if(i1+i2<=s){

cout<<vili2[i1][i2]<<" ";}
cout<<end|;}

cout<<endl;

cout<<"le nombre d'etration n=0";
//calcule les vOO
for(i1=0;il<=s+1;i1++){
for(i2=0;i2<=s;i2++){

if(i1+i2<=s){



v00[i1][i2]=0;}

}
for(i2=0;i2<=s+1;i2++){
if(il1+i2<=s){
v01[i1][i2]=0;}

else {if((i1+i2)==(s+1)){
v01[i1][i2]=100000;}}

}
for(i2=0;i2<=s+1;i2++){
if(il+i2<=s){
v02[i1][i2]=0;}

else {if((i1+i2)==(s+1)){
v02[i1][i2]=100000;}}

}

}

//affichage les vOO
cout<<end|;
cout<<end|;
cout<<"l'affichage de V(i1,i2,0)"<<endl;
for(i1=0;i1<=s;il++){
for(i2=0;i2<=s;i2++){
if(il+i2<=s){
cout<<v00[i1][i2]<<" ";
Hecout<<endl;}
cout<<"l'affichage de V(i1,i2,1)"<<endl;

for(i1=0;i1<=s+1;i1++){



for(i2=0;i2<=s+1;i2++){
if(il+i2<=s+1){
cout<<vO1[il][i2]<<" ";
}cout<<endl;}
cout<<"l'affichage de V(i1,i2,2)"<<end]l;
for(i1=0;il<=s+1;i1++){
for(i2=0;i2<=s+1;i2++){
if(il+i2<=s+1){
cout<<vO2[i1][i2]<<" ";
}Hcout<<endl;}
cout<<end|;

cout<<end|;

while(i<m)

{

n=n+1,;

cout<<endl;

cout<<endl;

cout<<"l'iteration numero n="<<n<<" ";
// calcule les matrice v
for(i1=0;il<=s+1;i1++){

// pour aucune arrive

for(i2=0;i2<=s;i2++){



if(il+i2<=s){

v10[i1][i2]=t*11*vO1[i1][i2]+t*12*v02[i1][i2]+t*i1*u1*vOO0[i1-1][i2]+t*i2*u2*v00[i1][i2-
1]+(1-t*vili2[i1][i2])*voO[i1][i2];}}

// pour arrive de type 1
for(i2=0;i2<=s+1;i2++){
if(il+i2<=s){

a=vili2[i1][i2]+t*11*vO1[i1][i2]+t*12*vO2[i1][i2]+t*i1*u1*VvOO[i1-
1][i2]+t*i2*u2*v0O0[i1][i2-1]+(1-t*vili2[i1][i2]) *vO1[i1][i2];

b=t*11*vO1[il+1][i2]+t*12*v02[i1+1][i2]+t*(i1+1)*ul*vOO[i1][i2]+t*i2*u2*vOO[il+1][i2-
1]+(1-t*vili2[i1+1][i2])*vO1[i1][i2];

{

if(a>b){

vi1[i1][i2]=b;
vplli1][i2]=1;}

else{

vi1[i1][i2]=a;
vp1[il][i2]=0;}}}

else {if(i1+i2<=s+1){
v11[i1][i2]=100000;}}}
// pour arrive de type 2
for(i2=0;i2<=s+1;i2++){
if(i1+i2<=s){

c=vili2[i1][i2]+t*11*vO1[i1][i2]+t*I12*v02[i1][i2]+t*i1*ul*vOO[il-
1][i2]+t*i2*u2*v00[i1][i2-1]+(1-t*vili2[i1][i2]) *v02[i1][i2];

d=t*I11*vO1[i1][i2+1]+t*12*v02[i1][i2+1]+t*i1*ul*vOO[il-
1][i2+21]+t*(i2+1)*u2*vOoO[i1][i2]+(1-t*vili2[i1][i2+1])*vO2[i1][i2];

{

if(c>d){



v12[i1][i2]=d;

vp2[il]li2]=1;}

else{

vi12[i1][i2]=c;

vp2[i1][i2]=0;}}}

else {if(i1+i2<=s+1){
v12[i1][i2]=100000;}}} }
//affichage les vi1

cout<<end|;

cout<<end|;
cout<<"la matrice v"<<n<<endl<<endl;
cout<<"l'affichage de V(i1,i2,0)"<<endl;
for(i1=0;i1<=s;il++){
for(i2=0;i2<=s;i2++){

if(i1+i2<=s){

cout<<v10[il][i2]<<" ";

Hcout<<endl;}

cout<<"l|'affichage de V(i1,i2,1)"<<end]l;
for(i1=0;i1<=s+1;i1++){
for(i2=0;i2<=s+1;i2++){

if(i1+i2<=s+1){

cout<<v11[il][i2]<<" ";

Hcout<<endl;}

cout<<"l'affichage de V(i1,i2,2)"<<end]l;
for(i1=0;il1<=s+1;i1++){

for(i2=0;i2<=s+1;i2++){



if(il+i2<=s+1){
cout<<v12[i1][i2]<<" ";
}Hecout<<end!;}
cout<<endl;
cout<<endl;
//affichage les vp1
cout<<"la matrice de politique optimal vp1"<<endl<<endl;
for(il=0;il<=s;il++){
for(i2=0;i2<=s;i2++){
if(il+i2<=s){
cout<<vpl[il][i2]<<" ";
}cout<<endl;}
cout<<end|;
cout<<end|;
//affichage les vp2
cout<<"la matrice de politique optimal vp2"<<endl<<endl;
for(i1=0;i1<=s;i1++){
for(i2=0;i2<=s;i2++){
if(il+i2<=s){
cout<<vp2[il][i2]<<" ";
Hecout<<endl;}
cout<<end|;
cout<<end|;

//calcule les vd
for(i1=0;i1<=s;i1++){

for(i2=0;i2<=s;i2++){



if(i1+i2<=s){
vdo[i1][i2]=v10[i1][i2]-v0o[i1][i2];}
}

for(i2=0;i2<=s;i2++){

if(i1+i2<=s){
vd1[i1][i2]=v11[i1][i2]-vo1[i1][i2];}
}

for(i2=0;i2<=s;i2++){

if(i1+i2<=s){
vd2[i1][i2]=v12[i1][i2]-v02[i1][i2];}}
}

//affichage les vd

cout<<"la matrice vd"<<n<<endl<<endl;
for(i1=0;i1<=s;i1++){
for(i2=0;i2<=s;i2++){

if(i1+i2<=s){

cout<<vdol[i1][i2]<<" ";
Heout<<endl;}

cout<<end|;

cout<<end|;

for(i1=0;il<=s;il++){
for(i2=0;i2<=s;i2++){

if(i1+i2<=s){

cout<<vd1[i1][i2]<<" ";
Heout<<endl;}

cout<<endl;



cout<<endl;
for(i1=0;il<=s;il++){
for(i2=0;i2<=s;i2++){
if(il1+i2<=s){
cout<<vd2[il][i2]<<" ";
Hecout<<end!;}
cout<<end|;
cout<<end|;

//nhsbo el min w el max
Mn0=vd0[0][0];
mn0=vd0[0][0];
Mn1=vd1[0][0];
mn1=vd1[0][0];
Mn2=vd2[0][0];

mn2=vd2[0][0];

//cout<<"mn0="<<mn0<<" "<<"mn1l="<<mnl<<" "<<"mn2="<<mn2<<" "<<"le min

mn="<<mn;
//cout<<end|;

//cout<<"Mn0="<<Mn0<<" "<<"Mn1="<<Mnl<<" "<<"Mn2="<<Mn2<<" "<<"le max
Mn="<<Mn;

for(i1=0;il<=s;i1++){
for(i2=0;i2<=s;i2++){
if(i1+i2<=s){
if(vdo[i1][i2]<mn0)
{mn0=vdo[i1][i2];}
if(Mn0<vdO[i1][i2])

{MnO=vdO[i1][i2];}}}



for(i2=0;i2<=s;i2++){
if(il+i2<=s){

if(vd1[i1][i2]<mn1)

{mn1=vd1[i1][i2];}
if(Mn1<vd1[i1][i2])
{Mn1=vd1[i1][i2];}}}
for(i2=0;i2<=s;i2++){

if(i1+i2<=s){

if(vd2[i1][i2]<mn2)
{mn2=vd2[i1][i2];}
if(Mn2<vd2[i1][i2])
{Mn2=vd2[i1][i2];}}}}
if((Mn0<=mn1)&&(mn0<=mn2))
{mn=mn0;}
else{if((mnl<=mn0)&&(mnl<=mn2))
{mn=mn1;}
else{if((mn2<=mn0)&&(mn2<=mn1))
{mn=mn2;}}}

cout<<end|;

cout<<"mn0="<<mn0<<" "<<"mnl="<<mnl<<" "<<"mn2="<<mn2<<" "<<"le min

mn="<<mn;
if((Mn2<=Mn0)&&(Mn1<=Mn0))
{Mn=Mn0;}

else{if((Mn2<=Mn1)&&(Mn0<=Mn1))



{Mn=Mn1;}
else{if((Mn0<=Mn2)&&(Mn1<=Mn2))
{Mn=Mn2;}}}

cout<<endl;

cout<<"Mn0="<<Mn0<<" "<<"Mn1l="<<Mnl<<" "<<"Mn2="<<Mn2<<" "<<"le max
Mn="<<Mn;

cout<<end|;
m=Mn-mn;
i=e*mn;
cout<<end|;

cout<<"m="<<m<<" "<<"j="<<i;
//nredj3o les vl f el vO
for(i1=0;i1<=s;i1++){
for(i2=0;i2<=s;i2++){
if(il+i2<=s){
v0O[i1][i2]=v10[i1][i2];}
}

for(i2=0;i2<=s;i2++){
if(i1+i2<=s+1){
vO1[il][i2]=v11[i1][i2];}
}

for(i2=0;i2<=s;i2++){
if(il+i2<=s+1){

v02[i1][i2]=v12[i1][i2];}}}

1}
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