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RESUME

L’étude dynamique est une étape tres importantes da calcul des structures
d’avions pour analyser les phénomenes vibratoited'aeroélasticité. La méthode des
éléments finis est I'une parmi les méthodes less plitilisées pour déterminer les

fréquences et les modes propres d’une structure.

Dans ce travail on utilise la méthode des élémdinis pour déterminer les
matrices de masse et de rigidité d'une structuaeiah (aile, fuselage, empennage, avion

complet). Ainsi que la réponse de ces structurgsaaitations données.

La modélisation des sous structures est basédasuoonstruction des simples

éléments (poutre, plaque).

ABSTRACT

Dynamics is an important stage in characterizihghe phenomena witch relates
with the aircraft structures as vibration and akstecity. The finite element method is a

method used to ddeterminate modes and frequeniceas/structure model.
In this work the finite element method is usedd&germinate mass and stiffness
matrix of an aircraft structure and sub structuj@sg, fuselage, and tail and aircraft

model).and determinate the response of theses mtwlekcitations forces.

The modeling of the structure is based on simpleefelements (beams and plates).
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INTRODUCTION

La méthode des éléments finis est une procédurenigue pour la résolution des
équations différentielles de physique et de I'iigén Cette méthode est née en industrie
aérospatiale dans les années quarante. C'est én Ti@%er, Clough, Martin et Topp qui

ont introduit le concept d’éléments finis [1] [2].

Les sciences de l'ingénieur (mécanique des fluiglesolides, thermique, etc.)
permettent de décrire le comportement des systpmgsques grace a des équations aux
dérivées partielles. La méthode des éléements dstisune des méthodes les plus utilisées
aujourd’hui pour résoudre efficacement ces équatidtile utilise une approximation
simple des variables inconnues pour transformegdgsmtions aux dérivées partielles en

équations algébriques [4]. Elle fait appel auxsmdmaines suivants :

- Sciences de I'ingénieur pour construire les équataux dérivees partielles.
- Méthodes numériques pour construire et résoudrédeations algébriques.
- Programmation et informatique pour exécuter efficaent les calculs sur

I'ordinateur.

Le concept fondamental de la méthode des élénfiailek{MEF) est que n’importe
quel domaine de quantité comme la pression, ladeatyre, ou le déplacement, peut étre
approximé par un model discret composé des foretwomtinues définies sur un nombre

finis des sous domaines [2].

La procédure numeérique dont il a liee Rayleigtz Rivec le principe de la MEF et
qui peut étre obtenu par la combinaison entre Kaeade Ritz et le principe variationnel
est appliquée sur la structure d’avion. Cette @eenest formée par des €léments plaques

bidimensionnelles dans I'espace 3D [21]. Cette guoce est appliquée pour l'analyse
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dynamique des structures aéronautiques planediliséal pour estimer les fréquences et
les modes vibratoires de ces structures.

Les modeles en poutres sont utilisés pour l'amaties structures d’ailes depuis les
premieres dates de l'aviation [29]. Ces modeles stiitaces pour le calcul préliminaire
de l'aile construite en métal. Cependant, poumiss en matériaux composites le modeéle
en poutre est totalement inadéquat. Donc ce maselkemité.

Le modele en plaque est aussi un autre modélséupibur I'analyse des structures,
ce modele est utilisé pour estimer les modes guééces propres des ailes composites
[30] [33] [39] [25] et de -résoudre les équatiomsfbttement. Mais ce modele est limité

aussi.

Le modéle poutres/plaques ou modele éléments distide meilleur modéle pour
modéliser les structures d’avions (réponse dynaeiqughénomeénes d’aéroélasticité,
flottement, etc.), car ce modele donne une med#l@pproximation des fréquences et des
modes des structures d’avions, puisque ces desnisomt eux mémes complexes

(assemblage des poutres, des plaques, membrdresest, etc.).

Au cours de ces dernieres années, l'analyse destwses composites fait
'importance de modéle poutres/plaques car leseautnodeles ne répondent pas aux
exigences souhaitées par les constructeurs et laufsiilité d’analyser le comportement

de ces matériaux.

Plusieurs nouvelles recherches ont adopté uneetieunéorie appliquée au calcul

des structures composites, c’est la théorie deldgup équivalente “ Equivalent Plate
Theory” [27] [28] [29] [31], cette théorie est bassur les hypotheses cinématiques de
Kirchhoff de la théorie classique des plaques. Eangétrie est définie par plusieurs
segments trapézoidaux et applique la méthode depRitr avoir les matrices masses et les

matrices de rigidité dans chaque segment [21].

Dans notre étude sur la dynamique des structia@sods on a proposé le plan de

travail suivant :
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Apres une introduction, on commence le premiepittepar des généralités sur les

structures et I'évolution des matériaux aéronaesqu

En suite, on traite la modélisation des structa@®nautiques, dont on a présenté

les différents modéles utilisés pour le calcul stesctures d’avions.

La mise en ceuvre de la méthode des élémentsafétis présentée dans le troisieme
chapitre, ou on a défini les différents élémentbase des structures proposées dans notre

étude.

L’'analyse dynamique est le but du quatrieme chapiu on a fait une analyse
modale, fréquentielle et transitoire pour des syste forcés et amortiette analyse

a été faite sur une structure d'avion.

En fin, une présentation des résultats et dimétgtions dans le cinquieme

chapitre, suivi d’'une conclusion qui clétura nattade.
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CHAPITRE 1
GENERALITESSUR LESSTRUCTURESET LESMATERIAUX
AERONAUTIQUES

1.1. Introduction

La cellule d’avion est définie comme étant I'enséndes structures d’un aéronef

(fuselage, voilure (ailes), empennage, train d'aieage, etc.).

Au début l'industrie aéronautique s’est tournéesvier bois pour concevoir les
structures d’avions [3], dont les avions étaiemstaiits autour d’'un squelette de bois
recouvert de toile, Le tous étaient consolidés ges cables (au départ des cordes de
piano). Avec cette architecture c’est le squeleié supportait les contraintes de vol.
Junkers a construit le premier avion entieremernthigue ‘fer et Acier’ en Allemagne en
1915[3]. Bien que I'idée date d’avant la premiévemge, ce qu’au cours des années trente
que s’impose la structure monocoque. Cette ardhite@ des qualités aérodynamiques
(maximum des composants de l'avion sont enfermés da fuselage) mais surtout elle
modifie la répartition des contraintes, ce ne pdusquelette qui mis a contribution mais la

totalité du revétement métallique [43].

Les profiles d’ailes était également un jeu posrdenstructeurs d’avions. Une aile
fine réduit la trainée mais aussi la portance, lesteing [43] est souvent reconnue comme
le premier avion ayant utilisé des ailes a desilpfaminaires (c’est le contesté de nos

jours).

Les impératifs économiques, vers la fin di"™Giécle, font que I'on cherche a
minimiser de plus en plus la masse des avions, aefait soit au moyen des nouveaux
matériaux (si le colt de la matiére premiére njgss trop élevé devant le bénéfice

apporté), soit avec des nouveaux procédes.
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1.2. Présentation générale de I'Avion

L’avion est structuré par quatre principaux élétagle fuselage les ailes (voilure),
les empennages, et le train d'atterrissage. En plusgroupe moto propulseur, les

équipements de pilotage et les systemes auxiliffigese 1.1).

1. Hélice 2. Train d’atterrissage Hawban de voilure 4. Aile

5. Aileron de l'aile droite 6. Volet de l'aile gite 7. Fuselage 8. Stabilisateur
9. Dérive  10. Gouvernail de direction 11. Geunail de profondeur

12. Volet de l'aile gauche 13. Aileron de l'aileughe 14. Porte 15. Siége

16. Pare-brise 17. Capot du moteur

Figure 1.1. Les parties principales d’'un avion
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1.2.1. Le fuselage

La structure du fuselage est étudiée par les aaristirs de facon a répondre a de
nombreuses exigences techniques. Le fuselage d@ian ast soumis au cours du vol a de
multiples et nombreux efforts [43] :

. Efforts de flexion (verticale et horizontale),
. Efforts de torsion,
. Efforts de résistance de pressurisation,

. Efforts localisés (impact a 'atterrissage).

La structure est constituée de cadres soit usimgsiés cadre forts, soit des cadres
pliés ou cadres tollés par des lisses et des p@xesnforts notamment dans les zones ou
les efforts sont importants (accrochage du traattéfrissage), le tous renforcés par des
longerons et riveté par des panneaux extérieunsitétieurs. Le plancher contribue a
rigidifier 'ensemble, la partie arriere du fusetagst relevée afin de permettre le cabrage
de I'appareil lors de décollage et I'atterrissdgenez est tres court afin d’offrir le meilleur
champ de vision possible durant les phases de8yol [

1.2.2. La voilure

Les ailes sont les parties les plus sollicitéesauntraintes les plus fortes et les plus
diverses. De leurs solidités et leurs solidaritéscde reste de I'avion dépend la survie de
I'appareil. Dans le cas major et le plus utilis&dalure constituée d’un caisson de torsion,
bord d’attaque, bord de fuite et des surfaces rasbile caisson de torsion est constitué de
deux longerons, avant et arriére, et de panneaowatios et d’extrados, 'assemblage des
éléments donne un ensemble de tres grande rigdit®rsion. Entre les longerons sont
positionnées les nervures donnant la forme aéraulignee de la voilure. Ces dernieres
sont réparties uniformément le long de l'envergete servent a donner la forme
aérodynamique (figure 1.3) de la voilure. Ellestsfaites par plusieurs toles pliées et

assemblées, ou d’'une seule piéce usinée (panriégual) [3].

Les longerons sont les éléments travaillant exidte ils sont usinés en une piece
ou constitués d'un assemblage : d'une piece viatidain ame, et de deux profilés fixés en

haut et en bas de I'ame. Les bords d’attaque &titdeforment le profil aérodynamique.
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Figure (1.2) : Parties de fuselage d’'un avion
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Figure (1.3) : Parties d’'une aile d’un avion
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1.2.3. L’'empennage

L’empennage est construit des longerons, des resyde bord de fuite et de bord

d’attaque.

1.3. L’évolution des matériaux aéronautique
1.3.1. Introduction

Plusieurs facteurs influent sur le choix des niab& aéronautiques, mais le
compromis rigidité, légereté est probablement les pinportant. D’autre propriétés sont
diverses ; bien que la signification soient parsferitique, la rigidité, la durete, la
résistance a la corrosion, la fatigue et les effetshauffage d’environnement, la facilité de
fabrication, disponibilité et uniformité d’approiesnement et, pas moins significative, le
co(t [3]. Les critéeres du choix de matériaux petigendiviser en trois catégories :

1. critéres techniques (Module de Young, la densitéehue au fluage, la résistance a
la fatigue, la ténacité, la corrosion, le vieiléssent...etc.).

2. criteres commerciaux (le prix, les sources d’apionnement, la disponibilité).

3. criteres technologiques ('assemblage, la soudébiliusinabilité, la possibilité

d’automatisation, les traitements thermiques stdekage).

1.3.2. Les matériaux aéronautique

Les principaux groupes des matériaux employés ansnstruction aéronautique
ont été. Le bois, l'acier, les alliages d’aluminiavec plus réecemment, les alliages de
titane, les composites a fibres renforcées, lesgalé a base de nickel, etc. On s’intéresse
seulement aux matériaux utilisés pour la constactdu fuselage, des ailes et

d’empennages.

1.3.2.1. Le Bois

La premiere génération des avion®awés conventionnels a été construite avec

du bois et de la toile.
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1.3.2.2. L’acier

L'acier a présenté les avantages d’'un haut moddiasticité, la résistance a la
traction élevée, mais il a une densité élevée, gmeestrois fois que les alliages

d’aluminium et d’environ six fois qui a le conp&aqué.

1.3.2.3. Les alliages d’aluminium

En 1909 Alfrid Wilm, en Allemagne, azcidentellement découvert un alliage
d’aluminium contenant 3,5% de cuivre, 0,5% magmésiet du silicium et fer. Les
propriétés industrielles de ces matériaux ont éguiges par Durner Métallwerke qui a
lancé l'alliage sous le nom de duralumin (d’abotilisé comme matériau structural

principal par Junkers en 1917).

1.3.2.4. Les alliages de titane

L'utilisation des alliages de titane a augmenténd’ maniére significative dans les
années quatre vingt [3], en particulier dans lastroigtion des avions de combat. Cette
augmentation a continué dans les années quatré dixigou pour I'avion de combat, le
pourcentage de l'alliage de titane est du mémeeogie les alliages d’aluminium. La

premiére utilisation du titane est sur le Dougl&s/Cen 1952.

1.3.2.5. Les matériaux composites

Les matériaux composites sont des nouveaux maxéndilisés en structures
d'avion a partir des années soixante. Alors un mnaatécomposite est constitue
d'assemblage de deux matériaux de natures difiéserde complétant et permettant
d’aboutir a un matériau dont 'ensemble des peréoroes est supérieur a celui des

composants pris séparément [42].

L’industrie des composites en constarctd’avion apparait pour atteindre le
plateau, particulierement sur les avions civilsssuiques ou la fraction de la structure
composite presque 15%. Ceci dU largement au prex de fabrication de composites

comparé avec les structures en alliages d’alumirf@}m
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CHAPITRE 2
MODELISATION DES STRUCTURES AERONAUTIQUES

2.1. Introduction

La modélisation joue un réle tres important pooalgser les phénomenes qui
entourent l'avion (aéroélasticité, optimisation)coa vibratoire, champ de contraintes,
etc.). Le choix de la méthode dépend de la naturprdbleme. Pour cela une méthode
basée sur le calcul de la matrice de rigidité dyigamest adoptée en plusieurs recherches,
c’est la méthode de la rigidité dynamique (DSM)matrice contient les propriétés de la
masse et de rigidité [22] [23].

Cette méthode differe de I'approche par élémemss f(MEF) qui utilise
I'approximation de déplacement avec des fonctidmgedpolation pour obtenir la matrice
masse et de rigidité séparément. L'approche par Mfige plus d’éléments pour
améliorer I'exactitude, particulierement pour lesd®s supérieurs, ou la DSM utilise une
fonction d’'interpolation pour former une unique nwd de rigidité dynamique, et la

solution est indépendante au nombre d’éléments.

2.2. Modélisation des structures

Dans ce paragraphe, on s’intéresse a des sestinpkes des structures formées par
des plaques minces. Lorsque ces sections existemne éléments structuraux, elles sont
utilisées fréquemment, pour rigidifier des formess dstructures complexes comme le
fuselage, les ailes et les empennages. La figuig 2ontre une section d’aile bilongerons
ou les lisses (profils en Z) sont utilisées pounfaecer le revétement. L'analyse des
sections de ce type est compliquée a moins quejueelhypothéses simplifiees soient
poseées. Les sections complexes des structuresrietive modelisée a des formes simples
“modules mécaniques”, qui conduisent, sous lesitiond de charge données, aux méme

résultats, ou bien plus proche, que la structunaeile.
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Fiaure 2.1 _Seion d’aile

On peut remplacer alors les lisses et les semeiedongerons par des aires
concentrées appelées “booms 7, sur laquelle laraiomé est constante et sont localisées le

long de la ligne moyenne de revétement figure (2.2)

< T

Figure 2.2.Modélisation d’'une secti

Dans les sections d’ailes de type montrées dariguee (2.2), les lisses et les
semelles supportent les contraintes importantesleotevétement est essentiellement
effectif & supporter les contraintes de cisailletregraussi a supporter quelques contraintes

normales.

2.2.1. Modélisation de fuselage

Les fuselages d’avions se composent, de plaquesemirenforcées par un large
nombre de lisses longitudinales assemblées avecatiss transversaux. Généralement,
ils supportent les moments de flexions, les fod®esisaillement, les charges de torsion qui
produisent les contraintes dans les lisses etemait assemblées avec les contraintes de
cisaillement dans le revétement. La résistancelidess aux forces de cisaillement est
généralement ignorée. Aussi, la distance entrédess adjacentes est souvent petite et la
variation du flux de cisaillement dans le panneara salors petite. Il est raisonnable a
assumer que le flux de cisaillement est constatre das lisses adjacentes, de ce fait a
I'analyse d’'une section modélisée consiste a celegiéisses « booms » supportent toutes

les contraintes normales alors que le revétemérhasgé seulement en cisaillement.
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2.2.2. Modélisation de l'aile

Une voilure est considérée comme une poutre lofiguealcul de voilures a faible

élancement). Les efforts généraux retenus pouniertsionnement sont :

L'effort tranchant vertical, le moment de flexiomigen résulte, le moment de
torsion ayant pour origine les charges d’inertiéestforces aérodynamiques. Comme on a
deéfinit dans le chapitre précédent qu'une voiluse @mposée d’élément longitudinaux

(longerons) et transversaux (nervures) supportamévétement [15].

Une approche est utilisée pour le calcul des ailekicaisson [19]. C'est I'approche

de Prandtl qui détermine le centre élastique daileed’avion.

2.2.3. Calcul des cadres de fuselage et les nerdaé® ailes

Les nervures interviennent a des titres divers damésistance d'une voilure. Elle
jouent un réle fondamental pour la transmission clemges et le maintien de la forme

(charges aérodynamiques, concentrées, etc.).

Les cadres jouent pour les fuselages un role crabfga celui que jouent les
nervures pour la résistance des voilures. Les satirarants constituent des appuis pour
les panneaux raidis du revétement, participentradestance des charges de pressurisation

et assurent le maintien de la coque [3] [15] [10].

2.3. Modélisation en poutre

Le modéle poutre est le modéle le plus utilisér@malyser les structures d'avions.
Plusieurs chercheurs et plusieurs ouvrages [3] [28] montrent I'importance de ce
modele comme un modeéle préliminaire efficace quuongl & tous les problemes de
I'analyse des structures d'avions telles que l'@l@siicité, la réponse dynamique, I'analyse
des contraintes, etc.
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La section de la poutre joue un role primordialipla modélisation, pour cela les
caractéristiques du profil de la poutre sont ptdataent déterminées. Le centre de gravité
(centre de masse), le centre de torsion (centsticii@) ont une importance major pour le

calcul des structures, car les équations difféeflesi correspondantes dépendent d’eux.

2.3.1. Poutre isotrope

La modélisation de l'aile comme poutre constitdae seul matériau est la plus
ancienne modélisation, car les nouveaux matériamxtgriaux anisotropes) appariaient
aprés une dizaine d'années. Les équations de mantadiune poutre isotrope dépendent
de la position du centre élastique et du centrgrdeité et la distance entre les deux
centres. Pour la déformation en flexion et en torsies équations montrent le couplage en
masse des deux mouvements (mouvement de flexaa tetrsion) [25]:

o’w_,0%6 _ 0'w

S El =L(xt
at? at? ax* (1)

2.1)

2 2 2
 0%0 _ 0w 1070 _
ot? ot? ox*

M (x,t)

Ou :w(x, t)et e(x,t) représentent les mouvements en flexion et enotorgispectivement,
L est force aérodynamique Bt est son momentn, S, Isont la masse par unité de
longueur, moment statique et le moment d’inertiar de I'axe élastique montré dans la

figure 2.3.

Centre aérodynamique

Figure 2.3 une aile isotrope
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2.3.2. Le centre élastique (I'axe élastique)

On appelle axe élastique d’une structure le liesl jpoints d’application des forces
ne donnant pas de torsion en aucun point de cettetige, cet axe ne peut pas étre que
rectiligne. Dans le cas d’'une structure longue @i@es homothétiques (c’est pour les
voilures classiques) cet axe est la droite quitjéés centres de cisaillement (appelés
encore centres de torsion) des différentes sections

L’axe élastique constitue I'axe de référence pgewalcul des moments de torsion.

L’approche de Pranthl qui a été développé poualeut du centre élastique [3] [10] [15].

2.3.3. Poutre anisotrope

Plusieurs recherches ont conduit a [l'utilisatiaa abuplage flexion-torsion pour
optimiser les caractéristiques vibratoires de msuamisotropes composites. Les bénéfices
de l'utilisation des matériaux composites pour fiogsation sont dues a leurs rigidité
directionnelles et bonnes propriétés, leurs rappgidité / 1égéreté élevé et I'habilité de
coupler les déplacements de flexion et de torsif]. [L'effet de couplage de rigidité
flexion — torsion en vibration d’'une poutre encéstest examiné par Weisshaar et Foist
[23].

La méthode de rigidité dynamique DSM est utiliggeur réaliser l'analyse
vibratoire d’'une poutre composite [22] [23]. Unetriwe de rigidité dynamique pour
chaque élément est obtenue par la solution anaé/tiqacte des équations différentielle de
mouvement suivantes de chaque élément :

0w a3e+¢razw uaze

El +K .
ax* x> at?

(2.2)

2 3 2 2
30%0 G W W 0T

G
x> ox3 ot> 7 ot?

Ou : El, GJetK sont la rigidité de flexion et de torsion et le plage de rigidité flexion -
torsion respectivement, S etl, sont la masse par unité de longueur, le mometidséa
et le moment d’inertie polaire.

Les fréquences et les modes propres sont détesmard’algorithme de Wittrick et
Williams [22].
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La modélisation en poutre est insuffisante poumiadélisation des problémes
complexes (I'aéroélasticité). Elle est applicabbeiple calcul du flottement binaire ou en
s’intéresse seulement au calcul du premiers modkexien et du premier mode de torsion
[19] [22] [25].

2.4. Modélisation en plaque

La vibration en flexion des plaques est modéliggsentiellement par deux
théories : celle des plaques minces et celle depipk épaisses.
La théorie des plaques minces énoncé par Love §86]les hypothéses de

Kirchhoff s'inspire de celle des poutres mincesueE- Bernoulli.

2.4.1. Hypothéses

Les hypotheses cinématiques adoptées par Kirchpofir les plaques se
généralisent a deux dimensions celles adoptées Ipsupoutres sans déformation sous
I'effet de I'effort tranchant [35].

* la plaque est d'épaisseur petite par rapport atnresadimensions. Elle possede un
plan moyen appelé plan neutre.

* Les sections droites, initialement normales au pteutre, restent planes et
normales a celui-ci. La déformation en cisaillentezmisversal est donc négligée.

 Les termes non linaires du déplacement sont négligGeul le déplacement
transversalv est consideéré.

» La contrainte dans la direction transversale ek nklle doit en effet s'annuler sur
les faces extérieures et, du fait que la plaqueméste, il est naturel d'admettre

gu'elle est nulle en tout point de I'axe

2.4.2. Equation du mouvement

L'écriture de I'équation du mouvement de flexion lde plaque, \{), avec

I'approximation de I'élasticité linéaire aboutit a
o°'w _

D O*w+ oh——=
‘ oh e

f (2.3)
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Ou D, est le module de rigidité en flexioh, est I'épaisseur de la plaqug, est la

masse volumique du matériau constituant la plagdeest la force imposée.

2.4.3. Analyse modale (Valeurs et Vecteurs prQpoeme plague mince

Les solutions analytiques de valeurs propres dplague mince simplement

supportée ou encastrée peuvent s'exprimer paqlegiéns suivantes [44].

w = n{[mj +(2j } b mn=123... (2.4)
a b ph
Wmn:AmSir{%zjSir{%jy mn =123... (2.5)

Ou :

w,,. est la fréquence propre de la plaque (rad/sec).
W, ,: est le mode propre correspond.

A, : L'amplitude de la fréquence.

m, n correspond au numeéro de la fréquence propre.

Eh®

D =——: estlarigidité de la plaque
" 1201-v?) J P

a, b: sont longueur et largeur de la plaque mince.

2.5. Modélisation Poutres -Plaques (Eléments finis)

La modélisation des sous structures d’avions @aviEF est décrite par plusieurs
recherches [33] [37] [41].

2.5.1. Modélisation de l'aile

La modélisation par éléments finis de l'aile d@viest basée sur tous les éléments
de la structure de laile.

La modélisation plaque, poutre ou Plaque/Poutrar pthaque élément de la

structure d’aile est désignée selon le réle de whagément. Par exemple les lisses de
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I'aile sont assimilés a des éléments barres, métement est assimilé a I'élément plaque,
donc I'ensemble des éléments de la structure s@mhdés a un assemblage des plaques et
des poutres. (Revétement, longerons, nervuresslisaidisseurs, etc.), comme représenté

sur la figure (2.4).

Figure 2.4. Aile d’avion

2.5.2. Modélisation du fuselage

La modélisation en poutre pour le calcul du fugetad’avions ne donne pas une
bonne approximation pour le calcul de hautes perdnices (ex : Aéroélasticité), malgré
que plusieurs chercheurs ont assimilés le fusélagee poutre [22] [23] [25] [26][38].

La modélisation du fuselage a un ensemble deseslénplaques,poutres et barres
[3] joue un réle trés important pour le calcul modale calcul d’aéroélasticité car les
modes les plus rigides n’interviennent pas dangriedéles déja préts. L’ensemble des
éléments de fuselage (cadre, revétement, lisselisseurs etc.) sont assimilés a des
éléments plaques (revétement), poutres (cadresjesbdlisses) etc. La propriété du
fuselage (circulaire ou ovale) exige [lintroductiod’autres éléments (coques,
axisymétriques et arcs) qui ne sont pas traités datre cas. Les éléments coques sont
modélisés par un ensemble des éléments plaquemuit traiter dans le chapitre suivant,

et les éléments arcs sont modéliser par un nonrbsedies poutres droites (figure2.5).
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Noeuds

Elémeénts

Eléemeénts Poutres

Figure 2.5. Fuselage en éléments finis

2.5.3. Modélisation de I'empennage

La modélisation de 'empennage est similaire e la voilure car les éléments

de construction de 'empennage sont les mémesdtong, nervures, raidisseurs, etc.).

2.5.4. Assemblage de 'avion

Aprés avoir modéliser chaque sous structure deoba(fuselage seule, voilure
seule, empennage), il est nécessaire de modékseseinble de ces sous structures, en
tenant compte de conditions d’appuis de chaque dews structures ; fuselage - aile,

fuselage - empennage.

La modélisation de I'avion complet présente beapcde complication au niveau
de l'interaction entre les sous structures. Ellg& étore bien traitée car les éléments se

trouvant a l'interaction ne sont pas de méme type.
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CHAPITRE 3
ANALYSE DES STRUCTURESPAR ELEMENTSFINIS

3.1 Introduction

Ce chapitre s’'insére dans le cadre de la présemtde la méthode utilisée pour
modéliser une structure aérospatiale (en statiquelymamique) qui fait appelle a une
méthode numérique pour résoudre des équations gnivéds partielles “Eléments finis”.
Durant les années soixante la méthode des élérfiristsa été établie comme outil trés
performant dans I'analyse des structures. Il egligté que I'avantage de la méthode est
gu’elle permet de résoudre des problémes complpaesapport aux méthodes connues
[1]. Pour modéliser une structure d’avion complé&elus largement approche utilisée est
d’assembler des sous structures (fuselage, ailpenage) par des éléments [41]. Par
exemple, les longerons et les nervures de I'aitd souvent modélisés par des éléments
plagues quadrilatéraux, les longerons de fuseladesecadres sont modélisées par des
éléments poutres, et le revétements est souvenélinésl par des éléments membranes.
Lorsque ces types des modeles de structures peéirentitilisées pour la prédiction des
fréequences et des modes propres, ils résultenndarge nombre d’éléments finis et un

large nombre de degrés de libertés [41].

La méthode choisie est d'assembler les sous stagt(le fuselage, l'aile et
'empennage) d’'un avion par des éléments poutrgdagfues. L'approche Poutre/plague
pour modeéliser les structures d’avion est utilisgeur analyser les phénomenes

d’aéroélasticité [41].

Plusieurs éléments de structures existent pouysarales structures par la MEF,
telles que la poutre, la plaque, la coque, l'ararrds, membranes et les éléments
axisymétriques, etc. Dans notre étude on peut gitelques éléments de structure qui nous

intéressent, telles que la poutre, la barre, lgyda(Triangulaire et trapézoidale) et la
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membrane. Une application de cette méthode utilidam matériaux composites est
détaillée dans ce chapitre.

3.2 Elément fini poutre

La poutre est un élément de la structure dontdlesensions transversales sont

généralement petites par rapport a la longueur.

3.2.1. Poutre d’Euler Bernoulli

L’équation (la poutre) d’Euler Bernoulli pour lexion des poutres est [12].

2
2 2
0w 0 0w

m + El = L(x,t) (3.1)
at2  ax? ax 2

w : le déplacement transversal de la poufrég masse par unité de longuelk| la
rigidité de la poutreJ_(x,t) la force extérieure et x le temps et I'espace le long I'axe de

la poutre.

3.2.1.1. Matrice Masse

A partir de I'énergie cinétique, la matrice masten élément de la poutre est

donné par :
[Me]=[p A NT [N] dx (3.2.1)

[IN]=[Ny(x) N,(x) Ni(x) N,(x)]: la matrice des fonctions d'interpolation (appeads)
Sous la forme matricielle s’écrit :

156 22| 54 13l

[M e]: Al 41> 131 -3I°? (3.2.2)
420 156 22l o
sym 412

A :la section de la poutre le¢st la longueur de la poutre.

{a}={w, 8w, 8} : le vecteur des degrés de liberté de la poutre.
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3.2.1.2. Matrice de rigidité

A partir de I'énergie potentielle, la matrice dgidité de la poutre en flexion est

donnée par :
[ke]= Ij el [B] [B] dx (3.3.1)

Sous la forme matricielle s’écrit :

12 6 -12 ol

4% -6l 2°
[k :% 1> g (3.3.2)
sym 4°

2 2 2
OU:[B]:[G N, 92N, 02N,

9°N, . dice B
e P o ¥ (voir appendice B).

Dans le cas, ou la rigidité de la poutre est namstante, I'intégrale de I'équation

(3.3.1) est étudier en introduisaat comme fonction dg.

3.2.2. Poutre en torsion

Par application de I'énergie cinétique et I'énergotentielle, les matrices masse et

de rigidité de la poutre sont données par [5] [19]

1 PAl2 1

M ]_?L 2} (3.4)
g Gl,[1 -1

[K ]——l {_1 J (3.5)

I : le moment polaire de la poutf&,, : la rigidité de torsion de la poutre.

3.2.3. Poutre en traction- compression

Dans ce cas, la poutre est dite élément barrd,ldsmmatrices masse et de rigidité
sont données par [6] [7] [8] [9] [10] [20].

E %ﬁ ﬂ (3.6.1)
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La matrice de rigidité est donnée par :

g EA[1 -1
[k _I—{_l J (3.6.2)

3.2.4. Les poutres dans I'espace

Les poutres dans I'espace sont généralement defpar les six degrés de liberté
dans chaque élément de la poutre. La poutre desisate est définie par :
le module de YoungE, la section de la poutrd, le module de cisaillemer® , les

moments d'inertié,, 1, le moment polairé,, et la longueut de I'élément.

Le vecteur de degrés de liberté correspondanfigstd 3.1):

{or}={uviwe 8, 6 u,v, w, .8y, &) (3.7)

Ozz

z
1 “4
y

Figure 3.1. Poutre spati

v
oyl
ul ox1

La matrice masse élémentaire et matrice de rigiliéénentaire sont données dans leurs
reperes locaux. On exprime ces matrices écrites ldarepére local au repére global selon

les formules suivantes :

Me],=[RI" [°][r] et [«*], =[RI" [<*][R] (3.8)

Oou [R] : la matrice de transformation de repéres locausepére global.
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3.2.5. Les poutres composites

Les poutres composites sont fabriquées par deshesumultiples qui ont en
général des différentes propriétés des matériawir (ghapitre 1). Des hypothéses
simplificatrices sont considérées; stratifier symgéie par rapport a I'axe neutre de la
poutre (découplage entre la flexion et la membrdrgeseule chose qui va étre généralisée

pour ce cas est la rigidité de la poutre.

Pour une poutre stratifier symétrigarec I'unité de largeur, la rigidité équivalente
est donnée par [12] :

(El )équi=§_ZE (ye-y2a) (3.9)

AvecE : est le module de Young de 1§™ couche etn le nombre de couches de la
poutre.y; et yi.i sont les coordonnées de bas et haut plan dé™faouche comme

représentées sur la figure (3.2).

y A
¢ n >
S >
< i > vi-1 0 yl
{ S L
é ¢ ] X
< : < | y0=-h/2

Figure 3.2. Poutre stratifiée

Cependant, un facteur tres important dans lesegijuins des poutres stratifiées est
I'effet de module de cisaillement transversal. Ledule de cisaillement équivalent est

donné par :
(GA)éunZ_l‘,bG (v -¥i1) (3.10)

Gi : le module de cisaillement deiff®couche eb : la largeur de la poutre.



35

3.3. Elément fini plague

La plaque est I'élément de la structure, ou umeedision est trés petite par rapport

aux deux autres dimensions.

3.3.1. Théorie classique des plagues

L'une parmi les hypothéses les plus importantela dieéorie de Kirchhoff sur les
plaques est la ligne normale a la ligne moyennka gdaque avant la déformation qui reste
perpendiculaire & la ligne moyenne apres déformdtioir chapitre 2).

Les déplacements planstv peuvent étre données par les I'expressions [12] :

—_,0W

u= ZaX
(3.11)

—_,0W

V= Zay

dy o

Figure 3.3.Elément plague de Kirchhoff
Ou:
xet y sont les directions de la plague dans le repexa la partir de la ligne moyenne et
z est I'axe le long de la direction de I'épaissewy, Sont les déplacements planes selon
xet y respectivement etv est la déflection le long de I'axe z (déplacentesmisversal).

Qx, Qy sont les forces de cisaillementMk, My et Mxy sont les moments de torsion

autour les axes @t: est la charge de pression.
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La relation entre les déformation et les déplacgmpour une plaque en flexion
sont données par [1][7][8][9][12][13] :

T 9°w 9°w 9°w

=<- - - 2.1
tel { % Zay2 Zaxay} 3 )

devient :
e, vol=—2zlk Kk, kyf (3.12.2)

Ou:
d°w  0°w 9°w

W :{ x> oy’ axay} ko ko) o

{k}" est dite la courbure.
La relation entre la contrainte et la déformatshdonnée par :
{o}= [D] {¢} (3.14)

[D] est donnée pour un matériau isotrope en con&gilaine par :

1 v 0
[D]=1_E Slv 10 (3.15)
1o 0 @a-v)/2
L’équation (3.14) devient :
{o}=-2D]lk]=10, 0, 0.} (3.16)

L’équation biharmonique qui gouverne la flexionuwk plaque en terme de

déplacement transversal est donnée par:

o'w . d'w d'w_ p
+2 + =
ox* ox’ay®> oay* D,

(3.17)

Eh’®

D =——— :larigidité de la flexion de la plaque.
"12(1-v?) J P
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3.3.2. Elément fini plaque trapézoidale

Cependant la méthode pour déterminer les matmasse et de rigidité d’'un élément

fini plaque a été développée par [1][14][5][7][8].

La figure (3.4) montre une plaque trapézoidalesdam systeme des coordonnées
locales. L’élément a trois degrés de liberté a abagoeud, deux relatiofs, 6y et une
fleche transversat.

La rotation autour de I'axe desest :

_ 0w
e dy
La rotation autour de I'axe dgsest :
- _ 0w
& 0x
4&
z y
w4 oxd 0 w3
bya t
4 3
oy3
oyl
w2
wl A A
v i L
1 ox1 ox2 2 "X

Figure 3.4 Elément trapézoidal dans
un systeme des coordonnées locales.

Puisque on a quatre nceuds et que chaque nceud passsdiegrés de liberté on

aura au total douze degrés de liberté pour I'élém@nsavoir, douze composantes de

déplacement nodaux qu’on peut les représenterrpaecteur de déplaceméq}.

{q} ={Wl &(1 @lWZ @(2 @2 W3 3(3 @3 W4 3(4 @4} (318)

Pour obtenir la matrice masse et la matrice ddité@giune fonction de déplacement

doit étre spécifier [41].
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La fonction de déplacement utilisée dans les réf@e [1][14][7][8] pour
développer la matrice masse et de rigidité powr plaque rectangulaire est utilisée ici

pour une plaque trapézoidale. La fonction de lehtea la forme générale :

WX Y) =, +ax+ay +a X +axy+agys +a X + Ry +axy +ay’ +a Xy +axy (3.19)

3.3.2.1. Matrice masse de I'élément trapézoidal

La matrice masse de I'élément trapézoidal danepére locale liée a I'élément est

donnée par :

[Me], = o [[IN]" [N]dxdy (3.20)
Ou (ph) . est la masse par unité de section de la plagire sont la masse volumique et

I'épaisseur de la plague respectivement.

Cette relation s’exprime par les coordonnées weées(i ,/7)par :

+1+1

[Me],= on[ [INT'[N] 3dZdp (3.21)

-1-1

OuJest le jacobin et donnée par :

0& o0&

_| ox oy _0¢ 0 _0¢ 01

J = an on| Y J=3 3y~ oy ox (3.22)
ox oy

[N] : la matrice des fonctions d'interpolations (re@er I'appendice B)

3.3.2.2. Matrice de rigidité de I'élément trapéadid

La matrice de rigidité de I'élément de la plaqeepézoidale dans un repére des

coordonnées liée a I'élément est donnée par :

(2], = [[[B(x I'[D,][B(x, y)]dxdy (3.23)

[0.]=""[o] (3.29)
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L’équation (3.23) s’écrit dans un repere des coondes généralisées sous la forme :

[kelo= [T Te@nl 0. ]I8e. ] adc dn (3.25)

3.3.2.3. L'élément membrane

Les matrices masse et de rigidité de I'élémentrivént sous la forme [4][20] :

+1

[Me],=o0[ T INTT[N]3]dZ (3.26)

[<], =n[ [ T8]" [D][B]}3]dc dn (3.27)
(Les matrice[sN] et [B] sont reportées en appendice B).

3.3.3. L’élément finis de la plague trianqulaire

L’élément triangulaire est un élément de trois dseui posséde trois degrés de
liberté a chaque nceud, représenté sur la figuf, (8n aura deux rotations avec un

déplacement transversal, donc le vecteur déplade{q}anontient neuf degrés de liberté.

{q} ={W1 &, &y, w, X, &, W, &, 6y, }

A

v

Figure 3.5. EIément triangulaire avec trois noezmdexion
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3.3.3.1. Détermination de la matrice masse

La forme intégrale de la matrice masse d'un élémesngulaire en flexion est

donnée par :
[M e]Triangle = mjj[N]T [N] dX dy (328)
p et h : sont la masse volumique et I'épaisseur de lgygarespectivement, é’(\l]est la

matrice des fonctions d’interpolation (voir apperedB).

3.3.3.2. Détermination de la matrice de rigidité

La forme intégrale de matrice de rigidité de Iant triangulaire en flexion est

donnée par :

[K e = - ({16 [o]lEoxcy (329

ou: [D] est donnée par I'équation (3.15[)81 reportée a I'appendice B).

3.3.4. L’élément triangulaire linéaire

La matrice masse s’écrit sous la forme intégrate pa
M2} = o[ [IN][N] dx dy (3.30)
La matrice de rigidité de cet élément s’écrit :
[K]run =an[e] [0] [B] (3.31)

A : est I'aire du triangle et donnée par (voir aghea B) :

A= (% (Y, = ¥a) + % (¥ = %)+ X:(v, = y,)) /2 (3.32)

La matrice[D] est donnée par I'équation (3.15).
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3.4. Matériaux composites en éléments finis
3.4.1. Introduction

L’'analyse des contraintes des structures conssrigéin composites a connu une
évolution parallele avec les matériaux compositess avantages d’utilisation de ces
matériaux pour l'optimisation et pour le calcul dymque sont dus a leurs rigidités
directionnelles et leurs bonnes propriétés, le aapgntre la rigidité et la Iégereté éleve, et

I’habilité de coupler la flexion et la torsion.

3.4.2. Les stratifiées

Les stratifiées sont constitués de couchesesgoes (appelées parfois plis) de
renforts (fil, stratifiés, mats, etc.). Un stragifest symétrique si le plan moyen est un plan

de symétrie. Deux couches symétriques ont la méra&iam de rigidité, la méme

épaisseu et des cotes opposéBset—Zk.

L’équation constitutive est de la forme générale :

Nl (A Az As O 0 0
Ny Ao As O O O Eyy
Nxy As O O O Exy
Mx | = Dit Diz Dis | | k (3.33)
My Sym D22 Dos | | Ky
M xy Des | | Koy

ou:
Nx,Ny,Nxy : les résultantes en membrane.

Ex, &y &y 1 les déformations en membrane.

Cette matrice montre qu’il n’existe pas de couplagenbrane-flexion dans le cas
des stratifiés symétriques. Dans le cas des ssaslymétriques dont les axes principaux

de toutes les couches coincident avec les axesratifi&, la matrice de rigidité réduite

s'écrit :
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Qo
(3.34)
Q= C& Q& 0
| 0 0 Qs |
k k .,k
avec : K =Lk 5 :EL—VTLK
- fE !
LT LT
E/ E/
K _ E¥ K k =Gk
Q22 - E Q11 Qee —OILT
L
ou:

EX etE} :les modules de Young transversal et longitudinspeetivemenk®™ couche.
vk : le coefficient de poisson de K™ couche etG/; : le module de cisaillement de la

weme

couche.

Les coefficients de rigidité du stratifié s’exprintgar :

1 M3

(. . &
Q (eK 2+ 12] (3.35)

Aj =2Qkii &, Dy =
k=1

=

1

D’ou I'équation constitutive devient :

"N, (AT A2 0 0 0 0 Jrg
Ny Pr As 0 0 0 ||g
Ny As O O O Exy
Mo |~ DuDe 0 ||k (3.36)
My Sym D22 D2s | | K
My Dec | | Ko

Dans le cas des couches orthotrope rapportées axsssprincipaux, la méme
matrice sera présentée. Pour les couches orthstraperapportées a ses axes principaux,

la matrice de rigidité réduite s’écrit :
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Q]‘.l Q12 Q16
Q=lQ, Q, Qs (3.37)
_Q]‘.G Q‘zs QE'56_

(Les coefficientsQ; sont reportés a I'appendice B).

Les coefficients de rigidité de la plague s’exprirngar :
. e?
Aj = Q”- e, Dij=A 17

€ : est I'épaisseur de la couche.
L’équation constitutive de la plaque orthotropeaste de I'’équation (3.33).

La masse volumique est donnée par :

ps = p.le -e) (3.38)

k=1

Ou : o« est la masse volumique dek&™ couche.

3.4.3. Vibration d'une plaque stratifié orthotrgpetanqulaire

D'aprés les relations fondamentales de la thébagsique des stratifiés, I'équation
de mouvement vibratoire d'une plaque rectangulaitieotrope (stratifié symétrique) est
donnée par [11] [34] :

94

4 4 2
w 0w 0w 0°w
Dll_ax"f +2(D12+2D22)

N rp IW (3.39)
6x26y2 22 6y4 S

Ou : west le déplacement transversal de la plaque.
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CHAPITRE 4
ETUDE DYNAMIQUE

4.1. Analyse modale
4.1.1. Introduction

L’analyse modale d’'une structure permet d’en améilita connaissance physique
et, dans certain cas, le comportement, le calculadease modale d’'une structure est
aujourd’hui une étape importante de son dimensimeme. Du fait que I'excitation forcée
a laquelle est soumise la structure en fonctionmémpeurrait dans certaines circonstances
amplifier la réponse de cette derniére. Pour évies problemes d’amplification
dynamique souvent synonymes d’inconfort voire detute, on peut souhaiter lors de la
définition de la structure gu’elle n'ait pas deguénce propre dans une bande donnée. La

base modale doit étre calculée et la concepticstrdeture doit étre parfois modifiée.

Il existe plusieurs algorithmes numériques dandittérature pour résoudre le
probleme aux valeurs propres. La méthode la ploglsi est celle dans laquelle on
appligue I'algorithme de calcul de la plus petitdeur propre que I'on appelle la méthode
d’itération inverse. La méthode du sous-espaceypie Ritz est une forme spéciale de la
méthode de Rayleigh Ritz et trés efficace dansteau un nombre fini de valeurs et des
vecteurs propres est recherché. Si un nombre isupode valeurs et vecteurs propres est

recherché, il est préférable d'utiliser la méthddd_anczos ou celle de Householder [44].

4.1.2. Calcul des fréguences et modes propres

La formulation globale du probléme consiste a oibtges équations du mouvement
a partir des expressions des énergies cinétiqupstentielles en fonction des vitesses et

déplacements aux nceuds de la structure.
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Soit{q}" le vecteur ligne des déplacements aumceuds de la structure :

{q}T :{%v%v% 1 G 1---'QN}

Les équations de Lagrange permettent d’obteniédgmtions du mouvement d’un

systéme discret, soit une structures sans amartesge

% aT _OT L,V /i =123,...n (4.1)
0g; | dq; 0q;
ou : f, sont les forces extérieures.
T=1/2¢}" [M],{e} (4.2.1)
U =1/2{q}" [K],{a} (4.2.2)

d’ou on obtient :

M) {d+[Kl,{d= {d (4.3)
(g -o? M, fob =(at (4.4)

Dans le cas de structures faiblement amortiesseorameéene le cas a I'étude des

oscillations libres, c’est a dire la résolution aakeurs propres générales.
[]g {at = [M], {d} (4.5)

4.1.3. Analyse modale

Les problémes de réponse dynamique des structams seuvent résolus par
superposition modale, que ce soit pour des anatgsegorelles (réponses transitoires) ou
fréquentielles (réponses harmoniques). Il est ddwessaire de disposer de la base modale

pour le calcul de la réponse.

Pour un systeme dedegrés de liberté la déformation est donnée sofwirne :

a0} =ldexliar)=3 a {dexfa, (4.6)

=



46

Les matrices masses et rigidités modales de latsterisont données par :

[u]=1dl" [M], 4 (4.7)

W=ld" ], 4 kit
L’équation (4.3) s’écrit alors :

[ulfd}+ e} = {0 4.9)

Du fait que sont des matrices diagonales, le systd’équation (4.9) est donc

découplé.

La déformée{q} est donnée sous la forme :

{d} =[dl{d} (4.10)

[40] = [{qq} {@} {qon }] . est la matrice modale,

{d}={d, .d, ,....du}" : estle vecteur des coordonnées modales.

4.2. Réponse dynamique

4.2.1. Systéme forcé amorti

L'équation différentielle linéaire matricielle diusystéme mécanique est donnée

par la forme :
[M]gfa} +[cl{a+ [K]g{at ={F} 13)
Ou : [c] est la matrice d’amortissement de la structure.

La modélisation d'amortissement présente de nonsiee difficultés pour

I'ingénieur confronté au probleme de calcul defjaonse de structures complexes.
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L’amortissement est une mesure de I'énergie dgpdigon au sein de la structure.

La méthode de Rayleigh [8] fait I'hypothese questigne combinaison linéaire (ﬂk{l ]g et
[K]g sous la forme :

[Al=ay[m], + 5[], 12)

L’évolution expérimentale de I'amortissement podeux modes normaux

quelconques permet de calcutgretps,.

Dans la base modale I'équation (4.4) s'écrit :

[fd}+ [ + [} ={) 413
avec .

{Q=ld" {F} (4.14)
ou:

[8]: la matrice dissipative dans la base modale (diaigo pour les structures

faiblement dissipatives).

Dans le cas d'un systéeme non dissipdtif<0), I'équation (4.11) s'écrit :
Mg {et+[K]g{at={F} 18)
cette équation s'écrit dans la base modale, sdosntee:

[d}+ [l ={Q} (4.16)
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4.2.2. Analyse harmonique (fréquentielle)

L'analyse harmonique est utilisée pour détermilaemréponse d'une structure

soumise a un chargement qui varie de facon sina@vec le tempsH(t) = F,cosat ).

Le principe est d'étudier la réponse de la atrecen fonction de la réponse
d'excitation [45].

4.2.3. Analyse temporelle (transitoire)

Dans l'analyse transitoire d'une structure, I'éqnade mouvement (4.11) a une

instantet, s'écrit :
M]g{a +Ic{a +[K]g{at' ={F} 13)

Ou les matricem],, [K], et[c] sont estimées indépendantes de temps.

Il existe plusieurs algorithmes numériques powounéire le systéme matriciel
(4.17). Le schéma aux différences finis centrah parmi les techniques les plus utilisées

dans les applications de la mécanique des strisciili?é.

4.3. Conditions aux limites (aux liaisons)

Avant de traiter n’importe quel probléme en dyngum, il faut d’abord définir les
conditions aux limites (conditions aux liaisonsh @istingue deux types de conditions aux

limites :

» Conditions aux limites en déplacement (encastrenagpluis, etc.),

« Conditions aux limites en contraintes (charge @&sgon, forces, etc.).

4.4. Les charges de rafale

4.4.1. Equation du systeme

De nombreux probléemes d'analyse des structurevepeuétre traités par les

méthodes d’analyse statique. Cependant, il exgdéegent de nombreux cas ou I'on peut
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pas négliger les forces d'inerte et d’amortisseméstiltant de la variation des forces
appliguées; citons a titre d’exemple, la réponsmdvion a une rafale.

L'équation matricielle du systeme s'écrit [24]:

(] g{dl+[cl{g +[x]g{at =Fa(t) 18)

OU : Fg(t): les forces de rafales.

4.4.2. Les modeles de rafales

La rafale se distingue par une vitesse non nudld'ar dans lequel se déplace
I'avion [24].

L'étude de la réponse d'un avion a une rafaleeptéseaucoup de complicité pour
modéliser les structures, car les rafales sontrsidgeet des formes quelconques. Dans ce

paragraphe citons quelques types de rafales.

4.4.2.1. Le modéle discret

a- Larampe
La rampe (figure 4.1) est définie par la loi [24]:

u=ug X / x<h (4.19)

T u
0 h
Figure 4.1. La rampe

v
>

b- La rafale imposée dans les reglements (FAR 25, JAR.):

La rafale imposée dans les reglements (FAR 25, 23\R.) montrée dans la figure

(4.2) est donnée sous la forme [24] :

u
u= 70{1— cos%} (4.20)

A lalongueur d'onde généralement prise égalectes moyenne.
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N

0 A

v
X

Figure 4.2. Rafale imposée par les reglements (EB\RIAR 25)

4.4.2.2. La turbulence continue

La turbulence continue est succession de rafdmaplitudes variables, elle est
définie par [24][36] :

u
u(x) =70[1—cos%} (4.21.1)
u(t):UTO[l—cosa)t] / w:% (4.21.2)

x: la position de l'avion dans l'espace,tetle temps correspondant au moment ou la

rafale sera rencontrée un point de l'avion.

V : la vitesse de I'avion/(zTX ).

4.5. D'autres types d'excitations

La réponse forcée de la structure, ne dépendequésmsent de charges de rafales, il
existe d'autres forces internes dues aux forcaxlg@amiques, et extérieures dues a une
force d'impact a l'atterrissage ou a un mouveméantedgouverne imposée par le pilot

[24] [36]. D'autres charges dues de vibration éesteurs transmises aux ailes.



51

CHAPITRE 5
RESULTATSET INTERPRETATIONS

5.1 Introduction (Processus de programmation)

La présentation des résultats c'est I'étape |a phportante apres toute une étude
théorigue ou expérimentale, ainsi que la démornstratle validité de ces résultats.
Pour obtenir les résultats un code de calcul guété concu en langage de
programmation MATLAB. Dont les différents modulesi dg comportent sont organisés
comme suit.
1- Calcul de vérification d’'une poutre isotrope,
2- Calcul de vérification des plaques isotropes etpmusiies.
3- Analyse modale d’'un empennage,
4- Analyse modale d’'un fuselage,
5- Analyse modale d'un assemblage fuselage-aile-enggenn
6- Calcul dynamique d’une structure d’aile d'un avion,
7- Calcul dynamique d’'un avion (Modéle réduit).
Tous ces programmes sont reliés pour faire umdsage d’'un avion complet, et
sont basés sur des sous programmes assurantfégemtids étapes de calcul suivantes :
» Calcul des matrices élémentaires (masse et rigjidiMgsemblage dans les matrices
globales,
* Introduction des conditions aux limites et le caktatique et vibratoire.
La validation de notre code de calcul est réalisgiedes logiciels de calcul des
structures (SAP2000, Ansys 5.4 et Stars) pourlmutde I'assemblage plaques et poutres,

ainsi qu’une validation par la méthode analytigaelp résistance des matériaux [8].

5.2. Organigramme

L'analyse modale des structures, effectuée legrelifts sous programmes, est

organisée suivant l'organigramme ci-dessous :
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5.3. Vibration d'une poutre

Soit une poutre isotrope, de longueun, e module de Young=71 GPaet de

masse volumique = 2800Kg/m®, encastrée sur un coté et libre sur l'autre (EigLt).

| $=0.0025
u = 5.2083-7

A

Tm

Figure 5.1. Poutre encastrée -libre

5.3.1. Analyse modale

La solution théorique des fréquences propres dumgre encastrée — libre sont
données par :

b?> [El .
= = I i=123...
vy 1, (5.1)

Ou M : la masse par unité de longueur,

by =1.875 4.694,7.855 pouri = 123 respectivement (Pour les 3 premiers

modes).

Dans le tableau (5.1) les résultats donnés pae gotle sont comparés aux résultats
des différents logiciels et aux résultats théorsque

Tableau 5.1. Les trois premieres fréquences prapues poutre encastrée libre.

fréq. | Théorie | Code EF (diff. %) ANSYS 5.4 (diff%h) AB2000.8.40 (diff%)

fi (Hz) | 40.674 | 40.678 | 0.0110 40.659 0.050 40.646 gn06

f(Hz) | 254.931| 254.931 0.000 254.07 0.338 251.256 441.

f3 (Hz) | 713.857| 713.825 0.0045 708.14  0.800 692.041 .0563

D'apres les différents résultats présentés, omncume que les erreurs relatives des
fréquences de la poutre données par notre codelda et par chaque logiciel de calcul

sont négligeables (<5.0%). En comparant nos résidtdes résultats des logiciels,
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on trouve que nos résultats sont plus proches @mdtats théoriques calculés, car les
erreurs relatives sont les plus petites (0.011%neixgs autres dépassent (0.05%).

Les résultats des modes de la poutre pour chaggadnce sont représentés dans

les figures suivantes :

1ler mode de flexion de la poutre

Of——f
I | | | | + Ansys 5.4
| “‘* I | | —— SAP2000
o1 - -4 S _1T__ P
e e L IR W
S [ SO Y (S N I B
| | | \\*\)\( | | | |
oab - v v o]
e | i T i ‘\\# T i |
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| | | | | | | | | 4
08 I I I I I I I I I

o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
longueur de la poutre en metres

Figure.5.2. 1er mode de flexion de la poutre

2éme mode de flexion de la poutre

0.8
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Figure.5.3. 2™ mode de flexion de la poutre

3éme mode de flexion de la poutre

0.8 T T T T T T
| | | | | + Ansys 5.4 T
—— SAP2000 4
o6 - J—-—-L L1 1__| + Nosrésultas
I AT I I T T T/
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o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

longueur de la poutre en metres

Figure.5.4. 3™ mode de flexion de la poutre

Les figures (5.2, 5.3, 5.4) montrent clairemeng ¢gs résultats des trois premiers
modes donnés par notre programme sont tres pr@hesesultats donnés par les autres
logiciels de calcul (SAP2000 et Ansys 5.4) pour digerétisation de 20 éléments de la

poutre.
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5.3.2. Réponse dynamique

Pour étudier la réponse dynamique de la poutria digure (5.1). En excite cette

derniere par une force en son extrémite.

La réponse transitoire donnée par le programnuifgnences finies montre l'allure

de la réponse de la poutre est de forme sinuscidate période de 0.2s (figure 5.5).

Angitceennetres
6 6 o °c o o o

eeeeeeeeeeeeeee

Figure.5.5. Réponse transitoire de la poutre (MDDF)

La figure 5.6 montre l'allure de la réponse aiomgulsion de la poutre, sur une
forme sinusoidale de période de 0.005s. La figufarontre I'effet d'amortissement sur la

réponse de la poutre, ou a partir de 0.02s 'angditle la poutre s'annule.

Aagiceenneres
o

temps en secondes

Figure.5.6. Réponse a une impulsion de la poutre
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Figure.5.7. Réponse a une impulsion (avec amertisgt)
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Figure.5.8. Premiere fréquence de résonance pleukae(« =255rad/s)

deuxiéme fréquence de résonance

Amplitude en metres

-0.15
1550 1560 1570 1580 1590 1600 1610 1620 1630 1640 1650
frequence en rad/s

Figure.5.9 Deuxiéme fréquence de résonance deukaep. =1615 rads)

Les figures 5.8 et 5.9 montrent les deux premi&Begiences de résonance de la
poutre, l'allure de I'amplitude de la réponse hariouee (en excite la poutre par une force

harmonique =F,, cosQt) augment jusqu'a la fréquence de résonance pehaiige le

signe apres cette fréquence.
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5.4. Vibration d’'une plaque. (Vibration d’une plagcarrée isotrope)

Soit une plaque carrée ABCD de coOté a d’épaisssuforme h, de masse

volumiquep, encastrée sur un coté AD et libre suivant less motres (Figure 5.10). Les

caractéristiques du matériau sont données pablieaia 5.2.

Tableau 5.2. Les caractéristiques du matériau [8].

E Module de Young 20 e10 Pa
P Masse volumique | 8000 Kg/m
vV Coefficient de poisson0.3
h Epaisseur de la plagy®.01m
a Longueur de la plaqugl m
D C
A y
a
v
> X
a
A B

Figure 5.10. Une plaque carrée discrétisée en élénfiais

5.4.1. Etude statique

Pour obtenir une précision satisfaisante on diseréla plaque en nombre
d'éléments carrés (Figure 5.10).

Conditions aux limites

En déplacement

L’élément utilisé possede six degrés de liberthaque nceud. Le bosd-0 de la

plague est encastré donc tous les degrés de |dmmténuls sur ce coté.



58

En Contrainte

Appliguant une charge équivalente d€NLsur les deux corniéres libres de la
plaque, celle-ci se déforme en flexion pure denveut savoir la fleche maximale.
Résultats

Le tableau 5.3 indique les déplacements calcudésepprogramme d’éléments finis
comparés aux résultats du SAP 2000 et d'Ansys 5.4.

Tableau.5.3. Déplacement maximal.

Résultats Notre résultat SAP2000 Ansys 5.4
Déplacement max em 0.03862 0.03938 0.039379
Déplacement de la plaque
0.04 T T T T T T T T T
R 11
0_035777\777\7747747747747Mp —
Y S S g
E0028F —— ==~ ==~ - —q--7--7-~Ar--——
1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
longueur de la plaque en m

Figure 5.11. Déplacement de la plaque

5.4.2. Analyse modale

5.4.2.1. Influence du maillage sur les fréquencepnes de la plague

Dans ce paragraphe, on démontre l'influence dilagaisur les fréquences propres
de la plague. Tous les résultats sont donnés g pagramme de calcul.
Tableau.5.4. Influence du maillage sur la plaque

NPed'éléments| f, (HZ) |, (Hz) fs (H2) f, (Hz) fs (Hz)

Ix1 8.0040 21.5077 73.0243 86.3563 111.723
5x5 8.3567 20.5074 51.6704 65.1750 74.5290
10x 10 8.3585 20.4902 51.3670 65.4164 74.6523

D'apres les résultats obtenus, on remarque qusgiderle nombre d'éléments
augmente la précision augmente (comparés aux aes®DM tableau 5.5), ce qui signifie
que le maillage joue un réle important dans l'estion des fréquences propres de la

plagque.



5.4.2.2. Comparaisons entre les différents codesldal

Dans le tabeau.5.5 les résultats obtenus par pobgramme sont comparés avec

les résultas analytique [8] et les résultats défeérdnts logiciels de calcul (SAP2000 et

Ansys 5.4).
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Tableau. 5.5. Les cing premiere fréquences prapue® plaque carrée encastree libre.

Mode N° | RDM [8] Nos résultats (diff) SAP2000 (qiff | Ansys5.4 (diff)
1(1F)(Hz) | 08.4192 08.3585 (-0.7) 08.3187 (-1.19) 08(3®B.69)
2(1T)y(Hz) | 20.5309 20.4902 (-0.19) 20.2263 (-1.48)  20.544®)0
3(2F)(Hz) | 51.5662 51.3670 (-0. 52) 50.2931 (-2.46)  5%(37. 37)
4(3F)(Hz) | 66.2084 65.4164 (-1.19) 63.5005 (-4.09) 65.64p
5(2T)(Hz) | 75.1211 74.6523 (-0.624) 72.6679 (-3.26)  74.87B}-0

* F: flexion, T: torsion, diff : erreur relative €.

Les résultas des modes sont représentés sur leedigi-dessous.

s

-0.12—

-0.14—|
U

I ! 1

Déplcement en metres

1 I ! ! I I

-0.1

/ /
T

T
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

/ / / ! / /
i T !

Figure 5.12. ¥ mode de |

-0.4
0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

longueur de la plaque en metres

a plaque carrée

largeur de la plaque en metres

Figure 5.13. 2éme mode de la plaque carrée
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2eme mode de flexion de la plaque w=324.6550 rad/s 2éme mode de flexion de la plaque
T T T

o
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Figure 5.14. $"®mode de la plaque carrée

3eme mode de flexion de la plaque w=409.5072 rad/s 3éme mode de flexion de la plague
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Figure 5.15. " mode de la plaque carrée

2 éme mode de torsion de la plaque w=468.2795 rad/s
2éme mode de torsion de la plague

+ SAP2000
+ Ansys5.4
—— Nos résultats

o
T
|
T
|
|

0 0.1 0.2 03 04 05 06 07 08 0.9 1
largeur de la plaque en metres

Figure 5.16. &"mode de la plaque carrée

Les résultats ci-dessus montrent clairement ladit@l de notre programme de
calcul car les erreurs relatives sur les fréquerséses modes sont tres petites comparées

avec les autres logiciels de calcul.
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5.4.2.3. Plague carrée de STARS [38]

Dans cet exemple, on compare nos résultats dgaeinées a ceux donnés par le
logiciel STARS [38], ainsi que ceux obtenus par diff@rents logiciels de calcul. Pour une
plaque carrée encastrée libre (Tableau 5.8), lect&istiques de la plaque sont données
comme suit [38]:

E=71GPa, p =2750Kg/nT, v =0.3, L=0.245m (longueur)=0.00254n (Epaisseur).

Tableau.5.6. les cing premiéres fréquences de pleguiée de STARS [38]

Mode N° | STARS [38] RDM [8] Nos résultats SAP2000 | Ansys 5.4
1(1F)(Hz) | 34.062 33.110 32.841 32.605 32.777
2(1T)y(Hz) | 80.631 80.974 80.591 78.934 82.226
3(2F)(Hz) | 198.68 203.255 203.059 195.582 203.61
4(3F)(Hz) | 244.826 260.297 256.13 245.4119 258.28
5(2T)(Hz) | 280.962 295.375 292.89 281.5521 297.71

* F: flexion, T: torsion.
D'apres les résultats du tableau on observe, pque la méme plaque, chaque

logiciel de calcul donne un résultat avec une légifférence par rapport aux autres.

5.4.3. Réponse dynamique

5.4.3.1. Analyse fréquentielle

La plaque est soumise a deux forces harmoniquelesueux corners, la réponse
de la plaque ainsi que les fréquences de résonanneseprésentées ci-dessous.
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Figure 5.17. Réponse harmonique de la plaqueoisetr
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La figure 5.17 montre la réponse harmonique deldgue isotrope ainsi que les
résultats de la FFT (Fast Fourier Transformatibaljure de la réponse est sinusoidale de
période égale a s2La FFT montre les pics de résonance de la plaguane plage de 0 a
1000rad/s

Les fréquences de résonancesagtis données par notre programme de calcul sont
représentées sur la figure 5.18.

Plaque isotrope

Ampitude en metres

o 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
frequences en rad/s

Figure.5.18. Les fréquences de résonance de lagiaqtrope

5.4.3.2. Analyse transitoire

La figure.5.19 monte I'amplitude de la réponsdagttion de temps, les résultats

sont donnés par la méthode des différences finies.

8 \

Anplutide en metres

temps en secondes

Figure.5.19. Réponse transitoire de la plaqueapetr

5.4.4. Conclusion

L’étude dynamique de la plague carrée isotropagnee libre nous a permit de

vérifier les résultats du notre programme de cgleulla M E F.
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On remarque que l'étude statigue a démontré aok@n¢ la validité de notre

programme de calcul car I'erreur est d’ordre 0.001%

5.5. Vibration d'une plaque carrée composite

5.5.1 Influence de type de renfort sur les fréges propres d'une plaque

En premier lieu, on montre l'influence de typerenfort sur les fréquences propres
d'une plaque carrédrff). Les caractéristiques du matériau utilisé somnées dans le

tableau suivant [11].

Tableau 5.7. Les caractéristiques du matériaggy(timat).

Type de renforf  E_ (Gpa) Er (Gpa) Vi Gt (Gpa)
tissu 13.8 13.8 0.12 1.87
mat 1.72 71.72 0.33 291

5.5.1.1. Plague du stratifier avec renfort tis$exérieur

Premierement, la plaque est constituée de couahesnfort tissu a l'extérieur.
Comme suit: [tissu/tissu/mat/mat] s. Dans le tablBa les résultats des coefficients de
rigidité de la plaque comparés aux résultats detférence [11]. Les quatre premieres
fréquences sont données dans le tableau 5.9.

Tableau 5.8. Comparaison des coefficients deité(tissu a I'extérieur).

Coefficient Nos résultats (N.m) Référence [11] (N.m
D11 338.409 338.41

D12 50.312 50.312

D22 338.409 338.41

D16 0 0

D26 0 0

D66 54.545 54.546

Tableau.5.9 Les premiers modes de la plaquerdtifisr avec renfort tissu a I'extérieur

Le mode

fi  (Hz) f,  (Hz)

fs (Hz) | fa (H2)

La fréquence

3,145 5,878

19,618 22,403
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5.5.1.2. Plague du stratifier avec renfort magxstérieur

Deuxiemement, la plague est constituée de couahesnfort mat a I'extérieur.
Comme suit: [mat/mat/tissu/tissu]s. Dans le tablgdld les résultats des coefficients de
rigidité de la plaque comparés aux résultats detférence [11]. Les quatre premieres
fréquences sont données dans le tableau 5.11.

Tableau 5.10. Comparaison des coefficients ddité(tissu a I'extérieur).

Coefficient Nos résultats (N.m) Référence [11] (N.m
D11 236.77 236.77

D12 77.755 72.755

D22 236.77 236.77

D16 0 0

D26 0 0

D66 74.34 74.347

Tableau.5.11. Les premiers modes de la plaquerdiifist avec renfort mat a I'extérieur.

Le mode f
La fréquence

(Hz) fa
2,603

(Hz) f3 (Hz) Fs (Hz)
6,151 16,062 20,070

Discussions

D'aprés les résultats obtenus on remarque queégsences du®, 3™ et le 4M
modes pour le stratifié de renfort tissu a I'exaiérrisont supérieures a celles de stratifié de
renfort mat & I'extérieur. Par contre la fréquedueZ™ mode est inférieure a celle de

stratifier a renfort mat a l'extérieur.

5.5.2. Influence de nombre de couches sur legiémréces propres de la plague

Dans cet exemple, on démontre l'influence du nendiercouches orthotropes ainsi
que l'influence de I'emplacement de ces derniareses fréquences propres de la plaque.
L'épaisseur de la plaque est constante égdl2nam toutes les couches sont de méme
matériau. La plaque est construite par des couatibstropes en fibre de Carbone époxy
(Cytek 5245-T800). Les caractéristiques physigussndatériaux sont les suivantes [24] :

E;=165 Gpa, BE=165 G,=5 Gs=5 G3=2.5
V1, = 030, p =1550Kg/nT.

Gpa, Gpa, Gpa, Gpa,
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Les résultats de la réponse de la plaque poumuehaxtériau sont représentés dans

les figures au dessous pour chaque cas :

* Matériau orthotrope [0/90]s, quatre coucheSuen
* Matériau orthotrope [0/90/0/90]s, huit couchesldemm
* Matériau orthotrope [0/90/0/90/0/90/0/90/0/90/080)ingt-quatre couches de

0.5mm

or plaque[0/90]s plaque[0/90]s
g 0.04
E 0.02
ﬁg o
L
S o1 oz os e onsecondee 70800 % 100 200 a00 400' 500 600 700 800 900 1000
requences
(a) (b)
Figure 5.20Réponse de la plaque orthotrope [0/90]s
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D'apres les résultats obtenus on peut conclure que
 Lorsqu'on augmente le nombre de couches la périadgmente comme
représentées sur les figures (a).
* Augmentant le nombre de couches, le nombre de drémps de résonances
augmente.
* L'emplacement des couches n'influe pas sur lesidérémps de la plaque.
* les courbes obtenues par la FFT (b) montrent colerg la diminution des

fréquences de résonances lorsque le nombre deemaagmente.

5.6. Analyse modale d’un empennagelen

L’empennage montré dans la figure 5.23 est ennmaté&otrope, les dimensions et
les caractéristiques de I'empennage sont danblieaia5.12.

i
100 -7 : _ T

80

60

L _ 4 J_

50

Figure 5.23. Empennage &n

Tableau 5.12. Les dimensions de 'empennag€ en

Hauteur Im
Longueur (de I'extrémité a I'autre) 2m
Module de Young 71 GPa
Masse volumique 2750 kg/m
Coefficient de Poisson 0.3
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Résultats du SAP289D (

13.6209
25.0533
37.8685
39.3375
138.6655

Nos résultats (Hz)

11.0665
23.0057
34.9189
37.5963
132.0129

1er mode de flexion de empennage vertical

Les modes
2°™"mode
3*"mode
4°™ mode
5" mode

1°" mode

Tableau 5.13. Les Cing premiéres fréquences prapuesempennage €h
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Figure.5.25. 2"®mode de empennage €rff2
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1er mode de flexion de empennage horizontal
mode rigide de empennage vertical o1 i
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Figure.5.27. " mode de empennage €iff, =37.5963H2)

3éme mode de flexion de empennage \ertical

1 3éme mode de flexion de empennage horizontal
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Figure.5.28. 8" mode de empennage €iffs =132.0129H2)

Les fréquences obtenues par notre programme dmilcabnt satisfaisantes

comparees aux frequences données par SAP2008,résldtats des modes sont trés bons.

Le modéle choisi est donné pour justifier les rddsll de I'analyse modale de
lassemblage des plaques trapézoidales dans Eespacmodele est proposée pour
déterminer les coefficients aérodynamiques géms@wlies surfaces portantes [17] et pour

la résolution des équations de flottement [18].
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5.7. Vibration d’'un avion (modele réduit)

5.7.1 Discrétisation

Le modéle avion étudié est construit par un askegabdes poutres avec des
éléments plaques trapézoidales, cet exemple esédmar Gupta [38]. Le fuselage est une
poutre longue de longueur (15t@4 L’aile, qui est un assemblage de plaques
trapézoidales, est de longueur (20p4de 1,27 de corde d’emplanture et 0,68%le corde
d’extrémité. L’'empennage est de hauteur et de leagde 1,2ih (voir la figure 5.29). Les

caractéristiques du matériau utilisé sont données tk tableau 5.12.

-50
-100
-150

-200
-200

Figure.5.29 Un Modéele réduit d’'un avion

5.7.2. Modéle isotrope

On fixe l'avion en deux points distincts et onmgaare les résultats obtenus avec
ceux du SAP2000.

Modélel

Premiérement on fixe I'avion au point de I'extréérarriére (la queue). Les cing
premiers modes et leurs pulsations sont donnésleaalsleau 5.14.
Modéle2

Deuxiemement on fixe I'avion en son centre de iggales cing premiers modes

sont donnés dans le tableau 5.15.
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Tableau 5.14. Les premiéres fréquences de modiié (&odele 1)

Les modes de la structure Nos résul(eits Résultats SAP200(Hz)
1B fuselage, 1B voilure 03.8121 03.7796
2B fuselage 03.8555 03.8103
2B voilure 5.0059 04.7528
1B emph, 1B empv 19.9043 18.4341
2B emph, 2B empv 20.0156 18.5068
3B fuselage, 3B voilure 22.8971 21.7274
4B fuselage 23.1747 22.4980
4B voilure 24.1054 25.4276
1T voilure 28.1733 28.0533
4B fuselage 55.0637 51.5055
5B voilure 57.1481 60.6381
1T emph 57.5449 61.6099

B: flexion, T: torsion, emph: empenn&geizontal, empv: empennage vertical

le flexion de woilure (modele 1)
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3éme mode de flexion de woilure (modéle 1)

x 10

*+ SAP2000
Nos résultats

longueur de woilure en metres

avion (modele 1)

3"°mode de |

Figure 5.32.

x 10° 4éme mode de flexion de empennage horizontale (modéle 1)

4éme mode de flexion de empennage \ertical (modéle 1)
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Figure 5.33.

x 10 5éme mode de flexion de empennage horizontale (modéle 1)
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Figure 5.34.

3éme mode de flexion de voilure (modeéle 1)
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Figure 5.35.
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3éme mode de flexion de fuselage (modéle 1)

I
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T"°mode de I'avion (modéle 1)

Figure 5.36.

4éme mode de flexion de woilure (modeéle 1)

sanaw ua Juawade|dag

Longueur de woilure en metres

8"°mode de I'avion (modéle 1)

Figure 5.37.

ler mode de torsion de woilure "bord d"attaque” (modele 1)

ler mode de torsion de woilure "bord defuite” (modele 1)

x10°

16

salew us Juswade|deq
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ion (modele 1)

avion

9" mode de I

Figure 5.38.
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Tableau 5.15. Les premiéres fréquences de modilé (érodéle 2)

Les modes de la structure Nos résultin Résultats SAP20QHz)
1B voilure 04.9585 04.7156
1B fuselage 08.5838 08.5134
2B fuselage 08.6871 08.5857
1B emph, 1B empv 19.1009 17.6059
2B emph, 2B empv 19.5050 17.9588
2B voilure 24.1035 23.9347
1T voilure 27.1580 28.0235
3B fuselage 30.2394 29.4368
4B fuselage 30.2704 29.4688
5B fuselage 48.6146 45.8879
6B fuselage 53.3432 50.5116
3B voilure 57.4291 61.2568

B: flexion, T: torsion, emph:

0.014

ler mode de flexion de wilure (modéle 2)
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0.008
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Figure 5.39. 9 mode de I'avion (modéle 2)
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3eme mode de flexion de fuselage (modéle 2)
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Figure 5.42.

5éme mode de flexion de empennage horizontal (modéle 2)
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2éme mode de flexion de wilure (modeéle 2)
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Figure 5.44.
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1er mode de torsion de woilure "bord defuite” (modeéle 2)
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Figure 5.45. T"°mode de I'avion (modéle 2)

D’aprés les résultats obtenus on remarque queésodtats sont plus proches des

résultats du SAP 2000, pour la discrétisation néostur la figure 5.29. Les résultats

montrent que lorsque on change le point d’appuadsructure les modes changent aussi,

par exemple le®Lmode de la structure du modeéle 1 est un modeedtmfl de fuselage, or

le 1* mode de flexion de la structure du modéle 2 eshade de flexion de l'aile.

5.7.2.2. Réponse dynamique

Pour étudier la réponse de I'avion (modéle rédaiit)excite l'aile par deux forces

harmoniques =F,,, cosQt. La réponse de l'avion ainsi que les fréquencegstmances

sont représentées sur les figures ci-dessous.

Amplitude en metres

Réponse de avion modéle réduit
T T T T T

Temps en secondes

Figure 5.46.
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La réponse de I'avion (modele 1)
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1¢re fréquence de resonance

x 10"
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frequence en rad/s
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Figure 5.48. Deux premiéres fréquences de réserdam|'avion (modele 2)

5.7.3. Réponse d'un avion (modeéle réduit) en pkgomposites

La poutre est du matériau isotrope et les plagiesifiées construites de 20

couches similaires [90/0/+45/-45] s en fibre déoae/époxy (Cytek 5245-T800) [24].

On excite la structure par des forces harmongprela demi aile de l'avion. La

figure 5.49 montre la réponse de la structure.

Avion modeéle réduit

Avion modele réduit
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o

Réponse harmonique de l'avion emposites

Figure.5.49.
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La figure ci-dessus montre la réponse de l'avietteaderniere montre qu'il existe
plusieurs fréquences de résonance sur la plageédence qui n'est pas le cas pour les

plagues isotropes, donc ce modéle est instable.

5.8. Analyse modale d'un fuselage

Le fuselage (1% de longueur et 3m de diameétre) est un ensemblpldgses et
des poutres comme représentées sur la figure hés.résultats sont donnés dans le
tableau 5.16. Les premiers modes sont représentsssous. Les caractéristigues du
matériau sont données dans le tableau 5.2.

Figure 5.50. Assemblage d’'un fuselage davi

Tableau.5.16. Les pulsations propres du fuselage.

Mode N° Pulsation (Rad/s) Fréquences en (Hz)
1*" mode de flexion latéral 17.14 02.7269
1*" mode de torsion 74.46 11.8506
1*" mode de flexion longitudinal| 90.82 14.4544

1er mode de flexion latéral de fuselage w=17.14 rad/s

Déplacement en m

|
1
4 6 8 10 12 14 16
longueur de fuselage en m

Figure.5.51. 1 mode de flexion latéral de fuselage
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ler mode de torsion de fuselage w=74.46 rad/s

Déplacement angulaire en m

longueur de fuselage en m

Figure.5.52. 9"node de fuselage (mode de torsion)

3eme mode de flexion de fuselage w=90.82 rad/s

Déplacement en m

|

|

|

I

4 6 8 10 12 14 16
Longueur de fuselage en m

Figure.5.53. 3éme mode de fuselage (mode de flgxion

5.9. Vibration d’'une aile rectangulaire (Assemblatggues et poutres).

Dans cette étude on prend laile d’avion commeensemble de plaques et de
poutres comme montrées sur la figure 5.54. L'asleemcastrée a une extrémité et libre a
I'autre, les caractéristiques du matériau sont desrdans le tableau 5.2.

5.9.1. Etude statique

Discrétisation
Pour obtenir une précision satisfaisante on diserd’aile en un nombre de 40

éléments poutres et 25 éléments plaques commesegpée sur la figure 5.54.
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Figure 5.54. Structure d’'une aile rectangulaire

Conditions aux limites.

En déplacement.

L'élément utilisé posséde six degrés de liberté&aue noeud. Le bord=0 de
I'aile est encastré, donc tous les degrés de ésht nuls sur ce coté.
En contrainte

Appliguant une charge équivalente sur les deuwnassr libres de la structure
(10KN).
Résultats.

Le tableau 5.17 indique les déplacements calcuéésle programme d’éléments

finis comparés aux résultats de SAP 2000. La figu48 montre I'allure des déplacements.

Tableau.5.17. Calcul du déplacement maximal dieltagictangulaire.

résultats Nos résultats SAP 2000
Déplacement (Poutres seules) 0.02%30 0.0292Mn
Déplacement (Poutres et plaques) 0.085%81 0.02148n

Déplacement de laile réctangulaire

0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 1.4 1.6
longueur de laile en m

Iy
©
N

Figure 5.55. Déplacement d’'une aile rectangel@outres seules).
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5.9.2. Analyse modale

Dans cette étude on compare les fréquences prdprégsssemblage avec celles du

SAP 2000. Le tableau 5.18 indique les cinq prersiéneuences propres de l'aile.

Tableau.5.18. Les pulsations propres d’'une ail@nggilaire encastrée libre.

Mode N° Poutres seules Poutre plaques
Nos résultats SAP2000 Nos résultats SAP2000

1 (Hz) 14.5455 14.5958 36.0188 36.0242

2 (Hz) 16.1236 16.2885 88.0103 88.2506

3 (Hz2) 25.1598 20.0957 104.5556 103.8670

4 (Hz) 52.3136 51.6159 174.8658 173.5840

Les résultats du tableau 5.18 montre clairemeet lga fréquences données par
notre programme de calcul sont trés bonnes comparée fréquences données par le
SAP2000. Ce qui signifier la possibilité de faire assemblage des plaques et des poutres

par notre programme de calcul.

5.9.3. Réponse dynamique

On excite l'aile en deux points (généralement desx points choisis sont a
I'emplacement de moteur de l'avion). Les figuredessous montrent les réponses de la

structure pour les deux cas (poutres seules etgmoplagues).

Réponse d"une aile réctangulaire (poutres seules) Réponse d"une aile réctangulaire (poutres seules)

0.045

4 4
Q o o o
I Q @® 2
a @ @

Valeurs absolus de FFT
o
[=]
S

Amplitudes en metres

0.015

0.01

0.005

|
o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 50 100 150 200 250 300 350 400
Temps en secondes Fréquences en rad/s

Figure 5.56. Réponse d’une aile rectangulaiogiffies seules).
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Réponse d"une aile réctangulaire (poutres seules)

Amplitudes en metres

|
1
50 100 150 200 250 300 350 400
Fréquences en rad/s

Figure 5.57. Fréguences de résonance d’unecgilangulaire (poutres seules).

Réponse d"une aile réctangulaire (poutres+plaques)

Réponse d"une aile réctangulaire (poutres+plaques) 0.12

0.1~ — —

=3
=)
&

Valeur absolue de FFT
o
=
3

°
R

Amplitude en metres

o

Q

N
T

N
=)

|
|
|
|
| | I
| |
K 1 1 1 [
0 001 0.02 0.03 004 005 006 007 008 009 01 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Temps en secondes Fréquences en rad/s

Figure 5.58. Réponse d’une aile rectangulaiogiffies+plaques).

fréquences de résonance d"une aile réctangulaire (poutres+plaques)

Amplitude en metres

i i T T T
| | | | |
. I I I I I
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Fréquences en rad/s

Figure 5.59. Fréquences de résonance d’'uneegilangulaire (poutres+plaques).

5.9.4. Commentaires

L'étude de cette structure proposée, encastrée, liilbus a permit de vérifier les
résultats du programme de calcul par la MEF. Orargoe I'étude statique (pour le calcul
des poutres et poutres plaques) a démontrée ckaitelan validité de notre programme de

calcul car I'erreur est acceptable. Et les résaliat'étude modale sont satisfaisants car les
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erreurs sur les fréquences sont acceptables, tasjore diminue lorsque l'ordre du mode

augmente.

Les figures 5.56 et 5.58 montrent le déplacementadle, ou pour le cas de poutres
seules la période de la réponse (égale g @st inférieure a celle de I'assemblage poutres
et plaques (égale a 09)3Les figures 5.57 et 5.59 montrent les fréquemEesesonances
pour les deux cas, ou les fréquences pour le casrgso seules sont relativement

inférieures.

5.10. Vibration d’'une aile trapézoidale (Assemblpgetres et plagues)

Dans notre cas on s’intéresse a I'étude d'uneraipgzoidale bi longerons. L’aile
est de & de longueurzm de corde de I'emplanture etlde corde d’extrémité. (Figure
5.60).

éléments
poutres

Figure 5.6Assemblage d’une aile trapézoidale

L'aile est discrétiser en assemblage des élémplagues et poutres ou les

caractéristiques du matériau de chaque élémentisonées dans le tableau 5.2.

5.10.1. Résultats

Les résultats de calcul par éléments finis somnde dans le tableau 5.19. Ces
derniers sont comparés aux résultats de SAP2000.
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Tableau 5.19. Les cing premieres pulsations progitese aile bi longerons.

Mode N° Résultats du SAP2000 Nos résultats
Pulsationad/s) | FréequenceHz) | Pulsationiad/s) | FréquenceHz)
1(1F) 70.5994 11.2362 70.0011 11.14.10
2(17) 263.311 41.9072 265.0497 42.1840
3(2F) 306.617 48.7996 308.5052 49.1001
4(3F) 447.4745 71.2178 424.0417 67.4883
5(2T) 603.6067 96.0670 587.68 93.5322

Réponse a une impulsion de |"aile trapézoidale
T T

0.2 T T T T T T
| | | | | | | |
P N N S N A Y R U
| | | | | | | |
| | | | | | | |
01F == = fm =~ \”\’ i Bt Bl
| | | | I | | |
8 oosb — - — \777\ I \ I S B B L B
z | | | | I | | |
5 0“,‘,‘ DD fy
g i i | | |
2 | \ | | | I
g 005 -t - — = - - === I
< ! | |
o1l | IR A T I R A W
| | | | |
| | | | | | |
i o el e el e e i Rl
| | | | | | | |
02 | | | | | I I

o] 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
Temps en secondes

Figure 5.61. Réponse d’une aile trapézoidale

Réponse de I"aile trapézoidale

0.8 T T T T T T T T T

I I I I I I I I I

I | I | I | I I |
LS e e e e e e A

I I I I I I I I I
06 - — d— — — |- ]

I I I I I I I I I

I | I | I | I I |
LS e e e e e e A

g | | | | | | | | |
é 04l - — d - |- - L L1 ]

I I I I I I I I I

g I I I I I I I I I
P LS e o It Bl S o A

) I I I I I I I I I
= ) e Y A

I I I I I I I I I

E I I I | | I I I |
OlF--a-~--7|" -~~~ 7" - -~ oaT T

I I I I I I I I I
1 L 1 | | 4 | TR VN

© I I I I I I I w I

I I I | | I I I |
OlF--9---7- -~~~ T- - --a--"r--a---T1--7

I I I I I I I I I

0.2 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Fréquences en rad/s

Figure 5.62. Fréguences de résonances d’'une ajiiézoidale

5.10.2. Commentaires

Le tableau 5.19 démontre que les résultats dopaésotre programme de calcul
sont satisfaisants comparés aux résultats du SAR2@0 les erreurs sur les fréquences

sont acceptables.



84

La figure 5.61 donne la réponse de l'aile trapedel cette réponse est harmonique
de période égale a 092 a figure 5.62 montre les fréquencesrad/s données par notre

programme de calcul.

5.11. Analyse modale d'un avion (Assemblage Podtlagues)

Dans cet exemple, un assemblage d’'un modele diafdomé par des éléments
plagues et poutres, ou le fuselage est une poommigué de 1% et la voilure et
'empennage sont modélisés par des éléments plaguyssutres. On fixe I'avion en son
centre de gravité, ou les caractéristiques du maatéont données dans le tableau 5.1. Les

quatre premieres fréquences propres sont donnésdedtableau 5.20.

Figure 5.63. Assemblage d’un avion (poutres ejyea)

Tableau 5.20. Les quatre premieres fréquencesaViom (poutres et plaques).

Résultats 9 mode 2™ mode 3™ mode A" mode

Pulsationsrad/s) | 5.02 12.18 31.75 51.72

FréquencesH2) 0.79 1.9385 5.0131 8.2314
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Conclusion

Quelques conclusions peuvent étre tirées de kEétdghamique des structures
d’avions par la méthode des éléments finis. D’aled’étude théorique présentée et les

résultats numeériques obtenus.

Premiérement, I'étude dynamique des structuresialia est une étude vaste et
demande une recherche approfondie car les strgctdi@vions sont complexes et
différentes. Ainsi que les avions ne sont pas deegpe et le choix de la structure est en

conséquence conforme au type d’avion.

D’aprés le calcul numérique, la méthode des élésnigms a donnée de trés bons
résultats comparés aux résultats donnés par dsaaatreles analytigues (Résistances des
matériaux) et numeériques (logiciels de calcul, 2880, Ansys 5.4 et Stars). Le calcul des
modes et fréquences propres d’'une sous structilee faselage, empennage) prend un
temps d’exécution faible par rapport au temps deutde I'avion complet. Cependant, la

précision de calcul par la MEF dépend du nombrkdiénts utilisés.

Dans I'étude de la dynamique des plaques comgositea montré I'influence de
renfort (mat/tissu) sur les fréquences propres 'deel plaque, dont le renfort mat a
I'extérieur donne une rigidité en torsion alors d@eenfort tissu a I'extérieur donne une

rigidité en flexion.

Au fur et au mesure le nombre de couches orthatrepgmente les fréquences

propres diminuent pour les plaques orthotropes @menmatériaux.

Le modéle choisi d'un ensemble avion est un mosiéiplifié d’un avion construit
par un assemblage de plaques et de poutres (e’esbdiele le plus simple pour le calcul
des structures d’avions), ce modéle montre la pog&ide faire un assemblage de plaques

et de poutres ou les résultats sont comparés aecdtl logiciel SAP2000. Ce modéle est
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utilisé pour les autres études telles que, l'a&siiité et stabilité et contrble, ou la
détermination des fréquences et leurs modes assgocié un réle primordial. Le degré de

complexité du modéle dépend de la nature du prabkeetudier.

Une analyse modale d’'un avion de modéle simpliber|'aile et 'empennage sont
représentés par des éléments plaques et poutrkes fuetelage est modélisé en éléments

poutres, est proposé pour montrer notre choix péwde dynamique des structures.

Dans I'élaboration du code de calcul, on a trodes difficultés surtout dans le
calcul des interactions entres les structures @ileiselage, fuselage et empennage), ainsi

que dans 'assemblage de I'avion complet.

Cette étude représente une étape importante pautres études telles que,
I'aéroélasticité et la stabilité et contrble, queupent étre proposées comme des futurs

études.



APPENDICE A
LISTE DESSYMBOLESET DESABREVIATIONS

A, S,Q : Section.

(X,¥,2) : Coordonnées cartésiennes

(¢.n) : Coordonnées généralisées

u,v,w : Déplacements

éx,6y,6z : Rotation autour les axes

E : Module de Young

G : Module de cisaillement transversal

(R : Moment d'inertie et moment d’inertie polaire pestivement
L, M : Forces aérodynamiques

P : Masse volumique

A . Aire de triangle

T,U : Energie cinétique et énergieeptitlle respectivement
J : La jacobéenne

7 : Pulsation

D, : Module de rigidité en flexion

Mx,My,Mxy : Les moments

M, : Moment de torsion
K : Couplage flexion torsion
Qx,Qy : Forces de cisaillement
N, N,,N, : Résultante en membrane
{q} : Vecteur déplacement
{ £} : Vecteur déformation
{o} : Vecteur contrainte
[M ] [ke] : Matrice masse et rigidité élémentaires
[M ]g ,[ke]g . Matrice masse et rigidité élementairassile repere global
[M]g ,[K ]g . Matrice masse et rigidité globales
[R] [T] : Matrices de passage
[4 : Matrice modale
[A] : Matrice d’amortissement
[N] : Matrice des fonctions dérolation

[u],[y] : Matrices masse et de rigiditédales respectivement
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APPENDICE B

B -1-Poutre en flexion

Les fonctions d’interpolation d’'une poutre en faxsont :

A 2

NI(x) =1-—-+

R

2X?

N2(x)=x—|—+—

2 3
N3(x)=?;—)§+2|—>3(
W2 3
N4(x) = 2+ 2%

| 2

La matrice[B] de la poutre en flexion est donnée par :

[B]=[-6/12 +12x /1% 1-4/1 +6x/1% =6/12 +12x /1% -2/1 +6x/1?]

B.2. Plague trapézoidale

88

(B.1)

(B.2)

Une transformation des coordonnées cartésienfley) en coordonnées

généraliséess7) du déplacement :

w(é.n)= 4 é 1+ &8 )enm, )2+ & +nm - &0y

~16 oy

£ 20 e ) ¥ _1)(6_\,\/}

_21&64 rée flrnn (e _1)(?3_@

¢ =20x=x)/ain=(y=y,)/b

(B.3)

(xo, yo) les coordonnées du centre de la plaque. Les demudmensionnelles pour les

nceuds 1,2,3,4 sofptl,—1)(+1,- D{1,1}(-1,1).



Les fonctions d’interpolation de I'élément membrapat données par :

N = 1-8) ()
N = 3 - ()

Na = 5 (1=¢) (1=n)

N N N

Ne = 1 (1-¢) ()
La matrice des fonctions d’interpolations est denpar :
[NJ=[N0 N, Ny N

La matricdB] est donnée par :

[Blzﬁ[sl B, B B

Ou Ies[B,] sont données par :

aﬂ - bﬂ 0
oC an
B]= 0 N _ g oN,
on ¢
ON. ON. ON. ON.
c i d i a i b i
Conp a7 a¢ an |

Ou les coefficients a, b,c et d sont données par :

a= %[yl(Z —1)+y,(-1-7)+ y,(1+ 7))+ v, (- )]
b= %[yl(n =1+ y,(L-1)+ ys(L+n) + y,(-1-1)]
c= %[xl(/] —1)+ Xz(l—/7)+ X3(1+’7)+ X4(_1_’7)]

d :%[)(1(( —1)+ XZ(—l—Z)+)<3(1+Z)+X4(1_Z)]

Le déterminant est donné par :

0 1-n n-¢ ¢-1 Y1
-1 0 J+1 _Z+’7 Y2
i -¢-1 0 n+1 Y3
1- {+n -n-1 0 Y4

1
|‘J|:_[X1 XX X4] ,7_
8

89

(B.4)

(B.5)

(B.6)

(B.7)

(B.8)

(B.9)



B.3. Plague trianqulaire

B.3.1 Plaque trianqulaire en flexion
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La fonction déplacement de I'élément triangul@iaes les coordonnées homogenes

est donnée par :

Wl Lo L)=al +al, +al, +a, (UL + L)+ allh + L)+ (UL, + L)+

(B.10)
a, (L + L) (il L) ain o L)
Ou : Lm:%LlLZL3
La matrice des fonctions d’interpolations est danpar :

al ﬂl yl 0'2 182 y2 a31 183 y3
Nhgo=| % 98 OA 00 OB O 00, OB 0% | (g g

gy dy dy Oy gy oy oy gy oy

_Oa, 0B 0y, _Oda, _0B, _0y, _0a; 0B, _O0y

0X 0X 0X 0X 0X 0x 0x 0X 0X |

Les fonctionsa,,,, 5,,.ety,, et la matric§m=1,2,3) [B] sont données dans la référence [ 6].

B.3.2. Elément triangulaire linéaire

Figure B.1. Elément triangulaire linéaire

Pour I'élément triangulaire linéaire (figure D.IBs déplacementsetv sont
donnés par :

U=3g, +tax+ay

(B.12)
v=h, +b x+by
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1% W
A=1 X, Y,|=2A (B.13)
1% Y
Ou : A est I'aire de triangle.
Alors :
ul
Vl
u a 0 a, 0 a, O0||u
=% § ° ?t=[N|{d} (B.14)
% O g 0 a, 0 a;||V,
u3
V3

[N] est la matrice d'interpolation, telle que :

(X2y3 _ X3y2) + (yz - y3)x + (X3 _ Xz)y

a, =
a, = (Xsyl_x1y3)+(y3A_ Y1 )X+(X1—X2)y (B.15)
a, = (X1Y2 - XzYl) + (y1 - yz)X + (Xz - Xl)y

A

La matrice[B] est donnée par :

1 (Y2 - Y3) 0 (ys - y1) 0 (yz - y1) 0
[Bl= 0 (k=x) 0 (xx) 0 (-X) (B.16)
(X3 - Xz) (yz - y3) (Xz - Xa) (ys - yl) (Xz - Xl) (yz - yl)

B.4. L'assemblage dans les matrices globales

B.4.1. L'assemblage des plaques trapézoidales

La transformation des coordonnées a un repere congiobalgx,y,z ) et les
coordonnéesX ,y ,z ) sera nécessaire pour assembler les élémentsireégrire les

équations d’équilibre appropriées.

Les déplacement d’'un nceud se transforme d’unmegstgobales a un systeme
local par :

CYEI Y (B.17)
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ou :

L] = PO 3} (B.18)

avec A est la matrice 3x3 de cosinus direction des anfjemées entre deux axes,

comme :
MX Xy Axz
A= yx yytz (B.19)
Azx Azy Azz
ou

Ax x est égale au cosinus de I'angle entre les aadsx , etc.

Pour la totalité des noeuds s’écrit :

{a't=[Ka) (8.20)
L] o, 0 o

avec {T]: 8 [lc‘)] [CL)] 8 (B.21)
0 0 0 [L]

B.4.2. L’'assemblage des plagues trianqulaires

Chaque élément est en orientation ou les angles &8s coordonnées
planes et arbitraire. Les problémes pour défirsrdges locaux et leurs directions
(cosinus) sont donc considérablement plus complguesdans le cas des plagues
trapézoidales.

Un vecteurVij défini en coordonnées globales, on a :
Xj — %
Vi =<y — v /1,j=123 (B.22)
Zj - zi
Les cosinus sont donnés par la division des coares de vectewiz sur la longueur.

AX'X Xo1
S = {Ax‘y} = l{ym} (B.23)

l2

AXz 21
avec : |21 = \/(XZ_)@-)Z"'(yz_y1)2"'(ZZ_Z“L)2
X1 Y21 221

ou Xo1 = Xe—Xi, Yo1 = Yo—Wi, 21 = 22—2
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Notant que la directiorz est normal au plan de triangle, on obtient un wect& donné

par :

Vz =V, XV, (B.24)

la longueur de ce vectelr est donné par :
|z =2A (B.25)

(Aest donné par la formule (D.13))

les cosinus sont données par la formule :

I = AZY == (B.26)
{/1 Zz} 2A
le vecteurdy est obtenus par le produit vectoriel des deux vest® et & :
Ay'xX
Sy =AYy =Fr x5k (B.27)
yZz

B.5. Les coefficients de rigidité

Les coefficients de rigidité},} pour le calcul de la matrice de rigidité réduitatso

données par :

Q, =Q,cos8+Q,,sin*d+2(Q, +2Q,,)sin’ cos 8

Q1‘2 =(Qu+Qpu- 4Q66)5in2 gcos 6 + le(COS4 6 +sin* 0)

Qi = (Q; —Q, —2Qy)sinBcos’ 8+ (Q,, — Q,, + 2Qs,) sin’ fcosh
Q,, = Q,;SiN?0+2(Q,, + 2Q,,)Sin* @cos 8 +Q,,cos 8

Qs = (Q, ~Q, — 2Qy,)sin*Acos 8+(Q, — Q,, + 2Q,,)sin Hcos' 8
QE‘SG = [Qll +Q,, —2(Q, + Q66)]Sin2 @dcos @+ Q%(Sin4 @ +cos 0)

(B.28)
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