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RESUME :

Les compagnies d'assurance sont toujours a la recherche de nouvelles régles pour aller et
pagni 1] gles p

évaluer le risque de faillite et la possibilité de son apparition.

La théorie des risques est venue de nombreuses regles et méthodes pour évaluer la possibilité

de ce danger.

L’objectif de notre travail est d’évaluer la probabilité de ruine & temps infini pour la
compagnie d'assurance (CNAS) de Kolea Nous nous appuyons sur I’approche stochastique et
les résultats de la théorie de risque avec un ajustement de données collecté, De plus nous

réalisons une approche deb simulation pour estimer la probabilité de ruine a temps infinie.

Mots clés : Assurance, test d’ajustement, model de risque, probabilité de ruine, simulation.

ABSTRACTE :
Insurance companies are always looking for new rules to go and assess the risk of bankruptcy

and the possibility of its appearance.
The theory of risk came from many rules and methods to assess the possibility of this danger.

The objective of this work is to evaluate the ruin probability with infinite time of insurance
agency (CNAS) of Kolea, we introduce the stochastic approach and the results of the ruin
theory with an ajustment of collected data. Furetheremore a simulation study is realized in

order to estimate a ruin probability in infinite time.

Keywords : Insurance, ajustment test, risk models, ruin probability, simulation.
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Chapitre I : Définitions Préliminaires et Notions de probabilités

Dans ce chapitre, nous présentons les bases de mathématiques et les définitions préliminaires
nécessaires a la compréhension de ce mémoire, la définition de risque et de 1’assurance et de
la prime d’assurance et la théorie de risque, et nous rappelons quelques lois usuelles de
probabilités utilisées pour la modélisation du nombre de sinistres et les montants de

remboursements.

1. Définitions préliminaires

1.1. Risque :

Le risque correspond a I’occurrence d’un fait imprévisible (ou tout au moins incertain)

susceptible d’affecter les membres, le patrimoine, 1’activité de I’entreprise.
Nous parlons généralement de risque pour traduire une exposition de danger.

Dans le domaine financiers (Bancaire ou assurantielle ...), nous pouvons assimiler ce risque a

une perte probable de valeur. Chacun désire connaitre quel montant il peut perdre.
Le fondement de risque se base sur un arbitrage entre la rentabilité et le risque.

Il est commun de dire que sans prendre de risque, on ne peut rien gagner, Sans prendre de
risque nous ne pouvons pas obtenir une rentabilité. Tout investissement représente un risque,

qui sera plus ou moins élevé selon les déférents types d’actifs financiers.

1.2 Assurance :

L’assurance est 1’activité qui consiste, en échange de la perception d’une cotisation ou prime,
a fournir une prestation prédéfinie, généralement financiére, a un individu, une association ou

une entreprise lors de la survenance d’un risque.

En assurance, on qualifié de risque, la probabilité que la réserve d’une compagnie
d’assurance qui est la différence entre le totale des primes recgues et le total des montants des
réclamations payés, deviennent négative a un certain temps. Ace moment la on dit que la

ruine apparait.
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Une compagnie assure un certain type de risque (incendie, vol, automobile ...), elle touche
régulierement les primes qui paient ses clients, et rembourse les sinistres au fur et & mesure
qu’ils se produisent (ou qu’ils sont déclaré). La compagnie dispose de plus d’une certaine

réserve de capital.

La problématique fondamentale pour une compagnie d’assurance est d’étre en mesure
d’effectuer les remboursements. Si & un instant donné la compagnie ne dispose pas du
montant suffisant pour effectuer un remboursement on dira qu’elle est ruinée. Par
conséquence, la compagnie doit étre solvable a tout instant (la réserve ne doit pas tomber en
dessous de 0), et rentable (La tarification doit permettre a 1’assureur d’engranger des

bénéfices pour rémunérer les actionnaires et les employés).

Le concept de la probabilité de ruine sera basé sur des modeles qui relévent de la théorie de
risque. Ces modeles consistent a la représentation du niveau des réserves comme étant le
résultat de la différence entre les recettes par primes chargées et les payements dus aux

sinistres, enregistré en tenant compte d’un capital initial.
1.3 Prime d’assurance :

La prime d’assurance est le prix que le preneur d’assurance (assuré ou assureur direct) doit

payer pour pouvoir bénéficier de la couverture d’assurance en cas de sinistre.

Cette prime est une prime entierement technique. Elle est modifiée en fonction de la politique
commerciale de la compagnie d’assurance. La prime d’assurance se compose de différentes

parties suivantes :

1. Prime pure : c’est le montant du sinistre moyen auquel devra faire face 1’assureur pour
le risque. Mathématiquement, la prime pure est égale a 1’espérance des pertes E(X).

2. Chargement de sécurité : ce montant vient s’ajoute a la prime pure. Il permet &
’assureur de pouvoir résister a la volatilité (fluctuation) naturelle des sinistres.

3. Chargement pour frais : Ces frais comprennent les frais d’acquisition du contrat
(rémunération des intermédiaires), les frais d’encaissement des primes, les frais de

gestions (loyers, rémunération du personnel,...) et les impdts.
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4. Bénéfice : la partie bénéfice correspond a la marge (positive ou négative) que

’assureur consent a une population en fonction de sec objectifs principaux.

1.4 Théorie de risque :

La théorie de risque également appelé théorie de ruine (TR) appartient aux sciences de la
gestion des risques et & la mathématique appliquée 4  D’assurance.
Il s'agit de I’étude mathématique de modéle stochastique et dynamiques adaptés aux réserves
financieres allouées a un portefeuille de contrats d’assurances de type non-vie (Assurance de

type IARD (Incendie, Accidents et Risque divers)) ou de type vie (sant¢).

La richesse d’une compagnie d’assurance modélise en théorie de ruine par un processus
stochastique caractérise la réserve de la compagnie {R(t), t = 0}, les remboursements doivent

étre comptés négativement, et les primes payées s’ajoutent au capital initial noté wu.

2. Notions de probabilités:

2.1 Lois usuelles :
Les lois usuelles se repartissent en deux partie lois discrétes, et lois continues.

Les Lois discretes sont définies par les probabilités €lémentaires et les lois continues par leurs
densités.

2.1.1 Lois discrétes :

Une variable aléatoire est dite discréte si les valeurs qu’elle peut prendre appartiennent a un

ensemble fini ou infini dénombrable.

Soit A € N (ou Z), on obtient la probabilité¢ de I’événement (X € A) a partir des probabilités
des événements (X = n) pour tout n € N(ou Z), .On dira que "X suit la loi discréte” donné

par p(X =n) pour tout n € N(ou Z), (ou une partie finie de N(ou Z),).
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Table 1 : Lois usuelles discrétes

Nom et symbole Support Probabilités Espérance | Variance
P(X =K)

Bernoulli B(p)

pelo,1[ {0,1} PX=0)=1-p P p(1—p)

PX=1)=p
Binomiale B(n,p)
pel0,1[, neN* {01,...,n} CEpK(1 —p) % np np(1—p)
Binomiale {nn+1,..}
négative BN (n, p) CElph(l—p)*™ n n(l—p)
pel0,1[, neN* F p’
Poisson p(4)
AeR** N Y 2 2
k!

Géométrique G(p) p(1-p)? 1 1—-p
pel0,1] N* p p?

2.1.2 Lois continues :

Une variable aléatoire X est dite continue, s’il existe une fonction f: R — R tel que

VACR px(A) =p(X € A) = [, f(x)dx

f Est appelée densité de X, on lanote fy .

-  Gamma I'(a, 1): avec aeR*™,1eR** , x € R* de Densité

fr@ = Zxt e

a

I'(a)
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FIG 2 : Graphe du la densité de loi exponentiel

- normale V'(m,0?) :x € R,m € Ret ¢ > 0 de densité

=1 _x—m)z
e2\ o

fx(x) = =

Espérance : E(X) = m

Variance : var(X) = ¢?
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FIG 3 : Graphe du densité de la loi normale

Weibull W (c, T) :ceR**, TeR** sa densité

fr () = cTxTlecx”

Espérance : E(X) = cT (1 + ;) (T signifie la loi Gamma)

Variance : var(X) = ¢*[T (1 + %) -T (1 + %)2]
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Density

FIG 4 : Graphe du densité de la loi Weibull

2.2 Fonction caractéristique :

La fonction caractéristique d’une v .a réelle X est la fonction a valeurs complexes définies sur

R est
¢x(t) =E [e itX]
=E[cos(tX)] + iE[sin(tX)]
Si cette variable aléatoire posséde une densité fy, nous avons ¢y (t) = [ fi(x)e™ dx
Si E[(X™)] < oo la fonction caractéristique est n fois dérivable et :
¢* (0) =i*E(X*) ,vk <n.

La fonction caractéristique des moments est trés utilisé pour le calcule des moments

(E(X),E(X?),E(X3),..).
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2.3 Fonctions génératrices et transformé de Laplace :

Soit X une variable aléatoire définit sur un espace de probabilité, on appelle transformée de

Laplace de la loi de X la fonction réelle fy définie par
fe® =2, e f(x) dx = E(e™™)

Soit X une variable aléatoire, on appelle fonction génératrice des moments de la variable

aléatoire X la fonction My (t) définie par :
My (t) = E(e™)

Si X est continue nous avons
_[® itx
My (t) =[_e™ fx(x)
Si X est discréte nous avons
My(®) = ) e™f(x)

De plus, la fonction génératrice des moments est s’obtient de maniére immédiate a partir de la

transformé de la place

My(s) = fx(_s)
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Table 2 : Fonctions génératrice et caractéristique des lois usuelles

Nom et symbole Fonction Fonction caractéristique
génératrice
Bernoulli B(p) q + pet q + pe
pelo,1]
Binomiale B(n,p) (q+ pet)" (q + peit)n
pe]0,1[, neN*
Binomiale négative BN (n, p) P p i
(1 - qet) (1 - qeit)
pel0,1[, neN*
Poisson p(4)
AeR** eMet-1) eMe-1)
Géométrique G (p) etp eitp
pE]O,l[ 1-— qet 1 = qeit
Gamma I'(a, 1) (1+6t)7* (1—iot)7*
aeR**, BeRH*
Exponentielle £(1) (- E)—l (1- i_t)_1
AeR** A z
2 2:2 242
normale V' (m, 62) e(ut+" ) e(uit—%)
xER,meReta >0
Weibull W (n, 7
cibu m.B) BT'(1 +E)

neR**, BeR™

2.4 Produit de convolution :

Le produit de convolution de deux fonctions réelles ou complexes f et g est une autre

fonction qui se note généralement < f * g > et qui est définie par :

12
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+0o0

Frgd) =] flx-tg®dt=| [f(Og(x—1t)dt

—co —co

L’étude de produit de convolution nous permet de déterminer la loi d’une somme de

variables aléatoires.

Par exemple, soit X; et X, deux variables indépendantes de méme loi de densité fy alors la

densité de X; + X, est la convolution

400

(fx * fr)(x) = O fx(x —y)dy

—00

De méme pour n > 1, on note

fx*n(x) = fx * o * fx(X)

n fois
2.5 Processus stochastiques :

Un processus aléatoire généralise la notion de variable aléatoire. Il est défini comme une

famille de variables aléatoires (X (t))¢so-
2.5.1 Processus a accroissement indépendants et stationnaires:

- On dit qu’un processus (X(t)):so €st & accroissement indépendant si pour tout n > 0,
pourtout0 < t; < t, < -+ < t,, les variables aléatoires

X(1), X (t2) = X (81), X (t3) — X(2), o, X (80) — X (t—1)

sont indépendantes.
- On dit qu’un processus (X (t)):>o est & accroissement stationnaire si la loi Xy, — X;
ne dépend que de la longueur h de P’intervalle [¢, t + h],
i.e Pourtoutt,s =>0eth=>0

Xt+h - Xt L

= Xs1n — Xs
oi

2.5.2 Processus de renouvellement : Soit F une fonction de répartition continue telle que
F(0) = 0. Un processus de renouvellement est un processus ponctuel sur R*représentant

les instants d’occurrence d’un événement tel que les durées inter-occurrences successives

13
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sont des variables aléatoires réelles indépendantes, de méme loi, de fonction de répartition F.
Un tel processus peut &étre défini indifféremment parla suite (X,,) des durées entre les

occurrences successives, et la suite (T;,) des instants d’occurrences (Vn=>1, T, =X; +

et X))

2.5.3 Processus de poisson :

On appelle processus de poisson homogene d’intensité 4, un processus N (t) satisfaisant les

propriétés suivantes :

e N(t) est un processus a accroissement indépendant.

e N(t+ h)- N(t)~P(Ah), pour tout t.

Soit {t; ,i = 1} une suite de variables aléatoires i. i.d de loi exponentielle de paramétre 1 > 0
et pour tout n > 1, si on note T,, = )i~ T; , alors le processus de poisson N(t) d’intensité

constante A est défini par N(t) = Yp-1 11, <5

N (t) Est un processus de poisson d’intensité A Vérifié :

- PN = k) = B e,
- E(N®) = At

- wvar(N()) = At

2.5.4 Processus de poisson composé:

Une variable aléatoire § = X; + -+ + Xy suit une loi de poisson composé de parametre 1

et de loi Fy, si N (t)suit une loi de poisson.
Avec :

- Les variables X; sont i.i.d de loi Fy .
- N(t) suit une loi de poisson p(1) .
- Les X; et N(t) sont indépendants.

14
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Remarque : le modéle généralisé de processus de poisson est appelé somme de processus
composé.

Si K > 1fixéetS,, ... ,Sk des variables aléatoires de poisson composé indépendantes, S; suit
une loi de poisson composé de paramétre A; et de loi F; avec 1 <i < K.

La variable YX , S; est poisson composé de paramétre A et de fonction de répartition F,
1
telque: A=3YK, A et F(x) = KZ{‘;l Ai Fi(x)
La simplicité du processus de poisson donne des résultats importants concernant le calcul de

la fonction génératrice des moments.

2.6 Queue des distributions :

En théorie de probabilité et en statistique, la queue d’une loi de probabilité est le

comportement de la loi de probabilité dans la zone éloignée de sa valeur centrale.

Soit X une variable aléatoire positive

On dit que la loi de X est a queue fine, s’il existe y > 0 tel que

P(X>t)
evt

lim;_, ;0 SUp < oo

Silim;,, o Sup P(X > t)e¥* = oo , pour y > 0 on dit que la loi de X est a queue lourde.

2.7 Les tests statistiques :

11 s’agit de faire un choix entre plusieurs hypothéses possibles. On met en avant une
hypothése nulle est notée (Hy), nous souhaitons vérifier si (Hy) est vrai, alors que deux

hypothéses seulement sont possible, (Hy) et une hypothése alternative (H;).
2.7.1Test d’adéquation de Kolmogorov-Smirnov :

En statistique, le test de Kolmogorov-Smirnov est un test d’ajustement. La différence avec le
test de X'? qu’il est fondé sur les fonctions de répartition plutdt que sur les densités. Ce test
est utilisé pour déterminer si un échantillon suit bien une loi donnée connu par sa fonction de

répartition continue F;, On veut tester I’hypothése
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Hy : F = Fycontre Hy : F # F,

2.7.1.1Fonction de répartition empirique :

On appelle fonction de répartition empirique associé aux n échantillons X4, X5, ..., X,, la

fonction :
1on
Fy(x) = ;Zi=1 1Xisx-
Ou d’une maniére différente-:

On commence par trier par ordre croissant les valeurs les valeurs X; de 1’échantillon, on les

appelle les statistiques d’ordre.

La fonction de répartition empirique est défini par

0 pour x < Xy
i

E(x) = N pour X; < x < Xj4q
1 pour x = X,

On mesure 1’adéquation de la fonction F,(x) a la fonction de répartition F(x) au moyen d’une

distance particuliere dite de Kolmogorov-Smirnov.
2.7.1.2Distance de Kolmogorev-Smirnov :

Pour obtenir cette distance, on calcule la différence entre F, (x) et Fy(x) aux points X; et on

cherche le maximum selon la formule

[ f==1
Dics(Fo, ) = max {[Fo (%0 — =], [FoCto - =}

On compare la valeur obtenu avec une valeur critique D, (n) fourni par la table de

Kolmogorov-Smirnov .Si Dgg > D, (n), on rejette Hyavec un risque a de se tromper.
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Chapitre II : Introduction a la théorie de risque

Ce chapitre est considéré comme étant une introduction a la théorie de risque, on présente le

modele de risque pour la modélisation de réserve d’une compagnie d’assurance.
1. Modéle de risque :

La théorie de la ruine est un domaine des sciences actuarielles dont le but est de modéliser la
réserve d’un portefeuille d’assurance par un processus stochastique {R(t),t =0} , ou la

réserve au temps t est donné par

N(t)

R(®) =u+Ct—ZXi
i=1

Ou R(0) = u est le réserve initiale, C représente le flux des primes généré par le
portefeuille a I’ instant ¢. On tient aussi compte Z?’:(? X; le montant total des sinistres agrégés

a I’instant ¢, on le modélise par ’un des modeles suivant, individuel ou collectif.

2. Mod¢élisation de montant total de sinistre :

2.1 Modg¢le individuel :

le modéle individuel modélise la charge totale générée par les sinistres individus par individus
Y= X;I; oun estle nombre des assurés ou ’effectif de portefeuille de ’assurance, et I; la
variable aléatoire de Bernoulli indiquant si 1’assuré i a subi un sinistre sur la période [0, t],

X;variable aléatoire positive indépendante de I; représente le montant de i-€me sinistre.

Ce modele est souvent utilis€ en assurance santé lorsqu’on considére un groupe de
n employés d’un entreprise ou il difficile de modéliser les pertes par les variables de méme
loi. En effet, chaque employé a une couverture différente (en fonction de leur salaire) et

comportement différent(les dépenses dépendent notamment de 1’4ge des employés.
2.2 Modé¢le collectif :

On définit la charge sinistre totale sur une période t dans le modéle collectif par la variable

N(t)

aléatoire : };; ;" X; ouN(t) et X; sont des variables aléatoires dans N et R " (respect)

représentant le nombre des sinistres dans la période considéré (souvent un an) et le cofit de la
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i-éme sinistre (respect). Les (Xj);=1sont supposés indépendant et identiquement distribués, et

indépendant de N (t).

L’un des outils les plus puissants pour comprendre 1’évolution de la richesse d’une
compagnie d’assurance est la modélisation stochastique. L’équilibre a long terme des résultats
de la compagnie d’assurance correspond en théorie de ruine a la notion de probabilité de

ruine.

La probabilité de ruine permet d’évaluer le risque pour une compagnie d’étre en état de
faillite (le passage du surplus de la compagnie en dessous d’un certain seuil permettant

d’alerter la compagnie sur son état financier déficient).
Pour calculer la probabilité de ruine d’une société d’assurance, nous commengons par ajuster :

- Une loi pour les montants des sinistres

- Une loi pour le nombre des sinistres

Filip Lundberg, et Hald Cramer en 1903 [12 ,5], ont proposé le premier modéle pour
modéliser la richesse de 1’assurance, ce modele est dit de poisson composé ou aussi dit de

Cramer-Lundberg.

Dans ce modéle Cramer et Lundberg ont proposé une loi pour le nombre des sinistres, et
une pour le montant des sinistres. La simplicité mathématique de ce modéle permet d’obtenir

de nombreux résultats explicitement.

En 1957, Sparre-Anderson [1] propose une extension de mode¢le classique, ce nouveau
modele dit de Sparre -Anderson.
Donc, le mode¢le de Cramer-Landberg differe a ce de Sparre —~Anderson par les distributions
caractérisant le processus de nombre des sinistres, et les distributions associés aux montants
de sinistres. Deux types de distribution sont assignés a deux types de risque, distributions a
queue fine au cas de petits risques ou distributions a queue lourde au cas de grands risques.
Concernant les nombres de sinistres, trois lois discrétes regroupées dans une famille connue

sous le non de la famille Panjer.
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3. Modgé¢le de ruine classique:

Le modele classique de ruine est celui de Cramer-Lundberg ou P/G, désigné aussi sous le
nom de poisson compos€. A été introduit en 1903 par 1’actuaire Filip Lundberg [12] et connu

comme le base du fondement du risque.

La notion P/G, emprunté de la théorie des files d’attentes fournit I’information au sujet des
lois des arrivées et des montants des réclamations des sinistres. La lettre G signifie général et

P signifie poisson [10].

L’idée de ce modele est de modéliser le comportement du la richesse d’un assureur par deux
flux monétaire. Le premier, modélise les revenus des primes et le deuxiéme pour les

versements des prestations qui sont aléatoires.

Les  sinistres se  produisent a des datess Ty =0<T,<:-<T,<:
on note {t,,n = 1} la suite des intervalles entre deux sinistres définis par 7, = T, - Tp—1,
n =1 appelés aussi les inter-arrivées (inter-sinistres), {7, ,n = 1} forment une suite de

variables aléatoires indépendante et identiquement distribuées de loi exponentielle.

Le processus stochastique régissant 1’évolution de réserve financiére est supposé étre de la

forme
R@®) =u+ct—-Yr0Ox, 2.1)

On définit également le processus de surplus {S;,t = 0} qui représente la perte total a
I’instant t)

S; = u= R(t) (2.2)
3.1 Hypothéses du modéle Cramer-Lundberg :
Les Hypotheéses du modéele de ruine de Cramer-Lundberg sont :

= u > 0 est la réserve initiale de la compagnie d’assurance. Une compagnie d’assurance
dispose d’un capital initial, qui augmente réguliérement grice aux cotisations des

assurés, mais diminue ponctuellement lors des remboursements de sinistres.
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- ¢ >0 le taux de cotisations recues continument dans le temps (¢ est appelé temps
instantané de prime) Supposant que la prime pergue par 1’assureur est linéaire en
fonction du temps.

c-a-d p(t) = ct est la prime pergue sur I’intervalle de temps [0, t[, c’est appelé taux
instantané de prime.

- N(t) est un processus de poisson homogéne d’intensité 1 modélise le nombre des
sinistres jusqu’au I’instant £.

Le i®™¢ sinistre se produisant (ou étant déclaré) 4 la date i a un cofiit pour la compagnie
d’assurance X;. Le nombre des sinistres a la date ¢ est li€ aux dates des sinistres par la
relation N({t)=neT,<t<T,_;.

= (Xi)i>o Suite de variables al€atoires strictement positive, identiquement distribués et
indépendantes (I’indépendance de montant des réclamations se caractérise
naturellement, ca le montant d’une réclamation est une estimation de dégat causés par le
sinistre qui n’influe aucunement sur les montants des autres réclamations) , avec moyen
[ et variance ¢, indépendant de N (t) représentant le montant de i™® sinistre, d’ot le
processus des montants total remboursé par 1’assureur Z?’:(g) X; forme un processus de

poisson composé.

3.2 Cas particulier : Modéle Lundberg ou P/P :

Un cas particulier du modéle de Cramer-Lundberg est le modéle de Lundberg appelé aussi
modéle P/P. Ce modéle se caractérise par la distribution exponentiel des montants des
réclamations, ¢’est-a-dire

Fe)=1—e v 2.3)

On appelle O coefficient de chargement de sécurité (parfois appelé coefficient de chargement

technique), il est définit par
c=Au(1+86) (2.4)

Le coefficient Au est interprété comme le montant moyen des sinistres par unité du temps. Il

apparait prudent que ’assureur fixe un taux de prime ¢ supérieur a Ay pour que en
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moyenne, les primes regues soient supérieures aux indemnisations pay€s par la compagnie

d’assurance. En effet, nous avons les propri€tés [2] suivantes :

1. Sif > 0, cela garantie d’aprées la loi forte des grands nombres que le processus de
réserve tend presque surement vers +oco (on appelle condition de profit net
I’hypothése 68 > 0).

2. Si6 <0, alors R(t) tend vers —oo presque surement quand ¢ tend vers co.

4. Modéle sparre-Anderson :
Le mode¢le de Sparre-Anderson [1] relache la contrainte que la distribution des temps inter-
sinistres soit exponentielle. Dans ce modéle, le processus du montant des sinistres agrégés

N(D)
Yizy

X; est un processus de renouvellement composé, il s’agit donc d’une généralisation du
modele poisson composé. Le processus du nombre de sinistre {N(t),t = 0} est un processus
de renouvellement ou les temps inter-sinistres {z;,i € N*} forment une suite de variable
aléatoires indépendante et identiquement distribuée, ou 7; représente le temps entre le
(i—1)° et  lei® sinistre (tyest le moment du  premier  sinistre).
Les variables aléatoires {t;, i € N*} sont distribués avec fonction de densité de probabilité f;et
fonction de répartition F. Les variables aléatoires des montants des sinistres {X;,j € N*}, ou
Xj représente le montant j° sinistre sont supposés indépendantes, positives et identiquement

distribué avec fy comme fonction de densité de probabilité et Fy comme fonction de

répartition.

4.1 Distribution du nombre des sinistres :
Le nombre des sinistres sur une période de temps donnée [0, t] est supposée distribué selon
une loi de poisson, une loi binomiale ou une loi binomiale négative. Ces trois lois

appartiennent a la famille de Panjer.
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4.1.1 La famille de Panjer :
La famille de Panjer est caractérisée par I’existence d’une relation de récurrence particuliére
entre leur masse de probabilité.
Le nombre de sinistres est modélisées par une variable discréte a valeur entiere, notée N (t) .
Parmi les distributions de N(t) possibles, on s’intéresse a celles dont les masses de

probabilités vérifient la relation de récurrence
3a€R bERT,VKEN, P=(a+2)Py (¥
La proposition suivante nous donne les conditions sur les paramétres « et b, pour que la loi

des nombres des sinistres suit une loi poisson, Binomiale ou binomiale négative.

Proposition 1 :
Une variable aléatoire de comptage, notée N (t), dont la masse de probabilité sont liés par la
relation de récurrence (%), suit une loi de poisson, une loi binomiale ou une loi binomiale

négative, plus précisément :

e Sia=0,alorsb=41>0,et N(t)~p(4)

e Si0< a<1,alorsa+b>0etN(t)~BN(n,p)

e Sia<O0,alorsan €N, telque b ==a(n+1),donc N(t)~B(n,p) ,avec
p=ala—1)"tet n=—1+ba™?

4.2 Distribution des montants des sinistres :

Il est important dans la théorie de risque de connaitre le type de queue d’une distribution. En
général on n’aime pas avoir des queues épaisses qui signifient que les événements de grande
amplitude ont une probabilité assez forte d’arrivez. Une grande catastrophe, méme si elle

arrive rarement, est trés lourde de conséquences pour les compagnies d’assurances.

On distingue deux types de distributions associées a deux types de risque, on parle de
distributions a queue légere (Exponentielle, Gamma, ...) par opposition aux distributions a
queue lourde ou distribution des valeurs extrémes (Log-normal, Pareto, ...) caractérisée par la

non définition de la fonction génératrice des moments.
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L’étude de la probabilité de ruine et notamment son comportement asymptotique vont

dépendre significativement de type de la loi de montant d’un sinistre X(queue fine ou lourde).

Historiquement, Lundberg et Cramer ont fait leur étude pour les lois a queues fines, qui ont
I’avantage d’étre plus simples & manipuler. Cependant des études statistiques ont montré que
des événements comme les catastrophes naturelles, tremblements de terres relativement rares
mais d’un colit trés élevé, ne peuvent étre modélisés par des lois a queues fines. La théorie du

risque s’est donc développée également pour des lois a queues lourdes.

4.2.1 Distribution & queue fine : Cas des petits risques
Proposition] :

La distribution Fy(x) est dite a queue fine si seulementsi 3a > 0,b > 0 tel que
Fy(x) =1—Fy(x) <ae™P*
Ou de fagcon équivalente si la fonction génératrice des moments de X est définit sur un
voisinage de 0).
Exemple de lois a queue fine :

- Loi exponentielle £(B).

- Loi Gamma I'(a, )

- Loi Weibull de parametre ¢, T avec T > 1.

- Mélange exponentielle §; > 0,Y™, a; fx(x) = X, (a;f:eF¥)
Dans le cas des petits risques pour évaluer la probabilité de ruine, on aura besoin de faire une

hypothése supplémentaire : I’existence de coefficient d’ajustement.

4.2.1.1 Coefficient d’ajustement :
Dans le cas des montants de sinistres distribués selon des lois a queue fine, le calcul de

coefficient d’ajustement joue un rdle trés important pour le calcul de la probabilité de ruine.

Soit ¥y = Sup, My (z) < o, le coefficient d’ajustement noté R est la solution positive de
1I’équation
1+ (14 0)uR = My(R) R<7y. 2.5)
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4.2.1.1.1 Majoration de coefficient d’ajustement :

Une solution analytique existe pour quelques distributions de montants des sinistres.
Dans certain cas quand il est difficile de trouver une expression analytique de coefficient
d’ajustement, on cherche une majoration.

Le coefficient d’ajustement R satisfait I’inégalité suivante

20u
R < @ (2.6)

Ou
12 = EX?

Dans le cas ou il est possible de calculer les moments d’ordre trois 4, on peut améliorer la
majoration de coefficient d’ajustement trouver précédemment par
12u6

R< 2.7

3u(2)+\j9(u(2))2+24u u®e

On pose D(z) = 1+ (1 4+ 0)uz= Mx(z), le coefficient d’ajustement R > 0 est une
solution de 1’équation D(R) = 0.
Pour obtenir une solution R > 0, nous pouvons utiliser la formule de Newton-Raphson
_ D)
D'(R i)

Rj+1 = R] (2.8)

Ou

__26u

Ro—ﬁ

.9)
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4.2.2 Distribution 2 queue lourde : cas des grands risques
Proposition 2 :
La distribution Fy (x) est dit & queue lourde, si pour touta > 0,b > 0
Fy(x) > ae™P*

(Ou d’une maniére équivalente, si My(z) = o).

Exemple de lois & queue lourde :

- Weibull :de paramétrec > 0,7 < 1.

. (og(x)-m)?
- Lognormal : de paramétre y € R,0 > 0 fy(x) = = 202
- . 2 _ =.% ¢V qa
Pareto : de paramétres & > 0,v > 0 fx(x) — (v+x)
at xtTy®

- Bur : de paramétres @ > 0,v > 0,7 > 0 fy(x) =

(V+x1)a+1

(2.10)

Dans le cas des distributions & queue lourde, la fonction génératrice des moments n’est pas

définie.

Définition 2 :

Soit Y une variable aléatoire positive, Sa loi est dite sous exponentielle si pour une suite

(Y))isolid de méme loi Y, avec S,=Y; + -+ Y, M,=max(Y;,...,Y,) .Ona

P(Sp>t) _
P(My, >t)

lim; e pourtout n > 1

Les grandes valeurs de la somme de variable aléatoire iid sous exponentielle sont donc dues a

leurs maximums (la loi sous exponentielle est a queue lourde).

Le théoréme suivant nous permet de déterminer si une loi est sous-exponentielle.
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T e e B O e e e A Y e 7 e s e P e T O e e T (R )

Théoréme 1 : Supposons que X soit une variable aléatoire positive, avec densité f et posons
_ _fx)
q(x) air— >0 (2.11)
Alors la loi de X est sous-exponentielle si q(x) est décroissante dans un voisinage de I’infini

et la fonction x — e¥9®) f(x) est intégrable sur R*.

Donc les lois Weibull, .Lognormal, Pareto sont sous —exponentielle.

4.3 Fonction de répartition, Fonction génératrice des montants de sinistres:

4.3.1 Fonction de répartition :
On considére la variable Zy ;) représentante les remboursements totale dans la période [0,t],

Alors la fonction de répartition de Zy ;) est :

FZN(t) (x) = XiZoPn Fx" (2.12)
Avec

Pn =P(N(t) = n)
Fy™ est la fonction Fy convoluée n fois avec elle-méme.

Et sa densité

Fane @) = TRoPa i) 2.13)

4.3.2 Fonction génératrice :

La fonction génératrice des moments de Zy est donnée en fonction de la fonction génératrice

des probabilités de N, et de la fonction génératrice des moments de X

MzN(t) (s) = Myt (In(Mx (s))) (2.14)

26



Chapitre II : Introduction a la théorie de risque

4.3.3 Moment de Z ) :
L’espérance mathématique de Zy ;) est donnée par
E(Zywy)= E(N()EX) (2.15)
La variance est donnée par
var(Zye) = EWN(8)var(X) + E(XHvar(N(t)) (2.16)

En générale, la fonction de répartition de est difficilement calculable. Cependant, il existe

certains cas ou on a des résultats analytiques plus ou moins faciles a utiliser.

4.4 Cas particuliers :

1) Si Le nombre de sinistres N(t) est supposées distribué suivant une loi poisson de
parametre A, et Fyest la fonction de répartition d’un montant d’un sinistre X. Alors la

variable aléatoire Zy ) suit une loi de poisson composé de paramétre A est de fonction de

répartition Fy, et de fonction génératrice des moments de donnée par

My, (s) = e Mx(5)~1) @.17)

Moments de Zy;:
E(Zyw) = 2EX)
var(Zye) = AE(X?)

2) Si Ngsuit une loi géométrique G(f) et les montants de sinistres X;suit une exponentielle

de moyenne 6
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La valeur exacte de la probabilité de ruine peut €tre calculée dans le cas du modele de ruine
classique en utilisant la transformé de Laplace, mais dans le cas des distributions des montants
de sinistres & queue lourde, le calcul de la transformée de la place est trés difficile a trouver, il

existe des formules qui donne des valeurs approximatifs de la probabilité de ruine.

Dans ce chapitre, nous allons donner les définitions de la probabilité de ruine et énoncer les

différente résultats et formules pour le calcul de la probabilité de ruine
1. Définition de la probabilité de ruine :

La ruine d’une compagnie d’assurance intervient lorsque le montant des réserves tombe a

zéro. Donc, on définit

L’instant de ruine noté T associé a un réserve initiale u est défini par

tw)=inf{t=>0:R, <0} = inf{t=0: S; >u} 3.1)

La probabilité de ruine avant I’instant 7' ou la probabilité de ruine a 1’horizon de temps fini est
définie par

Y, T) = p(infeeor) Re < 0:R(0) = u) (3.2)
La probabilité de ruine ultime ou probabilité de ruine a horizon de temps infini, définie par

P(u) = P(infsg R, < 0: R(0) = u) (3.3)
Ou, on la définit d’une maniére différente

Supposant L = Supg<t<w{S:}, donc la probabilité de ruine a temps infini est écrite

Y(w) =p((u) <) =p( >u) (3.4)

La probabilité complémentaire, ou probabilité de non ruine (ou de survie) notée ¢ est définie
par :

dpw) =1-9) (3.5)

Apres la définition de la probabilité de ruine, nous passons a 1’étape suivante qui est le calcul

de la probabilité de ruine en temps infini.
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En général, il est difficile de trouver une valeur exacte de la probabilité de ruine, mais il
existe quelques méthodes qui donnent la valeur explicite de la probabilité de ruine, dans le cas

ou le montant de sinistre suit une loi Gamma, Géométrique ou mélange de 2 exponentielles

2. Probabilité de ruine exacte a temps infini
Le calcul exacte est basé sur le calcul de la transformé de Laplace pour la distribuions de
montants des réclamations, ou bien la fonction de répartition, Dans ce cas il existe des

expressions analytiques simple qui donne la valeur exacte de la probabilité de ruine.

2.1 Formule de Pollaczeck—=Khinchine :

La formule de Pollaczeck—Khinchine pour le calcule d la probabilité de ruine

Y@ =1- plL Sw=1--=32, () F @) (3.6)

1+6
Ob  F;™(u) estlan™ convolution de la fonction F;.
L est une variable aléatoire représentant la perte maximale agrégée (maximum agregate loss)

L est définit par

L =S(w) + (Swy) — Swe)) + -+ (S(wng) — S(Wng-1)) B
On peut déduire que
L = sup;»o{S(w;)} (3.8)

On se rappelle le processus S(t) de la perte total a I’instant ¢

S®) =u—R(E) =3 DX, —Ct (3.9)

Ou {w;};ey est la suite des montants ou la réserve atteint un nouveau pic (En terme de
processus R(t), si le montant initial investi par ’assureur est R(0) = u, alors chaque fois le

processus plonge en bas de zéro, on observe record du processus S(t)).

6

Ng; est une variable aléatoire distribué selon la loi géométrique de parametre oy @ le

chargement de sécurité) représente le nombre des chutes de processus R(t), et L est une

variable aléatoire géométrique composé.
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On a clairement

YW =pl>u)et p(u) =p(l <u) (3.10)

Si le capital initial u = 0, il est facile d’obtenir la formule exact de ¥ (u) a partir de la

formule de Pollaczeck—Khinchine. On obtient

1

P = = (3.11)

Remarque: Nous présentons une collection de résultats pour le calcul de la probabilité de

ruine a temps infini (1), avec en supposons que la loi des N; est géométrique.

2.2 Résultats de probabilité de ruine exacte :
Dans le cas ou les distributions des montants de sinistres (remboursements) sont a queue fine
(Light-tailed distributions), il existe des résultats analytiques de la formule de probabilité de
ruine.
Les résultats suivants de la probabilité de ruine sont donnés en fonction de la loi de

probabilité des montants des sinistres :

2.2.1 Distribution exponentiel:
Un parmi les premiers résultats de la probabilit¢ de ruine, la formule explicite de la

probabilité de ruine pour montants de sinistres exponentiels avec un parameétre 8

w(u) = —exp (_ﬁ;u) (3.12)

1+6

2.2.2 Distribution gamma :
Une recherche est faite par Grandell et Segerdedahl. Pour une distribution gamma de
parametre @, 5, si lamoyenne y = 1 et a < 1, et R représente le coefficient d’ajustement.

La valeur exacte de y(u) est donné par

9(1—§)exp(—Ru) af sin(am) I
1+(1+0)R—(1+6)(1—3) T

Y(u) = (3.13)
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Ou
@ x%exp{—(x + Dau

I= o [x*{1+ a1+ 0)(x+ 1)} — cos(an)]? + sin?(am) i

Cette intégrale est convergente donc I est finie.

L’hypothése sur la moyenne n’est pas restrictive. Etant donné que pour les réclamations X

avec une moyenne arbitraire (4, nous avons que
u
Pr(w) = vy, (%) (3.14)
2.2.3 Me¢lange de deux exponentielles :

. N o ed 7 J
Pour des réclamations {X]}]il de distribution mélange de deux exponentielles avec les

paramétres a, § etles poids g, 1 — q , en utilisant la transformée de Laplace d’inversion, on

peut obtenir une formule explicite :

VW) = ey P~ exp(-ru) + (n — pexp(-rw)}  (3.15)
Ou
p+0(a+p)—[{p+6(a+p) —4apo(l+0)] 72
n= 2(1+0)
p+6(a+p)+[{p+0(a+p)y —4apo(l+0)] 72
2= 2(1+0)
Et
p=a(l—p)+pp
Avec

qa~t

Tqa T+ (1-q)BT

p
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2.3 Calcul de la probabilité de ruine exacte pour le modéle classique de ruine :

La probabilité de ruine exacte a ’horizon infini dans le cas de modéle classique de ruine est

donnée par la formule suivant

v = (1-2) 3z, (1-2) 7w (3.16)
Ou (FH)™ = 1 — (F§)*™, (F§)™est la né™econvolution de F
Telle que  Fy(2) =% foz(l —Fy(y)dy z=>0.

2.3.1 Application au modéle de Lundberg P/P :

En utilisant la formule précédente, nous allons déduire I’expression exacte de (), pour le

modele de risque de Lundberg (P/P),
Y@ = (1 - p) Xa=:(1 — p)"™ (Fx)™(w) (3.17)
Avec : p=—

Pour des montants des réclamations exponentielles de paramétre §, nous avons

Fy(u) = {1 ‘(')e_au e 5 0 (3.18)
Calculons
Fox(w) = 8 f; (1 — Fx ()dy (3-19)
FEy(u) = 5[:6"53’6131 = § (:63) [e—au]:)‘ = ] —g~ 0% (3.20)

Alors FSy(u) = Fxy(u) u€R.

(F$)™™ Représente la n°™convolution de F3y. Puisque nous avons I’indépendance de n

variables aléatoires X;,i = 1,n de distribution commune (&) .

Donc (Fz)*™ est la fonction de répartition de la somme de n variables aléatoires X;.
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R e e e e e e e e e e e T e e

Nous utiliserons la transformée de Laplace a fin de déterminer (F¢ )™ .

Ona fx (@ =[HR®]"

fe@® = [ fix (e~*dt = [ 5e~@igy = = (3.21)
D’ou fX "(t) = [6_5] est la transformée de Laplace de la loi d’Erlang (5,n)
La densité de probabilité est donnée par
B0 =" r20 (3.22)
La fonction de répartition est donnée par
FM®) = (F)™ (0) = "2 =  — yprg -0 O (3.23)

Ce résultat signifie que la somme de n variables aléatoires indépendantes de distribution

exponentielle de méme parametre § est une loi d’Erlang (6, n).

Alors :

* -5t (6t
FXn(t) ZTL 1o St kl) (3.24)

Ainsi
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_ -5
=1 —-ple™®™ T g p"
k=0 n=k+1

(o]

(Su)" pk+1
= = —éu
(1 =pe z kl' 1—-p
k=0

poou T (PO _

T pe—é‘uepSu

k=0

Finalement, dans le cas de nombre de sinistre suit la loi de poisson de paramétre A et des
montants exponentielle de parametre §, la formule qui donne la valeur exacte de la probabilité

de ruine a I’horizon infini est

Yu) == e~ (6O (3.25)

[«

Dans la partie suivante, nous allons énoncer la littérature de la théorie de ruine et nous
constatons que la probabilité est calculée d’une maniére approximation les deux cas de la

distribution des montants de sinistre (réclamations) a queue fine ou a queue lourde.
3. Approximations de la probabilité de ruine en temps infini

Lorsque la distribution des montants de réclamation est exponentielle (ou trés proche), de

simples résultats d’analyse de la probabilité de ruine en temps infini peut étre possible.

Pour plus général des réclamations avec queue lourde (Heavy-tailled), la technique de la

transformée de Laplace ne fonctionne pas.

Nous allons présenter des différents résultats pour I’approximation de la probabilité de ruine.

3.1 Approximation de Cramér-Lundberg :

Nous pouvons obtenir une formule approximative pour () pour u assey grand.
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Cramér-Lundberg a donnée la formule asymptotique de probabilité de ruine
Yo (u) = Ce R (3.26)
Ou
C=0p/{M'x(R) = u(1 + 6)} (3.27)
Et R représente le coefficient d’ajustement.

L’application de Cramér-Lundberg est exacte pour les loi a queue fine mais il faut s’assurer

que R existe, pour la loi exponentielle la probabilité de ruine est exacte.

3.2 Approximation exponentielle :

Cette approximation a été proposé et dérivés par De Vylder, il nécessite que les trois

premiers moments de remboursements d’étre finis .

—u(2)
Zudu—it (3.28)

Ye(u) =expy—1- Py
J @@+ Goun®

3.3 Approximation de Lundberg :

La formule suivante appelée 1’approximation de Lundberg .Il ne nécessite que les trois

premiers moments d’étre finis.

_ u@\ 20p2u® —2u6u
vu () = {1+ (ou—22)* ; (Z))3}exp e (3.29)
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3.4 Approximation de Beekman-Bowers :

L’approximation de Beekman-Bowers utilise la représentation suivante de la probabilité de

ruine.
Y(u) =P(L >u)=P(L>0)P(L>ulL>0) (3.30)
L’idée de I’approximation est de remplacer la probabilité conditionnelle

1—P(L >u/L > 0) Avec un Gamma de la fonction de distribution I'(u) par 1’ajustement

de trois premiers moments. Cela conduit a :
1
Pps ) = 55 (1 - TW) (3:31)

Ou les paramétres a, f de I' sont données par
4#(1)#(3)
a={1+<m—1 0 /(1+9)
et

4.# (1)11' 3)

L’approximation de Beekman-Bowers donne plutét des résultats précis. Dans le cas
exponentiel, la formule est exacte. Il peut étre utilis€é seulement pour les distributions a

moments jusqu’a I’ordre 3 finis.

3.5 Approximation de Renyi :

L’approximation de Renyi peut &tre dérivée a partir de (3.33) lorsque 1’on remplace la
distribution Gamma avec une exponentielle. Par conséquence, il peut étre considéré comme
une version simplifiée de I’approximation Beekman-Bowers

1 2uWoy
Ve = S5 e {~ o) =3I
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3.6 Approximation de Vylder :[7]

L’idée de cette approximation est de remplacer le processus de surplus S, avec le processus S,
des montants de sinistres exponentiel. Telles que les trois moments du processus de coincider,
a savoir Esf = ESK  pour k = 1,2,3. le processus S, est déterminé par les trois paramétres

(/T, 0,8 ) ainsi, les paramétres doivent satisfaire

Puis I’approximation de De Vylder est donnée par

Pov(W) = Texp (— 13) (333)

146

3.7 Approximation de 4-moment Gamma De Vylder :[7]

L’approximation de 4-moment Gamma De Vylder, proposé par Burnecki, mista et weron
(2003) est basé sur I’approximation De Vylder d’idée de remplacer le processus de surplus S,

avec un autre processus S; pour lesquels ’expression de 1(u) est explicite.

Cette fois, les parametres de la nouvelle procédure sont calculés avec des montants de
remboursements distribué avec une loi Gamma et appliquer exactement la formule exacte de
la probabilit¢ de ruine pour des distribution gamma .Par faire correspondre les quatre
moments de S; et S;, notons d’abord que processus de surplus 5, des montants de distributions

Gamma est déterminée par les quatre paramétres (1,0, Z, @) .

Depuis
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ESt = —HA[lt,
Es? = 1@t + (But)?,

Est = au®t — 4(au®t)(02ut) + 3(/1u(2)t)2 +6(ApPDt)(0Apt)? + (BAut)*,

Et pour la distribution Gamma

@ _?
IJ(B) = 7(211(2) — ﬁZ)

_ I . s
g = _IIT(Z#(Z) - MZ)(gﬂ(Z) — 2”2)
Les paramétres(/T, 0, i (2)), satisfaire aux équations
OAu = B2Aja
@ = 1@
B = j(zﬁ(Z) - ﬁz)ﬁ(z)/ﬁz

w® = 1(2a® - p?)(31® - )i @/ ir?

Par conséquent

(@) (u®)”

A= LOu® = 2O 2u @O p® — 37

ou{2(n®)’ — p@p®}

N PIOYME

3(11(3))2 —2u®y @
- L@ G)

=i
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—(2) _ {u(Z)uM) — 2(#(3))2} {Zu(z)ﬂ(ll) _ 3(M(3))2}
T (u®p®)2

Nous avons aussi besoin de supposer que p@u® < %(u3)2 pour s’assurer que g > [i?
etZ,i® > 0. Dans le cas ou cette hypothése ne peut pas étre satisfaite, nous avons
simplement mis I = p et ne pas calculer le quatriéme moment, ce cas conduit a :

1o 2Aw®)
- p® +u®p)

T
h=pu
oy _ H(® +u®u)
- 21 (2)
Nous obtenons I’approximation
- _BR
9(1—§)e @ @0 sin(amr) I (3.34)
== "

Yameov () = @ )R-(8) (1 D)

Ou
0 xc‘ze—(x+1)ﬁudx

e o [x%{1+ a1+ 6)(x+ 1)} — cosan]? + sin2(an)

Et (@, §) sont donnés par

a= =

a® —
-
P

Dans le cas de distribution exponentiel et Gamma, cette méthode donne le résultat exact

40



Chapitre III : Estimation de la probabilité de ruine

3.8 Approximations au cas de distribution a queue lourde :

Le terme « queue lourde »vient de la théorie des files d’attente. Dans la théorie de risque cela
signifie que sur la moyenne des primes dépassent 1égérement les sinistres attendus .cela

implique que le coefficient de chargement de sécurité est positif et petit

Yur(u) = exp (— 29:(#) (3.35)

3.9 Approximations au cas de distribution a queue fine :

La théorie des files d’attente terme « queue lourde » a une évidente interprétation dans la
théorie du risque, a savoir, en moyenne, les primes sont beaucoup plus grandes que les

sinistres attendus .cela implique que 6 est grand
Yr(w) = A [ Fy(x) dx (3.36)

La méthode donne des résultats précis, simplement pour des valeurs de 6 trés grande.
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Chapitre IV Application

Le but de la théorie de ruine est d’évaluer le risque pour les compagnies d’assurance, et de
calculer la probabilité de ruine, qui nous permet d’évaluer le risque d’étre en état de faillite

pour une compagnie d’assurance.

Dans ce dernier chapitre nous allons aborder le cceur de sujet I’évaluation da la probabilité de

ruine, le travail se repartis en deux sections.

La premicre section consiste a calculer la valeur de la probabilité de ruine exacte et
approximative a I’horizon infini par simulation de vecteurs de nombre de sinistres et montants

de réclamation.

Nous allons appliquer la formule de Lundberg (P/P), le modéle mélange de 2 exponentiels
pour le calcul exacte de Y (u) et la formule de De-Vylder pour la valeur approximative de la

probabilité de ruine sur des vecteurs générés (simulés).

Dans la deuxiéme section, nous ajustons des données d’une compagnie d’assurance par des
lois statistiques représentées dans les chapitres précédents .Ensuite nous calculons la

probabilité de ruine avec des méthodes concernant les résultats d’ajustement.
Tout le calcul est effectue a I’aide du logiciel libre R.
1. Estimation de la probabilité de ruine par simulation :

Cette étape consiste a générer les données : le nombre de sinistre, le montant de réclamations,

al’aide de logiciel R.

Nous avons appliqué le modele de Lundberg pour le calcul exacte de la probabilité de ruine,
donc nous avons simulé 500 échantillons de loi de poisson, et 500 échantillons de loi

exponentielle.

Le processus de comptage {N(t),t = 0} est un processus de poisson de paramétre A, et N(t)

suit une loi de poisson de parametre At

Nous avons supposée que le processus de comptage {N(t),t = 0} est un processus de poisson
de parametre A=60, ett = 100, c’est a dire que le nombre de réclamations qui surviennent
dans I’intervalle de temps [0, t], est une variable aléatoire qui suit une distribution de poisson

de parametre At (A=60, et t = 100). Donc a I’aide de logiciel R nous avons généré une
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variable aléatoire de loi poisson de parameétre At, cette variable est noté N présente le nombre

de sinistres dans I’intervalle [0, t].

Nous avons générer 500 vecteurs aléatoire de taille N suivent une loi de poisson de
parametre A = 60, Le résultat est obtenu sous forme d’une matrice de taille [N,500] (500
vecteurs colonne de taille N suivent la loi poisson). Pour chaque vecteur colonne nous avons
calculé sa moyenne pour trouvé les nouveaux paramétres A;, Le résultat est obtenus sous
forme d’un vecteur de taille 500, ces composantes représentent les paramétres A;,i =

1,..,500.
Ce résultat est utilisé pour toutes les méthodes appliquées dans ce chapitre.

Dans le mode¢le de Lundberg, les montants de réclamations suivent la loi exponentielle, nous
avons générés 500 vecteurs aléatoire de loi exponentielle de paramétre § = 9.42 X 107> de
taille N (I’arrivée de N sinistres aprés génération de la loi poisson) Le résultat est obtenu sous

forme d’une matrice de taille [N,500].

Pour chaque vecteurs nous avons calculé la moyenne, Donc nous avons obtenir un vecteur de
taille 500, aprés nous avons passé au calcule de parametre §;, i = 1, ...,500 chaque §; = 1/y;

ou yu;représente la moyenne de vecteurs de la position i dans la matrice générée.

Fx(t) = 1 — Fx(t) = exp(§;t)

Décroit exponentiellement en fonction de t, ce qui signifie que la queue de la distribution de
Fy est 1égeére qui permet d’obtenir des solutions quantitative simples de la probabilité de ruine.

Pour ces échantillons simulés, nous avons appliqué la formule de Lundberg pour le calcul

exacte de la probabilité ultime de ruine
Y(u) = ie—(é—l/du
cod

Nous avons appliqué cette formule pour les deux vecteurs de paramétres de loi poison et
exponentiel pour déférentes valeur de u. Les résultats obtenus sont présentés dans le tableau
suivant
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Table 3 : probabilité de ruine de Lundberg

u 0 102 10* 10° 10° 107
P(u) | 07562 | 0.7545 | 0.6022 | 0.1002 | 0.0012 | 4.95x 10~°
Ymin | 02876 | 02879 | 0522 | -1.104 | -0.07 | 3.45x 10~°
Do 1225 | 1230 | 1.72 130 | 0.0748 | 6.46x 10~°

Les valeurs de i€t Wmqx représentent les borne de 1’intervalle de confiance de la

probabilité c-a-d P €[Pmin, Prmax]

Les valeurs de Y;,inet Wmay sont calculées par la méme méthode dans le tableau précédent et

dans tout les tableaux qui suivent

Ona

Umin = ¥ —q6

Ymax = P + 98
Et o = ;i—l Y. (; —)? T :écart type de la probabilité de ruine
q: est la quantile de la loi normale (n = 150, = 0.05)

Le résultat de tableau est représenté dans le graphe suivant
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FIG 5 : Graphe représentant la probabilité de ruine de Lundberg

Nous avons appliqué une deuxiéme méthode de calcul exacte de la probabilité de ruine , la
méthode de mélange de deux exponentiel.

Donc nous avons généré deux échantillons exponentiel avec deux paramétre @ = 5.24 X 1075
avec une probabilité ¢ = 0.7 et § = 1.18 X 107¢ avc la probabilité 1 — g

Le calcul est fait a I’aide de logiciel R,
Nous avons supposé que le chargement de sécurité 8 = 0.3

Les résultats obtenus sont représentés dans le tableau et la figure suivant

Table 4 : représente la probabilité de ruine en fonction de le capital initial ;

u 0 10* 107 108 1010
Y (u) 0.769 0.765 0.57 0.047 0
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FIG 6 : Graphe représente la probabilité de ruine en fonction de capital initial pour loi 2
exponentielles

Dans le cas des montants de sinistres a queue lourde le calcul de la transformé de Laplace est
difficile, pour cela on cherche une approximation a la probabilité de ruine.

Nous allons appliquer la formule de De-Vylder, est 1’approximation de heavy-traffic
(montants des réclamation a queue lourd )

La formule de De-Vylder est la suivante

Puis I’approximation de De Vylder est donnée par
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i BBu
Ypy(w) = N (‘ 1T §>

Et les paramétres @ et 5 sont déterminer par

Ou : 0 est le coefficient de chargement de sécurité (0 = (¢ — Au)/ Au), et u, u @, u®
Sont les moments d’ordre 1, 2,3 des montants de réclamations respectivement.

Le calcul se fait comme celui de la probabilité de ruine exacte a I’aide de logiciel R,
Nous avons supposé la valeur de la prime constante ¢ = 900000.

Les résultats sont représenté dans le tableau suivant

Table 5: représente la probabilité de ruine calculée par le modéle de De-Vylder

u 0 102 10* 105 10% 107
Y) | 0.7614 | 0.75961 | 0.6022 | 0.0973 | 0.0013 | 1.131x 107>
Yonin 0.275 0.267 -0.849 | -1.119 | -0.084 | 3.48x 10°°
Vo 1.247 1.251 1.7539 | 1.3146 | 0.0877 | 1.91x 1075

Le graphe suivant représente la probabilité de ruine en fonction du capital initial
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FIG7 : représente la probabilité de ruine de De-Vylder en fonction de captal initial

Nous avons approché la probabilité de ruine par une deuxiéme formule est

20uMy
Yur(u) = exp (_W

Cette formule est appliqué dans le cas des montants de remboursements a queue lourde.

Le calcul se fait a I’aide de logiciel R, les valeurs de la probabilité de ruine a 1’horizon infini
sont données dans le tableau suivant

Table 6: représente la probabilité de ruine ou cas des remboursements a queue lourde

u 0 102 104 10° 10° 107
P(uw) 1 0.996 0.725 0.076 | 0.0013 | 1.08x 10~5
- 1 0.9997 0.978 | -0.3206 | 0.912 0.9999
Vnax 1 1 2.103 232 1.087 1
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Voici le graphe qui résume ses résultats
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FIG 8 : représente la probabilité de ruine de queue lourde en fonction de capital initial

Les trois méthodes de Lundberg et De-Vylder et queue lourde sont appliqués sur les mema
vecteurs du nombre de sinistres et montants de réclamations, Donc le graphe suivant donne

une comparaison de valeurs de la probabilité¢ de ruine donné par ces trois méthodes
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FIG 9 : Comparaison de valeur de probabilité de ruine calculée par les déférentes méthodes

Nous constatons que la valeur de la probabilité diminue quand le capital initial augmente,

donc la relation entre la probabilité de ruine et le capital initial est une relation d’inverse.

Nous remarquons aussi que le graphe de la probabilité de ruine donné par le modele de

Lundberg et ce de De-Vylder sont confondus, ce qui signifie que ces deux modeles donnent

des valeurs proche de la probabilité, car le modele de De-Vylder donne des valeurs exactes

de la probabilité de ruine a I’horizon infini au cas des montants des réclamations a queue fine

(exponentiel) et approché dans le cas contraire. La valeur de la probabilité donné par le

modele de queue lourde commence toujours de 1lorsqueu =0 , et la probabilité de

s’approche de la probabilité de Lundberg et De-Vylder quand le capital initial augmente.
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1.1 Simulation de surplus :

Le réserve d’une compagnie d’assurance est défini par

N(t)

R(D) =u+Ct—ZXi
i=1

Nous avons simulé la trajectoire de surplus pour une compagnie d’assurance dans le cas de
modele de Landberg.

Ou N(t) est distribué selon la loi de poisson de paramétre At, et les montants de réclamations
Xj, 1 = 1, N(t) suivent une loi exponentielle.

La simulation de N(t) et X; se fait de la méme maniére dans les deux sections précédentes,
nous avons simulé une variable de poisson de paramétre At (A = 6,t = 100), et nous avons
simulé un vecteur de loi exponentielle de taille N et de moyenne y = 900 . nous avons
supposé que & = 0.3, Donc nous avons calculé la valeur de ¢ par la relation ¢ = (1 + 0)Au et
la somme cumulé des montants de réclamations pour chaque instant d’arrivé de sinistre, ces
instants sont généré par la loi uniforme.

On obtient le graphe suivant de la trajectoire de surplus
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FIG 10 :trajectoire d’un surplus d’une compagnie d’assurance
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2. Calcul de la probabilité de ruine pour une compagnie d’assurance des salaries
(CNAS):

Apres la génération des données d’une compagnie d’assurance, Nous avons estimé la
probabilité de ruine pour la compagnie d’assurance des salaries de 1’agence de Koléa,

Nous avons ajusté le nombre des malades et les montants de remboursements par la loi de
poisson et la loi exponentielle respectivement, par le test d’ajustement de Kolmogorov-
Smirnov.

2.1 Représentation des données :

Nous avons résumé les informations sur le nombre de sinistre et les montants de réclamations
dans un tableau de statistique, les données de la compagnie a partir de janvier 2013 jusqu’a
décembre 2016,

Table 7 : résume les données de la compagnie d’assurance (CNAS)

n=48 Moyenne Variance Valeur Valeur skewness Kurtosis
maximale | minimale
Sinistres | 1386,542 24034,8067 | 1613 1115 -0,4664683 | -1,117684
montants | 20579498 1,55908E+14 | 35045595 | 1624325 | -0,5640262 | -1 ,400045

Les deux graphes résument le nombre de sinistres, et les montants des réclamations pendant
les 48 mois.
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FIG 11: Représentation du nombre des sinistres pendant 48 mois

Nous remarquons de graphes que le nombre de sinistres et les montants de réclamations, se
varient en fonction de temps pendant toute la période d’étude, et nous remarquons une

relation d’inverse entre les nombres et les montants de sinistres.

2.2 Ajustement des données :

Cette étape consiste a ajuster nos données sur: le nombre de réclamations, le montant des
réclamations et la prime par des lois statistiques connues. L’estimation des paramétres des lois

et I’ajustement des données sont effectués a I’aide du logiciel libre R.

2.2.1 Ajustement du nombre de réclamations :
Considérons le processus de comptage {N(t),t = 0} du nombre de réclamation sur ]0. t] qui
prend comme valeurs 1’échantillon observé durant les 48 mois de la période d’étude. Nous
avons ajusté le vecteurs de nombre des sinistres a la loi poisson de paramétre A = 1386,542

(A représente la moyenne de 1’échantillon),
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Le test d’ajustement de Kolmogorov-Smirnov est fait a 1’aide de logiciel R, les résultats

obtenus sont représentés dans le tableau suivant

Table 8 : Résultat de test Kolmogorov-Smirnov pour I’ajustement de nombre de sinistres

Loi n A D, T A Décision

Poisson 48 1386,542 0.327 0.196 Rejeté

n : Taille de I’échantillon
Dy, : Statistique empirique du test de Kolmogorov-Smirnov
dp,q : Quantile tabulé du test du de Kolmogorov-Smirnov avec un seuil de signification

a = 0.05.
Donc a partir de tableau I’hypothése que le nombre de sinistre N () suit une loi de poisson de

paramétre 1 =1386,542 est rejeté.
2.2.2 Ajustement des montants de réclamations :

Nous allons ajuster les donnés des montants de réclamation par une loi statistique pour
connaitre le modele a appliqué pour calculé la probabilité de ruine.

Donc, nous avons ajusté les vecteurs des montants des réclamations par la loi exponentielle de
paramétre § = 4.859 X 1078 (6 = i— , 4 = 20579498 la moyenne des montants des
réclamations de 48 mois), on associé au vecteur des réclamations le test d’ajustement de

Kolmogorov-Smirnov avec un seuil de signification @ = 0.05 a I’aide de logiciel R. Les

résultats obtenus sont représenté dans le tableau suivant

Table 9 : Résultat de test Kolmogorov-Smirnov pour I’ajustement des montants des

réclamations par la loi exponentielle

Loi N ) B, i Décision

exponentiel | 48 4.859 x 1078 0.327 0.196 Rejeté

A partir des résultats de tableau, I’hypothése que les montants des réclamations sont
exponentiels est rejetée.
Donc, de résultat de la section précédente et le résultat de cette section, on ne peut pas

appliquer le modele de Lundberg pour le calcul de la probabilité de ruine.
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2.2.3 Estimation de la probabilité de ruine :

Nous avons supposé que le nombre de sinistre de la compagnie d’assurance suit la loi de
poisson dont le paramétre A estimé est A = 1386,542,

Et nous allons appliquer la méthode de heavy-traffic sur les donnés de cette compagnie
d’assurance. Nous considérons que le paramétre . = 20579498,et u? = 5.6741 x 10 etle
capital initial u = 7537843479.70 la moyenne des capitaux initiaux des quatre années
d’études et la prime ¢ = 967859148.

Donc nous avons calculé€ le coefficient de chargement de sécurité, nous avons trouvé que

0 = 1729429. Apres nous avons calculé la probabilité de ruine de cette compagnie
d’assurance, on a trouvé cette derniére nulle.

Le résultat trouvé concernant la probabilité de ruine est logique, car nous avons déja trouvé
que 8 > 0, cette résultat signifié que la probabilité de ruine est faible, de plus la capital initial
est grand ce qui rend la probabilité de ruine de la compagnie d’assurance nulle.

Le cas de la compagnie d’assurance de kolea est rare, Car les compagnies d’assurance
risquent de tomber en faillite, si les montants des remboursements de sinistres dépassent les
cotisations des assurés. Donc les statisticiens cherchent toujours des solutions pour éviter la

ruine.
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Conclusion générale

En assurance, il est nécessaire de modéliser le comportement d’un surplus financier afin de
quantifier le risque qui lui est associé, plus précisément on tente d’étudier la probabilité que

ce surplus financier tombe en dessous de zéro événement qu’on appeler a ruine.

En retiendra que la probabilité de ruine est une procédure d’évaluation des risques de faillite
pour les compagnies d’assurances. La théorie de risque présente des méthodes permettant de
calculer cette probabilité, aprés la précision de la distribution de nombre de sinistres et celle
de montants de réclamations et les paramétres de ces lois.

Nous avons montré par le biais de la simulation que les méthodes de Lundberg et De-Vylder
et pour a queue lourde ont donné le méme performance.

Mais dans certain cas, On ne peut pas ajuster les données réelles des compagnies d’assurance
par aucune loi usuelles donnée par les modeles de la probabilité de ruine.

Parmi les perspectives est I’étude de la probabilité de ruine dans le cadre multi varié (modéles
multi branches, multirisques).
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Annexe :

Symbole
c-a-d

v.a

f X

E(X)

var(X)

Y, T)
Y(u)
d(u)

P/G
p/p
Yer
Vg
[
Vs
Yr

Description
c'est-a-dire
variable aléatoire
Fonction de densité de X
Espérance mathématique de la v.a X
Variance de lav.a X
Fonction caractéristique de lav.a X
Transformé de Laplace de lav.a X
Fonction génératrice de lav.a X
Produit de convolution de densité de lav.a X
Fonction de répartition de lav.a X
Espérance mathématique d’ordre 2 pour lav.a X
L’instant de ruine associé a un resérve initial u
Probabilité de ruine a ’horizon fini
Probabilité de ruine a I’horizon infini
La probabilité de non ruine
La perte maximale agrégée
Le coefficient de chargement de sécurité
Coefficient d’ajustement
Modéele de risque de Cramer-Lundberg
Modéle de risque de Lundberg
Approximation de Cramer-Lundberg
Approximation exponentielle de la probabilité de ruine
Approximation de Lundberg
Approximation de Beekman-Bowers

Approximation de Renyi
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Wpy
Vamepy
Vur
Yir

Approximation de De-Vylder
Approximation de 4-moment Gamma De Vylder
Approximation ¥ (u) dans le cas des remboursements a queue lourde

Approximation ¥ (u) dans le cas des remboursements a queue fine
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