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RESUME

Le but de ce travail est d’utiliser deux méthodes mathématiques : la méthode
de décomposition d’Adomian et celle d’Alienor pour la résolution d’un probléme de
contréle optimal régi par des systémes d’équations différentielles non linéaires du
premier ordre.

La premiére méthode permet la résolution analytique d’un systéme différentiel
non linéaire sous forme de série convergente, et dépendant explicitement des para-
metres du systeme, de contrdle et ne nécessite aucune discrétisation ni d’espace ni
de temps contrairement aux méthodes numériques.

La deuxiéme méthode consiste & exprimer les paramétres inconnus par des trans-
formations réductrices, densifiant I’espace des parameétres par une courbe o — dense
et permet de remplacer le probléme de minimisation d’une fonction & plusieurs va-
riables par celui d’une fonction & une seule variable.

La combinaison des deux méthodes permet de ramener le probléme du contrdle
optimal des systemes dynamiques & des problémes de minimisation d’une fonction
a une seule variable.

Une application du probléme de contrdle optimal au modeéle dynamique de Lotka-
Volterra a été réalisée. Les résultats numériques obtenus par la méthode combinée
Adomian/Alienor sont satisfaisants et prouvent Iefficacité de cette approche.
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ABSTRACT

The aim of this work is using two mathematical methods : the Adomian decom-
position method and the Alienor method for solving an optimal control problem
gouverned by the nonlinear differentials equations systems.

Firstly, the Adomian method allows to solve a nonlinear differential system. The
solution is an analytical function of time and is given in a series form and explicitly
dependent on the parameters of the system, control and requires no discretization
in space and in time, contrary to numerical methods.

The Alienor method consists of expresse the unknown parameters and control
by reduction transformation, in densifying the space of the parameters by a — dense
curve and allows to reduce the problem of minimization of a function with several
variables to a function with one variable.

The combination of the two methods allows to approximate the optimal control
of a dynamic system to the problem of minimization of a function with single va-
riable.

An application to solve the optimal control problem of Lotka-Volterra model
is performed. The results obtained by the combined Adomian/Alienor method are
satisfies and prouve the efficiency of this approach.



 padls

dal e ™ sl "AG sk M (g saagal M AL sl 1yl Jlesiul 5o Jeal) 138 (e Cagl)
¥ Al e Aadad U Abalall Y alaal) Jaad Jia¥) aSail S Ja

5 Al Judh IS e Aplaall el dbaliil Jaall Llasl Jall eans 1Y) 4y L)
QLT Y b el GOl e b 5 oSl Al g Aol O laay - gum g JS La 5
el Y s cilabia) aubis

ugﬁhﬁ@‘@jgﬂ‘%‘yiﬁ;yﬂ‘&%@‘uaﬁgm@m‘@ﬂ‘
A Cppaand LKL @l e Bae I3 A (pand AIKE] Jlasialy pransy Lae COlleall Jlae
_..\A‘_,_):\ﬁ.nkil‘:l

Gl Al i MK ) JieY) Sl IS (e 5 pally et iy plall pila A gl e
Aaly e

Fgaaal) el )yl 515 o Aaalipal) Alonll (Jia¥) oSaill TMSEY Raaksd 3 o Uiy

A Ll Allad s 5 S5l 5 (st 3" A sl all Gy Sy Lele Um0
Aadiall



REMERCIEMENTS

Avant tout, nous remercions ALLAH tout puissant de nous avoir donné la foi et
la force pour achever ce modeste travail.

Nous tenons a exprimer notre reconnaissance et toute notre gratitude & Madame
Messaoudi Nadia Amel chargé de cours & I'université de Blida, nous avoir proposé
ce mémoire et dirigé nos travaux, pour ces conseils précieux, ces orientations et sur-
tout sa simplicité et sa patience et ainsi sa disponibilité tout au long de notre travail.

Nous remercions Monsieur BLIDIA Mustapha, professeur & 1'université de Blida,
d’avoir accepté d’étre président du jury.

Nous adressons nos remerciements & Monsieur MANSEUR Salah, Maitre de
conférences a l'université de Blida qui nous a fait ’honneur d’accepter de juger
nos travail.

Nous remercions chaleureusement :
tous nos familles, surtout nos parents.
tous(tes) les enseignants(es) qui ont contribué & notre formation.
tous nos amis(es) en souvenir les plus agréables pour tous les bons moments partagés.



Table des matiéres

Résumé

Abstract

Remerciements

Table des Matiéres

Liste des illustrations, GRAPHIQUES et TABLEAUX
Introduction Générale

Chapitre 1 La méthode de décomposition d’Adomian

1.1 Imtroduction . . . . . . . . . . ... ... ...
1.2 Présentation de la méthode décompositionnelle . . . . . . .. ... ..
1.2.1 Convergence dela MDA . . . . . ... .. ... ... .....

1.3 Principe de la méthode décompositionnelle pour des équations diffé-
PEILICIIEE < o 5 & o ¢ m B ¥ @ s s B e e e n o e e e e e

1.3.1 Formule de calcul des polynémes d’Adomian pour une fonction
a une seule variable . . . . . .. ... ...

1.4 Principe de la méthode décompositionnelle d’Adomian pour les sys-
témes différentielles non linéraies . . . . . . .. ... ... ... ...

1.4.1 Formule de calcul des polynémes d’Adomian pour une fonction
adeux variables . . . . . . .. ... L L.
1.5 Conclusion . . . . . . .. .. .. ...

Chapitre 2 La méthode d’Alienor
2.1 Imtroduction . . . . . . . . . . . ..,
2.2 Laméthode Alienor . . . . . . . . . . . . . . . .. ... ...

2.2.3 'Transformation de Mora, . . . . . . ... . ... ... .....

2.3 Application & l'optimisation globale . . . . . . . . ... ... .....
2.3.1 Méthode de recherche du minimum global pour une fonction

univariable . . . . .. ...

24 Conclusion . . . . . ... ...

Chapitre 3 Application de la MDA au modéle de Lotka-Volterra

11
12
12
14

16

17

19

20
21

22
23
23
23
25
27
28

30
33

34



1l TOtrodUetion « » « s « o ¢ o o 0w m e n e s e e s 35
3.2 Modele Lotka-Volterra, . . . . ... .. ... ... ... ... ..... 35
3.2.1 Description du modeéle Lotka-Volterra.. . . . . ... ... ... 35

3.2.2 Signification physique des équations . . . . . . ... ... ... 36

3.3 Résolution du modéle Lotka-Volterra par la MDA . . . . . ... ... 36
3.3.1 Application numérique . . . . . . . ... ... .. ... ... 39

3.3.2 Le recollement des solutions par la MDA . . . ... ... ... 40

34 Conclusion . . . . . . .. ... 41
Chapitre 4 Controéle optimal du modéle de Lotka-Volterra 42
4.1 Imtroduction . . . . . . . .. . ... 43
4.2 Formulation du probléme de contréle . . . . . . . ... ... ... . 43
4.3 Principe du minimum de Pontryagin . . . . .. ... ... ... ... 44
4.4 Utilisation de la méthode combinée Adomian/Alienor . . . . . . . .. 44
4.5 Application au modeéle de Lotka-Volerra . . . . . . .. ... ... .. 46
4.6 Discussion . . . . . . . ... 48
Conclusion générale 49
Références 50
Annexe 1 : Programation de la MDA en Maple 52
Annexe 2 : Méthodes de Runge-Kutta 53



Table

Figure 1.1.
Figure 1.2.

Figure 2.1.
Figure 2.2.
Figure 2.3.
Figure 2.4.
Figure 2.5.
Figure 2.6.
Figure 2.7.

Figure 3.1.
Figure 3.2.
Figure 3.3.
Figure 3.4.
Figure 3.5.

Figure 4.1.
Figure 4.2.

des figures

Courbe de la solution ¢4 . . . . . . . .. ... ... ... ....
Superposition des courbes des solutions z.(points) et ¢s(ligne) .

Spirale d’Archimede . . . . . ... .. ... ... .. ......
Structure d’arbre de la transformation réductrice . . . . . . . .
Courbe densifiant le pavé [—-1,1] . . . . . .. ... ... . ...
Courbe densifiant le pavé [0,40] x [0,1] . . .. ... ... ...
Courbe densifiant le pavé [0,1)* . . . . . . ... ... ... ...
Courbede fi(6) . ... . ... ... .. ...
Courbede fo(6) . . .. .. .. .. ...

Superposition des courbes des solutionsde z . . . . ... . ..
Superposition des courbes des solutionsde y. . . . . ... . ..
Courbe de la solution z . . . . . ... ... ... ........
Courbe de la solutiony . . . . ... ... ... ... .....
Courbe de la solution x et 3y . . . . . . . .. ... ... . ....

Courbes de controle u®(+), u'(points) et u?(ligne) . ... ...
Superposition des courbes des solutions = sans contrdle et avec

contréle optimal . . . . . . .. ...

Figure 4.2.

Superposition des courbes des solutions y sans controle et avec

contréle optimal . . . . . . . . .. ...

Liste des tableaux

TABLEAU 4.1. Valeurs des paramétres obtenus par : Adomian/Alienor . .

47



Introduction Générale

Introduction générale

I existe plusieurs modéles en physique, mécanique, écologie, biologique,... qui
sont présentés sous forme d’équations fonctionnelles non linéaires (différentielles,
aux drivées partielles, intégrales, intégro-différentielles, algébriques, etc...).

Souvent il est difficile de résoudre de maniére exacte des équation différentielles,
pour cela, on fait appel aux méthodes numériques, comme : les méthodes des dif-
férences finies, des éléments finis, ou bien la méthode spectrales qui donnent des
approximations de la solution en des points discrets, de plus ces méthodes "discré-
tisent" ’espace et le temps et linéarisent souvent les équations. Tous ces inconvé-
nients n’existent pas dans la méthode décompositionnelle d’Adomian (MDA).

La MDA a été inventée en 1981 par le professeur George Adomian aux états
unis d’Amérique de maniére empirique et sans fondements théoriques ([1], [2]), cette
méthode évite la linéarisation de ’équation et la discrétisation de ’espace et du
temps. Elle donne les solutions sous forme de séries, de plus cette méthode est basée
sur la décomposition de I’opérateur non linéaire en faisant intervenir des polynémes
appelés polynémes d’Adomian dont les éléments sont calculés récursivement.

Karim Abbaoui a donné dans sa thése présentée en 1995 [6] un ensemble origi-
nal et remarquable de résultats théoriques et pratiques sur la méthode d’Adomian.
Qui consiste & considérer la méthode décompositionnelle comme une méthode géné-
rale pour la résolution des systéemes dynamiques non linéaires. Dans les travaux de
Abbaoui et al. ([4],[5]) une nouvelle preuve de la convergence a été proposé.

La méthode d’Adomian (MDA) est utilisée pour la résolution des équations in-
tervenant dans le modéle de Lotka-Volterra, du modéle compartimentale de la
dégranulation des basophiles, en théorie des microlasers, en mécaniques des fluides
([71,[8]), ainsi que l'identification des paramétres et le contrdle optimal des systémes
dynamiques [8], [13], [21].

L’idée de base de la méthode Alienor (MA) consiste & exprimer n variables
I’aide d’une seule, autrement dit a remplir ’espace R™ & I’aide d’une courbe. Ici dans
le cadre de cette méthode, le probléeme de minimisation d’une fonction a plusieurs
variables continues est ramené, grace a une transformation réductrice, & un probléme
de minimisation d’une fonction a une seule variable. Cependant, le bon choix des
transformations dépend non seulement de I’expérience d’utilisateur mais aussi du
probléme a résoudre. L’application de cette méthode aux problémes concrets prouve
son efficacité [8].

Dans notre travail, nous nous intéressons & la résolution d’'un probléme de controle
optimale du modele Lotka-Volterra exprimé sous la forme d'un systéme d’équa-
tions différentielles en général non linéaires comportant des parameétres connus et
constants. On pourra faire intervenir les variables de contrdle en vue d’optimiser un
certain critére ( maximiser la production, minimiser la quantité de populations, ...)
ce qu’on appelle probléme de contréle optimal.

Le probleme de contréle optimal de systémes de Lotka-Volterra peut étre ré-
solu par des méthodes classiques comme le principe du Maximum de Pontryaguine
([8], [25]). Ces méthodes sont difficiles & appliquer sur des exemples non linéaires.
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Notre motivation est de chercher le contréle optimal du systéme en boucle ouverte
qui est une fonction dépendant explicitement des paramétres inconnus et de la va-
riable de temps. Ceci peut étre réalisé en minimisant une certaine fonction objective
qui dépend explicitement des parameétres de contrdle dont il faudra exprimer les
solutions du systéme en fonction explicite de ces paramétres.

L’objectif de ce mémoire est I'utilisation de la méthode décompositionnelle d’Ado-
mian ([3], [6], [7], 8], [15]) et la méthode Alienor ([16],[8],[7]) pour la résolution du
probleme de contrdle optimal des systéme dynamiques. Aprés avoir exprimé préa-
lablement la fonction de contrdle sous forme de série de fonctions (polynomiales,
spline, exponentielles,...) dans le systéme différentiel, la méthode décompositionnelle
d’Adomian est utilisée pour la résolution. La solution donnée dépend explicitement
des parametres de contréle. Cette solution reportée dans la fonction objective nous
conduit a une fonction dépendant de ces paramétres. Il en résulte que le probléme
de controle optimal des systémes dynamiques devient un probléme d’optimisation
classique.

La combinaison des deux méthodes Adomian/Alienor permet de ramener le pro-
bléme du contréle optimal des systémes dynamiques a des problémes de minimisation
d’une fonction a une seule variable.

Une applications de la méthode combinée Adomian/Alienor pour la résolution
du probléme de contréle optimal du modéle de Lotka-Volterra a été réalisée. Les ré-
sultats numériques obtenus par la méthode combinée sont satisfaisants et le critére
a été minimale.

On a utilisé comme langage de programmation le "Maple" (version 6.0) qui est
un logiciel de calcul formel.

Le contenu du mémoire est composé de quatre chapitres et d’une conclusion.

Le chapitre un est consacré a la description de la méthode décompositionnelle
d’Adomian (MDA) pour résoudre un systéme différentiel non linéaire. Commencons
par présenter la MDA dans le cas général et dans le cas des d’équations différen-
tielles. Cette méthode donne aux systémes d’équations différentielles les solutions
sous la forme de séries convergentes et permet d’exprimer explicitement des para-
meétres qui interviennent dans ces équations.

Le deuxieme chapitre, aborde la méthode Alienor (MA) pour I’approximation des
fonctions a plusieurs variables par des fonctions & une seule variable. Nous rappe-
lons I'idée de base de cette méthode et son utilisation aux problémes d’optimisations
globales de fonctions multivariables.

Dans le chapitre trois, nous décrivons le modeéle dynamique de Lotka-Volterra
pour deux populations (proies et prédateurs). On montre comment utiliser la mé-
thode d’Adomian & la résolution du ce systéme. Ensuite, nous comparons les solu-
tions obtenues par la MDA avec ceux données par la méthode de Runge-Kutta.
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Le quatriéme chapitre est consacré au probléme de contrdle optimal régi par
le systéme de Lotka-Volterra. On donne une méthodologie qui utilise la méthode
combinée Adomian/Alienor permettant de ramener ce probléme & un probléme de
minimisation d’une fonction & une seule variable. Ensuite, on donne une application
numérique pour la résolution du probléme.

Nous terminons notre travail par une conclusion et deux annexes.

10



CHAPITRE 1

LLA METHODE DE DECOMPOSITION D’ADOMIAN
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Chapitre 1 La Méthode de Décomposition D’Adomian

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons présenté la. MDA dans sa forme initiale ainsi que
les résultats de convergence. Nous appliquons la MDA & des équations différentielles
et nous donnons quelques exemples illustratifs de la méthode.

1.2 Présentation de la méthode décomposition-
nelle

Nous allons d’abord décrire la méthode sous sa forme initiale présentée par
G.Adomian ([1],[2]).

Soit I’équation non linéaire :
F(z(t)) = g(¢) (1.1)

ot F' représente un opérateur différentiel non linéaire. g une fonction analytique
connue.

L’opérateur F' possede des termes linéaires et non linéaires. Le terme linéaire
est décomposé en L + R ou L est un opérateur linéaire inversible et R est le reste
de l'opérateur linéaire, IV est un terme non linéaire. En pratique on choisit pour L
I'opérateur d’ordre le plus élevé et qui soit facilement inversible.

L’équation (1.1) devient :
Lr+Rrx+ Nz =g (1.2)

On applique I'opérateur L étant inversible, on noté L™ son inverse, sur I’équation
(1.2), on obtient :

L'Lr=L"'g— L 'Rz — L 'Nz (1.3)
D’oti, ’expression équivalente :
z=v+L'g— L 'Rz — LNz (1.4)

avec vy fonction vérifient Ly = 0. Si I’équation (1.4) correspond & un probléme de
valeur initiale 'opérateur L™! est I'intégrale de 0 & ¢. Si L est un opérateur d’ordre
deux, alors L™ est 'opérateur d’intégration double définit par :

20 = [([ O dv)as

et L7'Lz = x — x(0) — tz' (0).

A partir des conditions initiales connues, I’équation (1.3) devient :
r=2(0)+1tzx'(0)+ L 'g— L 'Rz — L 'Nz (1.5)

Pour un opérateur L d’ordre r ot les conditions initiales sont fixées, le terme «y
peut s’écrire sous forme générale :

N __ diz
ou w; = qe 1t=0-

12



Chapitre 1 La Méthode de Décomposition D’Adomian

La méthode décompositionnelle d’Adomian (MDA), consiste & chercher la solu-

tion sous la forme d’une série :

xX
=Yz,

n=0

et & décomposer N(x) en série :

ZA

n=0

ol les A,, sont les polyndémes d’Adomian qui dépendent uniquement de z, ...,

sont obtenus a partir de la relation suivante ([6],[4],[9]) :

N(Z Xoz;) = Zx
i=0
d’ou i
A, = (n)'d,\n Z/\ :)a=0, 7 =10,1,2, ...

=0
L’équation (1.9) donne les polynémes d’Adomian :

Ao = N(zo)

A = ﬂ131(%]\7(5”0))

Az = z3(35- N (20)) + (2)|( N(zo))

As = 23(35; N (%0)) + 2122(35 N (20)) + (3)1( N(zo))

¢

En remplacant les expressions (1.6) et (1.7) dans (1.5), on obtient :

Y an=2(0)+1z(0)+L g~ L'RY z, — LY A4,

n=0 n=0

(1.6)

(1.7)

z, et

(1.8)

(1.9)

(1.10)

(1.11)

On pose v = (0)+tz (0). Le premier terme de la série z, est définit par y-+L~! g.

Par conséquent, on peut écrire les relations récursives suivantes :

=v+L7g
#y = L Beg — L L4,
29 =L 1Rx; — L1 A4
z3 =L Ryy —~ L1 Ay

(Tn41 =L 'Rz, —L7'4,, neN

(1.12)

qui déterminent sans ambiguité les termes z,, de la série solution puisque une fois
les A, calculés & ’aide de (1.9), les z,, sont déterminés puisque A,_; ne dépend que

13



Chapitre 1 La Méthode de Décomposition D’Adomian

de zg, 21, ..., Z,—1 qui sont calculés aux étapes précédentes.

Une approximation de la solution sous la forme de série tronquée d’ordre p est
donnée par I’expression suivante :

¢, = ,,z_: . (1.13)

n=0

La formule suivante a été proposé par G.Adomian pour le calcul des polyndmes
d’Adomian :

n

An(l‘OJxl)"-;xn) = ZC(n,])f(])(m()) (114)

7=0
ol ¢(n, j) représente la somme de tous les produits (divisés par m!) des j termes z;,
dont la somme des indices 7 est égale & n, le nombre m étant le nombre de répétitions

des mémes termes dans le produit. Par exemple c(4,1) correspond seulement & z4,
2

c(4,2) est 7173+ 2, c(4,3) est T2 et c(4,4) = It

Une comparaison entre la méthode de Runge-Kutta et la MDA a été présenté
dans [10]. K.Abbaoui et Y. Cherruault [11] ont employé la méthode de décom-
position pour résoudre le probleme de Cauchy. Ils ont également fourni des preuves
de convergence en employant une nouvelle formulation des polyndmes d’Adomian et
ils ont comparé la MDA & la méthode de Picard [6].

1.2.1 Convergence de la MDA

Les travaux de G.Adomian, jusqu’en 1987, ne contenaient que la définition
de la méthode et quelques formules de calcul des polynémes, dérivée de la formule
(1.9). Rien n’est justifié quant a la convergence de série Yoo Tn OU, Ce qui revient
au méme, a celle de }_7° , A,,.

Les premiéres preuves de convergence ont été précisées par Yves Cherruault et
sont basées sur le théoréme du point fixe. On peut utiliser les propriétés des séries
substituées dans une autre série [8] (dont on suppose que opérateur N de I'Hilbert

H dans lui méme est une contraction ||N|| < < 1).

D’autres résultats de convergence sont donnés dans [6] et [9] qui ne font appa-
raitre des hypothéses que sur N(z) et ses dérivées N*)(z;) au sens de Fréchet.

Pour plus de détails sur la démonstration (voir ([4],[7],[8]) ).

L’exemple suivant illustre 'utilisation de la MDA.

14



Chapitre 1 La Méthode de Décomposition D’Adomian

Exemple 1
Considérons 1’équation suivante [21] :
d%z o
Tz +sinz =0
z(0) = B, z'(0) =0
Posons : N(z) =sinz et L = di;—, d’ott I’équation :
Lz+ Nz=0

On cherche la solution z sous forme suivante :

o
:U:an

n=0

En appliquant une double intégration entre 0 et ¢ de 1’équation ci-dessous on

obtient :
z=p—-L"'N(z)

avec

D’ou

ixTL:ﬁ—L_liAn.

n=0 n=0

Le calcul des polynémes d’Adomian par ’expression (1.9), nous donne :

Ap = sin g
Ay = z1(cos zp)
x? 7 .
Ay = z5(cos zp) — E%?(Sln Zp)

As = z3(coszg) — z122(sin zg) — é—i(cos Zo)

-
Le schéma récursif suivant permet de déterminer les z,, :
{
Zo=f
t2 o

Ty = _W s ,6

4 =
Ty = ﬁsm,@cosﬁ

By = —(';—(;!(sinﬁCOSQ,B — 3sin? )

15



Chapitre 1 La Méthode de Décomposition D’Adomian

et ¢p = ﬂ;}) Zn, est 'approximation de la série solution, tel que pll,r& ¢p = 1.

Une solution approchée de la série solution & ’ordre 4 est donnée par la formule
suivante :

2 4 tﬁ
by =B — %sinﬂ—l—%cosﬁsinﬁ-{—%(SSinQ‘,B—cosz,Bsinﬂ).

La figure (1.1) représente la courbe de la solution pour 8 = e s

0.4

0 05 1 1i'5 2 25 [ 3
0.2
044

Figure 1.1. Courbe de la solution ¢,

1.3 Principe de la méthode décompositionnelle
pour des équations différentielles

Considérons ’équation différentielle suivante :

dz _ 1(g
PR

ou f et g sont deux fonctions connues.
La MDA ([4], [8]) consiste & transformer 1’équation (1.15) sous forme canonique.

Pour cela, il suffit de faire une intégration par rapport a ¢ du fait que L est
I'opérateur différentiel du premier ordre. Posons :

L) = [[()ds

On obtient :
z(t) =z + L7 f(z) + L'g(t). (1.16)
On cherche la solution z sous la forme d’une série :
= Z Ty (1.17)
n=0
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Chapitre 1 La Méthode de Décomposition D’Adomian

et on décompose le terme non linéaire f(z) en série :

fl@) =) An. (1.18)

Les A, étant les polynémes d’Adomian donnés par la formule suivante :
1 dTL n
Ay = Nz,
et ()

En remplagant (1.17) et (1.18) dans (1.16) on obtient :

,n=0,1,2,... (1.19)
A=0

D En=a5+ L)+ LY A, (1.20)

n=0 n=0

qui conduit aux expressions déterminants les z,, :

T =z + L1g
Ty = L_1A0($0)
zy = LT A;(z0,71)

x3 = L™ Ag(w, 21, 22) (1.21)

e T
Tny1 = L An($0axlax21 "-’$2)7 n € N.

En pratique, nous utiliserons une série tronquée d’ordre “p” :
p—1
=D Zn
n=0

1.3.1 Formule de calcul des polynémes d’Adomian pour une
fonction a une seule variable

Les polynomes A,, sont donnés par les formules suivantes ([4], [6], [§]) :

Gn—1—%n

Ao(z0) = f(m0) i

An(x(); Z1, M) xn) = aZ::n f(al)(mo) (zll_a2)! s (az__ll—an)! (ﬁi’;' pour, n= 17 27

ota=aqa;+..+a,
(1.22)
Ot (4)i=1,2,...n est une suite décroissante.

La détermination des «; solutions de ’équation suivante :

apt+os+ ... ta,=n
avec oy > Qg > ... > Q.
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Chapitre 1 La Méthode de Décomposition D’Adomian

Les expressions (1.22),nous permet de calculer facilement les polynémes d’Ado-
main pour n’importe quel ordre n. Par exemple, pour n = 4, les o; sont déterminés

comme suit :
Qap Qg Q3 Q4

1 1 1 1
2 1 1 0
2 2 0 O
3 1 0 O
4 0 0 O

D’ot, les polynémes d’Adomian pour n =4 :

Ao = f(z0)

A = $1f(1)(330)

Ay = 25 f D (x0) + 222 @ (z0)

Az = 23D (20) + 2122 f @ (20) + %wi’f@ (o)

Ay = 24 fD(20) + (2123 + 322) fO (z0) + 123 F®) (o) + 321 ® (o)

A

Exemple 2

Soit ’équation suivante :
dt
#0) =1

1
La solution exacte définit sur I'intervalle | — oo, 5[ est donnée par ’expression

suivante : 1

v1-—2t

L : désigne l'opérateur différentiel donné par :

Balt) =

d
L=—
de¢
Le terme non linéaire est :
flz) ==°

Le calcul des polynémes d’Adomian pour n = 4 présentés dans la section (1.3.1),
nous donne :

(Ap = 23

Ay = 3zo11

Ay = 3z0z2 + 32077

Az = 3zoxs + 6z0T1 22 + T3

| A4 = 3zoz4 + zo(62123 + 323) + 322

Le premier terme de la série solution est égale & :

IEO:l
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Les cinq premiers termes de la série solution sont calculés ainsi :

(21 = [§ Ao ds = [§(1)* =1
Ty = JgAids = [§3sds = %tQ

23 = [y Azds = [5(3.352 + 3s?) ds = 543

24 = [§ Azds = [§(3.25° +65.852 + s%) ds = 3544

Lms = [ Ayds= f(f(?).%s‘l +65.25% +3.(25%5%)2 + 3s%) ds = 8345

Une solution approchée de la série solution & 1’ordre 6 est égale & :

3 5 35 63
e f -t R L 5
fo=1+1t+7 tott gttt

La figure (1.2) représente la superposition des courbes des solutions exacte (t)
et approchée ¢g(t) :

<

0
<,
°%0 00 060 o

—

0 02 04 , 06 038 1

Figure 1.2. Superposition des courbes des solutions z. (points) et ¢g (ligne)

On remarque une superposition parfaite des solutions sur 'intervalle [0,0.4].

1.4 Principe de la méthode décompositionnelle
d’Adomian pour les systémes différentielles

non linéraies

Considérons le systeme différentiel suivant :

{%%i = fi(z1, %2, ..., 2p) + g (1.23)
wy(t = 0) = 5k =L P
On cherche la solution (z1, zs, ..., ,) sous forme de séries :
T; = i i, 2=1,...p (1.24)
n=0
En décomposant le terme non linéaire f; comme suit :
Filn T, i) = {ZBAW i=1,.p (1.25)
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Chapitre 1 La Méthode de Décomposition D’Adomian

Les polynoémes d’Adomian (Air)n>o [8] dépendent de 19, Z11, ..., Tiny ey Tpoy Tp1, ---

et qui sont déterminés a partir de la formule suivante :
1 4"
Ain(T10, -y T1ns T20, -, T2m, -3 Lp0, '-7-'Epn) = (_nﬁmfi(xm,xoz, -~,-’l70p) [A=0 (1-26)

ou les z; sont pris sous la forme :
n i n . n .
e (2 . — 2 I ?,.
T ——Z)\ Ti1, ILQ—Z/\ T3 5 .-y 11,—2)\ Tip- (127)
i=1 i=1 i=1

On integre I'équation (1.23) entre 0 et ¢, et on remplace les expression (1.24) et
(1.25) dans (1.23), on obtient :

D=z + LG+ LY A, i=1,..p (1.28)

n=0 n=0

qui donnent les x;, des séries solutions :

( _ -1
Tio = 33’;0 + L gi
=1

T = L7 Ay

2=L14;,  i=1,..petn=0,1,..
§ ! ’ bk (1.29)

N . |
k£in+l*L Al

Les A;n, sont donnés par les formules suivantes pour une fonction & p variables,
indéfiniment différentiable (voir [6], [8], [12]) : '

'
Aio(10, T20, "'7mp0) = fi(Z10, Z20, ~--,$p0)
k11 k1n Pl kpn
mk( e e vl pn) 2 T Tenl ™ T g
8 11+--tkip+.+ p1+---+kpn
(azlku+4--+k1n...azpkp1+m+kpn ) filZo1-Znp)

00 T = K11 + ... +nkip + ...+ k1 + ... + nkpn.

(1.30)

On ne peut pas calculer tous les termes de la série - , x;,,, alors on se contentera

d’une solution approchée sous forme d'une série tronquée d’ordre “g” :

q—1
= zip, i=1,..,p (1.31)
n=0

1.4.1 Formule de calcul des polynémes d’Adomian pour une
fonction a deux variables

Les polynémes A,, seront donnés par les expressions suivantes :

(A0($107 -’520) = f(wa, wzo)

An( ) 5 L2 g Gfi—fa =B
n(L10; --+; Lin; L20, ---) Ton) = i T Ty T3S
1—a2)!"" (an)! (B1—P2)! " (Ba)!
" ) ) " ( (1.32)
9=1+81 (
az‘;‘lamglf T10, T20)

ooy +...+a,=a, fr+...+ B, =
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Chapitre 1 La Méthode de Décomposition D’Adomian

ot les (a;) et les (B;) sont deux suites décroissantes.

Ces formules sont aisément généralisables & p variables.

Afin de calculer les polynémes d’Adomian pour n’importe quel ordre n, il suffit
de déterminer les deux suites décroissantes les (;) et les (3;), # = 1,...,n, tous les
entiers solutions de ’équation :

aq +---+an+;81 ++ﬂn =n
avec :

0 2Q 2> .. >y,
Py 2 Ba 2 s 28y

par exemple, pour n = 2, les solutions des suites (a;) et (5;), i = 1,2 sont don-

nées comme suit :
(S e %) ,31 52

2 0 0 O
1 1 0 0
6 G 2 0
6 9 1T 1
1 8 1 D

D’on, les polynoémes d’Adomian pour n = 2 :

Ao = fo.0(zo,Y0)
Ay = x1 f1r.0(20, %0) + y1.f0.1(Z0, Yo)
As = 33 f1.0(Z0, Yo) + Y2S0.1(Zo, Yo) + %ﬁfz.o(xo, o) + %yffo.z(fﬂo, Yo) + T191 f1.1(%o, Yo)

1.5 Conclusion

Dans ce chapitre, on a considéré la méthode de décomposition d’Adomian pour
résoudre des équations différentielles. Cette méthode est basée sur un schéma récursif
permettant de déterminer la solution sous forme d’une série converge.

La MDA fournit des solutions approchée sur des petits intervalles de temps. Afin
de remédier a cet inconvénient,on utilise une technique dite "de recollement des solutions"
dont on réitere la MDA sur des petits intervalles de temps.

Nous allons utiliser dans le chapitre 3, cette technique pour la résolution du mo-
dele de Lotka-Volterra. Dans le chapitre suivant, nous allons présenter la méthode
d’optimisation d’Alienor pour résoudre un probléme de contréle optimal du modeéle
de Lotka-Volterra.
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Chapitre 2 La Méthode d’Alienor

2.1 Introduction

De nombreux problémes issus de la physique, de la mécanique, de la biomathé-
matique ou du monde industriel conduisent & des problémes d’optimisation globale.

Les méthodes permettant de résoudre cette classe de problémes se divisent en
deux catégories : les méthodes stochastiques et les méthodes déterministes qui
convergent soit vers un optimum local soit vers un optimum global.

* les méthodes stochastiques : sont essentiellement basées sur le hasard (recherche
aléatoire de type Monte-Carlo). Ce sont des méthodes souvent heuristiques qui
donnent une solution avec une probabilité (p < 1). Aussi, il arrive qu’on obtienne
des solutions locales et non globales.

* Les méthodes déterministes : quant & elles, sont basées sur des algorithmes de des-
cente. Mais la plupart (méthode du gradient, des variations locales,...) convergent
vers des minima locaux. Si’on veut trouver un optimum global des difficultés numé-
riques (temps de calcul) apparaissent dés que la dimension est supérieure ou égale
a 3.

C’est dans ce contexte qu"Yves Cherruault et Arthur Guillez [16] ont in-
venté une méthode, appelée méthode Alienor en 1982, qui permet de ramener la
minimisation d’une fonction multivariable disons n a celle dune fonction & une seule
variable. Cette méthode est basée sur 'utilisation d’une transformation réductrice
permettant de construire des courbes qui “a — densi fient” ’espace R™.

Dans ce chapitre, nous allons présenter la méthode d’optimisation d’Alienor
(MA) et quelques transformations réductrices, puis on résout un probléme de mini-
misation d’une fonction quadratique & trois variables par la méthode.

2.2 La méthode Alienor

La méthode Alienor consiste 4 ramener une fonction multivariables & une fonction
d’une seule variable a I’aide d’une transformation réductrice. Cette transformation
est basée sur I'introduction d'une courbe qui remplit I’espace au sens de 1’alpha
densité, ce que nous allons définir.

Définition 2.1 [7] : On dit qu’un sous ensemble S de R™ est a-dense dans R™ si
VM € R", il eziste au moins un point M' € S tel que d(M,M') < o, ot d est la
distance euclidienne dans R™

Dans la littérature il existe plusieurs transformations réductrices, on peut citer :
la transformation d’Archiméde, de Cherruault et de Mora, ... etc.

2.2.1 Transformation d’Archimeéde

La premiére transformation réductrice proposée par les inventeurs de cette mé-
thode utilise la spirale d’Archimeéde.
Soit (x,y) € R?, en coordonnées polaires ce point s’écrit :

z=rcosf, y=rsind. (2.1)
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Chapitre 2 La Méthode d’Alienor

On peut alors relier r et 8 grace a la spirale d’Archiméde d’équation :
r=af, 6>0. (2.2)

dont la représentation graphique est donnée par la figure (2.1) pour @ = 0.02 et
6 € [0, 50].

Figure 2.1. Spirale d Archiméde

Remplacer (2.2) dans (2.1) on obtient :
x = af cosd = hy(0)

y = afsinf = hy(0)

Nous avons donc exprimé (z,y) € R? en fonction d’une seule variable § € R Le
parametre a est destiné tendre vers zéro afin de permettre d’approcher tout point
du plan R? par un point de la courbe h(0) = (hi(6), h2(0)).

Pour trois variables z1,z2,z3, on relie d’abord z; et zy & 'aide d’une spirale
d’angle 6; ce qui donne :

x; = abycosb;, x5 = absinb,.
puis on relie 8; et z3 a I'aide d’une spirale d’angle € en posant :
0 = abfcosf et 3 = afsinf

Ainsi, on obtient la courbe paramétrée h(0) = (h1(0), h2(0), hs3()), définie par :

h1(0) = a?6 cos 0 cos(af cos §)
ha(6) = o6 cos 0 sin(af cos 0)
hs(0) = afsin@

On peut généraliser cette transformation & n variables z;, xs, ..., Z,, en les reliant
deux a deux par des spirales d’angle 6;.

2
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X, x & Xy X, X,
| | | L
g 8, 8,
| | |
8, 6,
L]
8

Figure 2.2. Structure d'arbre
A la fin du processus on obtient la variable 6 qui permet d’exprimer tous les z; :

ot les h;(f) sont des fonctions explicites de 6 (de classe C*), nous avons "appro-
ché" 'espace R™ par R gréce & une transformation réductrice utilisant la spirale
d’Archimede.

D’apres le théoréme suivant la précision de cette approximation dépend du co-
efficient « : plus «a est petit la précision est meilleur.

Théoréme 2.1 ([7],[8]) : Tout point de R™ peut étre approché, avec la précision
que l'on souhaite, par au moins un point de la transformation Alienor. La qualité
de Uapproximation dépend du choiz de a.

Pour la démonstration le lecteur peut se référé a 'ouvrage [8].

2.2.2 Transformation de Cherruault

Cherruault [17] a proposée deux transformations suivantes :
Zy=-cosagl, i=1,...,n. (2.3)

et
r;=snaf, i=1,...m. (2.4)

Ce type de transformation permet d’exprimer en une seule étape toutes les va-
riables en fonction d’une seule variable et donc obtenir plus facilement les expressions
de h;(6).

En determinant les z; via la transformation (2.3). Nous avons remarqué que
cos(co) n'est pas définit. Pour cela quand n est grand, les o; sont proposés par
Cherruault et al. [20] et donnés par les expressions suivantes :

(0%} = 1

Qg >> o

ol (a;); est une suite lentement croissante (i > 3).
Pour le choix des «; on propose 'utilisation de la suite de Fibonacci définie par
[21] :

F0=1, F1:1
F_‘7'+1=-Fj7'+F_17'—17 ]2172:
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D’ott les «; sont donnés par :
Q1 = Fl
Fi+0.9
= L= =
Q; Py o 2, i

La transformation proposée & I’aide de la suite de Fibonacci est oo — dense dans
[—1,1]™
On prend I'exemple de densification dans R? :

x1 = cosf
x = cos(0.9666); 6 € [0,100]

Figure 2.3. Courbe densifiant le pavé [—1, 1]

Le théoréme suivant donne une formule pour le calcul du parameétre de densifi-
cation de la transformation (2.3).

Théoréeme 2.2 ([17],[18]) : Soient ay, ..., an—1 une suite lentement croissante. La
transformation Alienor :
2; =cosoul, 1=1,...,n.

Qp—1
—-1) <.
ey Jyn—-1)<a

Le paramétre de densification o est obtenu pour un choiz de :

est a — dense pour :

a = T2t (n—1).
o

preuve 1 Remarquons d’abord que chaque x; = cos ;0 est périodique, de période
2
" De plus la distance entre deux extréma successifs vaut =

Nous allons montrer que, pour un choiz adéquat de la suite (o;);, la transfor-
mation (2.1) remplit bien Uhypercube [—1, 1] avec une alpha densification que nous
préciserons.

Soit P un point quelconque fizé dans [—1,1]". Montrons lexistence d’un point
P (%}, x5, ..., x%) appartenant d la courbe réductrice définie par (2.3) et vérifiant :

d(P,P) < «
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En choisissant :

On obtient :
|=0

| T — &

Par ailleurs, comme chaque 0; appartient a un intervalle de longueur o=, On
déduit : o
|0; — 0" |<7m—, i=1,2,...n—1
a

n
En appliquant le théoréme des accroissements finis d la fonction cos(t), on déduit
l'inégalité suivante :
* * aZ -
| z; — z |=| cosqf; — cos ;0 |[< 71—, i =1,2,...,n—1,
an

ce qui implique :

d2(P P') = zn: | z; — z} |?< nil(wﬁ)z = ﬁrfcf
) - . 4 7 — a - O.’2 : %
i=0 =1 n n (=1

Donc, le point P'(z%,%,...,x%) approche le point P(z1,xo, ...,T,) avec un un
parameétre de densification qui vaut la% nta?. Sil'on veut obtenir une densification
de paramétre o, on doit satisfaire :

71'2 n—1

P Y af <a (2.5)
n i=1

Comme la suite (o;); est choisie croissante, la borne supérieure du premier terme
p
2 . ..
de (2.5) est Iy Srta? ;. On peut alors choisir oy, et oy,_y tels que :
n

Q1
— —1).
a=T e (n—1)

La recherche de la valeur de Op,eq pour cette transformation (2.3), sachant que
z;€[-1,1] ona:
x; € [—1, 1] = q;f € [2, 27’(’]
or (oy); est une suite lentement croissante est donné par :

2T
omam =
aq

2.2.3 Transformation de Mora
La transformation suivante ([4],[19]) :

ha(0) = 3(1 — cosmmf), m=2,3 (2.6)

hn(0) = (1 — cos m™170)

est a-dense dans [0, 1], ce qui montre le théoréme suivant.
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Théoreme 2.3 [19] : La courbe I — R" définie par les relations (2.6) densifie
Uhypercube unité I = [0, 1]™ avec un coefficient de densification
1
= —4/(n—1).
a=_— (n—1)

La démonstration de ce théoréme se trouve dans [22].

Exemple de transformation de Mora

Pour n=2on a

Figure 2.4. Courbe densifiant le pavé [0,40] x [0,1]

On peut ramener cette courbe & densifier le pavé [0,1]?, il suffit de faire la mo-
dification suivante :

m

hl(e) = %‘w: 6maz =40
ha(0) = (1 — cos3n8), 0 € [0, Omas)

Figure 2.5. Courbe densifiant le pavé [0, 1)?

2.3 Application a optimisation globale
Notre objectif consiste & utiliser une transformation réductrice pour résoudre des

problémes d’optimisations globales en se basant sur approximation des fonctions
de 7 variables par des fonctions d’une seule variable.
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Soit a résoudre le probléme :

o Min f(21,2s, ..., ) (2.7)
ou f est une fonction continue sur R™.
On cherche un (ou des) point(s) réalisant le minimum global de f sachant qu’elle
vérifie la condition de croissance & 'infini :
lim flzr,2a, ..y 2,) = +00 (2.8)

z%+m§+...+x%—)oo
Exprimant x1, s, ..., z, par les expressions suivantes :
x; = h;(0), 8 >0pouri=1,...n. (2.9)

ou h;(f) € C* sont des fonctions définies, dites transformation réductrice et k() =
(h1(0), ha(0), ..., h,(8)) soit une courbe a — dense.
Nous remplagons (2.9) dans la fonction f(z1,%s, ..., 2y), on obtient la fonction f*(6)
définit par :
7(6) = F(1a(8), ha(0), ., hn(6)). (2.10)
ot f*(¢) est une fonction & une seule variable. Le probléme de minimisation (2.7)
est alors ramené au probléme de minimisation & une seule variable :
oot =
On ait donc conduit & chercher le ou les minima dune fonction & une seule va-
riable f*(#). On ne pourra le faire que sur un intervalle fermé et borné [0, 6,,q5]. Cet
intervalle dépendra du fermé et du borné de R™ (généralement un pavé [T7, [a;, b;])sur
lequel on cherche les minima de f(z, ..., T,)-
Le résultat suivant justifie que le probléme de minimisation (2.11) est une ap-
proximation du probléme (2.7).

Théoréme 2.4 [8] : Tous les minima de f(z1,%3,....,T,) peuvent étre approchés
par des minima de f*(0). La réciproque est fausse en ce sens que tous les minima
de f*(8) ne sont pas des approzimalions de minima de f.

Remarque 2.1 : Ce résultat signifie, en particulier que f*(0) introduit des minima
parasites dont il faudra se débarrasser, car c’est la restriction de f & la courbe h.
Tout minimum relativement ¢ h n’est pas forcément un minimum relativement a
R", du fait que h est strictement contenue dans R™. Ce théoréme montre que toute
solution du probleme (2.7) peut étre approchée par une solution du probléme (2.11),
puisque la courbe h C R™ et la meilleure approzimation sera donnée pour un o petit.
Pour que le minimum du probléme (2.7) soit approché par le minimum du probléme
(2.11), 4l suffit de déterminer le minimum global de f*(0) par des méthodes de mi-
nimisation d’une fonction d une seule variable.

Il est possible de voir que si §* est une solution du probléme (2.11), alors la
solution
i =h(0%),i=1,..,n

est une solution approximative du probléme (2.7).
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Remarque 2.2 Afin de s’assurer que la méthode ALIENOR donne le minimum
on peut utiliser le point obtenu par Alienor comme point de départ de la méthode
des variations locales. Si la méthode des variations locales converge au voisinage
de ce point, c’est que la méthode Alienor nous a fournie une approximation d’un
minimum. Sinon on s’éloigne du point donné par Alienor, c’est que l’on a obtenu
un point "parasite” ne correspondant pas a un minimum.

2.3.1 Méthode de recherche du minimum global pour une
fonction univariable

La recherche du minimum global de f*(6) sur [0, 6,4, s’effectue de la facon
suivante :
® Le 0,4, borne supérieur de I'intervalle d’exploration.
e On choisit un pas A (qui peut étre amener & varier en fonction de 0) pour balayer
I'intervalle [0, 0,42
e On construit les points de discrétisation k.Af, k =0, ..., N avec N.AG = 0,,...
Le minimum global (ou au moins une approximation) est trouvé en résolvant le
probleme :

.Mkmf*(k.AQ), k=0,..,N (2.12)

On ftrouvera ainsi un ou plusieurs k* réalisant le minimum de f. Ce dernier
probléeme peut étre résolu par un programme informatique.

Dans le cadre de cette méthode, la difficulté vient des points suivants :
— Le pas A0 doit étre choisi comme fonction décroissante de ¢ (ce qui va augmenter
le nombre de points & considérer ).
— L'intervalle [0, 4] sur lequel on doit chercher les minima globaux de f*(6) tel
que 0,45 est une fonction croissante de n que ’on sait trouver.

Le théoréme suivant donne une formule du calcul pour 8,,,, de la transformation
d’Archimede :

AOTe o (ai—b)?2 |
Théoréme 2.5 [8] : Pour n quelconque Oy = —;zln(f—) ou s est le nombre

d’étages de la transformation, défini par les inégalités : 257 < n < 25.
Le parameétre 6,,,, dépendra de la transformation réductrice et il existe d’autres

formules permettant de calculer ce paramétre (voir [8]).

Exemple 1

Considérons le probléme de minimisation d’une fonction quadratique & trois va-
riables (n = 3) :

folz,y,2) =202 +y* 4+ 32> — 22y — 2wz —z — 2 (2.13)
On cherche X* = (z*,y*, 2*) qui minimise la fonction f,.

La solution analytique vaut X* = (1,1, %)i et la valeur de la fonction objective

est fy(X*) = -3 = —0.75.
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En appliquant la méthode Alienor & ce probléme d’optimisation, pour ce faire il
faut définir La transformation réductrice de Mora :

g=¢
y = 3(1 — cos 3nf) (2.14)
z = (1 — cos 3*m0)

puis remplacer (2.14) dans (2.13), on obtient la fonction f;(6) a une seule variable
g :
f1(0) = 26° 4 (5(1 — cos 376))? + 3(3(1 — cos 976))? — 26(
—20(5(1 — cos3m)) — 6 — ((1 — cos 376))
La cour be représentative de fi () donnée par la figure (2.6) montre qu’elle admet
plusieurs minima, :

(1 — cos 376))

1
2

i
2 lmﬁ B8 10

Figure 2.6. Courbe de f1(6)

On remarque que le minimum global se situe sur Uintervalle [0,2] puisque la
valeur de la fonction objective est minimale.

s /\/\A f/\/\//

02 n‘a\jo\d\fn'y\m‘{z 14 156 18

En appliquant une procédure de minimisation d'une fonction a une seule variable,
le minimum obtenu est égale & :
z* = 0.94321
= 0.9289212254
z* = 0.4757979829
et la valeur de f,(X*) = —0.7475623799.

=
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Exemple 2

Considérons la fonction suivante :
fol@,y,2) =4 +y* + 2°) — 2(zy + 22 + y2) — 6(z + y + 2) 12.15)

Le minimum global est atteint pour (z*,y*,2*) = (3,3, 2)! et la valeur de la fonc-
tion : f}(z*,y*) = - & = —13.5.

En utilisant la transformation (2.14), on obtient la fonction f»(f) & une seule
variable 0 :
fa(0) = 46% + 4(5(1 — cos 37m0))? + 4(3 (1 — cos 3276))? — 6(2 — cos 378 — cos 3270)
— 2(1 — cos 376) (1 — cos 32m8) — 60 — 3(1 — cos 3w8) — 3(1 — cos 327H)
La figure (2.7) montre que f5(0) admet plusieurs minima :

Lt 2" 4 pota 8 2 B 10

Figure 2.7. Courbe de f5(6)

En appliquant une procédure de minimisation d’une fonction & une seule variable,
le minimum obtenu est égale & :

6 = 1.00222 et f5(0*) = —12.00222352

Remplacer §* dans (3.14), on obtient :

(z*,y*, 2°) = (1.00222,0.9998905609, 0.9990153356)

et la valeur de f,(z*, y*, z*) = —12.00222352

Remarque 2.3 : On remarque que la solution (1.00222,0.9998905609, 0.9990153356)*
obtenue par la (MA) n’est pas identique a la solution analytique (2,2,3), pour
pallier a cet inconvénient on propose l'utilisation d’une autre transformation. Au
préalable il n’y a pas une étude théorique qui précise le choiz de la transformation

pour un probléme d’oplimisalion.
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2.4 Conclusion

Nous avons considéré dans ce chapitre la méthode d’Alienor qui est basée sur
I'utilisation des transformations réductrices. Ces transformations sont des fonctions
indéfiniment dérivables qui permettent d’approcher des fonctions & n variables par
des fonctions d’une seule variable.

Nous allons utiliser la méthode Alienor pour résoudre un probléme de contréle

optimale régi par I’équation de Lotka-Volterra, ce que nous allons voir dans le cha-
pitre 4.
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Chapitre 3 Application de la MDA au modéle de Lotka-Volterra

3.1 Introduction

Nous présentons dans ce chapitre I'utilisation de la méthode Adomian au modéle
dynamique du Lotka-Volterra. Nous commencons par décrire le modéle, puis nous le
résolvons par la MDA. Ensuite, nous comparons les solutions obtenues par la MDA
avec ceux données par la méthode de Runge-Kutta.

3.2 Modele Lotka-Volterra

La dynamique des populations s’intéresse au développement numérique de toutes
les populations d’étres vivants, et plus particuliérement de celles des animaux sexués.
On s’intéresse dans cette partie au modele de Lotka-Volterra.

3.2.1 Description du modéle Lotka-Volterra

En mathématiques, les équations de Lotka-Volterra, que I’on désigne aussi sous
le terme de "modeéle proie-prédateur”, sont un couple d’équations différentielles
non-linéaires du premier ordre, et sont couramment utilisées pour décrire la dyna-
mique de systemes biologiques dans lesquels un prédateur et sa proie interagissent,
les proies et les prédateurs se rencontrent au hasard, & chaque rencontre un pré-
dateur a la possibilité de manger sa proie. Les équations s’écrivent fréquemment
(28] -

©(t) = ax(t) — Bz(t)y(t)
y(t) = —yy(t) + dz()y(?) (3.1)
z(0) =z0 y(0) =wo

Elles ont été proposées indépendamment par Alfred James Lotka en 1925
et Vito Volterra en 1926. Ce systéme d’équations est classiquement utilisé comme
modele pour la dynamique du Lynx et du Liévre des neiges.
Ou :
— 1 est le temps.
— 2(t) est le nombre des proies en fonction du temps (par exemple, Ligvre des neiges).
— y(t) est le nombre des prédateurs en fonction du temps (par exemple, Lynz).
— les dérivées () et y(t) représentent la variation des populations au cours du
temps.
Les parameétres suivants caractérisent les interactions entre les deux espéces :
— a taux de reproduction des proies (constant, indépendant du nombre de pré-
dateurs).
— [ taux de mortalité des proies dfi aux prédateurs rencontrés.
— v taux de mortalité des prédateurs (constant, indépendant du nombre de
proies).
— 0 taux de reproduction des prédateurs en fonction des proies rencontrées et
mangeées.
a, 3,7, 06 sont des réels positifs.
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3.2.2 Signification physique des équations

Une fois développées, les équations prennent une forme utile pour une interpré-
tation physique.

Proies : L’équation de la proie devient :
&(t) = ax(t) — Bz (t)y(t)

Les proies sont supposées avoir une source illimitée de nowriture et se reproduire
exponentiellement si elles ne sont soumises & aucune prédation, cette croissance ex-
ponentielle est représentée dans I’équation ci-dessus par le terme ax(t). Le taux
de prédation sur les proies est supposé proportionnel & la fréquence de rencontre
entre les prédateurs et les proies, il est représenté ci-dessus par Bz (t)y(t). Si I'un
des termes z(t) ou y(t) est nul, alors il ne peut y avoir aucune prédation. Avec ces
deux termes, I’équation peut alors &tre interprétée comme : la variation du nombre
de proies est donnée par sa propre croissance moins le taux de prédation qui leur
est appliqué.

Prédateurs : L’équation du prédateur devient :

y(t) = dx(t)y(t) — vy(t)

Dans cette équation, dz(t)y(t) représente la croissance de la population préda-
trice. (Notons la similarité avec le taux de prédation; cependant, une constante
différente est utilisée car la vitesse & laquelle la population des prédateurs augmente
n’est pas nécessairement égale & celle & laquelle il consomme la proie). De plus, yy(t)
représente la mort naturelle des prédateurs, c’est une décroissance exponentielle.

L’équation représente donc la variation de la population de prédateurs en tant
que croissance de cette population, diminuée du nombre de morts naturelles.

3.3 Résolution du modéle Lotka-Volterra par la
MDA

La méthode décompositionnelle d’Adomian appliquée au systéme (3.1) consiste
a:
1- Ecrire le systeme (3.1) sous forme canonique, en appliquent une intégration entre
0 et ¢ au systeme différentiel.
2- Déterminer les polynémes d’Adomian A; associés au terme non linéaire :

N = f(z,y) =$y=if1j

=0

3- Chercher les solutions z et y sous forme de séries :
(oo}
T=) 1
J=0
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et

o0
y= Z Yj
=0
Les conditions initiales données sont :
170 = ].8 5]
2
Yo=1T7 2)
Ecrivant le systéme (3.1) sous la forme canonique, on obtient :
(o) (o0
T=zo+al ™ty z;— LT Y A
=" =0 (3.3)

Y=Yy — ")/L_l Z 'yj + 5L_1 §0A]
J:

Jj=0

Utilisons la formule de calcul des polynémes d’Adomian Aj pour une fonction a
deux variables (voir chapitre 1. Section 1.4.1), on aura :

Ap = fo.o(il?o,yo) = ZoYo

A1 = 1 f10(®0, Yo) + y1.fo.1 (%0, Yo) = T1Y0 + Tow

Az = 32 fro(w0, o) + Y2fo.1(zo, yo) + %[x%fz.o(-l‘o, Yo) + yiqfo.z(il?o, Yo)] + 7191 f1.1(To, Yo)
= T2Yo + ToY2 + T1Y1

Le systeme (3.3) peut s’écrire :

zo = z(0), yo = y(0)
_’L‘J = O{L_la;j—l == IBL—I.AJ'_]_ (34)
Y= —’)’L_lyj—l + L7, j—Ir T=1,2...

Une solution approchée a 'ordre “s” pour les séries solutions x(t), y(t) :

s—1
P1s = Z Tj
j=0
et
s—1
(,2525 = Z Yj
=0
ol les termes x;, y; sont obtenus & partir des formules (3.4).

Le polynéme d’Adomian A, associé au terme non linéaire est :
Ay = f(IO, yo) = gy = 126.

LGS X; i des SéI‘iGS tron uées 1 2 é; l’ordre 3 sont détel‘minés a artir des
Jr I S9 S)
fOI‘I]lllleS (34) £

1 1A 1 1
2y = a/ ot — 5/ Agdu, = a/ 18du — ﬁ/ 126du = (18 — 1260)t
0 0 0 0
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1 1 i 2
Y= —7'/0 Yodu + 5/ Apdu = —'y/ Tdu + 5/ 126du = (1269 — 7v)t
0 0 0

Pour le polynéme d’Adomian A;, on obtient :
A1 = m1yo + Ty = T(18a — 126)t + 18(1260 — T)t
Les x5, 3 sont :
Ty = af[f ri1du — ﬁfg Adu
i /0 (180 — 1268)udu — 3 /D [7(18a — 1268)u + 18(1265 — T)uldu
= 2(18a —1268)t* — §[7(18a — 1263)t? + 18(1266 — 7+)t?]
Yo = =7 fyyidu + 6 f5 Ardu

t it
= — /0 (1266 — Ty)udu + 8 / [7(18a — 1268)u + 18(1266 — Ty)uldu
0

- 5
= Y1265 — )2 + 5[7(18a — 1268)¢” + 18(1266 — 7))

) ;
L’approximation a I’ordre 3 des séries solutions est donnée :
pour les z;
9
b3 =X Zj
=0

=To+ T1+ 22
= 18+ (182 — 1264)t + 2(18a — 1268)¢2 — £[7(18a — 1268)£2 + 18(1266 — 7T7)t?]

pour les y;
2
P23 = X Yj

j=0

=Yot Y1+ Yo
=T+ (1260 — Ty)t + (1268 — 7)1 + 2[7(18a — 1268)t* + 18(1268 — 7~)t?]

La MDA appliquée au modéle Lotka-Volterra donne les solutions sous forme de
séries ou les parametres du modeéle apparaissent explicitement dans les termes des
séries x;(t), y;(t) qui sont des fonctions continues des paramétres (a, S, 7, 0) et la
variable temps ¢.
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3.3.1 Application numérique

On suppose que deux populations, des proies (papillons par exemple), et des pré-
dateurs (araignées par exemple) sont modélisées par un modele de Lotka-Volterra
aveca =2, =04, y=1,et 0 =0.1. [24]

Les conditions initiales sont données comme suit :

To=18 , yo=7

En substituant ces données dans les solutions tronquées ¢q3, ¢a3, on obtient :
2
13 =Y. T = To+ Ty + To = 18 — 14.4t — 14482
=0
2

a3 = _Zoyj =Yg+ Y1 +yo = 7+ 5.6t — 2.8
7:

Nous comparons ces solutions avec ceux données par la méthode de Runge-kutta
sur I'intervalle de temps [0, 1] avec un pas h = 0.1.

Les figures (3.1) et (3.2) représentent la superposition des courbes des solutions
obtenues par la MDA (blue) et ceux données par Runge-Kutta (noir) pour z et y :

15

101

A
Figure 3.1. Superposition des courbes des solutions de x

> e
9.51

85

7 ' i i i
0 02 04 06 08 i

Figure 3.2. Superposition des courbes des solutions de y

Nous avons constatez d’aprés ces courbes que nous avons une bonne superposi-
tion des solutions sur I'intervalle [0, 0.1]. Pour avoir une superposition sur de grands
intervalles de temps, nous allons utiliser une technique dite le recollement des solu-
tions de la MDA.
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3.3.2 Le recollement des solutions par la MDA

Nous avons remarqué que la superposition des courbes n’est pas parfaite sur
tous l'intervalle de temps, pour pallier & ce probléme, on propose la technique
"de recollment des solutions"([12], [21]).

Elle permet pas a pas, en réitérant I'application de la méthode décomposition-
nelle de s’approcher la solution.

Le principe de la technique est le suivant [21] :

Les séries z; = 'Zo Tij, © = 1,..,p sont convergentes sur Iy = [tg, 1], ott tg = 0
et ¢4 est la borne sépérieure pour laquelle la solution obtenue par la MDA coincide
avec la solution exacte.

On peut considérer que la restriction notée z; & Iy est la solution du probléme
(Fo) ;

P = { o= f«(ml, -~-7.-'Cn)t) +gi, t € [to,t1], to =10
zi(to) =59, i=1,..,p

On note :L( ) les restrictions a Iy des fonctions x; obtenues par les relations récur-
rentes (1. 29)(ou par (1.21) dans le cas d’ equatlon différentielle) et par les solutions

approchées du probléme P : d) ( = Z :z:”, i=1,0D

On cherche les solutions z;, i = 1,. p sur I =ty tof telle que :

.T)z(tl) = ¢is (b)), i=1,..,p

Ainsi, définissons le probléme P
Trouver z;, i = 1, .., p sur Vintervalle I), =t t1.41[ telles que :

_{ L = fi( @1y ey Ty t) + Gi 5 T € [ty brga]
_ - _
zi(ty) = 65 (t), i=1,...,p

ot gD = 7 4D

i; > ©=1,...,p sont les séries solutions tronquées du probléme P,

j—O

obtenues par la MDA.
On définit le pas de recollement h par :

h= min |t; —t;4.]
ot r est le nombre de recollements effectués pour balayer Uintervalle [0, 7.

Appliquons cette technique & I'exemple présenté dans la section (3.3), avec le pas
de recollement égal & 15), ot z(t) et y(t) sont des solutions tronquées & ordre 3.

D’aprés les figures (3.3), (3.4) et (3.5) on remarque une superposition parfaite

Des courbes des solutions données par le recollement des solutions de la MDA (ligne)
et ceux données par Runge-Kutta (points) :
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184 R
\\.. 8] e 2
%
7-1
14
6.
121
10 s
8 4
5 g 3
) 02 04 , 06 0.8 1 0 02 04 , 05 038 i
Figure 3.3. Courbe de la solution zx Figure 3.4. Courbe de la solution y
184
16 -
14
12
10 o y
8 i ¥ .
6 # *
4
0 02 04 1 06 0.8 1

Figure 3.5. Courbe de la solution z et y

3.4 Conclusion

On a considéré le systéme dynamique de Lotka-Volterra. Sa résolution par la
méthode décompositionnelle d’Adomian permet de donner des solutions approchées
sur des petits intervalles de temps. Afin d’avoir des solutions sur tous 'intervalle de
temps on propose l'utilisation de I’approche de recoulement de solution.
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Chapitre 4 Contréle optimal du modele de Lotka-Volterra

4.1 Introduction

La théorie de contrdle optimale permet de déterminer le contrdle d'un systéme
qui minimise (ou maximise) un critére de performance.

Notre objectif consiste & chercher le controle optimal d’un modéle du Lotka-
Volterra, La détermination du contrdle optimal est réalisée, en combinant la mé-
thode décompositionnelle d’Adomian et la méthode Alienor qui permet de ramener
le probléme de minimisation d’une fonction dépendant explicitement des paramétres
du contréle & un probléme de minimisation d’une fonction & une seule variable. Une
application de la méthode combinée Adomian/Alienor au modele de Lotka-Volterra
a deux populations est considérée.

4.2 Formulation du probléme de controle

La problématique du controle optimal est la suivante, considérons un systéme
de contrdle sans contrainte (pour simplifier les notations, nous considérons le cas ot
I'instant initial et 1’état initial sont fixés). Soit le systéme [14] :

T(to) = T, L e Z

{:b(t) = f(t,z(t), u(t)), (4.1)

ol f est une fonction continue de Z x V x U dans R™, Z est un intervalle de R,
V un ouvert de R"®, U un sous-ensemble de R™. La variable z est I'état et u est le
controle.

Soit le critére de performance
¢
Itr,w) = K(tp,op) + [ £05(8), u(e)dt
to

ol £ vérifie les mémes conditions que f et K est continfiment différentiable sur V.
Par commodité d’écriture on suppose dans toute la suite que tg = 0.

Soient My et My deux sous-ensembles de V. Le probléme de contrdle optimal est
de déterminer z,(.) solutions de

xu(t) = f(t, zu(1), u(t)),

telles que x,(0) € My, z,(ts) € My, et minimisant le cofit J(¢s,u). On dit que le
probléme de contrdle optimal est & temps final non fixé si le temps final ¢ 1 est libre,
sinon on parle de probléme a temps final fixé.

Ce probléme peut étre résolu par des méthodes classiques comme le principe
du Maximum de Pontryaguine [[8], (14)] ou celles de la programmation dynamiques

[(8), (27)]-

Nous proposons l'utilisation des deux méthodes, & savoir la MDA et celle d’Alienor.
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4.3 Principe du minimum de Pontryagin

Le principe du minimum [14] est basé sur la définition du Hamiltonien du sys-
teme.

Définition 4.1 Le Hamiltonien du probléme (4.1) est la fonction
H:RxR"x (R*\ {0}) xR™ —s R
(t,2(8), (1), u(t)) — H(t,x(t),p(t), ut)) = (p(t), f(t, 2(2), u(t)) + L(t,z(t), u(t))

ot (,) est le produit scalaire usuel de R™, et p(t) vecteur adjoint, et u un contréle
défini sur [0,1y], on note U ensemble des contréles admissibles sur [0, 1]

le vecteur adjoint définie comme solution du 1’équation adjointe :

OH _ Op(t)

2 T 40

D’ot, le systéme Hamiltonien du probléme :

{a@_g =) (4.2)

o = —p(t)
Et pour p(t) et x(t) fixés, le Hamiltonien est fonction du seul paramétre u(t).

Pour que le contréle u*(t) et la trajectoire correspondante 2*(¢) soient optimales,
il est nécessaire qu’il existe un vecteur adjoint p(t) tel que [26] :
1— p(t) vérifie ’équation adjointe.
2— V't € [ty, ts], le Hamiltonien H(t,z(t), p(t), u(t)) atteint le minimum par rapport
a la variable u au point u*(t).

4.4 Utilisation de la méthode combinée Adomian/Alienor

Le probléme consiste & déterminer le controle u(t) minimisant le critére :
T
Tz / F(z,u)dt (4.3)
0

sachant que z et w doivent satisfaire le systéme différentiel suivant :

i =% = f(z,u,1) (4.4)
n(0)=p,  i=1,.p '

On représente chaque composante u;(t) de vecteur du contréle u(t) par :
wi(t) = pher(t), §=1,2,...1 (4.5)
k=1

ol iy, sont des constantes & déterminer, . (t) sont des fonctions connues corres-
pondant & 'approximation choisie : (approximation polynomiale, par des fonctions
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spline, des exponentielles,...). Le systéme différentiel (4.4) est résolu par la méthode
décompositionnelle d’Adomian, aprés avoir exprimé le vecteur de controle u(t) par
les approximations (4.5).

La méthode d’Adomian donnera les solutions approchées z;(t), i = 1, ..., p sous
la forme de séries tronquées (& l'ordre s) :

s—1
zi(t) = Y Ui (U, s iy T), i=1,..p (4.6)
7=0

ou chaque solution z;(t) est fonction explicite de parameétres du vecteur de contrdle
1, et de la variable temps .

En reportant les expressions (4.6) dans la fonction (4.3), on obtient le probléme
de minimisation :

T s—1 s—1 r T
3=0 k=0 k=0

Hig e Mg, 2 =0
(4.7
qui est un probléme de minimisation par rapport aux paramétres ;1,{;, soit 7.l va-
riables. Ces parameétres peuvent &tre réduits par Alienor & une seule variable 6.
On définit la transformation réductrice pour les parameétre du vecteur de contrdle
par :
pe=i0), i=1,...01 et k=1,..,r (4.8)

La transformation j(0) est choisie de sorte qu'elle densifie 'espace R™. En
substituant (4.8) dans la fonction (4.7), le probléme de recherche de minimum global
(4.7) est approché par un probléme de minimisation d'une fonction & une seule
variable :

_/\/Igz'nI*(O) (4.9)

ou :
P(6) = [ PS5 010 B 0),0), e T SO, 040,01, 5 000100,

o & OO0t
La fonction I*(6) est une fonction continue sur un domaine fermé et borné, elle
admet au moins un minimum dans 6 € [0, nez]. Y.Cherruault 7], a montré que
toute solution du probléme (4.9) est une approximation de la solution de (4.6), par
conséquent le probleme d’existence et de I'unicité du vecteur de controle et celui des
parametres est ramené & chercher le minimum global de I*(¢) par des méthodes de
minimisation d’une fonction & une seule variable.
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4.5 Application au modéle de Lotka-Volerra

Soit le probléme de contrdle optimal de deux populations, des proies z, et des pré-
dateurs y. On peut introduire un controle u(t) représentant la fonction de chasse qui
peut étre constant ou continu(exponentielle, polyndmial ...). Le systéme de contrdle
est donc représenté par :

L) — 2(1)(2 — 0.4y(2))

dé(tﬂ = y(t)(—1 + 0.1z(t)) — ¢ u(t)y(t)
z(0) =18, y(0)=7

0<u(t) <1

(4.10)

ou c¢ est une constante représente le niveau maximum de chasse a l'instant ¢ des
prédateurs (si ¢ = 1 désigne qu’il n’y a pas de limite pour la chasse)

le but c’est de chercher u(t) € [0,1] ot u(¢) = 0 désigne qu’il n’y a pas de chasse,
et u(t) = 1 nous chassons le nombre maximum des individus (si ¢ = 1, on suppose
de qu’on a chassé toute la population & l'instant t).

L’objectif sera donc de minimiser la fonctionnelle suivante :

%/ (t)dt + (y(T) — d)?

ot T'= 1. Ceci signifie de minimiser une fonction de contréle durant [0, 7] et main-
tenir le nombre de prédateurs & I'instant 7' = 1 autour d’une constant d = 5.5. Nous
avons normalisé la valeur d qui peut étre 550 prédateurs en réalité.

On veut chercher une fonction de chasse optimale u*(t) tel que :

u*(t) = min(1, u(t))
Nous recherchons le controle u(t) sous les formes suivantes :
u(t) = ce” %
ul (t) = —cst +¢4
u?(t) = —cst® + cgt + ¢
avec ¢; , ¢ = 1..7 sont des parameétres a déterminer en minimisant le critére I.

Le systéme muni de son contrdle est résolu par la méthode d’Adomian, la solution
obtenue, fonction des parameétres de controle, est reportée dans le critére qui, & son
tour, est minimisé par la méthode Alienor.

Les solutions tronquées & I’ordre 3 du systéme dépendent explicitement des pa-
rametres du controle.

Aprés substitution de la solution y(t) et du contrdle w/(¢), j = 1,2 et e dans la
fonctionnelle I, celle ci est minimisée par la méthode Alienor avec la transformation :

&=10 |
&=hi(6), i=2,..,n (4.11)

ou 7 est le nombre de parametres et les & correspondent aux parameétres de controle.
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On pose les transformation suivantes :

us(t)

u’(t)

u®(t)

6129

c2 = 0.5 % (1 — sin(26))

(33:9

cs = 0.5% (1 — cos(30))

Cy = 0
¢ = 1 — cos(20)
c7 =1 — cos(46)

Les résultats obtenus par la méthode combinée Adomian/Alienor pour différentes
fonctions de contréle sont résumés dans le tableau suivant (nous prenons le niveau
maximum de chasse ¢ = 0.65) :

Tableau 4.1. Valeurs des paramétres obtenus par : Adomian/Alienor

Parameétres | u®(t) ul(t) u?(t)

5] 0.59124 B =

c2 0.0372260692 | - -

C3 - 0.93120 -

C4 - 0.9700295672 | -

Cs - - 0.28861

Ce - - 0.1620170778
cr - - 0.5955692441
Valeur de I 0.1704461625 | 0.4603677090 | 0.1713258529

La figure (4.1) présente les courbes des différentes fonctions de controle :
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Figure 4.1. Courbes de conlrdle u® (+), u’ (points) et u* (ligne)

La figure 4.2, représente la comparaison de la quantité des proies z, sans controle
et avec controle optimal pour les différentes fonctions de controle, u! (bleu), u?

(jaune) et u® (rouge).
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Figure 4.2. Superposition des courbes des solutions z sans controle et avec contrdle optimal

La figure 4.3, représente la comparaison de la quantité des prédateurs y, sans
contrdle et avec contrdle optimal pour les différentes fonctions de contréle, u! (bleu),
u? (jaune) et u® (rouge).
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Figure 4.8. Superposition des courbes des solutions y sans controdle et avec contrdle optimal

4.6 Discussion

On remarque que les trois fonctions de contrdle donnent des résultats satisfai-
sants dans le sens que le nombre de prédateurs a I'instant 7' = 1 est maintenu autour
d’une constante désiré d = 5.5. La valeur optimale du critére est atteinte pour une
fonction de chasse u®(t) = c;e™** de cofit I* = 0.1704461625 (voir Tableau 4.1.).

D’apres la figure 4.2 on constate que le nombre des proies diminue sans controle,
alors que il reste & un niveau acceptable pour u!, u? et u°.

On remarque que le nombre des prédateurs augmente sans contrdle, et pour les
trois fonctions de contréle il diminue et reste & un niveau acceptable (voir figure 4.3).

Concernant le choix de la fonction de chasse, le chasseur est libre dans son choix,
en se basant sur :
— La valeur de la fonction objective.
— le niveau maximum de chasse.
— La courbe de contréle (exponentielle, polynéme d’ordre 1, polynéme d’ordre 2).
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Conclusion générale

I s’agit d'un travail consacré & I’étude de deux méthodes mathématiques, a savoir
la méthode de décompostion d’Adomian et celle d’Alienor.

On a considéré la méthode décompositionnelle d’Adomian pour la résolution
d’équations fonctionnelles non linéaires. Elle est basée sur la recherche des solutions
sous forme de séries convergentes et sur la décomposition de I’opérateur non linéaire
en série a l'aide de polyndmes dits d’Adomian. La programmation de la méthode
pour la résolution des équations différentielles a été réalisé a I’aide de logiciel de
calcul formel, par exemple MAPLE. C’est ainsi que, méme les systémes dynamique
non linéaires peuvent &tre résolus avec 'approximation souhaitée, griace & cette mé-
thode qui a comme avantage de ne discrétiser ni I'espace ni le temps et donne les
solutions en fonction explicite des parameétres qui interviennent dans ces équations.

la méthode d’optimisation globale Alienor pour recherche le minimum d’une
fonction & plusieurs variables. Cette méthode utilise essentiellement un concept
développé par Y.Cherruault, elle consiste & exprimer les variables inconnues par
des transformations réductrice densifiant I’espace des parameétres par une courbe
a — dense et permet de remplacer le probléme de minimisation d’une fonction de
'n" variables par celui d’une fonction a une seule variable.

Au cours de ce travail nous avons proposé une méthodologie basée sur deux
méthode, la MDA et d’Alienor, pour résoudre un probléme de contrdle optimal régi
par le systéme de Lotka-Volterra.

L’utilisation de la méthode combinée Adomian/Alienor pour la résolution de ce
probléme nous a permis de le réduire & un probléme de minimisation d’une fonction
a une seule variable.

Le travail qui nous a été proposé avait pour objectif de déterminer le controle
optimal du modéle en minimisant une certaine fonction objective. Ce contréle cor-
respond a une fonction dépendant explicitement des paramétres de modele et de la
variable temps. Il est obtenu par la méthode combinée Adomian/Alienor.

Les perspectives que nous envisageons dans le prolongement de ce travail s’arti-
culent autour des points suivants :
* Comparer notre méthodologie avec des méthodes d’optimisation locales ou glo-
bales.

* Résoudre des systémes différentiels non linéaire d’ordre supérieure & un par la
MDA.

* Controle optimal des équations aux dérivées partielles avec conditions aux li-
mites.

Enfin, nous souhaitons que ce modeste travail contribuera & ’avancement de la
recherche dans ce domaine et aidera les futurs chercheurs dans leurs travaux.
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Annexe

Annexe 1 : Programation de la MDA en Maple

> restart; Adomian : = proc(ICs,Eqgs,n)

local nEq, t0, m, v0, R, N, g, nOrder, u, k, nu, tempN, A, i;
nEq : = nops(ICs)-1;

nOrder : = [ seq(nops(ICs[m]) , m=2..nEq+l) ];

t0 1 = ICs[1];

v0 : = [seqg(ICs[m],m=2..nEqg+l)];

R : = [seq(Egsim,1],m=1..nEq)];

N : = [seq(Egs[m,2] ,m=1..nEq)];

g [seq(Egs[m,3] ,m=1..nEq)];
u : = array(l..nEq,0..n);
for m from 1 to nEgq do
ulm,0] : = glm](t);
for i from 1 to nOrder[m] do

ulm,0] : = vO[m,nOrder[m]-i+1]+int(subs(t=s,u[m,0]),s=t0..t);
end do;
end do;
for k from 0 to n-1 do
na : = seq(sum(’lambdaAi*(u[m,i])','i‘=0..k),m=l..nEq);
for m from 1 to nEg do
tempN : = unapply((N[m]) (nu),lambda) ;
Alm,k] : =(DEEGk) (tempN) (0) /k!;
end do;
for m from 1 to nEqg do
ulm,k+1] : = -R[m] (seq(uf[i,k],i=1l. .nEq))-Alm, k];
for i from 1 to nOrder[m] do
ulm,k+1] : = int(subs(t=s,ulm,k+1]),s=t0..%);
end do;
end do;
end do;
[segq(sum('u[m,k]"', 'k'=0..n) ,m=1..nEq)];

end:
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Annexe

Annexe 2 : Méthodes de Runge-Kutta,

Les méthodes de Runge-Kutta sont des méthodes d’analyse numérique d’approxi-
mation de solutions d’équations différentielles. Ces méthodes reposent sur le principe
de l'itération, c’est-a-dire qu’une premiére estimation de la solution est utilisée pour
calculer une seconde estimation, plus précise, et ainsi de suite .

Principe général :
On considére un probléme de Cauchy 2

y=f(t,y), telto,T]
y(to) = %o

et on cherche a discrétiser ce probléme par rapport & une subdivision #, < #; <
... <ty =T. L’idée est de calculer par récurrence les points (tn, Yn) en utilisant des
points intermédiaires (¢, ;, yn ;) avec :

tn’i=tn+cihn, lézgq, C; € [0,1]

ou h, = tn41 —t, est le pas de temps et ¢; est dans Pintervalle [0,1]. Pour chaque
point intermédiaire, on note la pente correspondante :

DPni = f(t‘n,i; yn,i)'

Soit y une solution exacte du probléme. On a :
t'n.,i
Yltns) = ylta)+ [ £t y()a
En

ci
= y(t,) + h, / f(tn + uhy, y(t, + uhy,))du, Vi=1, ... ,q,
0

grace au changement de variable ¢ = t,, + uh,,. De méme :

Y{tns1) = Y(t) + b [ F(tn -+ Wb, y(tn + whn))du
0

On calculera ces intégrales par une méthode d’intégration approchée, qu’on peut
choisir différentes pour deux valeurs distinctes de 7 :

o i—1 L q
[o®at~ Y ang(a) [ g@dim Y begle),
0 k=1 0 k=1

En appliquant ces méthodes d’intégration & g(u) = f(t, + uhn, y(tn + uhy,)), il
vient :

i1
y(tﬂ-,i) = y(tn) I hn Z a'ikf(tn,k7 y(tn,k)y
k=1
q
Y(tas1) = Y(tn) +hn ) bof bk, Y(tag)-
k=1

1. wikipedia : https ://fr.wikipedia.org/wiki/Méthodes_ de_ Runge-Kutta
2. Jean-Pierre DEMAILLY, ANALYSE NUMERIQUE ET EQUATIONS DIFFEREN-
TIELLES, EDP Sciences, France, 2006
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La méthode de Runge-Kutta d’ordre ¢ sera donc donnée par I’algorithme :

( tn,i =t, + czhn
Yni = Yn + hn Z;g_:ll QiPnk | Vi = ]-a <5 q
] Lpni=1f (tnsis Ynis)

tn—l—l =i, + h'n
Ynt1 = Yn + hy EZ:I bkpn,k

On la représente conventionnellement par le tableau :

G
Ca2 | 21
C3 | a31 Q32

Cq | Aq1 Qg2 ... Qg.q—1

ot les méthodes d’intégration approchées correspondent aux lignes. On pose par
convention a;; = 0 pour 7 > 1.

Programmation en Maple :

Z>Eq : = diff(y(t),t)
dsolve ({Eq,v(0)=y0},yv(t) type=numeric,output=listprocedure) ;
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