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Résumé :

Ce mémoire s'inscrit sous le théme des processus stochastique, plus précisément
des processus de décision markovien (markovien decision processes,MDP) issu de
la théorie de la décision et de la théorie des probabilités .

Le modéle MDP peut Etre vu comme une chaine de Markov & la quelle on gjoute
une composante décisionnelle.

Le but n'est pas d'optimiser une décision isolée, mais de déterminer la suite
d'actions (politique) qui minimise une certaine fonction de co(it. L'incertain est
représenté sous forme de probabilités de transition supposées connues.

Parmi les méthodes utilisées, pour la recherche de politique optimale, nous allons
découvrir deux algorithmes, « policy-iteration algorithm» et «value-iteration
algorithm » Nous allons également vérifier 'avantage et l'inconvénient de chacun
deux a travers deux exemples : le probléme de maintenance et le probléme de la
gestion d'une centrale électrique.

Abstract:

This memory thesis is based on the theme of stochastic processes, more
precisely Markov decision processes derived from the theory of decision and the
theory of probabilities.

The model MDP can be seen as a Markov chain to which a decisional component is
added.

The objective is not to optimize an isolated decision, but to determine the
sequence of actions (policy) that minimizes a certain cost function. The
uncertainty is represented as supposedly known transition probabilities.

Among the methods used, for the optimal policy search, we will discover two
algorithms, « policy-iteration algorithm» and «value-iteration algorithm ». We
will also check the advantage and the disadvantage of each two through two
examples: the problem of maintenance and the problem of managing a power
plant.
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Principaux notions et symboles

Principaux notions et symboles

I : ensemble des états
a : ensemble des actions
A(17) : Pensemble des actions possibles en I'état « i »
¢;(a) = fonction de cofit
R = politique stationnaire
pij(R;) = probabilités de transition lorsque la politique R; est utilisée
7; = la distrubution (probabilité) stationnaire
Va(i, R) =l’esperance du cout total sur les n premiers instants de decision si i est
I’état initial et R la politique utiliseé
gi(R) = la fonction cotit moyen
A(i,a, R) = la différence de cofits attendus total sur une période infiniment longue
Ti(R) = l'espérance du temps jusqu’au premier retour a ’état r en utilisant la
politique R & 1’état initial 4
7,(R) = la longueur attendue d’un cycle
K;(R) =lespérance du cout encours jusqu’au premier retour a ’état » en utilisant la
politique R & I’état initial 4
w;(R) =la fonction de valeur relative particuliére
v; — v; =la différence entre les cofits attendus totaux
R =la nouvelle politique de comparaison

g* =colit moyenne minimale & long terme par unité de temps.

t: le temps
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Introduction

Introduction

Dans I'analyse de nombreux systémes opérationnels, les concepts d’état d’un sys-
teéme et de transition d’état revétent une importance fondamentale. Pour les systémes
dynamiques qui évoluent selon une distribution de probabilité donnée, le modéle de
Markov est souvent approprié, cependant dans de nombreuses situations en envi-
ronnement incertain, les transitions du systéme d’un état & un autre peuvent &tre
controlées moyennant une séquence d’actions, le modéle correspondant est appelé
processus séquentiel de décision markovien qui est & la base de la programmation
dynamique stochastique [TJIMS][1].

Le mot programmation ne doit étre compris dans le sens qu’on lui donne en infor-
matique, il signifie précisément résolution de problémes. Le probléme est en général
mis sous forme de "programme mathématique" ot & chaque décision possible a été
associée une variable. On cherche une solution c’est & dire un ensemble de décisions
qui est optimal vis-a-vis d’un critére appelé fonction coit (ou fonction économique).

Le mot dynamique signifie que le temps intervient d’une facon cruciale dans la
résolution:dans de nombreuses applications il s’agit essentiellement d’aider a prendre
des décisions échelonnées dans le temps, nous verrons qu’on outre le fondement méme
de la méthode est une optimisation récursive "période aprés période".

Le processus de décision markovien (markovien décision processus MDP) permet la
modélisation d’un large éventail de problémes d’optimisations. Il trouve des applica-
tions en Gestion de Stock, Maintenance, Allocation de Ressources, Ordonnancement,
Télécommunication et dans certains problémes d’analyse de systémes informatique

Dans la Section 1.2, nous présentons les éléments de base du modéle de décision
Markovien & temps discret. Apres avoir donnée une définition de " politique station-
naire" & la Section 1.3,]a procédure d’amélioration de la politique est discuté a la

Section 1.4, cette procédure est la clé de divers algorithmes de recherche de politique
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de cout moyen optimale. Les valeurs dites relatives d’une politique donnée jouent un
role important dans la procédure d’amélioration. Les valeurs relatives et leur interpré-
tation fait ’objet de la Section 1.5, Dans la Section 1.6 nous présentons 1’algorithme
d’itération de politique qui génére une séquence de politiques améliorées.La Section
1.7 traite de la méthode alternative d’itération de la valeur qui évite la résolution
lourde des systémes d’équations linéaires, mais implique seuls les calculs récursifs.
Le chapitre 2 contient I’essentiel de notre contribution. Nous présentons d’abord
le probléme de maintenance dans la Section 2.1 avec le modéle et la solution obtenue
par les deux méthodes. Le probléme d’électricité fera 'objet de la Section 2.2, ce

dernier est traité par une seule méthode " policy —iteration algorithm"



CHAPITRE I

PROCESSUS DE DECISION MARKOVIEN

(CAS DISCRET)

1.1 Définitions

Un processus de décision markovien (MDP) est un processus de contréle stochastique
discret défini par :

un ensemble d’états I, qui peut étre fini, dénombrable ou continu. Cet ensemble
définit environnement tel que percu par ’agent .

un ensemble d’actions A, qui peut étre fini, dénombrable ou continu et dans lequel
Pagent choisit les interactions qu’il effectue avec ’environnement .

une fonction de transition Pj;(a), cette fonction représente la probabilité de se
retrouver dans 1'état j en effectuant Paction a, sachant que l'on était & l’instant
d’avant dans 1’état .

une fonction de cotit Cj(a) (fonction de gain) : elle définit la récompense (positive
ou négative) recue par 'agent. Cette fonction permet de déterminer le(les) but(s) a
atteindre et les éventuelles zones dangereuses de ’environnement.

A chaque étape, le processus est dans un certain état 1, et ’agent choisit une
action a . La probabilité que le processus arrive & ’état j est déterminé par ’action
choisie. Plus précisément, elle est décrite par la fonction de transition d’états P;j(a) .

Quand le processus passe de 'état i & ’état j avec laction a, 'agent gagne une

récompense C;(a).
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1.2 Le modéle

Considérons un systéme qui peut étre modélisé comme un processus stochastique
discret avec la propriété markovienne (i.e., chaine de Markov discréte anneze 1). En
tout moment, le systéme se retrouve dans un des (M +1) états possibles: {0,...., M}.

A chaque fois que nous observons le systéme (processus), il faut prendre une
décision,dans un ensemble de décisions disponibles {1,...., K}

Nous avons considéré un systéme dynamique qui évolue au fil du temps selon une
loi de probabililé I'hypothése markovienne. Cette hypothése indique que le prochain
état & visiter ne dépend que du présent état du systéme.

Dans ce chapitre, nous abordons un systéme dynamique (anneze 2) évolutif dans
le temps ot la loi de probabililé du mouvement peut étre contrdlée en prenant des
décisions. En outre, les cofits sont engagés (ou les gains sont gagnés) en conséquence
des décisions qui sont réalisés lorsque le systéme évolue avec le temps.

Nous présentons maintenant le modéle de décision de Markov. Considérons un
systeme dynamique qui est observé & des instants t = 0,1,. . . . a chaque instant
d’observation, le systéme est classé dans I'un des nombre possible d’états et par la
suite une décision doit étre fait. L’ensemble des états possibles est indiqué par I Pour
chaque état ¢ € I, un ensemble A(%) de décisions ou d’actions est donné. Les espaces
d’état I et les actions A(%) sont supposés étre finis.Les conséquences économiques des
décisions prises & les temps de révision (périodes de décision) se refletent dans les
cofits. cette dynamique controlée systéme s’appelle un modéle de Markov & temps
discret.

Si, au moment de la décision, 'action a est choisie dans 1’état 4, alors indépen-
damment de passer du systéme, ce qui suit se produit :

(a) un colt immédiat ¢;(a)est engagé,

(b) A Yétape suivante de la décision, le systéme sera dans I'état 7 avec probabilité
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pij(a) avec > pij(a) =1 i,j € I.

Notons que la seule étape cotite ¢;(a) et les probabilités de transition en une étape
pij(a) sont supposées étre homogeénes.

¢i(a) représente souvent le cotit prévu engagé jusqu’au prochain instant de décision
lorsque l'action a est choisie dans I’état i. En outre, il convient de souligner que le
choix de ’espace d’états et les actions dépend souvent de la structure des cofits du
probléme spécifique considéré. De nombreux problémes pratiques de contréle peuvent
étre modélisés par les processus de décision markovien par un choix approprié de

I'espace d’états et les actions (voir exemple section 2.1 : probléme de maintenance) .

1.3 Politiques stationnaires

Politique (policy)

Une politique est une stratégie (choix d’une action ou décision) pour chaque état,
c’est un ensemble de régles "if state then action".

Politiques stationnaires

L’ensemble des actions choisies par une certaine politique & 1’état ¢ est noté par
A(t) . Ainsi, l'action choisie par une politique peut, par exemple, dépendre de
Phistoire du processus jusqu’ & cet instant.

Elle peut étre aléatoire dans le sens ou elle choisit une action « a» avec une
certaine probabilité P,, a une action de A(7). Une sous-classe importante parmi
toutes les classes des politiques est celle des politiques stationnaires.

Une politique R est dite stationnaire si elle n’est pas aléatoire et ’action choisie
a l'instant ¢ dépend seulement de 1’état du processus en cet instant.

Une politique stationnaire est une fonction de ’espace d’état dans I’espace d’action.

Il découle facilement que si une politique stationnaire R est employée, alors la
suite des états {X;,t =0,1,2,... } forme une chaine de Markov avec des probabilités

de transition P,; = P;;[R(7)] et ainsi le processus est appelé processus Markovien de
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décision.
Politique optimale
une politique optimale est celle qui maximise (ou minimise) les récompenses.
Notre but est de déterminer une politiques optimale d’exécution d’un processus

pour un critére ou une fonction objective donnée.

1.4 L’dée de la politique amélioreé (the policy-
improvement idea)

Dans cette section, nous établirons un résultat clé qui sous-entend les différents al-
gorithmes pour le calcul d’une politique de colit moyen optimale, avant de faire cela,
nous discutons le coit moyen & long terme par unité de temps pour une politique
stationnaire.

Le cotit moyen pour une politique stationnaire donnée

Fixer une politique stationnaire R. Selon la politique R chaque fois que I'action
a = R; est prise a ’état i. Le processus {X,,} décrivant I’état du systéme aux époques
de décision est une chaine de Markov avec des probabilités de transition p;(R;) i , j
(m)

€ Ilorsque la politique R est utilisée. On définit les probabilités de transition p;;

sur n instant de décision par :
PP(R) = P{Xn=jlXo=1},i,j €. etn=1.2,,,

Notez que pg )(R) = p;;(R;) par les équations

P (R) = Ler Py (R)pii (Ra) (1-4-1)

pz(.?)(R) =1 pour j=1iet pgj)(R)zo pour j # i

On définit également les fonctions cout V,,(i, R) par :

Vp(i, R)=D'esperance du cout total sur les n premiers instants de decision si ¢ est
Iétat initial et R la politique utiliseé .

Evidemment, nous avons

10
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Vali, R) = Y05 Sjer P (R)ei(Ry) (1-4-2)

Ensuite, nous définissons la fonction cotit moyen g;(R) par:

9:(R) =représente 1’esperance du cout moyen par unité de temps & long- terme

gi(R) =limpoo 2Vu(i, R) i € I (1-4-3)

Cette limite existe et représente I’esperance du cout moyen par unité de temps
lorsque le systéme est controlé par la politique R & 1’état initiale 1.

Le cotit moyen & long terme par unité de temps = g;(R) (1-4-4)

Propriété de la chaine unique (unichain assumption)

La distrubution (probabilité) stationnaire 7; existe sous I’hypothése de la chaine
de markov irreductible (hypothése de la chaine unique" unichain assumption",voir
propriété 3.5 Bruno bayna [2])

Ti(R) = liMpmooo = Y omey pg-L)(R) pour tout j € J (1-4-5)

Autrement dit, le regime stationnaire existe uniquement si ’espace des états forme
une chaine unique (’espace des états ne peut pas etre réparti en deux ensembles
disjoints fermés).

Les 7;(R) sont la solution unique au systéme des équations d’équilibre

Ti(R) = X ier pii(Re)mi(R), j €l (1-4-6)

avec ) ..;mj(R) =1 a partir de (1-4-2) (1-4-3) (1-4-5)

g:(R) = g(R) pour tout 7 € I avec

9(R) = > e ¢i(Ry)mi(R) (1-4-7)

L’idée de la poltique amélioreé

Une politique stationnaire R* est considérée comme optimale si

g:(R*) < gi(R)

Pour chaque politique stationnaire (est la régle qui prescrit une action unique
chaque fois que le systéme se trouve a I’état 7). On admet sans preuve qu’une politique
stationnaire optimale existe toujours. De plus la politique R* n’est pas seulement

optimale parmi la classe de politiques stationnaire, mais elle est également optimale

11
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parmi la classe de toutes les politiques envisageables.

Dans la plupart des applications, il n’est pas possible de trouver une politique
optimale en calculant le cout moyen de chaque politique stationnaire. Par exemple, si
le nombre d’états est NV et qu'’il y a deux actions dans chaque état, alors le nombre de
politiques stationnaires possibles est de 2V et ce nombre augmente rapidement au-dela
de toute limite pratique. Cependant, plusieurs algorithmes peuvent étre donnés qui
conduisent de maniére efficace & une politique optimale, "policy iteration "et "value
iteration " sont les algorithmes les plus utilisés.

Fixons une politique stationnaire R. On suppose que la chaine de Markov { X, }associé
a la politique R est unique, le cotit moyen g;(R) = g(R) indépendamment de P’état ini-
tial i € I. Le point de départ est la relation évidente lim, .o, V5 (%, R)/n = g(R) pour
tout i, ou V,,(4, R) l'esperance du cout total sur les n premiers instants de decision si
1 est 1’état initial et R la politique utiliseé .

Va(i, R) = ng(R) + v;(R) Pour n grand (1-4-8)

Noter que v;(R) —v;(R) = Vy,(i, R) — Vo(4, R) pour n grand ,v;(R) — v;(R) mesure
la différence dans les colts totaux attendus en commencant par I’état ¢ plutdét que
létat j, étant donné que la politique R est suivie. Cela explique le nom des valeurs
relatives pour le v;( R). Nous avons 1’équation de récurrence

Vuli, R) = ¢;(R;) + Zjelpij(_&)v_l(j, R) m>1letiel

Avec Vp(i, R) = 0. Cette équation suit par conditionnement sur 1'état suivant
qui se produit lorsque I'action a = R; est faite a ’état ¢ sur n instant des décisions.
En remplacant ’expansion asymptotique (1-4-8) dans l’équation de récurrence, on
trouve, aprés avoir annulé les termes communs:

9(R) +vi(R) m ci(Rs) + 3 ;¢ Pis(Re)v;(R) i€l (1-4-9)

L’idée derriére la procédure d’amélioration de la politique R donnée est de con-
sidérer la différence de cofits suivante:

A(3, a, R) =la différence de cotits attendus total sur une période infiniment longue.

12
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Cette différence est égale & zéro lorsque ’action a = R; est choisie. Cette différence
est donnée par :

A0, R)=limn-co [¢(a) + Syer Pis(@)Vanr (G, R) — {(B0) + 2y pis(RVar G R) } ]

En remplacant (1-4-8) par 1'expression entre parenthéses, on constate que pour n
grand cette expression est approximativement égale a-

€i(a)+ X er Pig(a)vs (R) —(n=1)g(R)—{ ci(R:) + X2y pig (Ro)(R) — (n — 1)g(R) }

Cela donne :

Ali,a,R) = ci(a) + Y pig(B)vs(R) — ci(Be) — Xy pig(Ro)ws(R)

Ainsi, en utilisant (1-4-9),

A, a, R) ~ cia) + 305 pig (Ro)vi(R) — g(R) — vi(R)

Cette relation et la définition de A(%, a, R) nous suggérent de rechercher une action
a létat 7 afin que la quantité

ci(a) — g(R) + X2 e Pii(a)vi(R) (1-4-10)

Soit ¢ aussi petite que possible. La quantité dans (1-4-10) s’appelle la quantité
de la politique améliorée, la discussion heuristique ci-dessus suggére un Théoréme
principal qui sera la base pour les algorithmes qui seront discutés plus tard. Une
preuve directe de ce théoréme peut étre donné sans utiliser I'une des hypothéses
heuristiques mentionnées ci-dessus.

Théoréme 1-4-1 (théoréme d’amélioration)[1] :

Soient les nombres g et v; ¢ € I. Supposons que la politique stationnaire R ait la
propriété

ci(R) — g+ ) er pij(R)v; < vy pour i € I (1-4-11)

Alors,le cofit moyen & long terme de la politique R satisfait

gi(R)<g jiel (1-4-12)

Ou le signe d’inégalité strict occupe (1-4-12) pour i = r lorsque ’état r est récur-
rent en vertu de la politique et le signe d’inégalité stricte contient (1-4-11) pour 7 = 7.

Le résultat est également vrai lorsque l'inégalité signe en (1-4-11) et (1-4-12) est

13
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inversée.

1.5 La fonction de la valeur relative(The relative
value function )

Dans la section 1-4, nous avons introduit de maniére heuristique les valeurs relatives
d’une politique stationnaire R donnée. Dans cette section, nous traitons la fonction
de la valeur relative. Cela sera fait pour le cas d’une chaine unique R. Soit un état
récurrent de la politique R. In vue de I’hypothése de la chaine unique, la chaine
de Markov {X,} associée & la politique R visiteront ’état r aprés des transitions
finement nombreuses, quel que soit ’état initial. Ainsi, on peut définir, pour chaque
état 1 € [

T;(R) = lespérance du temps jusqu’au premier retour a I’état r en utilisant la
politique R & ’état initial ¢

T-(R) = la longueur attendue d’un cycle,pour chaque i € /.

K;(R) =l’espérance du cout encours jusqu’au premier retour a 'état r en utilisant
la politique R a I’état initial 7.

Nous utilisons la convention que K;(R) inclut le coit engagé lors du démarrage
de I’état mais exclut le cofit engagé lors du retour a I’état r, par la théorie du renewal
reward processus, le colit moyen par unité de temps est égal aux cofits prévus encourus

en un cycle divisé sur la longueur attendue d’un cycle et donc

K-(R
9(R) = Tr((R))

Ensuite, nous définissons la fonction de valeur relative particuliére

wi(R) = Ky(R) — g(R)T(R), iel (1-51)

Note, en conséquence de (1-4-1), la normalisation
wr(R) =0.
Conformément au résultat heuristique (1-4-9), le théoréme suivant montre que le

cofit moyen g = g(R) et les valeurs relatives v; = w;(R), i € I vérifient le systéme
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d’équations linéaires.

Théoréme 1-5-1[1]:

Soit R une politique stationnaire donnée telle que la chaine de markov associé
{X,} ne peut pas étre repartie en deux ensembles disjoints fermes.Alors :

(a)- Le cott moyen g(R) et les valeurs relatives w;(R), i € I , verifient les condi-
tions suivantes du systéme d’équations linéaires

vi=ci(R) — g+ Yyerpii(R)v;, i€l (1-52)

(b)- Laissez les nombres g et v;, 4 € I, soit une solution & (1-5-2). Alors g = g(R)

Et, pour un certain constant ¢, v; = w;(R) +c, i € I.

(¢)- Soit un état arbitrairement choisi.Ensuite,les équations linéaires (1-5-2) en-
semble avec ’équation de normalisation vs = 0 ont une solution unique.

Interprétation des valeurs relatives:

Les équations (1-5-2) sont appelées les équations de détermination de la valeur. La
fonction de valeur relative v;, ¢ € I est unique jusqu’a une constante additive,’'unique
solution (1-5-1) peut étre interprétée comme le cofit total attendu jusqu’a ce que
retourner a I’état r lorsque la politique R est utilisée et les cofits en une étape sont
donnés par c(a) = ¢;(a) — g avec g = g(R) si la chaine Markov {X,} associée a la
politique R est apériodique, deux autres interprétations peuvent &tre données a la
fonction de valeur relative. la premiére interprétation est que, pour tous les deux
états i, i € [

v; — v; =La différence entre les cofits attendus totaux sur une base infinie longue
période en commencant par I’état ¢ plutdét que dans état j lorsque vous utilisez la
politique R.

En d’autres termes, v; — v; est le montant maximal qu’une personne rationnelle
est disposée & payer pour démarrer le systéme dans 'état j plutét que dans 1’état @

lorsque le systéme est controlé par la régle R,Cette interprétation est une conséquence
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simple de (1-5-3). En utilisant ’hypotheése que la chaine de Markov {X,,} est apéri-
odique,nous avons cela lim,,, pg")(R) existe ,en outre, cette limite est indépendante
de I’état initial i, puisque R est chaine unique. ainsi, par (1-5-3),

Vi = limp0o {Vin (4, R) — mg} + > mi( R)v;. (1-5-5)

Cela implique que v; —v; = limy, 00 {Vin (4, RB) — Vin(j, R)} ;une interprétation spé-
ciale s’applique a la fonction de valeur relative v; i € I avec la propriété ser Ti(R)v; =
0,comme la fonction de valeur relative est unique jusqu’a une constante additive, il
existe une fonction de valeur relative unique avec cette propriété. Indiquez cette
fonction de valeur relative par A;, ¢ € /. Ensuite, par (1-5-5),

Ry = limy—s00 {Vin (3, R) — mg} . (1-5-6)

Le biais h; peut également étre interprété comme la différence entre les cofits
prévus totaux entre le systéme dont I’état initial est 7 et le systéme dont 1’état initial
est distribué selon la répartition & I’équilibre {7;(R), j € I'} lorsque les deux systémes
sont contrélé par la politique R, ce dernier systéme s’appelle le systéme stationnaire.
Ce systéme a la propriété qu’a toute décision I’époque de 1’état est distribuée comme
{m;(R)} ainsi, pour le systéme stationnaire, le cofit prévu encouru & n’importe quel
I'époque de décision est égale ). ;cj(R;)m;(R) étant le colit moyen g = g(R)de la
politique R. par conséquent, dans le systéme stationnaire, les cofits totaux attendus
sur le premier m époques de décision sont égales a mg. Cela donne I'interprétation

ci-dessus du biais h; puissance.

1.6 Algorithme d’itération par politiques (Policy-
iteration algorithm)

Les valeurs relatives associées & une politique donnée R fournissent un outil pour
la construction d’une nouvelle politique R dont le cofit moyen n’est pas supérieur &
celui de la politique actuelle R. Afin d’améliorer une politique R donnée dont le coiit

moyen g(R) et les valeurs relatives v;(R), i € I ont été calculés, nous appliquons le
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Théoréme (1-4-1) avec g = g(R) et v; = v;(R), i € I. En construisant une nouvelle
politique R telle que, pour chaque état i € I,

ci(Rs) — 9(R) + X1 pig(Re)v; < v; (1-6-1)

On obtient une régle améliorée R selon g(R) < g(R). En construisant une poli-
tique améliorée R il est important de réaliser que pour chaque état 7 séparément une
action R; satisfaisant (1-6-1) peut étre déterminé, nous indiquons que cette flexibilité
de la procédure d’amélioration des politiques peut étre exploitée des applications spé-
cifiques pour générer une séquence de politiques améliorées dans une sous-classe de
politiques ayant une structure simple. Une fagon particuliére de trouver pour 1’état
i € I action R; satisfaisant (1-6-1) est de minimiser :

ci(a) — g(R) + 32 ;¢r pij(a)vi (R) (1-6-2)

Par rapport a € A(7). Notant que l'expression dans (1-6-1) est égale & v;(R) pour
a = R; alors (1-6-1) est satisfaite pour l’action R; qui minimise (1-6-2) par rapport
a € A(i), nous sommes maintenant en mesure de formuler les éléments suivants de
Palgorithme.

Policy-iteration algorithm[1]

FEtape 0 (initialisation), choisir une politique stationnaire R

Etape 1 (étape de détermination de la valeur), pour la régle actuelle R, calculer
'unique solution {g(R),v:(R)} au systéme d’équations linéaires suivantes :

v; = ci(R;) — g(R) + X e pis(Ri)vj, 1 €1

vy =0,

Ou s est un statut arbitrairement choisi.

Etape 2 (étape d’amélioration de la politique),pour chaque état 4 € I, déterminer
une action a; donnant le minimum en min,e(;) {ci(a) —gCR) + 3 ser pij(a)'vj(R)} .

La nouvelle politique stationnaire R est obtenue en choisissant R; = a; pour tout
i € I avec laquelle R; est choisi égal & l’ancienne action R; lorsque cette action

minimise la quantité d’amélioration de la politique.
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Etape 3 (test de convergence). Si la nouvelle politique R = R, l’algorithme est

arrété avec la politique R. Sinon passer & ’étape 1 avec R remplacé par R.

L’algorithme d’itération de politique converge aprés un nombre fini d’itérations a
une politique optimale de cotit moyen.

Remarque 1-6-1 :

l'algorithme d’itération par politiques est également connu par "l’algorithme des
améliorations successives de Howard|[3] ".

L’équation moyenne d’optimalité des cotits

Puisque I'algorithme d’itération de politique converge aprés plusieurs itérations,il
existe des nombres g* et v}i € I tel que:

vf = mingeaq) {q(a) —g*+ ZjEIpij(a)v;f} .tel (1-6-3)

Cette équation fonctionnelle s’appelle I’équation moyenne d’optimisation des cofits.
En utilisant le Théoréme (1-4-1), nous pouvons vérifier directement que toute poli-
tique stationnaire R* pour laquelle 'action R minimise le coté droit de (1-6-3) pour

tout ¢ € I, est un cofit moyen optimal. Pour voir cela, notons que

Ui = ci(RY) — "+ 3 e pii(RY )y, i€l (1-6-4)
et
v <cia) —g" + > e pij(a)vf, a€ A(i)et iel (1-6-5)

L’égalité (1-6-4) et le Théoréme (1-4-1) impliquent que g(R*) = g*, R une poli-
tique stationnaire,prendre ¢ = R; dans (1-6-5) pour tout 7 € I et appliquer le
Théoréme 1-4-1, On trouve g(R) > g¢*. En d’autres termes, g(R*) < g(R) pour
toute politique stationnaire R. Cela montre non seulement que la politique R* est
un colit moyen optimal mais montre également que la constant ¢g* dans (1-6-3) est
déterminé de maniére unique en tant que coit moyen minimum par unité de temps,
il est indiqué sans preuve que la fonction v}, i € I, pour (1-6-3) est uniquement
déterminé jusqu’a une constante additive.

Ensuite, I'algorithme d’itération de politique est appliqué pour calculer un cofit
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moyen optimal pour le probléme de maintenance (voir section 2.1)

1.7 Algorithme d’itération par valeurs (value-iteration
algorithm)

La notion de l'algorithme d’itérations par valeurs et de la formulation de la pro-
grammation linéaire dans les deux cas, il faut qu’a chaque itération d’un systéme
d’équations linéaires de la méme taille que 1’espace d’état est résolu. En général, ce
seront des calculs fastidieux pour un grand espace d’état et rend ces algorithmes de
calculs & grande échelle d’intérét pour les problémes de décision markovienns. Dans
cette section, nous allons voir un autre algorithme qui évite de résoudre les systémes
d’équations linéaires mais utilise plutét ’approche de la solution récursive & partir de
la programmation dynamique. Cette méthode est ’algorithme d’itération par valeur
qui calcule récursivement une séquence de fonctions d’approximation de la valeur
moyenne minimale cofit par unité de temps. La valeur des fonctions limites inférieure
et supérieure sur le colit moyen minimal et sous une certaine condition périodic-
ité ces limites convergent pour le colit moyen minimal. Le nombre d’itérations est
dépendant du probléme et généralement 'augmentation du nombre de membres du
probléme & I’examen. Un autre avantage important d’itération de la valeur, c’est qu’il
est habituellement facile d’écrire un code pour des applications spécifiques. En ex-
ploitant la structure de I’application particuliére de la mémoire de l'ordinateur évite
généralement 1'un des problémes qui peuvent étre rencontrés lors de 'utilisation de la
notion d’itération. L’itération de la valeur n’est pas seulement une méthode puissante
pour les chaines de Markov, mais c’est aussi un outil pour calculer des limites sur les
mesures du rendement & une seule chaine de Markov. Dans cette section l'algorithme
d’itération par valeur sera analysé sous I’hypothése de la chaine unique selon cette
hypotheése le coit moyen par unité de temps est indépendant de I’état initial.

g* =la moyenne minimale des cofits & long terme par unité de temps.
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La valeur d’itération calcule I’algorithme-récursivement pour n = 1,2, ... la fonc-
tion de valeur v,(%) & partir de

on(i) = mineea) {ci(0) + Xjer Pis(@)ona() } . i€ 1 (1-7-1)

En commencant par une fonction choisie arbitrairement vy(z), ¢ € I la quantité
v, (%) peut étre interprétée comme le minimum des cofits totaux prévus avec n périodes
de gauche & I’horizon de temps lorsque 1'état actuel est ¢ et un cotit de la borne vo(5)
est engagé lorsque le systéme se retrouve au niveau de ’état j

Intuitivement, on pourrait s’attendre & ce que la différence en une étape v, (i) —
Up_1(7) soit trés proche de la moyenne minimal colit par unité de temps et que la
politique de I’arrét dont I’action de minimiser le c6té droit de (1-7-1) Pour tout 4 soit
trés proche en colt par rapport au colit moyen minimal. Cependant, ces questions
semblent étre plutét subtil pour le critére de cofit moyen en raison de 'effet de péri-
odicité possible dans le processus de décision. Avant d’expliquer cela plus en détail,
nous nous intéressons & un opérateur qui est induite par 1’équation de récurrence (1-
7-1). L’opérateur T ajoute & chaque fonction v = (v;,¢ € I) une fonction Tv dont la
composante i ITéme (T'v); est définie par:

(Tv); = mingeaq) { @) + Ljer Pi (@} il (1-7-2)

Notez que (Tv); = v,(7) si v; = v,—1(3), 7 € L.

Le théoréme suivant joue un role clé dans ’algorithme d’itération par valeurs

Théoréme(1-7-1)[1]:

Supposons que I’hypothése de la chaine unique est satisfaite. Soit v = (v;). Définir
la politique stationnaire R(v) ainsi qu’une politique qui s’ajoute & chaque état ¢ € [
une action a = R;(v) qui minimise le c6té droit de (1-7-2). Puis

minges {(Tv); — v;} < g% < gs(R(v)) < max;er {(Tv); — vi} (1-7-3)

Pour tout s € I, ou g* est la moyenne & long terme minimal cofit par unité de
temps et de gs(R(v)) désigne la moyenne & long terme coit par unité de temps sous

politiques R(v) lorsque I’état initial est s.
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preuve:
Pour prouver la premiére inégalité, supposons une politique quelconque R. Par la

définition de (T'v);, nous avons pour tout état i € I que

(Tv)i < ci(a) + 32 r Pig(a)v; a € A7) (1-7-4)
le signe de I'égalité est pour a = R;(v), le choix d’un a = R; en (1-7-4) donne
(Tv)i < ai(Ri) + X iy pij(Ri)v; i €1 (1-7-5)

Définissions de la limite inférieure

m = min;er {(Tv); — v;}

Puisque m < (T); — v; pour tout ¢, il découle de (1-7-5) que m + v; < ¢;(R;) +
2 jer Pij(a)v; pour tout ¢ € I, et donc ¢;(R;) —m + 35, pij(Ri)v; > v, i€

Une application du Théoréme (1-4-1) que donne maintenant

g(R)>m, iel

Cette inégalité est vraie pour chaque politique R et gx = ming g;(R) > m ce qui
prouve la premiére inégalité dans (1-7-3). La preuve de la derniére inégalité dans
(1-7-3) est trés similaire. Par la définition de la politique R(v),

(Tv)i = i(Ri(v)) + 2 jer i (Re)v;, i€l (1-7-6)

Déterminons la limite supérieure

M = max;er {(Tv); — v;}

Puisque M > (T'v); — v; pour tout 7 € I, on obtient de (1-7-6) que

G(Ri(0) = M+ Y ps(Ri(o)vs S v i €1

Nous avons maintenant formulé I'algorithme d’itération de la valeur. Dans la
formulation, il n’existe pas de restriction & supposer que

ci(a) > 0 pour tous i € I et a € A(7).

Sinon, ajouter une constante positive pour chaque ¢;(a). Cela affecte le cotit moyen

de chaque politique par la méme constante.

Algorithme d’itération de la valeur[1] :

Etape 0 (initialisation). choisir Vo(i), i € I avec 0 < V(i) < min, ¢i(a) soit
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n = 1.

Etape 1 (étape de la valeur-itération). Pour chaque état i € I, calculer

Vali) = mineea { () + Xyer pis(@)Vaa () }

Soit R(n) une politique stationnaire telle que I'action a = R;(n) minimise la coté
droit de I’équation pour V,,(7) pour chaque état i.

Etape 2 (limites sur les cotits minimaux). Calcule les limites

My = minger {Vo(2) — Voo1(4)}, M, = max;er {Vo (i) — Voo1(d)},

Etape 8 (test d’arrét). si

0< M, —m, < em,

Avec € > 0 un numéro de précision spécifié¢ (par exemple ¢ = 1073), ou s’arréte
avec la politique R(n).

E'tape 4 (suite). N :=n + 1 et répéter l'étape 1.

Par le Théoréeme (1-6-1), nous avons

0 < £lBB=gr < Mommn < ¢ e ] (1-6-7)

Lorsque l'algorithme est arrété aprés n itérations avec la politique R(n). En
d’autres mots, le cotit moyen de la politique R(n) ne peut pas dépasser plus de 100e%
de le colit moyen théoriquement minimal lorsque les limites m,, et M, satisfont 0 <
M,, — m,, < em,, dans les applications pratiques, on est généralement satisfait d’une

politique dont le cofit moyen est suffisamment proche du cotit moyen théoriquement

minimal.

Remarque :

L’algorithme d’itérations par valeurs est également connu par « algorithme de la
valeur itérée »

Convergence des limites

La question restante est de savoir si les limites inférieures et supérieures m,, et
M,, convergent & la méme limite afin que l'algorithme soit arrété aprés plusieurs

itérations [4]. La réponse est oui, seulement si une certaine condition d’apériodicité
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est satisfaite. En général m,, et M, n’ont pas besoin d’avoir la méme limite, comme
il peut étre vu par ’exemple suivant.

Considérons le probléme trivial de décision markovien avec deux états 1 et 2 et un
seul action ag dans chaque état.Les cofits et les probabilités de transition sont donnés
par c¢1(ag) = 1,ca(ag) = 0,p12(ag) = pa1(ao) = 1 et pyi(ap) = paa(ap) = 0 ensuite, le
systéme se déplace entre les états 1 et 2. Il est facile a vérifié que Vor(1) = Var(2) = &
et Vax—1(2) = k£ — 1 pour tout k¥ > 1 Par conséquent m,, = 0 et M, = 1. Pour tout n,
impliquant que les séquences {M,,} et {m,,}Ont des limites différentes. La raison du
comportement oscillant de V,,(i) — V;,_1(%) est la périodicité de la chaine de Markov
décrivant ’état de la chaine de Markov systéme. Le prochain Théoréme donne des
conditions suffisantes pour la convergence des algorithme d’itérations de valeurs.

Théoréme (1-7-2)

Supposons que ’hypothése de la chaine unique se maintienne et que pour chaque
cofit moyen optimal, la chaine Markov associée {X,} est apériodique. Ensuite, il
existe des constantes finies a > 0 et 0 < 3 < 1 telles que |M,, — m,| < af"”, n>1

En particulier,lim, oo My, = limy,_,o0 My, = g*.

Nous prouvons le résultat intéressant que les séquences {my,} et {M,} sont tou-
jours monotone indépendamment de la structure en chaine des chaines de Markov.

Théoréme (1-7-3)

Dans Palgorithme d’itération par valeurs, le bas et le haut les limites satisfont

Mpt1 > My et My < My, pour tout £ > 1

Preuve

Selon la définition de la politique R(n),

V(i) = a(Re(m)) + Xy 05 (Ra(m) Vo (G) i € 1 (1-7-8)
De la méme maniére que (1-7-5) a été obtenue, nous trouvons pour toute politique
R que ci(Rs) + Yoy pii(B)Vas(3) > Vali) i €1 (1-7-9)

Prendre n = &k dans (1-6-8) et prendre n =k + 1 et R = R(k) dans (1-7-9) donne
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Vk+1(i) —Vk(i) < ZjeIpij(Ri(k)) {Vk(j) - Vlc-l(j)}: iel (1‘
7-10)

De méme, en prenant n = k + 1 dans (1-7-8) et en prenant n =k et R = R(k +1)
dans (1-7-9), nous trouvons

Vier (1) = Vi) > 225¢; pi(Ri(k+1)) {Vi(4) — Ver(5)}, i€ 1 (1-
7-11)

Puisque Vi(j) — Vi—1(j) < Mi pour tout j € I et 3 pij(Ri(k)) = 1 il suit &
partir de (1-7-10) que Vi1 (i) — Vi(i) < My, pour tout i € I cela donne My, < M,

de méme, nous obtenons de (1-7-11) que My > my.
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CHAPITRE II

APPLICATIONS ET PROGRAMMATION

2.1 Le probléme de la maintenance

Au début de chaque journée, une piéce d’équipement est inspectée pour révéler son
véritable état de fonctionnement.

L’équipement sera trouvé dans I'une des conditions de travail i = 1,..., N, ou la
condition de travail 7 est meilleur que I’état de fonctionnement 7+ 1 .

L’équipement se détériore dans le temps, si 'actuel état de fonctionnement est i
et aucune réparation n’est fait, alors au début de la prochaine journée, le matériel
sera dans la condition de travail j (I'état j) avec probabilité g;;.

Il est supposé que ¢;; =0 pour j <% et EjZi gi; = 1.

La condition de travail ¢ = N représente un dysfonctionnement qui nécessite
une réparation forcée qui prend deux jours, pour les états intermédiaires 7 avec 1 <
1 < N il y a un choix entre réparation préventive de 1’équipement ou bien laisser
lappareil(l’équipement) fonctionner pendant une journée.

Une réparation préventive ne prend qu’un seul jour et un systéme réparé se
retrouve & la condition de travail ¢ = 1. Le cofit d’une réparation en cas de panne est
C't et le cotit d’une réparation préventive dans la condition de travail i est Cp;.

Nous voulons déterminer une régle de maintenance qui minimise les cotts de
réparation moyen & long terme par jour.

Modélisation:

Ce probléme peut étre mis dans le cadre d’un processus de markov & temps discret.

Puisque une réparation forcée prend deux jours et ’état du systéme doit étre défini
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au début de chaque jour, donc nous avons besoin d’un état auxiliaire de la situation
dans laquelle une réparation est déja en cours pour une journée.

Ainsi, 'ensemble des états possibles du systéme est choisi comme I = {1,2,..., N, N+
1}, létat 7 avec 1 < i < N correspond & la situation dans laquelle I'inspection révéle
une condition de travail ¢, alors que I’état N 4 1 correspond & la situation ou une
réparation est déja en cours pour une journée.

Définir les actions :

0 Si aucune réparation n’est effectuée
a=14 1 Si une réparation préventive est effectuée
2 Si une réparation forcée est effectuée

L’ensemble des actions possibles a I’état « i» est choisi comme

A(1) = {0},

A(i) ={0,1} pour 1 < i < N,

A(N) = A(N +1) ={2}.

Les probabilités de transition d’une étape p;;(a) sont données par :
pi3(0) = g;; pour 1< i < N,

pi1(1) =1 pour 1< i < N,

PNN+1(2) = pys1,1(2) =1 et Pautre p;;(a) = 0.

Les cofits d’une étape sont donnés par :

ci(0) =0, c(1)=cp, cn(2)=c; et cn1(2) =0

Exemple : 1l est supposé que le nombre de conditions de travail possibles est égal
a N = 5. Les cofits de réparation sont donnés par
Cy=10,Cpa =7, Cpz3 =T et Cps = 5.

Les probabilités de détérioration sont données dans le tableau suivant
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i/] 1 2 3 4 5
i 0.90 0.10 0 0 0
2 0 0.80 0.10 0.05 0.05
3 0 0 0.70 0.10 0.20
4 0 0 0 0.50 0.50
Tableau 2.1.1 les probabilits de detrioration
Résolution:

2.1.1 Algorithme d’itération par politiques (policy-iteration)

L’algorithme d’itération par politique est initialisée avec la politique R = (0,0,0,0,2,2),
qui prescrit la réparation uniquement dans les états 5 et 6.

Dans les calculs ci-dessous, la politique d’amélioration de la quantité est abrégé
en : Ti(a, R) = Ci(a) — g(R) + X2 ;¢ Pii(a)v;(R)

Quand la politique actuelle est R remarque toujours que 7i(a, R) = v;(R) pour
a=R;.

Itération 1

Etape 1 (détermination de la valeur): v;(R) = Ci(a) — g(R) + > ier Pij(a)vi(R)

Le cofit moyen et la valeur relative de la politique R = (0,0,0,0,2,2) sont
calculées en résolvant les équations linéaires

v1 =0—g+0.9v; + 0.1v

v9 = 0 — g+ 0.8vy 4+ 0.1vs + 0.05v4 + 0.05v5

v3 =0— g+ 0.7Tv3 + 0.1v4 + 0.2v5

V4 =0— 9+ 0.5v4 + 0.5v5

v5 =10 — g+ vg

v6=0—g+u
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vg =10

Ou s = 6 est choisie pour ’équation de normalisation = 0.

. La solution de ces équations linéaires est donné par :

g(RM) = 0.5128, v, (RM) = 0.5128, va(RM) = 5.6410, v3(RM) = 7.4359,

vg(RW) = 8.4615, vs(RM) = 9.4872, vg(RM) = 0.

Etape 2 (amélioration des politiques):

Le test quantité Ti(a, R™) a les valeurs:

T5(0, RM) = vy(RM) = 5.6410

To(1, RM) = Cpa— g(RM)+0.8vy( R™M)40.1v3( RM)+-0.05v,(RM) +0.05v5(RV) =
7.0000

T3(0, RM) = v3(RW) = 7.4359

T3(1, RW) = Cpz — g(RM) + 0.7v3(RM) + 0.1vy(RW) + 02v5(RM) = 7.0000

T4(0, RW) = vy(RW) = 8.4615

Ty(1, RM) = Cpy — g(RW) + 0.504(RM) + 0.5v5(RY) = 5.0000.

Cela produit la nouvelle politique R?® = (0,0,1,1,2,2) de choisir pour chaque
état 7 I'une qui minimise les T;(a, R®W )

Etape 3 (convergence): La nouvelle politique R® est différente de la précédente
politique R et donc une autre itération est effectuée.

Itération 2

Etape 1 ((détermination de la valeur): le cotit moyen et la valeur relative de la
politique

R® =(0,0,1,1,2,2) sont calculées en résolvant les équations linéaires

v1 =0—g+0.9v; + 0.1y

vg = 0 — g+ 0.8vy + 0.1v3 + 0.05v4 + 0.05v5

v3=T—g+ v

vy=95—g+u

vs =10 — g + vg
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v6=0—g+v;

vg = 0.

La solution de ces équations linéaires est donné par :

g(R®) = 0.4462, v1(R®) = 0.4462, v2(R®) = 4.9077, v3(R®) = 7.000, vs(R?) =
5.0000, v5(R®) = 9.5538, vg(R?)) = 0.

Etape 2 (amélioration des politiques). Le test quantité Ti(a, R?) a les valeurs :

T2(0, R®) = 4.9077, Ty(1, R®) = 7.0000, T5(0, R®) = 6.8646, T5(1, R®) = 7.0000, T4 (0, R®) =
6.8307, Ty (1, R®) = 5.0000.

Cela produit la nouvelle politique R® = (0,0,0,1,2,2).

Etape 3 (convergence): La nouvelle politique R®est différente de la précédente
politique R et donc une autre itération est effectuée.

Iteration 3

Etape 1 ((détermination de la valeur): le cofit moyen et la valeur relative de la
politique

R® = (0,0,0,1,2,2) sont calculées en résolvant les équations linéaires

v1=0—g+09v; +0.1v9

vy =0 — g+ 0.8v3 + 0.1v3 + 0.05v4 + 0.05v5

v3 =0—g+ 0.7v3 + 0.1v4 + 0.2v5

vyu=5—g+u;

v5 =10 — g + vg

ve=0—g+v

vg = 0.

La solution de ces équations linéaires est donnée par :

g(R®) = 0.4338,v;(R®) = 0.4338, v2(R®) = 4.7717, v3(R®)) = 6.5982, v4(R®) =
5.0000, v5(R®) = 9.5662, vs(R®) = 0.

Etape 2 (amélioration des politiques): Le test quantité Ti(a, R®) 3 les valeurs :

To(0, R®) = 4.7717, Ty(1, R®) = 7, T3(0, R®) = 6.5987,
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Ts5(1, R®) = 7.0000, T4(0, R®)) = 6.8493, T5(1, R®) = 5.0000.

Cela produit la nouvelle politique R™® = (0,0,0,1,2,2).

Etape 3 (convergence):

La nouvelle politique R® est identique & la précédente politique R® et donc c’est
la politique optimale.

Le cotit moyen optimal est 0,4338 par jour.
2.1.2 Algorithme d’itération par valeurs (value-iteration)

Pour le probléme de maintenance I’équation de récurrence (1.6.1) devient:
vn(1) =0+ Z;V:1 q159n-1(7),
0a(6) = min {0+ XL, givn1(7), Gy + tna (D}, 1< < N,
Vn(N) = Cr + vn_1(N + 1),
V(N + 1) = 04 vp—1(1).
Nous avons appliqué I’algorithme d’itération par valeurs pour les données numériques
du tableau 2.1.1(pour N = 5),avec ’exactitude nombre € = 1073,
Etape 0:
En prenant V5(i) = 0 pouri =1,2,...6
n=1
Etape 1: calculons V;(i) pour i = 1,2, ...6
Vi(1) =0+ 23:1 q15v0(5) = 0,
v1(2) = min {0 + 35, d5v0(7), Cpa + v0(1)} = min{0,7} =0,
v1(3) = min {0 + 38, gaiv0(4), Cys + vg(l)} = min{0,7} =0,
v1(4) = min {0 + 2324 q4;90(J), Cpa + ’U()(l)} = min{0,5} =0,
vi(5) = Cy + vp(6) = 10,
v1(6) = 0+ vp(1) = 0.
Etape 2:
my, = min{V; (i) — V(4)} =0,
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M, = max{V1 (i) — Vp(7)} = 10.

Etape 3:

M, — m, =10 ¢ [0, em,,], passer a 1’étape suivant

Etape 4:

n=2

Etape 1: calculons V5(i) pour i = 1,2, ...6

Va(1) =0+ X5 a15v0(4) =0,

va(2) = min {0+ 55_; a3;00(7), Gy + v0(1) } = min{0,7} = 0,

v(3) = min {0 + 325, a5v0(4), Cya + vo(l)} — min{0,7} =0,

va(4) = min {O + Z?=4 q45v0(J), Cps + Uo(l)} = min{0,5} = 0,

va(5) = Cy + vp(6) = 10,

vo(6) = 0+ (1) = 0.

Etape 2:

mp = min{Va(i) — A(i)} = O,

My, = max{V3(i) — V1(i)} = 10.

Etape 3:

M, — my, =10 ¢ [0,em,,], passer a ’étape suivant

Etape 4:

n=3..

Conclusion:

L’algorithme d’itération par valeurs est arrété aprés n = 28 itérations avec la
politique stationnaire R(™ = (0,0,0,1,2,2) qui prescrive une réparation préventive
uniquement dans 1’état 4, avec les limites inférieure et supérieure m, = 0,4336 et
M,, = 0,4340 respectivement. Le cofit moyen d’une politique R™ est estimé par
1/2(m,, + M,) = 0,4338 et ce colit ne peut pas s’écarter du colit moyen minimal
théorique de plus de 0,1%. En fait R™ est optimale comme nous le savons & partir

des résultats obtenus par le 1" algorithme (itération par politique).
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Voici I'affichage de la politique optimale et le cofit moyen optimal avec ’algorithme
d’itération par valeurs pour les données de 'exemple 2.1.1

- 27 FEIIEIEIEICPEIETEIEIEICIEIEFEPEPEICPEIEPEIEIETE PP I FEIEIE PN TR 26 6T DI TP T I IE I I

U27=(2.838575,13.369263,15.193833.,13.596658,18 .162642,.8.526650)
U28=(2.464443 .13 .802759,15.627876,.14_630575,18 596649 .9 .838575)
la valeur max=0.434043
la valeur min=8.433496
C27>=CBPa122>

-‘tap = 28 FEFEIEFEFEICIEICIEPEIEIEIEPEIEFEIEICIEIEPEIEIETEIETEFEIE I T IEIEFEIEIE I IE I T P o620 o D -1 DI I

U28=(9.464443,13.882759.15.627876.14.830575,.18.596649,9.038575)

WZ29=C(2.898274,.14.236357.16.061901,14.464443,19.830575,9.464443)>
la valeur max=8.434825

b la valeur min=0.433598

RC28>=(BBA122>

la politigue optimal estR(28>=(BH B8 B8 1 2 2>

O MOnaneaaaet ]l e cout mouyen aptimal egal: 6.433811

Process returned 18 (8xA)D execution time : 70.887 s
ress any key to continue.

Figure 2.1.1 : L’affichage de la politique optimale et le cout moyen optimal

Pour se faire une idée de la force avec le nombre requis d’itérations dépend de ¢,

nous avons appliqué une valeur standard-itération pour € = 1072 et ¢ = 10~%. Pour
ces choix de la précision nombre ¢, standard value itération requis 21 et 35 itérations

respectivement (voir les figures 2.1.2 et 2.1.3).

R(20) =CARBL22)>
TEap T 21 e e R R R R I I R R T N P E S M MM M FE I SO R P M M M FE P NI I MM MM
U21=(6.425088 ,18. 772409 ,12 .594608,18.989975 .15 .554631 .5 .989974>

U22=C6.859748,11.2084618,.123.026158,.11 .425088 .15 .9899275 .6 .425888>
b la valeur max=0B.435344

la valeur min=0.431541
RCZ21)=(BREB122)>
ila politique optimal estR(21>=(B B B8 1 2 2>

poooonoooooeonaaek]e cout mouyen aptimal egal: 8.433443

Process returned 18 {(BxA) execution time : 65.349% s
Press any key to centinue.

Figure 2.1.2 : L’affichage de la politique optimale et le cout moyen optimal avec € = 1072
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RC34>-(BAA122 >

Et ap e 3 5 I TN RPN IR TP T IEIEIEIE T

U35=(12.581011,16.838852.18.665314,17.0867228.21.633446,12.867228)>
U36=C12 .934795,17.272648.19.6899133,17.581811,22 .86%7228,12.5816811)>
la valeur max=8.433819
la valeur min=0.433783
R{(35>=CBAB1L22)
la poelitigue optimal estR{35>=<B @ B 1 2 2)

pocooooooeoonooooele cout mouyen aptimal egal: 8.433881

Process returned 18 (GxA)> execution time = 28.296 s
Press any key to continue.

Figure 2.1.3 : L’affichage de la politique optimale et le cout moyen optimal avec ¢ = 10~%

2.2 Le probléme de gestion d’une centrale électrique

Considérons une centrale électrique a deux générateurs j = 1,2 pour produire de
Pélectricité. La quantité d’électricité nécessaire pendant la journée est variable, les
24 heures d’une journée sont subdivisées en six périodes consécutives de 4 heures
chacune. La quantité d’électricité requise au cours de la période %k est dp kWh pour
k =1,...,6. Dautre part, le générateur j a une capacité de générer de C; kWh par
période pour 7 = 1,2. Un excés d’électricité produit pendant une période ne peut pas
&tre utilisé pour la prochaine période, au début de chaque période & il faut déterminer
les générateurs a utiliser pour cette période (un seul générateur, lequel 7 ou les deux
générateurs 7).

Les cofits imposés sont les suivants:

- Un cotit d’exploitation r; du générateur j pour chaque période d’utilisation.

- Un cott d’installation S; est engendré a chaque fois que le générateur j est
activé (mis en marche) aprés avoir été inactif pendant un certain temps.

Nous souhaitons déterminer une régle de contrdle qui minimise le colit moyen a
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long terme par jour.

Modélisation

Ce probléme peut étre mis dans le cadre d’un modéle de décision markovien a
temps discret.

Dans notre cas, I'état du systéme peut é&tre décrit par le couple (k,y) telle que:

la. premiére variable k indique la période en cours (k = 1,2,...6) et la seconde
variable y indique les générateurs opérationnels (y € {1,2,3})

y = 1 veut dire que le premier générateur est opérationnel, y = 2 veut dire que
le deuxieme générateur est opérationnel et y = 3 veut dire que les deux générateurs
sont opérationnels.

Donc l'espace des états S s’écrit:

S={(ky)/k=1,..,6ety=1,23}

Définir les actions:

1 si seulement le premiere générateur est utilisé
a=q 2 si seulement le deuxiéme générateur est utilisé
3 si les deux générateurs sont utilisé

L’ensemble des actions possibles a 1’état (k,y) choisi comme

A{(k,y)} ={y} sicy > dp pour y =1,2,3 et k = 1,2,...6 (selon la demande de
chaque période)

Exemple 2.2.1 [1]

Les demandes dj, pour chaque periode, les capacités ¢, pour chaque générateur
ainsi que les couts S, r sont données par :

dy =20, do =40, d3 =60, dy =90, ds =70, dg = 30,

c1 =40, cg =60, r; =1000,7r, = 1100, S; = 500, S5 = 300.

Résolution

L’ensemble des actions possibles est :

A(1,9)} ={1,2,3}, 4{(2,9)} = {1,2,3}, A{(3,9)} = {, 2,3}, A{(4, )} = {3},
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A{(5,9)} = {3}, A{(6,9)} = {1,2,3}.

Les cotits C;(j) si le générateur i est installé et on veut activé le générateur j est:
C1(1) = 1000, C1(2) = 1400, C1(3) = 2400, Ca(1) = 1500, Ca(2) = 1100,

Ca(3) = 2600, C3(1) = 1000, C5(2) = 1100, C5(3) = 2100.

2.2.1 Algorithme d’itération par politiques (policy-iteration)

L’algorithme est initialisé avec la politique R = {(1,1),(2,1), (3,2), (4,3), (5,3), (6,1)}.

la politique d’amélioration de la quantité est abrégée en

Ti(a, R) = Ci(a) — g(R) + X je1 Pij(a)v;(R)

Quand la politique actuelle est R. remarque que toujours 7i(a, R) = v;(R) pour
a=R;.

Itération 1

Etape 1 (détermination de la valeur): v;(R) = Cy(a) — g(R) + > jer Pi(a)vi(R)

Le cofit moyen et la valeur relative de la politique R = {(1,1),(2,1),(3,2), (4, 3),(5,3), (6,1)}
sont calculées en résolvant les équations linéaires v;(a, R) = Ci(a)—g(R)+)_ s pij(a)vi(R)

v(1,1) = 1000 — g + v(a,1)

v(1,2) = 1800 — g +v(2,1)

v(1,3) = 1000 — g + v(,1)

va,1) = 1000 — g + vs )

V(2,2) = 1500 — g + v(3 1)

v(2,3) = 1000 — g + v(3,1)

v(3,1) = 1400 — g + v42)

v3,2) = 1100 — g + v(4,2)

v(3,3) = 1100 — g + vy 2)

v(4,1) = 2400 — g + v(53)

Va,2) = 2600 — g + v(5,3)

v(4,3) = 2100 — g + v(53)
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V(5,1) = 2400 — g + v(g 3)

U(s,2) = 2600 — g + v(g 3)

V(s,3) = 2100 — g + (g 3

ve,1) = 1000 — g +v(y,1)

Ve,2) = 1500 — g + vy 1y

V(6,3 = 1000 — g + v(y,1)

v(1,1) = 0 est choisie pour ’équation de normalisation = 0.

La solution de ces équations linéaires est donné par :

9(RM) = 1516.67, v(1,1) = 0,v(1,2) = 500, v(13) = 0, v(g,1) = 516.67,

V(2,2) = 1016.67, v(2,3) = 516.67,v(3 1) = 1033.33, U(s,2) = 733.33,v(3,3) = 733.33,

V(4,1) = 950, v(4,2) = 1150, v(4,3) = 650, v(s,1) = 366.67, v(5,2) = 566.67,

V(5,3) = 66.67, v(6,1) = —516.67,v(62) = —16.67, v 3y = —516.67.

Etape 2 (amélioration des politiques)

pour la 1¢"periode

T(1,1) = min{v(,), 2472 — g+v(22), S2+71+72 — g+v(2;3) } = min{0, 900, 1400} = 0

T(1,2) = min{v(2), ro— g+v(2,2), s1+71 +ra—g+v(;3) } = min{500, 600, 1600} = 500

T(1,3) = min{v(3), "2 — g + v22), 71 + 12 — g + V(2,3)} = min{0, 600, 1100} = 0

donc le minimun de la 1*"periode est 0 (1" générateur)

pour la 2°™periode

T(2,1) = min{v(a,), s24T2—g+v(3.9), So+r1+re—g+v(s;3)} = min{516.67,616.67, 1616.67} =
516.67

Tio,2) = min{v(ag), r2—g+v(32), S1+71+r2—g+v(3;3 } = min{1016.67,316.67, 1816.67} =
316.67

T(2,3) = min{v(a3), o—g+v(3;2), "1+r2—g+v(3;3 } = min{516.67,316.67,1316.67} =
316.67

donc le minimun de la 2°™*periode est 316.67 (2°™“générateur)

pour la 3°™periode on ne peut pas utilise le 1" générateur donc
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T(3,1) = min{v(z;), s2 + 71 + 2 — g + V(43 } = min{1033.33,1533.33} = 1033.33

T(3,2) = min{v(z), 51 + 71+ 12 — g + V(43 } = min{733.33,1733.33} = 733.33

T(33) = min{v(z), 1 + 12 — g + v(4;3)} = min{733.33,1233.33} = 733.33

donc le minimun de la 3*™*periode est 733.33 (2°™°générateur).

pour la 4°™et la 5°™periode on utilise les deux générateurs forcement.

pour la 6°*periode

T(6,1) = min{v(e;1), S24T2—g+V(1,2), S2+T1+r2—g+v(1;3 } = min{—516,67, 383.33,883.33} =
—516, 67

Ti6,2) = min{v(e2), Ta—g+v(1,2), S1+7r1+72—g+v(1;3 } = min{—16.67, 83.33,1083.33} =
—16.67

T(6,3) = min{v(e3), "2 —g+v(1:2), "1+7r2—g+v(1;3) } = min{—516.67,83.33,583.33} =
—516.67

donc le minimun de la 6°™*periode est —516.67 (1" générateur)

Etape 3 (convergence): La nouvelle politique R® ={(1, 1), (2,2),(3,2),(4,3),(5,3),(6,1) }est
différente de la précédente politique R et donc une autre itération est effectuée.

Itération 2

Etape 1 (détermination de la valeur):

Le cofit moyen et la valeur relative de la politique R® = {(1,1),(2,2), (3,2), (4,3), (5,3), (6,1)}
sont calculées en résolvant les équations linéaires:

v(1,1) = 1000 — g + v(21)

v(1,2) = 1500 — g +v(a,1)

v(1,3) = 1000 — g + v(2,1)

v(2,1) = 1400 — g + v(39)

V(2,2) = 1100 — g + v(3.9)

v(2,3) = 1100 — g + v(39)

v3,1) = 1400 — g + v(4,2)

V(3,2) = 1100 — g+ U(4,2)
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v,3) = 1100 — g + v(4,2)

V1) = 2400 — g + v 3)

V(4,2) = 2600 — g + v(s 3)

Va,3) = 2100 — g + (5.3

v(5,1) = 2400 — g + v 3)

V(5,2) = 2600 — g + v(g,3)

V(5,3) = 2100 — g + v(g 3)

ve,1) = 1000 — g +v(y,1y

V6,2) = 1500 — g +v(1,1)

v(e,3) = 1000 — g + v(1,1)

v(1,1) = 0 est choisie pour ’équation de normalisation= 0.

La solution de ces équations linéaires est donné par :

g(R®) = 1533.33,v(1,1) = 0,v(1,2) = 500, v(1,3) = 0, v(2,1) = 533.33,

v2,2) = 233.33,v2,3) = 233.33,v(3,1) = 966.66, v(32) = 666.66 ,v(33) = 666.66 ,

V1) = 900,v¢42) = 1100, v(4,3) = 600, v(5,1) = 333.33 , v(5,2) = 533.33,

v(5,3) = 33.33, v(e,1) = —533.33 , v(6,2) = —33.33, v(e3) = —533,33.

Etape 2 (amélioration des politiques):

pour la 1¢"periode

T, = min{v;), S22 — g+v(22), S2+71+72 —g+v(2;3)} = min{0, 100,1100} = 0

Ta,2) = min{va,), 2 — g +v(2,2), 51 +71+72 — g +(2;3) } = min{500, —200, 1300} =
—200

T(1,3) = min{va), ra — g + v(22), 71 + T2 — g + v(2;3) } = min{0, —200,800} = —200

donc le minimun de la 1" periode est —200 (2°™°générateur)

pour la 2¢™€periode

T(2,1) = min{ri—g+v(;), v2;1), Sa+r1+ra—g+v;s) } = min{433.33,533.33,1533.33} =
433.33

To,2) = min{r{+s1—g+v(3,1), V(2;2), S1+r1+Tm2—g+v(3;3) } = min{933.33,233.33,1733.33} =
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233.33

T(2,3) = min{r1—g+v(s,), v(2;3), "1+r2—g+v(3;3) } = min{433.33, 233.33, 1233.33} =
233.33

donc le minimun de la 2°™periode est 316.67 (2°™générateur)

pour la 3“"*periode on ne peut pas utilise le 1¢"générateur donc:

T(3,1) = min{vy), s2 4 71 + 2 — g + v3)} = min{966.66, 1466.66 } = 966.66

Ti32) = min{v(z), 51 + 71+ 12 — g + V(4,3 } = min{666.66,1666.66} = 666.66

T(3,3) = min{v(33), "1 + 72 — g + V(43 } = min{666.66,1166.66} = 666.66

donc le minimun de la 3*™periode est 733.33 (2°™°générateur)

pour la 4™t la 5°™*periode on utilise les deux générateurs forcement

pour la 6™€periode

T(6,1) = min{v(g,), So+T2—9g+V(1,2), S2+71+r2—g+v(1;3) } = min{—533.33, 366.66, 866.66} =
—533.33

T{6,2) = min{v(e;2), Ta—g+v(1,2), s1+7r1+ra—g+v(1;3)} = min{—33.33,66.66, 1066.66} =
—33.33

Ti6,3) = min{v(ga), ra—g+v(1.2), m1+re—g+va;3) } = min{—533.33,66.66,566.66} =
—533.33

donc le minimun de la 6°™*periode est —533.33 (1¢"générateur)

Etape 3 (convergence): La nouvelle politique R® = {(1, 2), (2,2), (3, 2), (4,3), (5,3), (6,1) Jest
différente de la précédente politique R et donc une autre itération est effectuse.

Itération 3

Etape 1 (détermination de la valeur):

Le cofit moyen et la valeur relative de la politique R® = {(1,2), (2, 2),(3,2),(4,3),(5,3),(6,1)}
sont calculées en résolvant les équations linéaires:

v(1,1) = 1000 — g +v(2,2)

V,2) = 1100 — g + vz 9)

U(1,3) = 1100 — g + V(2,2)
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v,y = 1400 — g + v(3 2)

v(g,2) = 1100 — g + (39

v(2,3) = 1100 — g + v(3,9)

V3,1 = 1400 — g + v(4,9)

vs,2) = 1100 — g + v )

vs,3) = 1100 — g + v(a,2)

V1) = 2400 — g + v(53)

V(a,2) = 2600 — g + v(s 3

V4,3) = 2100 — g + v(5,3)

Vs,1) = 2400 — g + (e 3)

V(5,2) = 2600 — g + v(g 3

v(5,3) = 2100 — g + v(g 3

ve,1) = 1000 — g + 1,1y

Ve,2) = 1500 — g +v(1,1)

ve,3) = 1000 — g +v(y,1y

v(1,1) = 0 est choisie pour I’équation de normalisation= 0.

La solution de ces équations linéaires est donné par :

g(R®) = 1550, v(1,1y = 0,v(1,2) = —300, v(1,3) = —300, v(2,1) = 450, v(z2) = 150,

v2,3) = 150, v(3,1) = 900, v3,2) = 600 , v(3,3) = 600, v(4,1) = 850,v(4,2) = 1050,

V(4,3) = 990, v(5,1) = 300, v(5,2) = 500, v(53) = 0,v6,1) = —550, v(62) = —50, v(e3) =
—550.

Etape 2 (amélioration des politiques):

pour la 1¢"periode

T(1,1y = min{r; — g+ vy, V(1;1), S2 + 71+ r2 — g + (2,3} = min{—100,0, 1000} =
—100

T(1,2) = min{ri+s1—g+v(,1), Va,2), S1+714+72—g+v(2;3)} = min{400, —300, 1200} =
—300
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T1,3) = min{r1—g+v(1), v(1;3), "1+r2—g+v(2;3) } = min{—100, —300, 700} = —300
donc le minimun de la 1¢"periode est —300 (2°™¢générateur)

2¢™eperiode

pour la
T(21) = min{r1—g+v), v(2;1), S2+r1+r2—g+v(33) } = min{350, 450, 1450} = 350
T22) = min{ri +s1—g+v(sa), V2, S1+71+m2—g+v3)} = min{850,150, 1650} =
150
T2,3) = min{r1 — g + v, v2;3), "1 + 12 — g + V(3,3 } = min{350, 150, 1650} = 150
donc le minimun de la 2°™*periode est 150 (2°™°générateur)
pour la 3°™periode on ne peut pas utilise le 1" générateur donc:
13,1y = min{v(z;), $2 + r1 + 72 — g + V(43 } = min{900, 1400} = 900
T(3,2) = min{v(z), 81 + 11 + 2 — g + V(43 } = min{600, 1600} = 600
T(3,3) = min{v(s3), 71 + 2 — g + V(43 } = min{600, 1100} = 600
donc le minimun de la 3°**periode est 600 (2°"°générateur)
pour la 4°™°et la 5°™°periode on utilise les deux générateurs forcement
pour la 6°™*periode
T6,1) = min{v(e;1), S2+T2—g+V(1,2), S2+T1+T2—g+v(1;3)} = min{—550, —450, 550} =
—550
Ti6.2) = min{v(e;2), T2 — g +v(1;2), 61+ 71+ 72 — g+ v(1;3) } = min{—50, —750, 750} =
—50
T(6,3) = min{v(ea), "2—g+v(1;2), "1 +r2—g+v(1;3)} = min{—550, —750, 250} = —750
donc le minimun de la 6°™*periode est —533.33 (2°™¢générateur)
Etape 3 (convergence): La nouvelle politique R(4) ={(1,2),(2,2),(3,2), (4,3), (5,3), (6,2)}
est différente de la précédente politique R®) et donc une autre itération est effectuée.
Itération 4
Etape 1 (détermination de la valeur):
Le cotit moyen et la valeur relative de la politique R = {(1,2), (2,2), (3,2), (4,3), (5, 3), (6,2)}

sont calculées en résolvant les équations linéaires:
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V1) = 1000 — g + v(z9)

va,2) = 1100 — g +v(2.9)

v@a,3) = 1100 — g +v(2,2)

V1) = 1400 — g + v(3 9)

V2,2) = 1100 — g + v(3 9)

V(2,3) = 1100 — g + vz 2)

v,1) = 1400 — g + v 9

Vs,2) = 1100 — g + v4 )

ve,3) = 1100 — g + vy )

V(4,1) = 2400 — g + v(5 3)

V(a,2) = 2600 — g + v(5 3

V(a,3) = 2100 — g + v(5 3

v(s,1) = 2400 — g + v(g 3

U(s,2) = 2600 — g + (g 3)

V(s5,3) = 2100 — g + v 3)

v,1) = 1400 — g + v(1,2)

V6,2) = 1100 — g + vy 9)

V6,3 = 1100 — g + v 9)

v(1,1) = 0 est choisie pour I’équation de normalisation= 0.

La solution de ces équations linéaires est donné par :

g(R®W) = 1516.66, v(1,1) = 0,v(1,2) = —300, v(1,3) = —300, v(z,1) = 416.66,
v(2,2) = 116.66, v(2,3) = 116.66, v(3,1) = 833.33, v(39) = 533.33 , v(3,3) = 533.33 ,
V1) = 790,v(42) = 950, v(4 3y = 450, v(51) = 166.66 , v(52) = 366.66 ,
U(,3) = —133.33 , v(e1) = —416.66,v62) = —716.66, v 3) = —716.66 .
Etape 2 (amélioration des politiques):

pour la 1¢"periode

T(l,l) = min{v(m) —g+v2;1), V1), S2+T1+12 —g+’U(2;3)} = min{—lOO, 0, 1000} =
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—100

T,2) = min{r;+s1—g+v(2;1), v2), S1+71+72—g+03)} = min{400, —300, 1200} =
—300

T(1,3) = min{v(,1) — g+ v(2,1), V1;8), "1 + T2 — g+ v(2;3)} = min{—100, —300,700} =
—300

pour la 2°™“periode

T(2,1) = min{ri—g+v(s,1), v2.1), S2+ri+ra—g+v(s3)} = min{316.66,416.66,1416.66} =
316.66

T(o,0) = min{r;+51—g+v(s;1), V22), S1+71+72—g+v(3,3)} = min{816.66, 116.66, 1616.66} =
116.66

T2,3) = min{r; —g+v(s,1), v2;3), T1+7r2—g+v(3;3)} = min{316.66, 116.66,1116.66} =
116.66

pour la 3*"periode on ne peut pas utilise le 1°"générateur donc:

T(3,1) = min{v(z), 52 + 71 + 72 — g + v(4;3)} = min{833.33,1333.33} = 833.33

T(3,2) = min{v(zy), 81 + 11 + 72 — g + v(4;3)} = min{533.33, 1533.33} = 533.33

T(3.3 = min{vga), 71 + 12 — g + vaz)} = min{533.33, 1033.33} = 533.33

pour la 4°™¢et la 5°"°periode on utilise les deux générateurs forcement

pour la 6°™*periode

Tie,1) = min{r;—g+v;1), V(6;1), So+r1+r2—g+v;3) ) = min{—516.66, —416.66, 583.33} =
—516.66

Ti6,2) = min{r;+81—g+v(1;1), V(6:2), S1+T1+T2—g+V(1;3) } = min{—16.66, —716.66,783.33} =
—716.66

T(6,3) = min{r1—g+v(1,1), V(633), "1+T2—9+v(1;3 } = min{—516.66, —716.66,283.33} =
—716.66

Etape 3 (convergence): La nouvelle politique R®) ={(1, 2),(2,2),(3,2), (4, 3),(5,3),(6,2)}

est identique & la précédente politique R™® et donc c’est la politique optimale .
Conclusion :
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L’algorithme d’itération par politique converge aprés 4 itérations avec la politique
stationnaire R = {(1,2), (2,2),(3,2), (4,3), (5, 3),(6,2)} qui impose l'utilisation du
générateur 2 dans les périodes 1, 2, 3 , 6 et ’ensemble des deux générateurs dans les
périodes 4 et 5, avec un colit moyen minimal ¢* = g(R®) = 1516.66 par jour.

Voici Iaffichage de la politique optimale et le cotit moyen optimale avec l’algorithme

d’itération par politiques pour les données de l'exemple 2.2.1

etape 2 CamUlioration des politigquesd:R(4D={C1,.2>,¢2,2> .(3,2>,€C4.3),.¢5.3).¢6.2)>>

etape 3 (convergenced:La nouvelle politigue R<(4>=tRC¢3)>... passe a 1’iteration 4
Tteration 4 i r000a0m0at OO eI M I I IEH I
etape 1 (determination de la valeurd:g{(R)=1516.66,u{l,.1>=0, v(1,2>=-308,0C1 . 3>=—
etape 2 (amllicration des politigquesd:R(5>={(1,2),(2,2),¢3,2>,¢4.3>,¢5,3>.¢6.2>
d ctape 3 Cconvergencel:La nouvelle politigque R(5D=R{4)>... stop
la politigue optimal est R¥*={{1.2>.€2.2>,(3.2>.¢4,.3>.¢5.3>.¢6,2>>

oooooteaee Jle cout moyen optimal est: 1516.66 par Jour Moaeoceemmno:

Figure 2.2.1 : L’affichage de la politique optimale et le cout moyen optimal

44



Conclusion

Conclusion

Le modéle de décision markovienne semble étre la meilleure facon de résoudre
un large éventail de probléme d’optimisation. Parmi les méthodes utilisées pour la
recherche de politique optimale, deux algorithmes : "Policy-itération algorithm " et
"value-itération algorithm" nous intéressant particuliérement, le premier est robuste,
converge apres un nombre fini d’itérations. On peut presque dire que le coit moyen
généré par cet algorithme converge vers 'optimum au moins avec une vitesse expo-
nentiel, I'inconvénient est qu’il nécessite & chaque étape la résolution d’un systéme
linéaire de méme dimension que l'espace des états, "value-itération algorithm" n’est
pas aussi robuste que le premier ,ne converge pas aussi rapidement ,mais il est plus
simple & appliquer. Il permet également de contourner la difficulté citée précédem-
ment.

La découverte de ces deux algorithmes (technique) s’est réalisé a travers deux
applications: le probléme de maintenance et le probléme d’électricité. Le premier
probleme est entiérement résolu par TIJMS [1], auteur a proposé un modeéle de
"processus de décision markovien", sur la base de ce dernier les deux algorithmes ont
été adaptés. La lecture de ce probléme de maintenance, nous a permis de comprendre
le mécanisme de chaque méthode (algorithme) a travers les deux programmes que nous
avons réalisés et enfin de constater 'avantage et 1’inconvénient de chacune d’elle.

Notre second objectif était de résoudre le probléme d’électricité. Ce dernier est
totalement différent du premier. Introduire les " processus de décision markovienne
" nécessite entre autre définition de 1’état du systéme.

Dans notre cas, I’état du systéme est défini par le couple de variables (k,y), la
1¢¢ variable indique la période et la seconde indique lequel des générateurs est opéra-

tionnel, ceci & considérablement compliqué la définition des probabilités de transition
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d’un état & un autre. D’autres problémes se sont posés lors de Padaptation de "
Policy-itération algorithm " & notre cas, plus précisément I’étape d’amélioration de
la politique.

Heureusement pour nous, I’objectif de recherche de politique optimale de gestion
de la centrale électrique a été atteint en un nombre fini d’itérations.

Enfin, nous pensons par ce travail contribuer & la compréhension des processus de

décision ainsi qu’a montrer leur originalité pour aborder les problémes de contrdle.
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Annexe.1 Processus de Markov & temps discret

Processus stochastique

Un processus stochastique est une famille de variables aléatoires X(t) ou t est un
parameétre réel prenant ses valeurs dans ensemble T. En général, T est dénombrable
et représente le temps, le processus est alors dit discret.

Chaine de Markov

Si une suite stochastique vérifie la propriété de Markov .

Propriété de Markov

un processus stochastique vérifie la propriété de Markov si et seulement si la
distribution conditionnelle de probabilité des états futurs, étant donné les états passés
et 'état présent, ne dépend en fait que de 1'état présent et non pas des états passés
(absence de « mémoire »).

P(Tpi1 = j|zo = d0, T1 = %1, .. 001 = tn1, Tn = i) = P(Tn1 = j|Tn = 1)

Chaine de Markov stationnaire

une chaine de Markov est dite stationnaire si la probabilité de transition entre les
états est indépendante du temps, plus formellement si pour tout t et k :

P(z; = i|zey = J)= P($t+k = Z'Jﬂft-iuk—l =J)

Processus de Markov a temps discret

En mathématiques, une chaine de Markov est un processus de Markov & temps
discret, ou a temps discret et & espace d’états discret. Un processus de Markov est un
processus stochastique possédant la propriété de Markov : l'information utile pour
la prédiction du futur est entiérement contenue dans 1'état présent du processus et
n’est pas dépendante des états antérieurs (le systéme n’a pas de « mémoire »). Les
processus de Markov portent le nom de leur inventeur, Andrei Markov.

Un processus de Markov & temps discret est une séquence Xp, X1, Xo, X3.....de
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variables aléatoires & valeurs dans 1’espace des états, qu'on notera F dans la suite. La
valeur Xyest I’état du processus a I'instant n Les applications ou Pespace d’états E
est fini ou dénombrable sont innombrables : on parle alors de chaine de Markov ou de
chaines de Markov & espace d’états discret. Les propriétés essentielles des processus de
Markov généraux, par exemple les propriétés de récurrence et d’ergodicité, s’énoncent
ou se démontrent plus simplement dans le cas des chaines de Markov & espace d’états
discret. Cet article concerne précisément les chaines de Markov & espace d’états
discret.

Récurrence et transience d’une chaine de Markov

Un état @ d’une chaine de markov z = (Zn)n>0 est dit récurrent si une trajectoire
« typique » de la chaine de Markov passe par 4 une infinité de fois, sinon 1'état i est
dit transient. Ces propriétés de transience ou de récurrence sont souvent partagées
par tous les états de la chaine X par exemple quand la chaine X est irréductible : en
ce cas c’est la chaine de Markov qui est dite transitoire ou récurrente.

Une chaine de Markov est irréductible si et seulement si son graphe est fortement
connexe, i.e. si pour tout couple ¢ # j de sommets du graphe il existe un chemin de
t 4 j et un chemin de j a 1.

unichain

Un unichain est une chaine de Markov & I’état fini qui contient un seul récur-
rent classe plus, peut-étre, certains états transitoires. En unichain ergodique est un
unichain pour lequel le la classe récurrente est ergodique, un unichain, comme nous le
verrons, est la généralisation naturelle d’une chaine récurrente pour permettre certains
comportements transitoires initiaux sans perturber le comportement asymptotique &
long terme de la chaine récurrente .

la théorie du renouvellement

Un processus de renouvellement a pour fonction de dénombrer les occurrences

d’un phénomeéne donné, lorsque les délais entre deux occurrences consécutives sont
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des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées. Il peut s’agir de
compter le nombre de pannes d’un matériel électronique en théorie de la fiabilité (le
matériel est alors renouvelé aprés chaque panne, d’o la dénomination), de dénombrer
les arrivées de clients dans une file d’attente, de recenser les occurrences d’un sinistre
pour une compagnie d’assurances...

Annexe.2 Programmation dynamique

la programmation dynamique est une méthode algorithmique pour résoudre des
problémes d’optimisation. Le concept a été introduit au début des années 1950 par
Richard Bellman. A I’époque, le terme « programmation » signifie planification et
ordonnancement. La programmation dynamique consiste & résoudre un probléme en
le décomposant en sous-problémes, puis a résoudre les sous-problémes, des plus petits
aux plus grands en stockant les résultats intermédiaires.

La programmation dynamique s’appuie sur un principe simple, appelé le principe
d’optimalité de Bellman: toute solution optimale s’appuie elle-méme sur des sous-
problémes résolus localement de fagon optimale. Concrétement, cela signifie que I’on
peut déduire une ou la solution optimale d’un probléme en combinant des solutions
optimales d’une série de sous-problémes. Les solutions des problémes sont calculées
de maniére ascendante, c’est-a-dire qu’on débute par les solutions des sous-problémes

les plus petits pour ensuite déduire progressivement les solutions de l’ensemble.

Annexe.3 Programmation

Vous trouvez ci-dessous le programme élaboré en utilisant le langage C pour Le
probléme de maintenance

ALGORITHME D’ITERATION DE LA POLITIQUE

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

int main()

{
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int i ,N ,j,n=1;

float X,cou;

float €=0.001,min=0,max=0;
float som=0 ,som1=0;

float test=0;

printf ("donnez le nombre de conditions de travail N: ") ;
scanf ("%d",&N);

float C[NJ;

int R[NJ;

float VO[N],V1[NJ;

float Mat[N-1]|N];

//la politique intiale R(1)
for (i=0;i<N-1; i++)

R[N-1]=2;

R[N]=2;

printf("la Politique intiale \n");
printf("R(%d)=(",n);
for(i=0;i<=N;i++)

{

printf("%d" R[i]);

}

printf(")");

printf("\n");

//les Couts de maintence
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for (i=1 ; i<N; i++)

{

if(i==N-1)

{

printf("donnez Cf%d: ",i+1);
scanf ("%f" &Cli]);

}

else

{

printf("donnez Cp%d: ",i+1);
scanf ("%f",&Cli]) ;

}

}

C[0]=0;

C[N]=0;

for(i=0;i<=N;i++)

{

printf("%f ",C[i]);

}

printf("\n");

// les probabilité de transition
printf("\n donnez le tableau de transition \n");
for(i=0;i<N-1;i4++)

{

for(j=0;j<N;j+-+)

{

printf ("donnez Petat %d%d : ",i+1,j+1) ;
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scanf ("%f", &Matli][j]) ;
}

}

for(i=0;i<N-1;i++)

{

for(j=0;j<N;j++)

{

printf ("%f ", Matl[i][j]) ;
}

printf("\n");

}

//les etaps V
printf("\n");

for (1:0 ; i<=Nj 1++)
{

VO0li]=0;

}

for(i=0;i<=N;i++)

{

printf("%f ", VO[i]);

}

/ /remplir tableu V1
while(max-min>min*e||test==0)
//

{

pl'illtf(" \Il iteration : %d Aeskskesdokotodokokokskokoskokakosk skekskokstokoskskoksksoksksfokokokskosk sk skosk skoksk skt sk skt ok stk sk sk skskosk sk sk sk

for(i=0;i<N;i++)

53



Les annexes

{

if(i==0)

{
for(j=1i;j<N;j++)
{
som1=som1+(Mat[i][j]*VO[j]);
}

V1[i]=soml;

b

if(i==N-1)

{

V1[N-1]=C[4]+VO|N];
V1[N]=V0[0];

}

if(i>08&&i<N-1)

{

for(j=i;j<N;j++)

{
som=som-(Mat[i][j*V0[j]);
}

X=Cl[i]4+V0[0];
if(X>=som)
V1[i]=som;
else{V1[i]=X; Rli]=1;}
}

som1=0;

som=0;
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}

test=1;

printf("\n");
printf("V%d=(",n);
for (i=0;i< =N;i++){
if(i<N)

printf("%f,", VO[i]);
else printf("%f",VO[i]);
}

print{(")");
printf("\n");
printf("V%d=(",n+1);
for(i=0;i<=N;i++){
if(i<N)

printf("%f,", V1[i]);
else printf("%f",V1][i]);
}

printf(")");
min=V1[0}]-V0[0];
max=V1[0]-V0[0];
for(i=1;i<=N;i++)

{

if(min>=V1[i}-VO[i])
min=V1[i]-VO[i];
if(max<=V1[i]-VO[i])
max=V1[i]-VO[il;

}
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printf("\n la valeur max=%f",max);
printf("\n la valeur min=%f",min);
N+

if(test==1)

{

for(i=0;i<=N si4+)

{

VO[i]=V1 [i];

V1l[i]=0;

}

}

printf("\n");
printf("R(%d)=(",n-1);
for(i=0;i<=N;i++)

{

printf("%d" R]i]);

}

printf(")");

printf("\n");

}

printf("la politique optimal est "
printf("R(%d)" ,n-1);

printf("\n");

cou=(max+min)/2;

prmtf( 1 3kesk stesie skt skeokeske skeskesk skeokoie sk 1t ) :

printf("le cout mouyen aptimal egal: %t" cou);

printf("\n"); }
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