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RESUME

Dans ce mémoire, on s’intéresse essentiellement au parametre a-domination dans les
graphes. Un sous-ensemble S de V est un a-dominant de G, si tout sommet z € VV — § est
adjacent & au moins o | N (v)| sommets dans S pour 0 < « < 1. Le cardinal minimum d'un
ensemble a-dominant de G, est noté par v,(G), est appelé le nombre de a-domination.

Ce mémoire comprend deux parties. Dans la premiere partie, on s’intéresse a I’étude
de la détermination de la valeur exacte du nombre «-domination dans les graphes tripartis
complets et la détermination des valeurs exactes et des bornes supérieures du nombre
a-domination dans le graphe du Roi, aussi on considére des résultats relatifs aux arbres.
Par la suite, on établit le nombre de a-domination de certaines classes des graphes. Ces
classes comprennent le graphe roue, le graphe soleil, le graphe éventail, le graphe milieu,
le graphe total et le graphe adjoint de quelques familles de graphes simples.

Dans la deuxiéme partie, nous abordons le probleme de la criticité. On s’est intéressé
essentiellement & la suppression d’un sommet du graphe. On propose des résultats quand
la suppression d’un sommet laisse la valeur du nombre de a-domination stable c-a-d la

valeur de a-domination ne change pas.



ABSTRACT

In this thesis, we mainly focus on the parameter a-domination in graphs. A subset S of
is an a-dominant of G, if every vertex 2 € V — § is adjacent to at least «|N(v)| vertices in
S for 0 < a < 1. The minimum cardinality of a-dominant set of G, is denoted by v.(G),
is called the number of a-domination.

Our work contains two parts. In the first part, we are interested in the study of the
determination of the exact value of the a-domination number in complete tripartite graphs
and the determination of the exact values and upper bounds of the number a-domination
in the King graph, also we consider some results in trees. Subsequently, we establish the
number of a-domination of some classes of graphs, these classes include the wheel graph,
the sun graph, the fan graph, the middle graph, the total graph, and the line graph of
some families of simple graphs.

In the second part, we consider the problem of criticality. We were mainly interested
in deleting a vertex from a graph. We propose results when the deletion of a vertex leaves

the value of the a-domination number inchanged.
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INTRODUCTION

La théorie des graphes est une branche des mathématiques discrétes. Elle représente un
moyen tres utile et trés efficace pour résoudre des problemes discrets de la Recherche
Opérationnelle. Elle est ainsi souvent présente dans notre vie quotidienne, sans que l'on
en soit toujours conscient. Le probléme appelé "probleme des ponts de Koenigsberg" posé
par Euler en 1736 est & Vorigine de cette branche. Ce probléme consiste & répondre a la
question suivante : "peut-on se promener dans la ville Pregel en traversant tous les ponts
et en empruntant chaque pont une et une seule fois ?". Depuis, la théorie des graphes
s’est développée, notamment grace aux travaux de Berge qui a grandement contribué a sa

diffusion.

La théorie des graphes est maintenant un outil majeur dans la recherche mathématique,
électrotechnique, programmation informatique et réseautage, affaires administration, so-
ciologie, économie, marketing et communication, la liste peut continuer encore et encore.
En particulier, de nombreux problémes peuvent étre modélisés avec des chemins formés en
voyageant le long des arétes d’un certain graphe. Par exemple, problémes de planification
efficace des itinéraires pour la livraison du courrier, ramassage des ordures, le déneigement,
les diagnostics dans les réseaux informatiques et autres, peuvent étre résolus en utilisant
des modeles qui impliquent des chemins dans les graphes. La théorie des graphes a égale-
ment été utilisé de nombreuses fois dans les problémes provenant du monde physique,

comme la prise en compte des isomeres chimiques, des réseaux électriques etc.

L’étude mathématique des ensembles dominants dans les graphes remonte & 1850 avec
I'étude du probléme de la détermination du nombre minimum de reines qui sont néces-
saires pour couvrir un échiquier 7 x n. Plus d’une centaine de types de parametres de
domination ont été étudiés par différents auteurs. Des mathématiciens indiens ont apporté
une contribution substantielle a I'étude de la domination dans les graphes. En 1979, ils
publiérent un rapport technique intitulé «Développements récents dans la théorie de la

domination dans les graphes, rapport technique 14 IRM» qui déclencha une recherche



considérable dans ce domaine.

La domination trouve son application dans de nombreux domaines tels que la localisa-
tion des radars, I'emplacement des stations de communication entre différentes villes, les
routages, etc.

Un sous ensemble S de sommets dans un graphe G = (V, E) est dit dominant si tout
sommet extérieur & S a au moins un voisin dans S. Plusieurs variantes de domination
sont dérivées de la domination classique, en imposant des propriétés supplémentaires sur
les ensembles dominants, on cite par exemple la a-domination, en imposant la condition
que tout sommet extérieur & S a un nombre de voisins dans S égal & au moins o fois le

nombre de voisins de v dans G.

Ce mémoire comporte deux volets, le premier volet est consacré a I'introduction de
la notion de la a-domination dans les graphes, la détermination de la valeur exacte du
nombre a-domination dans certaines classes de graphes et la détermination de bornes qui
encadrent ce parameétre. Le deuxiéme volet comporte la notion de criticité par rapport a
ce parametre c’est & dire voir le comportement du nombre de a-domination sous I’effet de
ajout ou de la suppression d’un sommet du graphe. Ce manuscript s’articule autour de

quatre chapitres:

Dans le premier chapitre, on présente les définitions et les notions de base de la théorie
des graphes qui nous seront utiles pour la suite, on commence dans le chapitre par des
définitions générales de graphe non orienté. On fournit par la suite quelques familles
particuliéres de graphes. Aussi, on introduit la notion de la a-domination dans les graphes,

en donnant un apercu historique sur cette derniere et la notion de criticité.

Dans le deuxiéme chapitre, on commence par fournir des résultats existants et connus
sur le nombre de a-domination qui sont obtenus par Danbar et al [1], dans ce cadre on
donne des preuves de certains propositions qui sont omises dans leur article. Ensuite on
présente la valeur exacte du nombre de stabilité et Je nombre de domination dans le graphe
du Roi K'[s x ¢]. Puis, on énonce deux résultats sur les arbres, I'un est en relation avec la

a-domination introduite par F. Dahme et al [4] et l'autre en relation avec & la domination
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citée par M. Lemaiiska [5], ces résultats seout utiles pour la détermination de nouveaux

résultats qui seront proposés dans le chapitre suivant.

Notre contribution dans le cas du premier volet fera I'objet du chapitre trois. Dans
un premier lieu, on s’est intéressé au nombre de a-domination dans les graphes tripartis
complets et dans ce cas on donne la valeur exacte de ce parametre. Par la suite, on
détermine les valeurs exactes et des bornes supeérieures du nombre a-domination pour le
graphe du Roi K[s x ¢] pour certaines valeurs de « et la valeur exacte de K[2 x t] et
K3 x t] pour toutes les valeurs de . D’autre part, on donne quelques résultats relatifs au
nombre a-domination dans le cas des arbres. Dans un deuxiéme lieu, on étudie le nombre
de a-domination de certains types de graphes, dont le graphe roue, le graphe soleil, le
graphe éventail, et le graphe milieu, total, et adjoint des chaines, des cycles, des étoiles,

et des soleils.

Dans le chapitre quatre, on aborde les problémes liés & la notion de criticité par rapport
au parametre de -domination, on traite seulement le cas de la suppression d’un somimet.
Dans la premiére section on présente quelques résultats connus quand la suppression d’un
sommet diminue le nombre de la a-domination considéré dans P'article de N.Jafari Rad et
al [7], dans la deuxieme section, on détermine certains résultats quand la suppression d'un

sommet laisse inchanger le nombre de a-domination.

Le mémoire s’achéve par une conclusion genérale sur I'ensemble des travaux réalisés et

propose certaines perspectives de recherche.
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CHAPITRE 1

CONCEPTS FONDAMENTAUX DES GRAPHES

Dans ce chapitre, on introduit d’abord les définitions de base de la théorie des graphes
qui nous seront utiles tout au long de ce mémoire. Dans un premier temps on rappelle les
principales définitions de la notion de graphe non orienté. Ensuite, on rappelle quelques
classes et familles particuliéres de graphes. Enfin, on aborde briévement I'historique de la

a-domination dans les graphes et la notion de criticiteé.

1.1 Quelques notions de base de théorie des graphes
1.1.1 Définitions générales (graphe non orienté)

Un graphe non orienté G = (V(G), E(@)), est un couple composé d'un ensemble V(G )
de sommets de G, et d'un ensemble E (G), d’arétes qui sont des paires de sommets (non
nécessairement distincts). Si e = uv est une aréte alors on dit que e relie u et v, et les
sommets v et v sont appelés les extrémités de e. Une aréte e — uv est une boucle si
u = v. Dans le cas général, un graphe peut avoir des arétes multiples, c’est-a-dire des
arétes différentes qui ont les mémes extrémiteés. Les nombres de sommets et d’arétes de (&
sont notés |V (G)| et |E(G)|, ces deux parametres fondamentaux sont appelés ’ordre et la
taille de G, respectivement.

Un graphe simple est un graphe sans boucle, et dans lequel toute paire de sommets
est reliée par au plus une aréte. Dans toute la suite de ce mémoire, nous considérerons
uniquement les graphes simples.

Adjacence et Voisinage

Soit G' un graphe. Pour une aréte ¢ — uv, on dit que: wu et v sont adjacents. Pour
un graphe G, le voisinage ouvert d'un sommet u, noté Ng(u), est 'ensemble des sommets

adjacents & u. Le voisinage fermé de u, noté Ng[ul, est ensemble Ng[u] = Neg(u) U {u}.
ge., )
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Le voisinage ouvert (respectivement fermé) d’un sous ensemble de sommets S C V(G) est
Ng(S) = Uues Ne(u) (respectivement Ng [S] = Uyes Ne [u]).

Degré d’un sommet

Le degré d’un sommet u dans un graphe G, noté dg(u), est le nombre d’arétes incidentes
a u, et donc dg(u) = |Ng(u)|. Le degré maximum (respectivement minimum) d’un graphe
G est noté A(G) (respectivement 0(@)) et défini comme le maximum (respectivement
minimum) des degrés des sommets de (. Powr S CV(G)etu e V- S, on définit
ds(u) = [Ns(u)| = |Ng(u) N 5] .

Distance et diameétre

On appelle distance de 4 & v notée d(u,v), la longueur d’une plus courte chaine de u
av. Le diamétre dans un graphe G noté diam(G) est la distance maximum entre deux

sommets de G, c-a-d diam(G) = maxypey (d(u, v)).

1.1.2  Classes particuliéres de graphes.

Sous-graphe et sous-graphe induit

Un sous-graphe H = (Vir, Eyr) dun graphe G = (Ve:, E) est le graphe G auquel
des sommets et/ou des arétes ont été enlevés, c¢’est-a-dire Vir C Vg et Efy C Eq. et le
sous-graphe H de G = (1, Eg) induit par U C Vg, noté G[U], est défini par Vi = U et
Ey ={zy € Eg |, y € U}, autrement dit les arétes de H sont celles de G dont les deux
extrémités sont dans U/.

Chaines et cycles

Une chatne de longueur & — 1 dans un graphe G' est une séquence alternée de sommets
et d’arétes UL, €1, V2, €2, V3, ., Vi1, €51, Uy o, Up— 1, €4, U, telle que e;—) = v;_1v; pour i =
2,...,k+1. Le nombre d’arétes dans la chaine définit sa longueur et le nombre de sommets
définit son ordre. L’entier k = 1 représente le nombre de sommets de I, chaine. Une chaine
dans laquelle aucune aréte ne se répete est dite simple et une chaine dans laquelle aucun
sommet ne se répéte est dite élémentaire. Une corde est une aréte reliant deux sommets
non consécutifs dans une chaine. Une chaine minimale induite par & sommets, notée P,

est une chaine élémentaire sans cordes. Un cycle noté Cy, de longueur & est une chaine de
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longueur & > 1 dans lequel les deux extrémités de la chaine sont confondues, dans ce cas
le nombre de sommets de Cl. est égal & sa longueur.

Graphe connexe

Un graphe G est dit conneze si toute paire de sommets de G est relice par une chaine.

Graphe complet

Un graphe simple est dit complet si tous ses sommets sont adjacents, c’est & dire si
toutes les arétes possibles existent. On appellera K, le graphe complet & n sommet.

Graphe biparti

Un graphe G est dit biparti si V(G) peut étre partitionné en deux ensembles 1, et Vj
de telle sorte que toute aréte du graphe posseéde une extrémité dans Vi et Pautre extrémité
dans V5.

Dans le cas particulier o [V;] = m, Vol =n, dg(u) =nVu € V; et dg(v) =m Vv € V3,
alors G est dit graphe biparti complet et est noté Koo

Multiparti complet

Un graphe multiparts complet ou t-parti complet By g 3 5 2 2, &t on graphe G
ol I'ensemble des sommets V(G), IV(G)| = n1+ na + ... + ny, peut étre partitionné en ¢
stables V; (c'est-a-dire G[Vj] est sans aréte), i = 1,...,t avec |V;| = n; et pour toute paire
de sommets u € V; et v € Vi,1<i<j<tuwe E(G).

Graphe complémentaire d’un graphe

Le graphe complémentaire de G = (V, E) est le graphe G = (V,E) ot G a les mémes
sommets que G et deux sommets distincts de G sont adjacents si et seulement s'ils ne sont
pas adjacents dans G.

Arbres

Un arbre 7" d’ordre n est un graphe connexe sans cycle. Les sommets de degré 1 sont
des sommets pendants appelés aussi les feuilles (il en a au moins 2, sin > 2) et les sommets
adjacents aux sommets pendants (de degré au moins 2), sont des supports. L’ensemble
des sommets pendants dans T est noté par L(T), la cardinalité de L(T) est . L’ensemble
des supports dans T est noté par S(T'), la cardinalité de S(T') est s. Les arbres qui n’ont
que deux sommets pendants sont les chemins. En particulier, les chaines élémentaires et

les étoiles sont des arbres.
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Etoile et étoile subdivisée

L’étoile est un cas particulier d’arbre, souvent étudié comme sous-graphe induit. Une
étoile est un arbre & un seul neeud et feuilles, appelé le centre de I’étoile. Cela peut aussi
étre vu comme un biparti complet, noté Ky ,,_,. Une étoile subdivisée est obtenue a partir

d’une étoile avec au moins deux arétes, en subdivisant chaque aréte exactement une fois,

Couronnes

La couronne cor(H) d’un graphe H est obtenu & partir de H en ajoutant une aréte
pendante & chaque sommet de H.

Produit cartésien de deux graphes

Solent G et H deux graphes. Le produit cartésien ou produit carrée GOH de @ et
H est le graphe ayant pour ensemble de sommets V(G) x V(H). Deux sommets (ug,v1)
et (ug,vp) de V(G) x V(H ) sont reliés par une aréte si et seulement si utug € E(Q) et
V1 = vz, 0uvvy € E(H) et uy = uy.

Produit tensoriel de deux graphes

Soient G et H deux graphes. Le produit tensoriel, produit direct ou encore produit
croisée, G x H de G et H est le graphe ayant pour ensemble de sommets V(G) x V(H).
Deux sommets (uy,v;) et (us, vz) de V(G) x V(H) sont reliés par une aréte si et seulement
si uiupy € E(G) et vivo € E(H).

Produit fort de deux graphes

Solent G et H deux graphes. Le produit fort ou produit total GR H de G et H est le
graphe ayant pour ensemble de sommets (G) x V(H). (u1,v;)(ug,vs) est une aréte de
GX H, avec (u1,v1) # (ug,vs) si et seulement si elle est aréte de GOH ou bien de G x H,
c’est-a-dire

E(GRH) = E(GOH)U E(G x H)

Ezemple: la Figure 1.1 représente les différents produits de deux chaines (P et Py)
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..‘:n“"
oy
BOP, Py x Py P Py

Figure 1.1. Illustrations des différents produits.

1.1.3  Quelques ensembles particuliers

Dans cette section, nous allons parcourir différents ensembles de sommets ou d’arétes.

Un sous-ensemble 4 de V est dit est minimal (resp. mazimal) par rapport & une
propriété P s’il n’existe pas d’ensemble B C A (resp. B D A) tel que le sous graphe
G[B] induit par B vérifie la propriété P. Un sous-ensemble A de V est dit minimum ou
de taille minimale (vesp. mazimum ou de taille maximale) par rapport & une propriété
P 8’il n’existe pas d’ensemble B C V tel que le sous graphe G[B] induit par B vérifie la
propriété P et tel que [A| > |B| (resp. |B| > |A|) on |A| désigne le nombre d’éléments de
I’ensemble A.

Couplage et Couplage parfait

Un couplage dans un graphe est un ensemble d’arétes non-adjacents. Si M est un
couplage, les deux extrémités de chaque aréte de M sont dites couplées par M, et tout
somumet incident & une aréte de M est dit étre couvert par M. Un couplage parfait est
un couplage qui couvre tous les sommets du graphe, aucun graphe d’ordre impair ne
peut avoir de couplage parfait, puisqu’un couplage couvre clairement un nombre pair de
sommets, et un couplage maximum est un couplage qui couvre autant de sommets que
possible. Rappelons que le nombre d’arétes dans un couplage maximum d’un graphe G
est appelé le cardinal maximal d’un couplage de G et il est noté o' (G).

Nombre de transversalité

Un transversal 7' dans un graphe G est un sous-ensemble de sommets de G tel que

pour toute aréte e de 7', il existe un sommet v € T, tel que v est une extrémité de e.
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Le nombre de transversalité ap(G) de G est le cardinal minimal d’un transversal dans G:

ay(G) = min{|T| : Test un transversal de G}

Domination

Un ensemble dominant S appelé aussi ensemble absorbant est un ensemble de sommets
tel que tout sommet extérieur a cet ensemble ¢-a-d appartenant 4 V — § posséde au moins
un voisin dans S. Le nombre de domination (dit aussi le nombre de domination inférieur)
est la cardinalité minimale d’un ensemble dominant de G et il est noté v(G), on peut aussi
définir le nombre de domination supérieur qui représente la cardinalité maximale d’un
ensemble dominant minimal, noté T (G).

Stabilité

Un ensemble stable S appelé aussi ensemble indépendant est un ensemble de sommets
deux & deux non adjacents. La taille d’un stable est égale au nombre de sommets qu’il con-
tient. La cardinalité minimale (resp. maximale) d’un ensemble indépendant maximal est
appelée le nombre de domination stable (resp. le nombre de stabilité ou d’indépendance)

du graphe G, noté par i(G) (resp. B(G))

1.2 La a-domination dans les graphes
1.2.1  Apergu sur la a-domination

La terminologie graphique non présenté ici peut étre trouvée dans Chartrand et Lesniak
[2]. Soit G = (V, E) un graphe an sommets, m arétes et sans sommets isolés. On considére
un échiquier s x ¢ contenant s ranges et ¢ colonnes (c-a-d contenant s x ¢ cases ou cellules),
le graphe représentatif aux déplacements ou bien aux mouvements du Roi sur I’échiquier
dit aussi graphe du Roi noté par K [s x t] est un graphe dont les sommets représentent les
cellules de I'échiquier et les arétes correspondent aux différents mouvements du Roi sur
'échiquier (Un Roi peut passer & une cellule voisine horizontalement, verticalement ou en
diagonale).

Un puzzle mentionné par David Woolbright consiste & déterminer un ensemble de

cellules surveillées chacune par un gardien et de cardinalité minimale dans un échiquier
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06 ot chaque cellule est occupée par un prisonnier, sous réserve seulement de la contrainte
que chaque prisonnier extérieur & cet ensemble soit voisin & au moins autant de gardiens
que de prisonniers (o1 le voisinage est supposé étre verticale, horizontale ou diagonale)
c-a-d le nombre de voisins qui sont & Pintérieur de I'ensemble & déterminer est supérieur
ou égal au nombre de voisins qui sont & P'extérieur de cet ensemble. Il a été montré par
Mark Liatti [3] que la cardinalité minimale d’un ensemble de gardiens est 14 dans ce cas,

comme le montre la figure 1.2.

Figure 1.2. Un ensemble semi-dominant pour & [6 % 6].

Ce puzzle généralise un invariant ou un parametre de graphe & savoir le nombre de
Woolbright d’un graphe. Le nombre de Woolbright d'un graphe G est la taille d'un plus
petit ensemble de sommets tel que tout sommet de V' — S a au moins autant de voisins
dans S que de voisins qui ne sont pas dans S. Pour résoudre le puzzle cité précédemment
il suffit de trouver le nombre de Woolbright dans le graphe du Roi K6 x 6].

A présent on introduit le concept de a-domination qui est une généralisation du nombre
de Woolbright : Pour un réel o avec 0 < a <1, un ensemble S C V est dit a-dominant si
pour tout v € V — S, on a [Ng(v) N S| > o [N (v)] c-8-d dg(v) > adg(v). La cardinalité
d’'un plus petit ensemble S est appelé le nombre de a-domination et noté par v, (G). Ainsi
le nombre de Woolbright d’un graphe G est 71 (G). La taille d’un plus grand ensemble
minimal S est appelé le nombre de a-domination supérieur et il est désigné par T’ «(G).

Rappelons qu'un ensemble S C V est un ensemble dominant si chaque sommet du



graphe est soit dans S ou est adjacent & un sommet de S. Suivant ce contexte, nous
pourrions dire qu’un ensemble dominant vérifie la propriété: pour tout sommet v € V — S
ona|N(w)nsS|> 1.

Puisque le plus petit ensemble a-dominant est un ensemble dominant, il est immeédiat
de voir que v(G) < V(@) pour tout graphe G et pour tout 0 < a < 1. Donc le nombre

de domination v(G) est une borne inférieure pour v,,(G)

1.3 La criticité par rapport a la c-domination dans les graphes

Pour de nombreux paramétres de graphe, la notion de criticité est un probléme de grande
importance, vu son coté pratique qui consiste & étudier la vulnérabilité, la robustesse et
la stabilité des réseaux. On trouve dans la littérature beaucoup d’articles qui traitent le
probléme du comportement ou attitude d'un parametre douné vis & vis de I’ajout ou de la
suppression d’un sommet ou d’une aréte dans un graphe. En général, un parametre donnée
peut augmenter, diminuer ou rester stable (inchanger) quand un sommet (ou aréte) est
ajouté (ou supprimé) au graphe.

On définit maintenant plusieurs concepts de criticité, par rapport & un paramétre 7(G).

Définition 1.1. Soit G = (V. E) un graphe

1. Un graphe G est dit T-sommet-enlevé-stable si et seulement si wG — o) = w(d),

pour tout sommet v € V.

2. Un graphe G est dit n+ -sommet-enlevé-critique si et seulement si (G —v) > 7(G),

pour tout sommet v € V.

3. Un graphe G est dit T -sommet-enlevé-critique si et seulement si (G —v) < 7(G),

pour tout sommet v € V.

4. Un graphe G est dit T-sommet-ajouté-stable si et seulement si (G +v) = 7(Q@),

pour tout sommet v € V.

5. Un graphe G est dit Tt -sommet-ajouté-critique si et seulement si (G +v) > 7(Q),

pour tout sommet v € V.



CHAPITRE 2

RESULTATS EXISTANTS DANS LE CONCEPT DE LA

@-DOMINATION DANS LES GRAPHES

Dans ce chapitre, on présente quelques résultats connus et des observations préliminaires
qui s’avérerons utiles. Dans un premier temps, on rappelle certains résultats donnés par
Dunbar et al [1] dont quelques uns sont cités sans démonstrations. Ici on présente leurs
preuves et dans un second temps, on énonce des résultats existants dans la classe des

arbres traités par F. Dahme et al [4], et M. Lemafiska [5).

2.1 Résultats pour quelques classes de graphes simples

Proposition 2.1. /5]
- 8% P, est une chaine & n sommets avec n =1, alors v(P,) = [ﬂ .

- 8i Cy est un cycle a n sommets avec n 2 3, alors v(Cy,) = [2

Proposition 2.2. [1] Si G est un graphe ayant A(G) comme degré mazimum. alors on a

7a(G) = %(G) pour tout 0 < a < ﬁ

Preuve. Pour tout v, (G)-ensemble, on a Y(G) < 7,(G). Pour montrer 'autre iné-
galité, soit S un 7(G)-ensemble, nous avons Vo € V — S, INg(z)nS| > 1 > aA(G) >
adg(z) = a|Ng(z)|. Done S est un a-dominant. D’od on a v,(G) < |S| = 4(G). Par
conséquent la double inégalité donne le résultat 1.(G) = ¥(G). O
Proposition 2.3. [1] Si P, est une chaine  n sommets. Alors on a
H] sz’O<a§%
5] sit<a<1
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Preuve. Soit P, est une chaine a 7 sommets.

Cas 1. 0 <a< % On sait que le degré maximum d’une chaine est deux, alors par la
Proposition 2.2 et la Proposition 2.1, on déduit que v, (P,) = v(P,) = f%] .

Cas 2. % < a < 1. Il faut montrer que YalBn) > [% J et ensuite exhiber un a-dominant S
tel que [S| = |2|. Tout d’abord on montre que pour tout a-dominant S, [S| > | 2] . Soit S
un a-dominant de G, alors Vz € V — S on a ING(z)N S| > a |Ng(z)| = adg(z) > édg(.’]:).
Donc dg(z) > %dc(m) c’est-a-dire tout sommet extrémité de P, qui n’est pas dans S a un
voisin dans S, et un sommet intermédiaire de P, qui n’est pas dans S a ses deux voisins

dans S, autrement dit les sommets qui sont dans S sont des sommets alternés de P,. Ce

qui implique que |S| > [%J . Soit la chaine P, = {®1, 29, ....., 2, }. Alors on a forcément,
[3]
g = U {.’L‘gk}

et comme un tel S est un a-dominant, alors

S| = |2|. Par conséquent, Yulo) = |E] B
Proposition 2.4. [1] Si C,, est un cycle & n sommets, avec n > 3. Alors

[%] st 0<a<
5] si

Preuve. Soit C, est un cycle & n sommets, avec n > 3.

B3 —=

Ya(Cn) =
<a<l

=

Cas 1. 0 < a < % On sait que le degré maximum d’un cycle est 2. Alors par la

Proposition 2.2 et la Proposition 2.1, on déduit que 7,(Cn) = (Cy) = [2].

Cas 2. % < a < 1. 1l faut montrer que YolBy) > [g] et ensuite exhiber un a-dominant
S tel que |S] = [2]. Tout d’abord on montre que pour tout c-dominant S, |S| > [2].
Soit S un a-dominant, alors Vz € V — S on & |Ne(z) N S| > a|Ng(z)| = adg(z) >
%dc;(_ z). Donc dg(z) > %d(;( z), c’est-a-dire: tout sommet qui n’est pas dans S a au moins
ses 2 sommets voisins dans S. Ce qui implique que |S| > [ 125] . Soit le cycle C, =
{21, %2, .....;wn, 2, }. L'ensemble
(n—1)/2 . . .

Y, {zar} U{z,} sin impair

n/2
AU[{.’L’Q}@} si m pair

est un a-dominant. Alors |S| = [2]. On déduit que Y(Cn) = [2]. O
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Proposition 2.5. [1] Si K, est un graphe complet & n sommets, alors on a
F)(_l(‘[(”.) = I-(\'(TL - J‘)] £

Preuve. On suppose que S est un a-dominant, alors pour tout sommet = € V —S on a
INa(z) N S| > a|Neg(z)| > aln — 1) = [a(n = 1)]. Ce qui implique que S| > [a(n - 1)].
Donc v, (Ky) > [a(n — 1)]. Maintenant, soit S un sous ensemble de sommets de K, tel
que [S] = [a(n — 1)]. Alors S est un a-dominant puisque Vi € V — S on a [Ng(z) N S| >
[a(n=1)] > a(n—1) = |Ng(z)]. Donc [a(n —1)] < VulE) 18] = [a(n — 1)]. Do
Val£n) = [a(n —1)]. Ceci compléte la preuve. O

Proposition 2.6. [1] Si Ko est un graphe biparti complet avec 1 < m <mn, alors on a
VoK) = min{m, [arn] + [an]}.

Preuve. Supposons que X; et X, sont les deux parties stables de Ky, , avec |X;| = m
et [ Xa| = n. Soit S un v, ( Kinn)-ensemble. Il est clair que les Yo (K n)-ensembles possibles
de K, sont résumés dans les deux cas suivants.

Cas 1. S = X, et daus ce cas on a |S| = |X1| = m car S est un a-dominant de K
puisque Vz € V — S, on a fN K ()N S| =m > am = adg,.  (x) =« ‘N K r)’)

Cas 2. S # X, et dans ce cas SNX, #@,5NX, # et SNXy # Xy car X, est meilleur en
cardinalité que X, qui est un ensemble a-dominant de K, puisque | Xo| = n > | X, | = m.
Alors si S # X;, on a |S| = |Sn Xi1| + SN X5|. Comme S est un Yo HKmn)-ensemble,
VZ € V-85 ,siz € Xyo0na INa(z)N S| = |SNn X, > [am], et si 2 € X, on a
[Nk, . (z) N 8l = 8] > [an]. Par conséquent on a IS| = [SNXi|+ SN Xy =
[am] + [an], ce qui implique que Yo(Kmn) = [S| = [am] + [an]. On déduit que
VaKmpn) = min{[am] + [an] ,m}. O

On a déja mentionné que pour tout graphe G le parameétre de domination standard
7(G) est une borne inférieure pour 7, (G). On peut déterminer une borne supérieure en
examinant le nombre de transversalité. Le nombre de transversalité ao(G) est la taille
d'un plus petit ensemble de sommets S tel que chaque aréte a au moins une extrémité

dans S. Alors clairement qu’on a @ (G) = 7,(G).
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Pour tout graphe G et pour tout @, avec 0 < a < 1, si S est un ensemble a-dominant
de taille minimum, on dit que S est un Va(G)-ensemble. De méme, si S est un ensemble
dominant de taille minimum, on dit que 5 est un (G)-ensemble. Un résultat immeédiat
est le suivant : si a; < as, alors Yo (G) < 7,,(G).

La proposition suivante est immeédiate.

Proposition 2.7. [1] Pour tout graphe G, Y(G) < 7.(G) < ag(G) pour tout o, avec
O<a<l.

Proposition 2.8. [1] Soit G un graphe, si (A(G) — 1)/A(G) < « < 1, alors on a
1a(G) = ag(G).

Preuve. Soient G un graphe et S un Va(G)-ensemble, avec ( A(G)-1)/A(G) < . Soit
v un sommet avec v ¢ S. Alors on a [Ng(v) N S| > [Na(v)] > (A(G)-1) [NG(v)| /A(G),
done A(G) [Ng(v)N S| > A(G) |NG(v)] = [Ng(v)]. Soit & > 0 un entier satisfaisant
k = |Ng(v) — S|. Alors on a INa(v)] = k = |Ng(v) N S|, et ainsi A(G)(|Ng(v)| = k) >
A(G) [Ng(v)| — | Ng(v)|. Donc A(G)k < |Ng(v)]. si k > 1, cela contredit la définition du
degré maximum. D’oi k = 0, comme v est un somimet arbitraire n’appartenant pas a S,
alors tous les voisins de v sont contenus dans S. Donc il n'y a pas d’arétes avec les deux
S.

Comme 'inégalité inverse est toujours vrai, on obtient v, (G) = ay(G). O

extrémités dans V — S. Par conséquent, S est un transversale de G et on a (@) <

Il est clair que dans un graphe le complémentaire d’un ensemble stable est un ensemble

transversale et inversement. D’o1l on obtient Ia, proposition suivant :

Proposition 2.9. [11] Pour tout graphe G, 3(G) + ay(G) = n.

2.2 Le nombre de a-domination dans le graphe du Roi K|[s x t],

Nous revenons au probléme original qui est le probléme de détermination de 71(G), ou
2
G = K[s x t] est le graphe du Roi avec s le nombre de rangées et ¢ le nombre de colonnes.

Pour tout graphe du Roi Kls x t], si S est un 71(G)-ensemble, on dit qu'une colonne
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est vide si la colonne n’a pas des sommets dans S De méme, une colonne est pleine si
tous ses sommets sont dans S. D’abord, nous examinons le graphe du Roi a 2 lignes
et ¢ colonnes ou ¢ prend des valeurs petites. Il est facile de voir que Y1 (K [2x1]) = 1,
71 (K[2 % 2]) = 71 (K[2 x 3]) = 2, et enfin Y1 (K[2 x 4]) = 4. Pour les grandes valeurs de

t, nous obtenons le résultat suivant:
Proposition 2.10. /1] Soit K[2 x t] un graphe du Roi, alors pour tout t > 5, on a
Yi(K[2xt])=¢-1.

Preuve. Nous utiliserons Iinduction sur ¢t pour montrer que t — 1 est une borne
supérieure de 71 (K[2 x #]). Soit G un graphe K[2 x 5]. Les sommets de la deuxieme
et la quatriéme colonne forment un s-dominant alors ~ 1( K[2 x 5]) < 4. Les sommets
de la deuxieéme, la cinquieme colonnes et un sommet de la troisiéme colonne forment un
s-dominant alors 1 (K[2 x 6]) < 5. Supposons maintenant que 73 (K2xk]) <k-1
pour tout k avec 5 < k < t — 1 et considérons le graphe K'[2 X ¢] pour t > 7. Si on ne
considere pas les deux premiéres colonnes, le graphe résultant admet un é—dominant S’
avec cardinalité au plus t — 3 et en ajoutant les sommets de la deuxiéme colonne & S’
il est clair qu'on obtient un ensemble S qui est %—dominant de graphe K[2 x t]. Donc
T(ER2xt))<|S|=|9|+2<t-3+2=¢—1.
Pour montrer que ¢ — 1 est une borne inférieure de 71 (K [2 xt]), on considere que S est un
71(G)-ensemble. Soit o le nombre de colonnes avec les deux sommets dans S. Soit y le
nombre de colonnes avec exactement un sommet dans S, et soit z le nombre de colonnes
sans sommets dans S. Il est immeédiat de voir qu’une colonne vide (sauf la colonne t) est
suivie d’une colonne pleine située parmi les deux colonnes qui la suivent vers la droite,
c-a-d entre deux colonnes vides il ¥ & au moins une colonne pleine, d’ott on a z < 2 + 1.
D’autre part on a |S| = 2z + y. Par conséquent, nous avons t = 7 + y+z<2z+y+1.
Donc [S| = 22 4+y > t — 1, c-ad Yi(K[2 x t]) > t — 1. La double inégalité donne
7%([([2><t])=t—1. a

Le lemme suivant sera utile pour déterminer le nombre de Woolbright d’'un 3 x ¢ du

graphe du Roi.
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Lemme 2.11. [1] Si G est un graphe du Roi K[3 x t], alors il existe un Y1 (K3 x ¢])-
ensemble S avec la propriété suivante: Chague colonne vide (sauf la colonne t) est suivie

d’une colonne pleine située parmi les deux colonnes qui la suivante vers la droite.

Preuve. Soient K3 x #] un graphe du Roi et S un 71 (K3 x t])-ensemble. Supposons
que la colonne j est vide. Si la colonne J+ 1 est pleine, le résultat est valide. Si la, colonne
J+1 aun seul sommet dans S, ce somumet doit étre le sommet milieu de la colonne j + 1,
sinon le sommet opposé qui est de degré 5 dans K[3 x t] aura au plus 2 voisins dans S. Et
dans ce cas il est clair qu’on doit avoir la colonne J + 2 pleine pour que les deux sommets
opposés de la colonne j + 1 ait chacun deux voisins dans S. Le cas ou la colonne J+1est
vide ne peut se produire car un sommet non milieu de la colonne j + 1 qui est de degré
5 n’aura que deux voisins au maximum dans S. Supposons maintenant que la colonne
J+1 a exactement deux sommets dans S. Alors la colonne j + 2 doit avoir au moins deux
sominets dans S pour %—dominé le sommet de la colonne j + 1 qui n’est pas dans S. Dans
Ce cas, nous pouvons créer un autre 71 (K[3 x t])-ensemble S’ en décalant un sommet de
S de la colonne j + 1 vers I’ emplacement vide de la colonne J + 2, et déplacez le sommet
restant de S (si nécessaire) a la position milieu dans la colonne j + 1. L’ensemble S’ ainsi
déterminé est un é-dominant avec le méme nombre des sommets que S et ayant la colonne
J + 2 pleine. On peut refaire ce procédé pour chaque colonne vide. A la fin on obtient un

71 (K[3 x t])-ensemble qui & la propriété du Lemme 2.11. O

Proposition 2.12. [1] Soit K [3 % t] un graphe du Roi, alors pour tout t > 1, on a

Preuve. Soit G un graphe K [3xt]. On trouve un s-dominant S en choisissant tous les
sommets milieux appartenant a la deuxieme ligne de K[3 x t]. Donc on a 71 (K[3xt]) <
|S| = t. Pour montrer que ¢ est une borne inférieure de 71 (K[3 x t]), on considére S
w7y (G) ensemble vérifiant la propriété du Lemme 2.11. Soit w le nombre des colonnes
pleines de G c-a-d qui ont les trois sommets dans S. De méme, soit (respectivement, y
et z) le nombre des colonnes de G ayant deux (respectivement, un et z€éro) sommets dans

S. Tl est clair que IS| =3w+2z+yett = T+y+z+w. Parle Lemme 2.11onaz < w41
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et donc t < 2w+ a4+ y + 1. Par conséquent S| —¢t > w+z — 1.

Siw =z =0, alors on a forcément z = 0, et ainsi chaque colonne a un sommet dans S.
Alnsi S| =t et on a ce qu'il faut. Si au moins un de w ou z est strictement positif, alors
nous avons [S| > ¢t +w+x — 1 > t. Dans les deux cas, t est une borne inférieure pour la

cardinalité de S. Donc ~ 1(K[3xt]) > t. De la double inégalité découle le résultat. [

Pour le graphe du Roi K [s x t] ot s prend des valeurs plus grandes que 4, nous

déterminons des bornes pour Y1(K[s x t]).
Proposition 2.13. [1] Soit k et t des entiers positifs. Alors on a
Ti(K[(2k+ 1) x ¢]) < kt

Preuve. Nous pouvons déterminer un ensemble s-dominant pour K [(2k +1) x t] en
choisissant tous les t sommets dans chaque ligne de rang pair de K [(2k + 1) x t]. Comme

il y a k lignes de rang pair, on a Yi(K[(2k + 1) x t]) < kt. O

Maintenant, nous examinons le graphe du Roi K[s x t] avec s un entier pair et t
suffisamment grand. D’abord, on remarque que i (K4 x 4]) < 7, en prenant comme
ensemble %—dominant tous les sommets de la troisiéme colonnes, ainsi que les sommets
V11, V31, Vg2 OU v;; désigne le sommet de la rangée ¢ et la colonne j. Il est facile de voir que
six somumets ne suffisent pas pour former un ensemble s-dominant de K[4 x 4]. Et donc

Y1(K[4 x4]) =7
Proposition 2.14. [1] Si G = K[4 x t], alors Y1(G) < 2t — 2 pourt > 5.

Preuve. En choisissant les sominets de la deuxieme et la quatriéme colonnes de
K[4x35], on trouve un ensemble s-dominant de K [4 x 5] avec huit sommets, donc vy (K4 x
5]) < 8. Pour t = 6, en sélectionnant les sommets de la deuxiéme et la cinquiéme colonne,
avec deux sommets de rangées différentes dans les colonnes trois et quatre, on obtient un
ensemble -dominant avec dix sommets de K [4 x 6], donc on a v 1(K[4 x 6]) < 10. Ainsi,
le résultat est vrai pour t = 5 et 6. Maintenant supposons que G est un graphe K[4 x t]
avec t > 7 et supposons que le résultat est vrai pour tous les graphes du Roi K[4 x Jj] avec

5 < j < t. Soit G’ le graphe obtenu de G en supprimant les deux derniéres colonnes. Alors
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onaG' = K4 x (t—2)]. Soit & un Vo(G’)-ensemble de G'. Par I'hypothése d’induction
on a [S'] < 2(t —2) — 2. On construit un ensemble s-dominant S de G en ajoutant a S’
les sommets de la colonne ¢ — 1. 1] est clair que S est un ensemble %—dominan’c de G. Donc
S| =|S'|+4<2t—6+4=2t—2 Par conséquent on a v (K4 xt]) < |S|<2t—2. O
La borne de la Proposition 2.14 n’est pas toujours atteinte, car il existe un ensemble
5-dominant de taille 13 pour le graphe K4 x 8], alors que 71(K[4 % 8]) < 14.
Il faut rappeler aussi que le nombre de Woolbright pour le graphe du Roi K [6 x 6] a été
déterminé et il vaut 14. En outre, en remarquant que le graphe du Roi K'[6 x 5] a le méme
nombre de Woolbright que le graphe du Roi K'[5 x 6], la Proposition 2.13 donne la valeur
12 comme borne supérieure pour 71 (/6 x 3]). En utilisant ces deux faits comme énoncés

de base, un argument inductif donne la borne supérieure suivante.

Proposition 2.15. [1] Pourt > 5, on a Y1(K[6 x t]) < 3t — 3.

Enfin, on peut utiliser ces propositions pour trouver une borne supérieure de 71 (K[sx
t]) pour tout entier pair s > 6. Supposons que s = 2k pour k£ > 3. En utilisant la
Proposition 2.13 on détermine 'yé(K[Qlc x B]) = 71(K[5 x 2k]) < 2(2k) < 5k — 3. Et
en utilisant Proposition 2.15 nous obtenons ~ 1(K[2k x 6]) < 3(2k) — 3 = 6k — 3. Avec
ces faits comme étape de base, la démonstration de la proposition suivante découle par

induction comme précédemment.

Proposition 2.16. [1] Pour k > 3 et t > 5, YL(K[2k x t]) < kt — 3.

2.3 Le nombre de stabilité et le nombre de domination dans le

graphe du Roi K[s x t].

Dans cette section, on donne la valeur exacte du nombre de stabilité et la valeur exacte

du nombre de domination dans le graphe du Roi K [s X t].

Théoréme 2.17. Le nombre d ‘indépendance ou de stabilité du graphe du Roi K[s x t]

est donné par:

BKoa) = (K [s x 1)) = [2] H
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Preuve. Il est clair que tout bloc de 2 x 2 peut contenir au plus un Roi. En effet, on
a quatre situations possibles

Cas 1. Si s et t sont pairs : on peut diviser I’échiquier s x ¢ en 5 X % blocs de 2 x 2
sans sommets en commun. Comme chaque bloc de 2 x 2 peut contenir au plus un Roi,

disons que ce Roi est placé dans le coin supérieur & gauche, alors 8(K [s x {]) < g =

g
29
comme il est simple de trouver un stable avec 5 X 3 formé par justement les sommets des
coins supérieurs de gauche. Donc B(K [s xt]) =2 x L.

Cas 2. Si s et t sont impairs : on peut diviser Iéchiquier s x t en (55.551) blocs
de 2 x 2, (%1 + %) blocs de 2 x 1, et 1 bloc de 1 x 1 sans sommets en commun, dans
chaque cas de ces derniers tout bloc peut contenir au plus un Roi, disons que ce Roi est
placé dans le coin supérieur de gauche. Le méme raisonnement que précédemment nous
conduit & F(K [s x ¢]) = =5 x £,

Cas 3. Si s est pair et ¢ est impair : on peut diviser I’échiquier s x ¢ en (g.t—gl-) blocs
de 2 x 2, et 5 blocs de 2 x 1 sans sommets en commun, dans chaque cas de ces derniers
tout bloc peut contenir au plus un Roi, disons que ce Roi est placé dans le coin supérieur a
gauche. Le méme raisonnement que précédemment nous conduit aB(K[sxt])=4%x t,

Cas 4. Si s est impair et ¢ est pair : on peut diviser I’échiquier s x ¢ en (s—;—lé) blocs
de2x2, et % blocs de 2 x 1 sans sommets en commun, dans chaque cas de ces derniers tout
bloc peut contenir au plus un Roi, disons que ce Roi est placé dans le coin supérieure a
gauche. Le méme raisonnement que précédemment nous conduit a §(K [s X t]) = SJZF—l X %
Finalement, si on combine les cas précédents on obtient le résultat du Théoréme 2.17.

O

Théoréme 2.18. Le nombre de domination du graphe du Roi K|[s x t] est donné par:

Koxe) = 9K s x ) = [£] [ ?]
3 3
Preuve. Il est clair que tout bloc de 3 x 3 peut contenir au moins un Roi pour dominer
tous les autres sommets du bloc. Suivant la congruence de s et ¢ modulo 3, on a neuf cas
a considérer :

8
3

Cas 1. Sis=0[3]ett=0[3]: on peut diviser Péchiquier s x ¢ en £ x £ blocs de

3 x 3. Et comme chaque bloc a besoin d’au moins un Roi, en prenant un Roi au milieu



de chaque bloc 3 x 3, on a alors le nombre de domination (K [s x t]) =

LWl

t

X 3
Cas 2. Sis=0[3)ett=1 [3] : on peut diviser échiquier s x ¢ en 5 x &4 blocs de
3x 3, et $ blocs de 3 x 1. Et comme chaque bloc a besoin d’au moins un Roi, cela montre

e £ 4+ 5 Rois sont nécessaires. Le méme raisonnement ue précédemment donne le
33 3

nombre de domination (K [s x ¢]) = § x 2

Cas 3. Sis=0[3]ett=2[3]: on peut diviser I échiquier s xt en £ x =2 blocs de 3x 3
et £ blocs de 3 x 1. Et comme chaque bloc a besoin d’au moins un Roi. Ainsi —:‘—;2 44
Rois sont nécessaires. Le méme raisonnement que précédemment donne le nombre de
domination (K [s x t]) = £ x H

Cas4. Sis=1[3]ett=0]3]: on peut diviser I échiquier s x ¢ en 2% x £ blocs de 3x 3

b1009 de 3 x 1. Et comme chaque bloc a besoin d’au moins un Roi. Ainsi "‘}1 % + %
Ro1s sont nécessaires. Le méme raisonnement que précédemment donne le nombre de

domination (K [s x t]) = =2 L

Cas 5. Sis=1[3]ett=1[3]: on peut diviser Péchiquier s x ¢ en 251 x =1 blocs de

3x3et S%l + % blocs de 3 x 1 et 1 bloc de 1 x 1. Et comme chaque bloc a besoin d’au

moins un Roi. Cela montre que el el gy % + 1 Rois sont nécessaires. Le méme

raisonnement que précédemment donne le nombre de domination (K (8 x]) = 132 X f—t—z

Cas 6. Sis=1[3|ett=2 [d] : on peut diviser 'échiquier s x ¢ en =4 x 22 blocs de
I3x3ett 2bloc~s de 1 x3et 2= blocs de 2 x 3 et 1 bloc de 2 x 1. Et comme chaque bloc

. . . . . — S | p— b . ’ . A
a besoin d’au moins un Roi. AIDSI %f—; + q—{l + % + 1 Rois sont nécessaires. Le méme

. 5 . . >
ralsonnement que precédemment donne le nombre de domination V(K [sxt]) = X L‘l

Cas 7. Sis=2[3]ett=0 [3] : on peut diviser I’ échiquier s x t en =2 =2 x L blocs de 3% 3

£ blocs de 2 x 3. Et comme chaque bloc a besoin d’au moins un R01 Donc ; d+ :

Rms sont nécessaires. Le méme raisonnement que précédemment donne le nombre de

s . 4 _ 1 3
domination y(K [s x t]) = =x L,
=L blocs de

3x 3 et =1 blocs de 2 x 3 et 222 blocs de1x 3 et 1blocde?x1. Et comme chaque bloc

Cas 8. Sis=2[3)ett=1 [3] + on peut diviser ’échiquier s x ¢ en =2

a besoin d’au moins un Roi. A11181 802 21 4 il 22 4 1 Rois sont nécessaires. Le méme
3 3 3 3

raisonnement que précédemment donne le nombre de domination (X [ex t])= 9“ X '—’:—2
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Cas 9. Sis=2(3]ett=2[3]: on peut diviser Péchiquier s x ¢ en 252 x 22 blocs de

3x3, %52+ 22 blocs de 2x 3, et 1 bloc de 2x 2. Et comme chaque bloc a besoin d’au moins

un Roi. De plus #3222 4 122 4 522 1 | Rojg sont nécessaires. Le méme raisonnement que
précédemment donne le nombre de domination VK [s x t]) = = x &L

Finalement, si on combine les cas précédent on obtient le résultat du Théoréme 2.18.

O

2.4 La a-domination dans les arbres

Dans cette section on considére la classe des arbres.

Comme tout complémentaire d'un stable de G est un c-dominant de G, 'observation

se déduit simplement.

Observation. Soit G un graphe biparti d’ordre n, alors pour tout o € ]0,1], on a

Théoréme 2.19. [4] Sia € 10,1] et T est un arbre d’ordre n, alors v,(T) = % si et

seulement si T a un couplage parfait M tel que min{dr(u), dr(v)} < [1_#“] pour tout

uv € M.

Preuve. On montre d’abord la condition suffisante. Soit T un arbre ayant un couplage
parfait M tel que min{dr(u),dr(v)} < [=] pour tout wv € M. Soit D un ¥, (T)-
ensemble de 7. Sl y a une aréte ugvy € M tel que ug,vy ¢ D, alors dr(ug) — 1 >

[Ne(ug) N D| > adr(ug) et dr(vg) — 1 > |N, :(v0) N D[ > ady(p). Cela implique qu’on a

min{dr(u),dr(v)} > [, d'oit la contradiction. Par conséquent, [{u,v} N D| > 1 pour

l-a

tous les uv € M. Comme T est un arbre donc il est biparti, alors on a v, (7T) < = Par

conséquent
S=IM[< ¥ fuo}nD|=|D| =, (T) <
2 uveM -
D’otion a v, (T) = 2

Maintenant on montre la condition nécessaire par induction sur l'ordre n de T. Sin < 2,

alors le résultat est immeédiat, Supposons que T' est un arbre d’ordre 7 > 3 tel que

Tl ) = 5. Soit % un sommet pendant de T' et soit I'unique voisin de u dans T'. Si
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v est adjacent & un sommet pendant u' de T différent de u, alors 7" = T — {u}. Il est
évident qu'il existe un +,,(7")-ensemble D’ de T qui contient v. Par conséquent, D’ est un
ensemble a-dominant de 7', ceci donne une contradiction puisque v, (7') < 7,(T") < 3'2—1
Donc u est 'unique sommet pendant de 7" adjacent & v et tous les composants T}, Ts, ..., T}
de T" = T — {u},sont des arbres d’ordre au moins deux. Pour 1 < i < [, soit D; un 7, (T})-
ensemble de 7;. Puisque 'ensemble {v} U D, U Dy U ..U D; est un ensemble a-dominant

de T, nous obtenons

n—2 ! : Vr. n—2
= 3(1) 1< XD = X 7, (T) < 3 Bl
2 i=1 i=1 =1 2 2
Ceci implique qu’on a forcément vy, (T;) = @ En utilisant 'induction pour les arbres

T;, on peut dire que chaque T; a un couplage parfait M; pour 1 < ¢ < [. Clairement,

M = {uv} UM UM, U ..U M, est un couplage parfait de 7.

1

l—a

Powr montrer que min{dr(u),dr(v)} < [£] pour tout uv € M. Supposons qu’il existe

ugvy € M tel que min{dr(u),dr(v)} > [+2]. Puisque T est un arbre, il est facile de

l-«

vérifier que ’ensemble

D = {weVr:distg(w,uy) est impair et diste(w, ug) < distg(w, V) }

U{w € Vr:distg(w,vy) est impair et diste(w, vy) < diste(w, up) }

est un ensemble a-dominant de T' tel que ug,vg ¢ D et |[{u,v} N D| = 1 pour tous
wv € M —{ugvo}. Ceci implique qu’on a v,(T') < |D| = %2 d’ott la contradiction avec le

fait que v,(T) = 2. O

1

l—a

Notez que [

l=2pourace ]0. %] . Ainsi pour ces valeurs de o les arbres décrits par
la condition donnée dans le Théoréme 2.19 correspond exactement aux arbres 7" d’ordre n
qui satisfont y(T') = § (Dans ces arbres chaque sommet qui n’est pas pendant est adjacent

a un sommet pendant unique).

Soit T un arbre avec n(T") > 3 sommets et soit 7,(T") le nombre de sommets pendant

de T. L’ensemble des sommets pendant dans 7" est noté par §2(T).

Théoréme 2.20. [5] Si T est un arbre d’ordre au moins trois, alors v(T) > (n(T) + 2 —
ny(T))/3.
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Preuve. Nous utilisons I'induction sur lordre n de T. Le résultat est vrai pour un
arbre d’ordre 3. Soit 7" un arbre d’ordre n > 3 et supposons que ny(7") > n(T') + 2 —
37(T") pour tout arbre 7" d’ordre 3 < n(T") <n— 1. Soit D un Yo(T)-ensemble qui ne
contient aucune sommet pendant de T (un tel ensemble peut étre facilement détermine).
Soit P = (wp, v, -, u) la plus longue chaine de T et soit 7' = T — {w}. Sans perte
de généralité on peut supposer que P est choisie de telle sorte que dr(v;) est plus grand
possible. Nous considérons deux cas: dr(vy) > 2 et dp(vy) = 2.

Cas 1. dr(v;) > 2, par induction on a ny(T") > n(T")+2—3,(T") et comme n (1) =
n(T) = 1, 7,(T") = v,(T) et n(T') =n(T) — 1. On obtient ni(T) > n(T) + 2 — 3v,(T).

Cas 2. si dp(v) =2, on distingue deux sous-cas:

Sous-cas 2.1. Si v, (T") < YalT), alors il est clair que YolT') = 7,(T) = 1. Par
induction on a n (") > n(T") + 2 — 374(T"). D’owt on obtient n, (T") > n(T)+2—3v,(T)
car ny (1) = ny(T) et n(T') = n(T) — 1.

Sous-cas 2.2. Si 4, (T") = Va(T), alors vy ¢ Np(QT)) (sinon D — {v1} serait un
ensemble a-dominant de 7" et v, (T") = ValT = v9) < 7,(T)) et donc | > 4, soit T — Vg U3
et on note par 7) (respectivement T3) le sous arbre qui contient v3 (respectivement vy).
Si n(Ty) = 2, alors certainement on a 7 (1) >2n(Ty) +2 - 374(71). Supposons donc que
n(11) > 3. Soit 2, I'ensemble QUT)NT) et soit Dy un Yo (12)-ensemble qui ne contient
pas vy. Puisque dr(vy) = 2, et par le choix de P il s’ensuit que tous les voisins de v,
dans T3 sont de degré deux, cela implique que || = |D,|. Par conséquent il est simple
de voir que o (T) = 7, (Th) + 7,(Tz) = 7o (T}) + |Dof et n(T) = n(Ty) + Q| + |Dy| + 1.
Si vy est un sommet pendant de Ty alors on a n,(T) = n (1) +

ﬂ,l(Tl) + I\QQ' > ’l'l,l(Tl) + ’le - 1.

Qo] = 1, sinon n,y (T) =
Puisque n(T}) > 3, on a par induction n 1(Th) > n(Ty) + 2 — 3v,(T1). Dans les deux cas,
pour n(T1) = 2 et pour n(T}) > 3, on obtient

n(Tl) +2— 3’)’“,(T1) < nl(Tl) < nl(T) — |S22, + 1.

Ainsi

(T) = 9] = Dol =1+ 2 = 3(1,(T) = |Da]) < ny(T) — | Q] + 1
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et donc
n1(T) 2 0(T) + 2| Dy| = 37,(T) > n(T) + 2 — 37,(T)
ce qui implique que v, (1) > (n(T) + 2 — ny(T))/3. O

Le corollaire suivant découle de la Proposition 2.2.

Corollaire 2.21. Si T est un arbre d’ordre au moins trois et 0 < o < 1/A(T), alors

Te(T) 2 ((T) +2 —ny(T))/3.
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CHAPITRE 3

CONTRIBUTION DANS LE CONCEPT DE a-DOMINATION

Dans ce chapitre, on établit dans un premier temps des valeurs exactes du nombre o-
domination pour le graphe triparti complet et le graphe du Roi dans le cas ol s = 2 et 3.
Aussi on établit des bornes pour Yo [K (s x t)] dans le cas de certaines valeurs de @, par
la suite, nous donnons quelques résultats dans le cas des arbres. Dans un second temps,
on donne des valeurs exactes pour certains types de graphes comme le graphe roue, le
graphe éventail et le graphe soleil. D’autre part, on détermine le nombre de a-domination
du graphe milieu, total et adjoint de quelque graphe & savoir les chaines, les cycles, les

étoiles, et les soleils pour tout « € ]0,1].

3.1 Le nombre de a-domination du graphe triparti complet

Théoréme 3.1. 9j Ky mams €St un graphe triparti complet avec 1 < m; < my < ms.
Alors
(1) Pour () < a < my/(my +my), alors on a

Vo Ky ma,ms) = min{my, [a(m, + ma) |+ [e(my + ma)], [a(my + my)]+[a(m, + m3)]}.

(2) Pour my/(mi +m3) < a < mg/(my +ms), alors on a
i) Simy/(my + ma) > ma/(my +ms) et mi/(my +mz) < a < ma/(ma +my), alors on
@ Yo Konymasms ) = min{ms, [a(m, + ma)], [a(my +ma)] + [a(m, + mg)] —my }.
1) St my/(my + my) > my/(mg + my) et ma/(mg +m3) < a < my/(my + my), alors
0N @ Yo (Komy mapyms ) = min{msg, my +ma, [a(my +m3)], [a(m, + ma)] + [a(my +mg)] -
my, [a(my +my)] + [a(my +my)] — Moy},

11) St my/(msy + my) > my/(my +my) et my/(my +my) < a < my/(my + msy), alors

0N @ Yo (Ko ingms) = Min{msg, my +ms, [a(my +my)], [a(my + ma)] + [a(my +my)] —

my, [a(my +ma)] + [a(mg +ms)] — Mma}.



38

w) Simg/(ma+mg) > ma/(mi+my) et ma/(mi1+mse) < o < mg/(ms +ms), alors on a
Vol K mg,ma) = min{mg, my +ma, [a(my + ma)| + [a(my +m3)] —my, [a(m, + ma)] +
[a(my +mg)] — my).

v) 8% my/(my + mg) < a < my/(my + my), alors on a Tk Bttng img g } = min{m, +
my, [a(ma +mg)], [almy +ms)] + [a(my +my)] —my, [a(m, + ma)] + [a(my + my)] —
ma, [a(ma + my)] + [a(m, + mg)] —my}.

vi) Simy/(my +my) < ma/(ma +ms3) et my/(my+mg) < a < my/(my +my), alors on
@ Yo (Ko mg,mg) = min{my, [a(m; + ma)], [e(my +ma)] + [a(my +mg)] - my }.

vit) Simy/(my +ms) < ma/(ms + ma) et my/(my +ms) < « < my/(mo + my), alors
ON @ Yo (K myms) = min{my, [a(m; + ma)] + [a(my + my)] —my ).

viit) Simy/(my+my) > may/(mg+msg) et ma/(my+m3) < a < mg/(ma—+ms), alors on
@ Yo Ky mo,mg) = min{ms, my +my, [a(my + ms)], [e(my + mo) 1+ [a(my + ms)]—my,
[a(my +ma)] + [a(my + m3)| —ma}.

@) Simy/(my+msy) > my [(ma +mg) et mg/(msy + my) < a < my/(my +my), alors on
@ Vo (Ko mg ms) = min{my + my, [a(ms + ma)], [a(my +ma)] + [a(m, + mg)| —my,
[o(my +my)] + [a(ma +my)] — me, [a(mg +my)] + [ov(my +my)] — may}.

z) Simy/(my +my) < a < mg/(my + ms), alors on a Vel Hmzmaama) = wmindm; +
ma, [a(me +mg)], [o(my +ma)] + [a(my 4+ mg)] — my,

[a(my +my)] + [a(mg + mg)] — ma, [a(my + m3)] + [a(my +ms3)] - ms}.

(8) Simg/(my+m3) <a<1, alors on a
Vo Ky ma,ms) = min{my + mg, [a(m, + ma)] + [a(my + mg)] — my,
[a(my +ms)] + [a(me + m3)] — ma, [a(my +ms)] + [a(my +my)] — ms,
[Te(my +ma)] + [a(my + mz)| + [a(ms +my)] /2]}.

Preuve. Supposons que X 1, Xy et X3 sont les trois parties stables de Koy s ma avec
) < 1,2,m3
| X1 = ma, |X3| = ms et | X3 = ms. Soit S un Vo (K g ma my )-ensemble. 11 est clair que

les Yo (K my ma,ms )-ensembles possibles de Kiny msms SO0t résumeés dans les cas suivants.

Cas 1. 0 < < my/(my +my). Dans ce cas X| est un ensemble a-dominant de S—
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puisque Vz € V — S, on a

N[(ml,mg,ma (:I;) N S‘ = ml 2 O.’(ml + Tn‘3) = (xdl(ml,mg,m:; ("I") =a IN](n'zl.mg,m;; (’E)l Sj‘ T e X2

et

N Koy gy () 1 S’ = my 2 almy+mg) > almy +my) = VAL gy (T)
= a’ ’N[('1lll 'Tllvgyfn.a ("I;), Si :7: E X:S'

Cas 2. m,/(m, + my) < a < my/(my-+my). Dans ce cas Xy est un ensemble a-dominant

de Km, mems (X1 ne peut étre un ensernble a-dominant) puisque Vo € V — S ,ona
— ’ N = ) e o 1 "
| Nk mpums (£) VS| = g > a(my + mg) = sy iy my () = | Ni, o (2)] siz € X

et

Ny g () N S’[ = mg 2 a(my +mgy) > a(m, +my) = QL ey ()

= Cl’ IN,‘}II.I .IIL2.II13 (:l;)

six € X;g.

Cas 3. ma/(ma+m3) < a < my /(ma+mg). Dans ce cas X3 est un ensemble a-dominant

de Koy mams (X1 et Xy ne peuvent étre des ensembles a-dominants) puisque Yz € V — S,

on a

NK"'W’"E"”a (L) n ‘S’I = Tty Z (J.'('IT?,Q + 777,3) = adel.mg.ma (:];) =a ,]Vk'ml.m-_znng (:I;) Si T e ‘X-l

et

N 3 h P [ = mg 2 a(ms +my) > alm +my) = K iy g ()

o 3 oy "
= ‘[V[(ml:mz'm:3 (..I,)l sl € X,

Il reste les possibilités ot on peut prendre des sous ensembles de X, X, et X3.

On peut rejeter les trois cas suivants :

-81 S =X;US8N X, avee X, FSNXo#Tet SNXy=@ car 0 < < my/(my + mg3)
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et donc X est meilleur en cardinalité que S.

-8 S =X USNX avee Xy # SNX, #£@ et SNX3 = car my/(my +m3) < a <
ma/(mg + m3) et donc X, est meilleur en cardinalité que S.

-S1S=X3USNXyavee X1 #SNX, 2@ et SNXy = car ma/(me +my) < a <
mg/(ma 4+ mg) et donc Xy est meilleur en cardinalité que S.

Cas 4. S = XjUSNXyet Xy #SNXy #BetSNX, =2 Vz € V — 8, si
r € Xy on a |Nk, ,..(@NS| =m+[SNX| > [a(m;+ms)],siz € X ona
|NKm1‘m2ym3 ()N S

=my > a(my +ms). Par conséquent on prend |S| = [a(my + ms)]
simi/(m1+mz) < a<mi/(m; +my) (et X, ne peut étre un ensemble c-dominant).

Cas 5. S =XoUSNXzet Xyg#SNXy#£@etSNX, =@, Vx e V -5, s

T € X; on a lNKml'mz‘mB(:z;) ﬂS| = my +
’N{( (.’I}) n S

SN X > [almg+m3)], siz € Xy on a

—— = mgy > a(my +my). Par conséquent on prend |S| = [a(mg + ms)]
si ma/(ma +mg3) < a < mg/(my +ma) (et X, ne peut étre un ensemble a-dominant)

Cas 6. S = XgUSﬂ_XQ et X2 # SﬂXQ ?é @etSﬂXl = J. Vx € V—S, si
r € X; on a ]]\7,\»7”1.”,2‘”,3(:1;) NS| = my+|SNXs| > [alme+ms)], siz € Xy on a

(z)Nn S

‘ [ = my > a(m; +mg). Par conséquent on prend [S| = [a(my + m3)]
si ma/(ma +mg) < o < my/(my +ms) (et X3 ne peut étre un ensemble a-dominant)
Cas 7. X1 #SNX1 # @ et Xo #SNXo#Det SNXs=0Vr eV —-8,size X, on
a ‘N;(,ml‘,,w.ms (z) N S| = 1SN Xs| > [a(mg +mg)],siz € Xy on a ,Nlﬂ.ll.mz,,.,g(l') ns| =
[SNXy| > [a(my +my)], siz € X3 on a Ny g (8) S| =[SO X | +[SN Xy >
[a(mi +m2)]. Donc on a S| =[S N X,| + |SN Xa| = [a(mg 4+ mgy)] + [almi + ms)].
Cas 8. X1 #5SNX,1 #Q et Xs#ASNXs#£Tet SNXy, =0V € V—-5,size X, on
A [Nk g () 0S| = SN X3| > [a(mg +mg)], siz € X, 0ona |NK o, gy (%) N S| =
SN X1+ SN X3 > [a(my +m3)],siz € X3 ona ,N]\'ml.mg,mg(m) NSl =15NX;| >
[a(mi +mz)]. Donc on a |S| = |SNX|| + SN X;| = [a(my +ms)] + [a(me +ma)].
Cas 9. Xo # SNXy # T et Xy#SNXy#QetSNX, =0Vz eV -8, si
r € X;ona ‘N,(mwng‘ma(:z;) NS| = SN X, + 1SN Xy > [a(my+m3)], siz € Xy on
a IJ\TKWI‘mQ‘m3 ()N S‘ = |SNX;| > [a(my+m3)],siz € X;ona IJVKml‘m?'ms ()N SI =

|50 Xa| > [a(my 4+ my)]. Par conséquent on a |S| = |S N Xy|+[SN Xs| = [a(my +ma)]
+ [a(my + m3)].
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Cas 10. X; #SNX, # @ et Xy # SNX, #F et Xs#SNXs #£ Ve eV —
S,siz € X; on a ‘/\7;(7,,,1',”2.‘,"3(:,z:) NS| = |SNX,| + SN X3 > [a(me+mg)], siz e
Xy on a [Ny, g (2) NS

'N[(ml,mg‘ma (’I") N S

= [SNXi| + 1SN X3 > [a(my +m3)] et siz € X5 on a

= [SNX1|+15NXs| > [a(my +m,)]. Par conséquent on a

2 |Sl = 2'(_/\?1 U _\’Q U .X;‘;) N S) =
20X 08|+ XN S|+ X350 8) > [a(my +ma)] + [a(my +mg)] + [a(ms, + mg) ]
alors |S| > [a(my + ma)] + f(r('mgz—i— m3)| + [a(my +ms)]
d'oit on a |S] [[Gf(ml + ma)] + |'o:("m22+ ms)] + [a(my + mg)]-’

Cas 11. S:X1USHXQUSQX3 eth#SﬂXQ}é@eth#SﬂX;;#@.VIL‘EV—S,

siz € Xy on a ‘NK (a:)ﬂS’] =m + [SNX;| > [a(m; +mg)], si z € X3 on

'ﬂl.l,n'LZ,TILB
a }N;(ml‘mg'ma (z)NS| = mi + SN X,| > [a(my +mg)]. Par conséquent on a || =
m1+ SN X+ SN X;| = [alm + ma)] + [a(my +m3)] —m.

Cas 12. S =X, USNX1USN Xyet X, £ SNX, £ Bet Xy £ SN Xy # BV €V — G,

siz € X; on a ’Nl\",,,,l,mz.ms(-’17) ﬂS[ = my +

SN Xyl > [a(mg+ms)], si & € X3 on
a ‘Nl\,‘nll,"l'_),ﬂls (m) m S

= my + [SNX| > [a(m; +my)]. Par conséquent on a |S| =
ma + SN Xi| + SN Xg| = [a(my +ma)] + [a(my + mg)] — mo

Cas 13. S = X;USNX,USNX, et X, FINX1#@et Xo #SN Xy ANV eV -8,
siz € X on a 'N;\»ml_nwna(:z,') ﬂS[ = my + |SN X > [a(my +mg3)], si z € X, on
a |/\7;(,,lemgvma (Z)NS| = my + 1SN Xy| > [a(my + mg)]. Par conséquent on a |S| =
my + [SNX1|+ SN Xy = [a(my +my)] + [a(meg + mg)] — ma

Cas14. S=X\UX, # @et SNX3 =@z € V-S,siz € Xsona | Nk gy () N S| =
my +mae > a(m; 4+ my), Par conséquent on a [S| = m1 + ma.

Maintenant on donne les différentes valeurs de Yo (K my mamy ) Sulvant les valeurs de «, en
examinant les ensembles a-dominants qui sont sensibles d’étre des ensembles a-dominants
de cardinalité minimum. Ce procédé nous donne les cas suivants:

(1) Pour 0 < a < my/(my 4+ mg3), alors on a

Vo Krmymams) = min{my, [a(my + ma) |+ [a(my +ms)], [elmy + my)]+ [a(m, + ma)]}.

(2) Pour my/(m, +m3) < a < ms/(my 4+ my), alors on a
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i) Si my/(m, + mz) > my/(my +my) et my/(my +mg) < a < ma/(ms + my), alors on
A Yo (Eomyma,mg) = min{my, [a(m,y +my)], [a(my +ma)] + [a(m +mg)] — my}.

ii) Si my/(my 4+ ms) > ma/(ma 4+ m3) et my/(my + m3) < « < my/(my + ms), alors
on a Y, (Kumy myms) = min{msg, my +ms, [a(my +m3)], [a(m, + ma)] + [a(my + mg)] —
my, [a(my +my)] + [a(ms +m3)] — Mo}

iii) Si my/(mg + my) > my /(my + my) et m, [my +ms) < o < my /(my + my), alors
On & Yo (Ko mg,mg ) = min{mg, my +my, [a(m, + mg), [ee(my +my)] + [a(my +mg)] —
my, [a(my +my)] + [a(ms + mg)] —msy}.

iv) 8imga/(ma+ms) > my/(my +m2) et ma/(my+ms) < @ < my/(my +mg3), alors on a
Vol Ky mams) = min{ma, my +ma, [a(m; + ma)| + [a(my +m3)] — my, [almy + ma)] +
[a(mg +mg)] — my).

v) Si my/(my + m3) < a < mg/(my + ms), alors on a Yol Komymams) = min{m; +
ma, [a(my +mgy)], [a(m, + ma)] + [a(my 4+ mg)] —my, [a(m; + ma)] + [a(me +m3)] —
ma, [a(my +m3)] + [a(my + mg)] —ma}.

vi) Simy/(my + mg) < ma/(ms + mg) et my/(my +my) < a < my/(my + my), alors on
A Yo (Kony mayms) = min{mag, [a(my + m3)], [e(my +my)] + [a(my +myg)] - my }.

vii) Sim,/(m, + ma) < ma/(my +my) et my/(m, +msy) < a < my/(my+msy), alors on
a Vo (Komy momg) = min{my, [a(mq + ma)| + [a(my +mgy)] — my ).

viii) Si my/(my +my) > my/(me +mg) et my/(ma+my) < a < my/(m, +ms), alors on
A Yo (Kny mayms) = min{ms, my +me, [a(ma +my)], [o(my + ma) |+ [a(my + mgz)] —my,
[a(my +mo)] + [a(my +mg)] — my 2

ix) Si my/(my +my) > my [(my +mg) et may/(my + my) < a < my/(my +msy), alors on
3 4 SR win{my + ma, [a(ms, + ma) ], [a(my +mg)] + [a(my +msy)] — my,
[a(my +my)] + [c(my + mg)] — ma, [ca(my +m3)] + [a(my +ms)] — ma}.

x) Si my/(my +my) < o < mg/(my + my), alors on a Vol Himy my;ms) = min{m; +
ma, [a(my + my)], [olmy + ma)| + [a(my +m3)] — my,

[a(my +my)] + [a(ms + ma)] — ma, [a(msy +my)] + [av(mmy + mg)] = ms}.

(8) Sims/(my +ms) < a <1, alors on a

Vo Ky mams) = min{m, + my, [a(m, + ma)] + [a(my + mg)] —my,

[a(my 4+ ma)] + [a(ms + mz)| = ma, [a(ms +my)] + [alm, + my)] — ma,
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[Ta(my +ma)] + [a(m, + mz)| + [a(ms +my)] /2]}. O
Exemple:
On donne les différentes valeurs de Yo Ky mams ) stuivant les valeurs prises par o.
Simy =2, my =23, et my =5.
Cas (1). 0<a < %, aloms ¥, (K s ) = 2.
Cas (2). 2 <a<?

Sous-cas (2.i). 2 < a <

N
o

59 alors A}'mv([im],7712,111.3) =3

ool

sy o p 3 2 . - .
Sous-cas (2.ii). ¥ <a <2 et § < 2, alors v, (K, myms) = 3.
sasy 2 3 3 _5 o _ [4 siZ<a<i
Sous-cas (2.iii). £ <a < 5 et 5 <g, alors v (Ko myms) = {5 i 3<ach’
. 3 3_5 . _=
Sous-cas (2.iv). £ £ < g 81018 Yo Ko g ) = 5

Sous-cas (2.v). 2

Cas (3) % <

’,,.([(777,1,7n.2,m3) =9,

1, alors Y (](771,1,171.2,m3) =,

Simy =2, my =23, et my = 4.

Cas (1). 0<a< 5, alors Yol Ky mpms) = 2.
Cas (2). ;<a<?
Sous-cas (2.vi).  <a < 2 alors Yol Kony maims) = 3.
Sous-cas (2.vii). Zcax 2 et 2 < ¢ alors Vol By g i) = 3.
Sous-cas (2.viii). f<ax fetdc< 3‘, alors v, (K myms) = 4.

Sous-cas (2.ix). 2 <a < 3 et

ESTES

3 . o i _
S P LR A——
. ) ,
Sous-cas (2.x). £ < a < 2 alors Vol K gig) = 5.

3]

Cas (3). § <a<1,alors v, (K, mems) = 5.

3.2 Etude du nombre de a-domination du graphe du Roi

Dans cette section, on va déterminer des valeurs exactes et des bornes supérieures pour le

nombre de a-domination du graphe du Roi K [s x t].
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Théoréme 3.2. Soit G le graphe du Roi K [s x t]. Alors

(51751 sio<as<

YolK [s x 1]) = 1214 sil<as<

A= o=

sxt=[31[§] sil<as<i

Preuve. Cas 1. () < o < é. Le degré maximum d’un graphe du Roi est 8. Par

la Proposition 2.2, on déduit que 7,(G) = (G), et par le Théoréme 2.18 on obtient le

resultat suivant v, (K [s x t]) = HIEE

Cas 2. % < a < L Les sommets de degré 3 qui n’appartiennent pas a S, ont au

<

moins un sommet voisin dans S. De meéme, les sommets de degré 5 (respectivement 8) qui
n’appartiennent pas a S, ont au moins un sommet voisin (respectivement deux sommets
voisins) dans S. Pour montrer le résultat on utilise I'idée suivante : tout bloc de 2 x 2

peut contenir au moins un sommet dans S. Si on place ce sommet dans le coin inférieur

a droite alors:

- Si s et ¢ sont pairs: on peut diviser I'échiquier s x ¢ en g X % blocs de 2 x 2. En outre le
nombre 5 x £ est suffisant pour a-dominer tous les sommets. Donc 7, (K [s x t]) = § x £.
- Si s et ¢ sont impairs: on peut diviser ’échiquier s x ¢ en %1 X '—;—1 blocs de 2x 2. En outre

le nombre 21 x 51 est suffisant pour a-dominer tous les sommets. Donc vy, (K [sxt]) =

s—1 t—1
T X

- Si s est pair et ¢ est Lmpair: on peut diviser ’échiquier s x t en 5 X % blocs de 2 x 2. En
outre le nombre 5 x &1 est suffisant pour a-dominer tous les sommets. Ce qui implique

que v, (K [s x t]) = £ x =1

- Si s est impair et ¢ est pair: on peut diviser I'échiquier s x t en 2= x % blocs de 2 x 2

2 4.

En outre le nombre *;)lg est suffisant pour a-dominer tous les sommets. Ce qui implique

que 7, (K [s x 1]) = 5L x L,

Finalement, si on combine les cas précédents on obtiendrait le résultat, quand % <a<li

)

Cas 3. % < a < 1. Le résultat peut étre facilement vérifi. Soit S un 7o (G)-ensemble,

alors Vz € V'\ S, IN(z)N S| = dg(z) > adg(z) > Ide(z). 1l existe 3 types de degré pour
les sommets de K [s x t], degré 3, 5 et 8. Ainsi si de(r) = 3 alors dg(z) > £3 =3, s
de(z) = & alors dg(z) > I.5=05,5sdg(z) =8 alors ds(x) > I 8 =8. Par conséquent S est

un 7, (G)-ensemble. Les Propositions (2.8) et (2.9) impliquent que Ye(G) = s x t — B(G),



et par le Théoréme 2.18 on obtient le résultat Ye(G) =8 x t — [%1 ]-é] : a

Malheureusement, on n’a pas pu donner les valeurs exactes pour % <a< %. Dans ce

qui suit on donne les valeurs exactes pour tout () < < ldev, (K [2 x t]) et v, (K [3 x ¢]).

Théoréme 3.3. SiG = K (2 X t] un graphe du Roi, alors

[¢] si0<a<!
[{] sié<o«:§%,t22
2 (] Si%<(\§§,t22
Tl K2xt]) =< -1 sit<a<i t>5
2|¢] sig<n§§-,t22
t+1 siZ<a<i t>2
%] sit<a<i

Preuve. Cas 1. Si0 < a < %, alors d’apres la Proposition 2.2 et le Théoréme 2.18,

on trouve que 7y, (K [2 x t]) = (K [2 x t]) = [£].

Cas 2. Si %) <a< é, alors pour tout ensemble a-dominant S, les sommets de degré 3
(I'espectivement, 5) qui n’appartiennent pas & S ont au moins un sommet (respectivement
2 sommets) voisins dans S. 1] est simple de voir que 7, (K [2 x 1]) = 1. On suppose que
t > 2. Soit X = {z1,29...., 2} les sommets du premier rangé. Y = {yi, 2.,y ) les

sommets du deuxiéme rangé. Soit I’ensemble S tel que:

(t—1)/2 X
ktle { ok, Topy1 } sit =0 (3]
(t=2)/2
§= kgl {332k:>-'1?'21c+1} sit=1 [3]
(t=3)/2

kL;Jl {Zor, Topsr JU {my} sit = 2 (3]

I est clair que S est un a-dominant, par conséquent +, (K 2xt]) <] %],

Soit S un v_-ensemble de K [2 x ¢], il est impérativement remarquable que dans tout bloc
de (2 x 3), il faut prendre au moins deux sommets dans .S; sinon, on a un sommet de degré
5 qui n’aura pas deux voisins dans S. Le graphe K [2 x t] contient au moins £ Dblocs de
(2% 3). Alors la cardinalité de S est au moins 2—:
Par conséquent la double inégalité donne le résultat.

ce qui donne v, (K [2 x t]) = |S| > [2—;]
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«

IS

Cas 3. Si % < a < £, alors pour tout ensemble a-dominant S, les sommets de degré

o

<

3 (respectivement, 5) qui n’appartiennent pas & S ont au moins deux (respectivement 2)
sommets voisins dans S. Il est simple de voir que 7,(K [2 x 1]) = 1. On suppose que
t > 2. Soit X = {z1,25....,2:} les sommets du premier rangé. Y = {y;,vo...., %} les

somumets du deuxiéme rangé. Soit 'ensemble S tel que :

1/3 ' ‘
ktfl{ilfzsA-—lv?/:;A-_l} sit=0[3]
(t-1)/3

5= o {Z36-1,Yak—1} U {Zn, yn} sit = 1[3]
(t+1)/3

kgl {Tar—1,ysk—1} si t = 23]

il est clair que S est un c-dominant. Donc v, (K [2 x ¢]) < 2 [ﬂ ;

Soit S un 7,-ensemble de K [2 x ¢], il est immeédiat de voir que dans tout bloc de (2 x 3),
il faut prendre au moins 2 sommets dans S; sinon, on a un sommet de degré 5 n’aura pas
deux voisins dans S. Le graphe K [2 x t] contient au moins £ blocs de (2 x 3). Alors la
cardinalité de S est au moins 2, ce qui donne v, (K [2 x t]) = [S] > 2 [£]. Par conséquent
la double inégalité donne le résultat.

Cas 4. Si

[S111 v

<a< -f, alors powr tout a-dominant S, les sommets de degré 3 (respec-
tivement, 5) qui n’appartiennent pas & S ont au moins deux (respectivement 3) sommets
voisins dans 5. On fait le méme raisonnement que celui de la preuve de la Proposition
2.10.

Cas 5. Si

STEN

<a< %, alors pour tout ensemble a-dominant S, les sommets de degré
3 (respectivement 5) qui n’appartiennent pas a S ont au moins deux (respectivement 4)
sommets voisins dans S. Il est simple de voir que ~,(K [2 x 1]) = 1. On suppose que
t > 2. Soit X = {x1,25....,7:} les sommets du premier rangé. Y = {y1,v2....,4:} les
sommets du deuxiéme rangé. Soit ’ensemble S tel que:

t/2

LU {ok, yor } sl t est pair

5 =1

S=9 e o
AU {@on, yor } sl t est impair
=]

I est clair que S est un a-dominant. Donc 7, (K [2 x t]) <2|].

Soit S un v,-ensemble de K [2 x t], il est évident de voir que dans tout bloc de (2 x 2),

il est nécessaire de prendre au moins deux sommets dans S. Le graphe K [3 x t| contient
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au moins £ blocs de (2 x 2). Alors la cardinalité de S est au moins %, ce qui donne
ToK[2x8]) =S| =2 [é |. Par conséquent la double inégalité donne le résultat.

Cas 6. Si % <a< %, alors pour tout ensemble a-dominant S, les sommets de degré 3
(respectivement 5) qui n’appartiennent pas & S ont au moins 3 (respectivement 2) sommets
voisins dans S. Il est simple de voir que v, (K [2 x 1]) = 1. On suppose que ¢ > 2. Soit

X = {xy, 2., 2} les sommets du premier rangé, Y = {y;,ys...., 7} les sommets du

deuxiéme rangé. Soit 'ensemble S tel que :

t/2
kL_Jl{mzk, Yor} U {1} sit est pair

(--1)/2 .
kL_Jl {Zor, yor } U {zy, 2} si t est impair

S =

Il est clair que S est un a-dominant. Par conséquent v, (K [2 x t]) <t + 1.

On suppose que S est un 7, -ensemble de K [2 x t]. Soit z¢ le nombre de colonnes dans
le graphe sans sommet dans S (colonne vide). Soit z; le nombre de colonnes dans le
graphe ayant un sommet dans S. Soit z, le nombre de colonnes dans le graphe ayant
deux sommets dans S (colonne pleine). Il est immeédiat de voir que tout colonne vide
est forcément voisine de deux colonnes pleines, alors 29 < xy — 1. 1l est clair qu'on a
S| = 229+ my. Alnsit =29+ 2, + 2y < 22+ 21— 1. Donc t +1 < [S] = v (K 2 x t]).
Par conséquent la double inégalité donne le résultat.

Cas 7. Si % < a < 1, alors pour tout ensemble a-dominant S, les sommets de
degré 3 (respectivement 5) qui n’appartiennent pas & S ont au moins 3 (respectivement
5) sommets voisins dans S. De plus (s x t — ) est un stable, cela implique que S est
un transversal. On sait que ag(G) = 7,(G) et par la Proposition 2.9, on obtient donc
YolK 2% 1)) =ap(K[2x 1)) =2xt - B(K [2 x ¢]). Par le Théoréme 2.17, on trouve que
VoK 2 ) =2 x £ [4] = [%]. 0
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Théoréme 3.4. 5i G = K [3 x t] un graphe du Roi, alors

( H] si0<a<§
3] sit<ast

2] sit<as!
) t sit<a<?
Yol K [3xt]) = o °,
%) sii<as?

t+2[L] sif<ax?

4314 wt<ast

Preuve. Cas 1. Si0 < a < %, alors d’aprés le premier cas du Théoréme 3.2 .On
trouve v, (K [3 x t]) = y(K [3 x t]) = [£].

Cas 2. Si § < o < 1, alors pour tout ensemble a-dominant S. Les sommets de
degré 3 (respectivement 5 et 8) qui n’appartiennent pas & S ont au moins un sommet
(respectivement, un sommet, deux sommets) voisins dans S. Il est simple de voir que
Yo(K[3x1]) = 1. On suppose que t > 2. Soit X = {®1, @0, ....,2:} les sommets du
premier rangé, Y = {y,,ys, ..., 4} les sommets du deuxieme rangé, Z = {zy, 2;...., 2} les
sommets du troisiéme rangé. Soit I'ensemble S tel que :

4
§= U {ya}
il est clair que S est un a-dominant. Par conseéquent v, (K [3 x t]) < [ £].
Soit S un 7, (K [3 x t])-ensemble. Dans tout bloc de (3 x 2) il faut prendre au moins un
sommet dans S, de plus il y a au moins 5 blocs dans K [3 x t]. Alors la cardinalité de S
est au moins £. Donc v, (K [3 x t]) = |S| > | £]. Par conséquent la double inégalité donne
le résultat.

Cas 3. Si % <a< i, alors pour tout ensemble a-dominant S. Les sommets de degré 3
(respectivement 3, 8) qui n’appartiennent pas a.5 ont au moins un sommet (respectivement
deux sommets, deux sommets) voisins dans S. Soit X = {w, w0 2y} les sommets du

premier rangé, Y = {y;, s, ...., i} les sommets du deuxiéme range, Z = {z1, 2a, ..., 2} les
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sommets du troisieme rangé. Soit 'ensemble S tel que :

(t=3)/3

kLle {yak, Yarer} U {y1, 0} sit = 0[3]
(t—1)/3 '
S = kgl {Waks yaks1 U} sit = 1[3]
(t=5)/7

3
o Wk, Ysk1} U {1, Ve, ye} it = 23]

il est clair que S est un a-dominant. Donc 7, (K [3 x t]) < [Z].

Soit S un v, (K [3 x t])—ensemble,_ il est évident de voir que dans tout blocs (3 x 3), il est
nécessaire de prendre au moins deux sommets dans S. Le graphe K [3 x t] contient au
moins £ blocs de (3 x 3). Alors la cardinalité de S est au moins 2—{ Donc |S| > [%] D’ou
YK [3 % t]) > l_z—;] Par conséquent la double inégalité donne le résultat.

Cas 4. Si i <a< é, alors pour tout ensemble a-dominant S. Les sommets de degré 3
(respectivement 53, 8) qui n’appartiennent pas & S ont au moins un sommet (respectivement
deux sommets, trois sommets) voising dans S. Soit X = {x1,29...., 2} les sommets du
premier rangé, Y = {y1, 9o, ...., y;} les sommets du deuxiéme range, Z = {zy,2s,...., 2} les

sommets du troisieme rangé. Soit 'ensemble S tel que :

(t—3)/3 ' _
o {Zak+2, Yakeo, Zapro} sit = 0[3)
(--2)/3 , (
5= ol {32, Yarro, zansa} U{me} sit = 1[3]
(t-5)/3

A'L—Jo 13k42, Y32, Zakro } U1, e} sit =2 [3]

il est clair que S est un a-dominant. Donc -, (K [3 x t]) <t.
Soit S un 7, (K [3 x t])-ensemble, il est évident de voir que dans tout bloc (3 x3), 1l est
nécessaire de prendre au moins 3 sommets dans S, sinon on obtient un sommet de degré
5 en dehors de S qui n’aura pas 2 voisins dans S. Le graphe K [3 x t] contient au moins %
g

blocs de (3 x 3). Alors la cardinalité de S est au moins % Donc v, (K [3xt]) =8| > t,

Par conséquent la double inégalité donne le résultat.
Cas 5. Si % <a< g, alors pour tout ensemble a-dominant S. Les sommets de degré
3 (respectivement 5, 8) qui n’appartiennent pas a S ont au moins 2 (respectivement 2,

3) sommets voisins dans S. On fait le méme raisonnement que celui de la preuve de la

Proposition 2.12.
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Cas 6. Si g <a< %, alors pour tout ensemble a-dominant S. Les somimets de degré
3 (respectivement 5, 8) qui n’appartiennent pas & S ont au moins 2 (respectivement 2,
4) sommets voisins dans S. On fait le meme raisonnement que celui de la preuve de la
Proposition 2.12.

Cas 7. Si % <a< %, alors pour tout ensemble a-dominant S. Les sommets de degré
3 (respectivement 5, 8) qui n’appartiennent pas & S ont au moins 2 (respectivement 3,
4) sommets voisins dans S. On fait le méme raisonnement que celui de la preuve de la
Proposition 2.12.

Cas 8. Si 5 <a< %, alors pour tout ensemble a-dominant S. Les sommets de degré
3 (respectivement 5, 8) qui n’appartiennent pas a S ont au moins 2 (respectivement 3,
5) sommets voising dans S. On fait le meéme raisonnement que celui de la preuve de la
Proposition 2.12.

Cas 9. Si g < a < g, alors pour tout ensemble a-dominant S. Les sommets
de degré 3 (respectivement 5, 8) qui n’appartiennent pas & S ont au moins 2 (respec-
tivement 4, 5) sommets voisins dans S. Il est simple de voir que v,(K [3x 1]) = 1.
De plus 7,(K[3x2]) = 2. Enfin V(K [3x3]) = 4. On suppose que t > 4. Soit
X = {11, 29, -y 21} les sommets du premier rangé, Y = {yy,y2,...., 4} les sommets du
deuxiéme rangé, Z = {z,, z, -y 2} les sommets du troisieme rangé. Soit I'ensemble S tel

que :
(t— 2)/2
k {7/2A+17 Yok+1s 22kt U {y1, w2, Yt} sit est pair
(t-3)/2 . . .
U {Lok+1, Yok+1, sz+1} U {:1/17?/2>:1/t—1,11/t} sl ¢ est impair

5=

il est clair que S est un a-dominant. Donc VoK [3xt]) < [¥].

Soit S un 7, (K [3 x t])-ensemble. Dans tout bloc de (3 x 2) il faut prendre au moins 3

sommets dans S. De plus il y a au moins 5 blocs de (3 x 2) dans K [3 xt]. Alors la
cardinalité de S est au moins g Donc v, (K [3 x t]) = |S| > %t > [% J Par conséquent
la double inégalité donne le résultat.

Cas 10. Si g’ <a< %, alors pour tout ensemble a-dominant S. Les sommets de degré
3 (respectivement 5, 8) qui n ‘appartiennent pas & S ont au moins 2 (1e%pect1vement 4, ﬁ\

) somumets voisins dans S. Le méme raisonnement que celui fait plecedemmen‘ﬁ edﬁ ti ﬁ\ % L.

résultat.
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Cas 11. Si 2} < a< ;—’, alors pour tout ensemble a-dominant S. Les sommets de
degré 3 (respectivement 5, 8) qui n’appartiennent pas & S ont au moins 3 (respectivement
4, 6 ) sommets voisins dans S. 1] est simple de voir que v, (K [3 x 1]) = 1. On suppose
que t > 2. Soit X = {®1,29,...., 2} les sommets du premier rangé, Y = {y,ys, ..., ¥}
les sommets du deuxiéme rangé, Z = {zy,2...., z;} les sommets du troisiéme rangé. Soit

I'ensemble S tel que :
t/2
U {1 2% Y2k, 2o} U {y1} si t est pair

(t— l)/2
U {2k, Yok, 2a1} U {y1, 41} si t est impair

IS’ =

il est clair que S est un a-dominant. Donc 7, (K [3x¢]) < |22].
Soit S un v,(K [3 x t])-ensemble, il est évident de voir que dans tout bloc 3 x 3, il est

nécessaire de prendre au moins 3 sommets dans S , 8inon on obtient un sommet de degré

t

en dehors de S qui n’aura pas 2 voisins dans S. Le graphe K [3 x t] contient au moins

blocs de (3 x 3). Alors la cardinalité de S est au moins %. Donc |S]| > ¥, mais ¢

wler

n’est pas suffisant pour a-dominer tous les sommets alors |S| > gt +1> L3—t;—2 J Donec
VoK [3xt]) > [%J Par conséquent la double inégalité donne le résultat.
Cas 12. Sid <a <

‘,—1), alors pour tout ensemble a-dominant S. Les sommets de

degré 3 (respectivement 5, 8) qui n’appartiennent pas a S ont au moins 3 (respectivement,
4 et 7) sommets voisins dans S. Soit X = {z1, 9., )} les sommets du premier rangg,
" = {y1,¥2,-..., s} les sommets du deuxieme rangé, Z = {zy,2,....,2;} les sommets du

troisiéme rangé. Soit I’ensemble S tel que :
1

(t—3)/3 (t-3)/
= {Tahre, Yakt2, Zapaa} U = {UsA, Ysker} U{y1,ye} sit = 0[3]
(t-4)/3 (t—4)/3
S = = {T3k12, Yake2, Zapin} U U {yaks Yarsr } U@, y1, Yo, vy 2 sit = 1 (3]
(t—2)/3 (t=2)/3

kg() {Tak+2, Ysk+2, 23640} U U {yaks Yser1} U {yn} sit = 2[3)
il est clair que S est un a-dominant. Donc Yo K [3xt]) <t+2 [£].
Soit S un v, (K [3 x t])-ensemble. Dans tout bloc de (3 x 3) il faut prendre au moins 5
sommets dans .5, sinon on obtient un sommet de degré 3 (respectivement 5) en dehors de
S qui n’aura pas 3 (respectivement 4) voisins dans S. De plus il Yy & au moins % blocs dans
K [3 x t]. Alors la cardinalité de S est au moins 2 % Donc v (K [3xt]) =S| >t +2 [£].

Par conséquent la double inégalité donne le résultat.
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Cas 13. Si ‘—,f <a< %, alors pour tout ensemble a-dominant S. Les sommets de

degré 3 (respectivement 5, 8) qui n’appartiennent pas & S ont au moins 3 (respectivement
5, 7) sommets voisins dans S. Soit X = {w1, 2., 24} les sommets du premier rangé,
" = {y1,¥2....,y:} les sommets du deuxiéme rangé, Z = {zy,2y...., 21} les sommets du

troisiéme rangé. Soit '’ensemble S tel que :

t/2 (t—2)/2
Y {mL Yok, 2ok } U Y {Yok+1} sl t est pair
S = (t— 1)/2 r 1)/>
kL_Jl {Zok, Yok, 205 } U U {yar+1} si t est impair
il est clair que S est un a-dominant. Donc v, (K [2 x t]) < [&]+3 L]
Soit S un v, (K [3 x t])-ensemble. Dans tout bloc de (3 x 4) il faut prendre au moins 8

sommets dans 5. De plus il y a au moins £ blocs dans K [3 x t]. Alors la cardinalité de
S est au moins & = 2t. Donc 7, (K [3 x t]) = |S| > 2t > [£] + 3 |£]. Par conséquent la
double inégalité donne le résultat.

Cas 14. Si g— < « < 1, alors pour tout ensemble a-dominant S. Les sommets de
degré 3 (respectivement 5, 8) qui n’appartiennent pas & .S ont au moins 3 (respectivement
5, 8) sommets voisins dans S. D’aprés le cas dernier de la Proposition 3.2. On obtient le

résultat. O

pour tout s et £, on donne dans ce qui suit les bornes de v, (K [s x t]) pour d<ax<i

Proposition 3.5. Soit G le graphe du Roi K [s x t].

. B
Sig<ac %, alors

7a(G)

IA

min{L(s x t), L(t x s)}

2| +st/2 sit est pair
o L(s xt) = 3] / r .
28] +s(t—1)/2 sit est impair

Si:

(N
/X
Qo

IN

, alors

YulG)

IA

min{L(s x t), L(t x s)}

. 2+ st/2 sit est pair
ot L(sxt) = [ | / b

2[2] +s(t—1)/2 sit est impair
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Si Z; <a< %, alors

Va(G) < min{L(s x t), L(t x s)}
t=1/2|8] +st/2+[2] sit est pair
t—3/2|2] +s(t—1)/2+2 [2] sit est impair

ot L(s xt) =

Sit<a< L, alors

Yo(G) < min{L(s x t), L(t x s)}
t—1/2[5] +st/2+ |§] sit est pair

ot L(s x t) =
t—3/2[8] +s(t—1)/2+2 |2] sit est impair

Preuve. Pour prouver ces bornes, il suffit de trouver un ensemble des sommets S qu’il
soit un a-dominant. En effet,
-Sift<a< % Les sommets de degré 3 (respectivement, 5 et 8) qui n’appartiennent pas

fesl ko]

a .S ont au moins 2 (respectivement, 4 et 6) sommets voisins dans S. Ainsi

- Si t est pair, on sélectionne dans S . HJ somimets dans la premiére colonne et s sommets

dans toute colonne paire.

S t est impair, on sélectionne dans S , [—:J sommets dans la premiére colonne et dans la

derniére colonne, et s sommets dans toute colonne paire.

Nous pouvons facilement voir que S est un ensemble a-dominant. On déduit du raison-
nement préecédent que L(s x t) est la cardinalité d’un ensemble a-dominant. Aussi d'une
maniére similaire on obtient : L(t x s) est la cardinalité d’un ensemble a-dominant. Par
conséquent v, (G) < |S| = min{L(s x t), L(t x s)}.

- Si % <a< g. Les sommets de degré 3 (respectivement, 5 et 8) qui n’appartiennent pas

a S ont au moins 3 (respectivement, 4 et 6) sommets voisins dans S. Ainsi

- Si t est pair, on sélectionne dans S, [ﬂ somunets dans la premiére colonne et s sommets

dans toute colonne paire.
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- Si t est impair, on sélectionne dans 3, I—ﬂsommets dans la premiére colonne et dans

derniére colonne, et s sommets de toute colonne paire.

Nous pouvons facilement voir que S est un ensemble a-dominant. On déduit du raison-
nement précédent que L(s x t) est la cardinalité d’un ensemble a-dominant. Aussi d’une
maniere similaire on obtient : L(¢ x s) est la cardinalité d’un ensemble a-dominant. Par
conséquent v, (G) < |S| = min{L(s x t), L(t x s)}.

- Si Z‘ <a< %. Les sommets de degré 3 (respectivement, 5 et 8) qui n’appartiennent pas

a S ont au moins 3 (respectivement, 4 et 6) somumets voisins dans S. Ainsi

- Sit est pair, on sélectionne dans S, [—ﬂ sommets dans la premiére colonne, et s sommets

dans toute colonne paire et L%J sommets dans toute colonne impaire.

Si t est impair, on sélectionne dans S, [—i] somimets dans la premiére colonne et dans la
derniére colonne, et s sommets dans toute colonne paire et [—;J sommets dans toute

colonne impaire.

Nous pouvons facilement voir que S est un ensemble a-dominant. On déduit du raison-
nement précédent que L(s x t) est la cardinalité d’un ensemble a-dominant. Aussi d’une
maniére similaire on obtient : L(t x s) est la cardinalité d'un ensemble a-dominant. Par
conséquent 7, (G) < |S| = min{L(s x t), L(t x s)}.

- Si % <a< % Les sommets de degré 3 (respectivement, 5 et 8) qui n’appartiennent pas

- a S ont au moins 3 (respectivement, 5 et 6) sommets voisins dans 5. Ainsi

Si t est pair, on sélectionne dans 9, L% J sommets dans la premiére colonne, et s sommets

dans toute colonne paire et [—ﬂ somunets dans toute colonne impaire.

S1 t est impair, on sélectionne dans S , L%J sommets dans la premiére colonne et dans la

derniére colonne, et s sommets dans toute colonne paire et [g] sommets dans toute

colonne impaire.

Nous pouvons facilement voir que S est un ensemble a-dominant. On déduit du raison-
nement précédent que L(s x t) est la cardinalité d’un ensemble a-dominant. Aussi d’une
maniére similaire on obtient : L(¢ x ) est la cardinalité d’un ensemble a-dominant. Par

conséquent v, (G) < |S| = min{L(s x t), L(t x s)}. O



Probléme ouvert: Déterminer des bornes ou des valeurs exactes pour v, (K [s x t])

quand ¢ < a < 2.

Dans le théoréme suivant on a essayé de déterminer une borne supérieure du nombre de

Woolbright de graphe K [4 x t]. Notre résultat est plus précis que celui donné par Danbar

et al [1] dans la Proposition 2.14.

“
AP ]

1._’/; ﬁ_\_)".:‘,"_‘f_.,ﬁ_ A* L_h;l
Figure 3.1. le bloc (4 x 5) pour construire un ensemble de a-dominant de K [4 x ¢]

Théoréme 3.6. i G = K [4 x t] est le graphe du Rot et t > 9, alors

(MH—1suzom

v

(SIS

l
(Kldxt)<q 9]
|

1l
N (8]
o

9t +7 sit

Preuve. Pour voir que ¢’est une borne supérieure. Soit S un %—domiuant. On considére
le bloc (4 x 5) de la figure 3.1. La technique utilisée consiste & répéter ce bloc au long de
toutes les colonnes ¢ et fait des décalages des sommets dans le dernier bloc. Pour cela, on
distingue la cardinalité de S selon les cas suivants

sit = 0[5] on décale un sommet de colonne ¢ qui appartient & .S vers la colonne t — 1 &
la deuxiéme rangée, puis on enléve I'autre sommet de colonne ¢ qui appartient & S. Donc
S est un 3-dominant. Donc |S]| = 9 |£] - 1.

sit = 1[5] on décale le sommet dernier de colonne ¢ — 2 vers la colonne ¢ — 1 dans la
quatriéme rangée, alors on domine tous les sommets sauf les sominets de la colonne ¢, puis
il faut ajouter dans S, le sommet qui n’appartient pas & S dans la colonne t — 1. Ainsi S

est un i-dominant. Ce qui implique que |S| =9 [%J + 1.
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it = 2[5 on décale les sommets de colonne ¢ qui appartient & S vers la colonne
t — lsans préciser la position; puis, on décale un sommet de colonne ¢ — 2 qui appartient
a S vers le sommet qui n’appartient pas & S dans la colonne t — 3. A la fin, on enléve le
sommet qui reste dans S dans la colonne t—2. Ainsi S est un é—dominant. En conséquence
IS|=9]¢] +3.

si t = 3[5] Lorsque ce processus est répété pour chaque colonne, on obtient que S est
un 3-dominant. Donc || = 9 |E] + 4.

si t = 4 (5] on décale les sommets de colonne ¢ — 2 qui appartient & S vers la colonne
t—1 sans préciser la position. puis, on décale les 3 sommets de colonne # qui appartiennent
a .S, vers deux colonnes, la premiere est ¢ — 3 qui prend 2 sommets, I'un est positionné
en deuxieme rangée et 'autre en quatrieme rangée, et placé le troisiéme sommet dans

la colonne ¢ — 2 en seconde rangée. Ainsi S est un s-dominant. En conséquence |S| =

9t +7. O

3.3 Etude de la a-domination dans les arbres

Proposition 3.7. Soient o € ]0,1] et T un arbre d’ordre n = 0 [8]. Si V(T) admet une
partition disjointes en ¥ ensembles V (T});i = Lo,g ovTy = Py = {u,z,v;} tel que

dr(u;) < HJ et dr(v;) < HJ pour touti =1,..., 3, alors 7,(T) = 2.

Preuve. On procéde par induction sur Iordre n pour montrer ce résultat. Si n = 3,
alors le résultat est immédiat. Supposons que le résultat est vrai pour tout arbre 7" d’ordre
n' = 0[3] et 3 < n’ < n vérifiant la propriété. Montrons que le résultat est vrai pour les
arbres d’ordre n avec n = 0[3] et possédant une partition disjointes en % ensembles V(T});
t=1.,200T; = Py = {u;,x;,v;} tel que dr(u;) < ]_iJ et dr(v;) < Lﬂ pour tout
t=1,...,%. Il est clair que T posséde un Py = {uk, Tp, v} parmi les Py de la partition tel
que T" =T — {ug, z, vy} soit un arbre. Il est simple de vérifier que la partition de V(7”)
déduite de celle de T satisfait les hypothéses du théoréme puisque dr (z) < dr(z). Par
induction on a vy, (7") = %, Comme un a-dominant est un dominant _ (77)+1 < Pold ) £

e

Vo(T") + 1, alors on a v, (T) = v, (T") + 1, donc ToT) =% +1=28 4 1= o O



Remarque 3.8. Si T est un arbre tel que V(T) = L(T)US(T) et | = s(i — 1) aveci > 2,
alors 7,(T) = %. Car ay(T) = 5 > v,(T) > YT) = g = lzlts _ n

i %

Soit T" un arbre avec n = n(T) l'ordre de T et soit n; = n, (T') le nombre des sommets

pendant de 7. L’ensemble des sommets pendants dans 7" est noté par L(T).

Théoréme 3.9. Si T un arbre d’ordre au moins trois et (A(T)—1)/A(T) < a < 1, alors
20(T) = 74(T) 2 (UT) + 1 — ny(T))/2.

Preuve. On utilise I'induction sur Pordre n de T'. Le résultat est vrai pour un arbre
d’ordre 3. Soit 7" un arbre d’ordre n > 3 et supposons que n(T") > n(T") + 1 — 2v,(1")
pour tout arbre 7" d’ordre 3 < n(T") < n — 1 et (A(T") = 1)/A(T") < @ < 1. Soit D un
YolT')-ensemble qui ne contient aucune sommet pendant de T'. Soit P = (vg, vy, ..., ) la
plus longue chaine de T et soit T/ = T — {wo}. Sans perte de généralité on peut supposer
que P est choisi de telle sorte que dr(v;) est plus grand possible. Nous considérons deux
cas: dr(vi) > 2 et dp(v) = 2.

Cas 1. dp(v,) > 2, si dr(vi) # A(T), alors A(T") = A(T), donc (A(T) — 1)/A(T) <
a < 1, etsidr(vy) = A(T), alors A(T") = A(T) -1, donc (A(T)—2)/(A(T) - I)<a<l,
ainsi (A(T) - 1)/A(T) < @ < 1, donc par induction on a n,(T") > n(T") + 1 — 27,(T")
et comme ny(T") = ny(T) — 1, ~,(T") = Yo(T) et n(T") = n(T) — 1. On obtient que
ni(T) 2 n(T) + 1 - 2v,(T).

Cas 2. dr(v) = 2, si dp(v)) # A(T) # 2, alors A(T") = A(T), donc (A(T) -
D/AT) < a < 1, et si dr(vi) = A(T) = 2, alors A(T") = A(T) — 1, donc (A(T) —
2)/(A(T)—1) < a <1, ainsi (A(T) = 1)/A(T) < @ < 1. On considére deux sous-cas.

Sous-cas 2.1. si 4, (T") < Ta(T'), alors il est clair que VulT') = 7.(T) = 1. Par
induction on a, n,(T") > n(T") + 1 — 274(T"), par conséquent 7, (T") > n(T)+1—2y,(T)
car ny(1") = ny(T) et n(T") = n(T) — 1.

Sous-cas 2.2. si 4 (T") = Ya(T), alors vy ¢ Np(L(T)) (sinon D — {v1} serait un
ensemble a-dominant de 7" et -y, (T”) = Ta(T=vy) < 7,(T)) et donc k > 3, soit T —v,v, et
on note par T' (respectivement T3) I’arbre qui contient vy (respectivement v,). Si n(Ty) = 2,

alors on a ny(To) > n(Ty) + 1 — 2% (T3). Supposons donc que n(Ty) > 3.
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Soit Ly 'ensemble L(Ty) N L(T) et soit Dy un <y, (T} )-ensemble. Puisque n(Ty) =2 et
Vo € Ly, vy € Dy, alors |L,| = |Dy|. 1l est simple de voir que YeolT) = 7, (Th) + 7,(Ts) =
Va(T2) + |D1| et n(T) = n(T3) 4 |L1| + | Dy|. Si vy est un sommet pendant de Ty alors on
any(T) = ny(T3) + |Ly| = 1, sinon ny(T) = ny(To) + |Ly| > ny(T) + |L,| - 1.
Puisque n(T3) > 3, on a par induction n,(7h) > n(Ty) + 1 — 27 ,(Ty). Dans les deux cas,

pour n(1y) = 2 et pour n(7Ty) > 3 on obtient

n(Ty) + 1 —27,(T) < ny(Ty) < ny(T) — |Ly| + 1
Ainsi

T) = |Lo] = [Di| +1 = 2(7,(T) = |D1]) < ny(T) = |Ly| + 1

(n(T) +1—ny(T))/2. O

Le résultat du Corollaire 2.21 est valable pour tous les valeurs de a. Notons que le

et done ny(T') 2 n(T) + |Dy| = 27,(T) > n(T) + 1= 2v,(T), ce qui implique que YolT) =

résultat du Théoreme 3.9 est meilleur que celui du Corollaire 2.21 dans le cas ot (A(T) —

1)/A(T) < a < 1. La borne du Théoréme 3.9 est presque atteinte pour le cas des chaines.

3.4 Le nombre de a-domination pour certains types de graphes

3.4.1 Le graphe roue

Définition 3.10. Le graphe roue noté W, est un graphe d’ordre n > 4 formé en ajoutant

un sommet "centre" relié a tous les sommets d'un cycle Cp_y.

Le nombre des arétes de W), est 2(n —1). Le degré maximum A(W,) =n—1. Le degré

minimum §(W,) = 3, on a n — 1 sommets de degré 3 et un sommet de degré n — 1.

Théoréme 3.11. Si W, est un graphe roue & n sommets avec n > 4, alors

1 S’LO<(\S%
[2£2] sizg<a<? sin#s
YalWa) = 2sit<a<letn=5
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Preuve. Si () < a < 1‘ Soit S un ~, -ensemble de Wi 11 est simple de voir que
To(Wn) = 1, car dans ce cas les sommets qui n’appartiennent pas & S ont au moins un
voisin dans S (& I’exception de sommet v), le sommet v sommet centre de W, est un
ensemble a-dominant de W, ceci implique que 1 < Yu(Wy) < 1.

Si § < @ < 2. Soit S un 7, -ensemble de W Dans ce cas pour tout sommet 2 ¢ S,
sl z est un sommet de degré 3, on a [a dg(x)] = 2, c’est-a-dire tout sommet de V-8
est adjacent & au moins deux voisins dans S, si z est le sommet v de degré n — 1, on a
[adg(v)] > 252, donc [adg(v)] > %54 +1. On peut supposer sans perte de généralité que
v € 5. Sinon pour a-dominer v il faut au moins [# J sommets dans S et pour a-dominer
les sommets n’appartenant pas a S et de degré 3, il faut au moins ["T_l] sommets dans S.

Donc S contient au moins [%1 sommets. Par contresiv € S, on aura besoin de seulement

[252] + 1 sommets dans $ et [%54] > [2=4] + 1. Do Vo(Wa) = [252] +1 = [222],

La figure 4.1 représente les cas ou f”T‘l] = [”T_l] + 1.

Figure 4.1.

Si % < a < 1. Soit S un v, -ensemble de W,. Dans ce cas pour tout sommet ¢S,

si 2 est un sommet de degré 3, on a [ade(x)] = 3, c’est-a-dire tout sommet de V — S
est adjacent & au moins trois voisins dans S, si x est le sommet v de degré n — 1, on a

2(n— 2(n—1 i Aees
[adg(v)] > %, donc [adg(v)] > # +1. On peut supposer sans perte de généralité

que v € 5. Sinon pour a-dominer v il faut au moins [2";' 1 J sommets dans S et pour a-

dominer les sommets n’apr artenant pas a .S et de degré 3, il faut au moins 7 — 1 sommets
E s
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dans S. Donc S contient au moins 7 — 1 somimets. Par contre si v € S, on aura besoin
de seulement f%] + 1 sommets dans S et n — 1 > [”T_l] + 1. Donc on déduit que

TaWa) = [251] + 1 = [281].

La figure 4.2 représente les cas on n — 1 = [21] + 1.

K

B
-

\,

&1

., 5
K \
'\_\ /,z’
(-a) "

)
PW)=3, Zxw
J

Figure 4.2.

3.4.2 Le graphe soleil

Définition 3.12. Le graphe soleil noté Sn est un graphe a 2n sommets obtenu en attachant
n aréte pendante o un cycle C,,, avec V(Sn) = {v1,va, oy Un b U {1, ug, oy un b et B, )

{61,62, ...,(:"n} U {81,52,...75‘”}.

Le nombre des arétes de S, est 2. Le degré maximum A(W,,) = 3. Le degré minimum
d(W,) =1, on a n sommets de degré 3 et n sommets de degré un.
Comme v(S,) = a(S,) = n et YG) £ 7.(G) < ap(G) pour tout graphe G, alors on

a le résultat suivant:

Théoréme 3.13. Si S, est un graphe soleil, avec 0 < o < 1, alors Yu(Sn) =mn.

3.4.3 Le graphe éventail

Définition 3.14. Un graphe éventail F ,, est défini comme le Joint de K1 avec une chaine

By, noté K\ AP, ot K, est la clique & un sommet et P, est une chaine & n sommets, c-a-d
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V(Fin) = {'{),7}1,1}2,...,’1}n} et E(F,) = {er,e2,...,en} U {51,82,..., Sn—1} 00 €; = (v,v;)

t=1,...,nets = (Vi vig1);i=1,...,n — 1.

Le nombre de sommets de F 1n €8t n + 1. Le nombre des arétes de F 1n est 2n — 1. Le
degré maximum A(F,,,) = n. Le degré minimum §(F,,) = 2, on a un sommet de degré

n, n — 2 sommets de degré 3, et deux sommets de degré deux.

Théoréme 3.15. S Fin est un graphe éventail, avec n > 2, alors

| 1 si0<ac<i
|22 si}<a<l
Yo(Fip)=q 0¥ 0 ;
[%5°] sij<ax<i
["T'“J si%<a§1

Preuve. Si 0 < a < % Soit .S un v ,-ensemble de Fin. 1l est simple de voir que
Ya(F1,n) = 1, car dans ce cas les sommets qui n’appartiennent pas a S ont au moins un
voisin dans S (& Iexception de sommet v), le sommet v sommet centre de Fin est un
ensemble a-dominant de F 1,n, cecl implique que 1 < Yol Fin) £ 1.

Si 3 <a< i SoitS un v, ensemble de F - Pour tout sommet z ¢ S, si 7 est
un sommet de degré 2, 3, on a [adg(z)] = 1, [ade(x)] = 2, respectivement. Si  est le
sommet v de degré n, on a [adg(v)] > 3> donc [adg(v)] > 2 + 1. On peut supposer sans
perte de généralité que v € S. Sinon pour a-dominer v il faut au moins [%éj sommets
dans S et pour a-dominer les sommets n’appartenant pas a S et de degré 2 et 3, il faut

n

au moins [ﬂ sommets dans S. Donc S contient au moins L’—;J sommets. Par contre si

v € S, on aura besoin de seulement [’—; J + 1 sommets dans S et [g J = HJ + 1. Dou
YalFin) = [§] +1= |22,

La figure 4.3 représente les cas ou [’_;’J = [%J + 1.
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1
/

Jfléioig;i—qil

Figure 4.3.

Si%<(,\.’§

@i

Soit S un 7,-ensemble de Fy,. Pour tout sommet z ¢ S, sl x est

I

un sommet de degré 2, 3, on a [adg(z)] = 2, [adg(x)] = 2, respectivement. Si z est le

sommet v de degré n, on a [wdg(v)] > 2, donc [adg(v)] > 5 + 1. On peut supposer sans

perte de généralité que v € S. Sinon pour c-dominer v il faut au moins L";’QJ sommets

dans S et pour a-dominer les sommets n’appartenant pas a S et de degré 2 et 3, il faut
p pp p g

au moins L#J sommets dans S. Donc S contient au moins [%J sommets. Par contre

siv € 5, on aura besoin de seulement [ %] + 1 sommets dans S et [’%LQJ > [ %] +1. D'ou

Yol Fin) = [§] +1=[242].

La figure 4.4 représente les cas on | 22| = [2] 4 1.

Figure 4.4.
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Si % < a < 1. Soit S un v, -ensemble de Fi . Pour tout sommet z ¢ S, siz est
un sommet de degré 2, 3, on a [adg(z)] = 2, [adg(x)] = 3, respectivement. Si z est le
sommet v de degré n, on a [adg(v)] > 2 donc [adg(v)] > 24 1. On peut supposer sans
perte de généralité que v € S. Sinon pour a-dominer v il faut ay moins |24 | sommets
dans S et pour a-dominer les sommets n’appartenant pas a S et de degré 2 et 3, il faut
au moins n sommets dans S. Donc S contient au moins n sommets. Par contre si v € § ,
on aura besoin de seulement [g J + 1 sommets dans S et n > [g J +1,(sin =2, 0na

n= LgJ + 1) D’Ol\l fyc\'(Fl.‘ll) = I.%J + 1 = [%J : D

3.5 Le graphe milieu d’un graphe

Dans cette section, on détermine le nombre de a-domination v, (@) du graphe milieu de
certaines classes de graphes a savoir les chafnes P,, les cycles C,,, les étoiles K 1n, et les

soleils .S,,.

Définition 3.16. Le graphe milieu d’un graphe conneze G = (V, E) est noté par M (@),
Vensemble des sommets de M (G) est V(G) U E(G), deuz sommets sont adjacents si:

(i). z,y sont dans E (G), et z,y sont adjacents dans G.

(ii). = est dans V(G), Yy est dans E(G), et z,y sont incidents dans G.

3.5.1 Le graphe milieu de P,

Le nombre de sommets de M (P.) est 2n — 1. Le nombre des arétes de M (P,) est 3n — 4.
Le degré maximum A (M (Pn)) = 4. Le degré minimum § (M(P,)) =1, on a 2 sommets de

degré un, 2 sommets de degré 3, n — 2 sommets de degré 2 et n — 3 sommets de degré 4.

Théoréme 3.17.

2l sil0<a<i

’Ya(]\/[(Pn)) = ,_2] 2
n—1 st % <a<l

Preuve. Soit V1, V2, ..., Un €L €1, €0,..., €, sont les sommets et les arétes du graphe
P,, respectivement. Puisque M(P,) est le graphe milieu de P,, alors V1, Va, ..., U, sont les

sommets de B,, et uy, uy, ..., Uy,_ 1 sont les nouveaux sommets ajoutés correspondants aux
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arétes ey, €s, ..., €n_1, O €; = V041, 1 < i < n—1. L’ensemble des sommets de M(P,) est

donné par
VIM(P,))=V(P)UER,)={n:1<i < npU{u; -1 <i<n-1}.

dans lequel chaque v; est adjacent & u;, et u; est adjacent & v;11, 1 <i<n—1. Et u; est
adjacent & w41, 1 <i<mn—2.

Si0 < a < 3. Soit S un ensemble a-dominant. Pour tout sommet z ¢ S, de degré 2
on a [adg(z)] =1, de degré 3 on a [adg(z)] = 1, ou 2, de degré 4 on a [adg(z)] =1, ou
2. Soit

(n—=3)/2
kL;JO {ugks1} U {tnoy } si n impair

(n—2)/2 ] ) ,
kUO {Ugg+1} si n pair
puisque chaque sommet de V — S est adjacent & au moins [adg(z)] dans S, alors S est
un ensemble a-dominant. Donc v, (M(P,)) < [2].
Soit S un v, (M (P,))-ensemble qui contient les supports de M (P,) (un tel ensemble ex-
iste toujours), alors forcément les deux sommets de degré trois appartiennent a S. Comme

les deux sommets de degré trois peuvent dominer chacun un sommet pendant et un som-

met de degré deux, le reste des sommets de S forment forcément un ensemble dominant

N

pour dominer les sommets de degré deux. Ainsi il est facile de voir que |S| > L?J +:

= [%1 Donc v,(M(P,)) > [123] Par conséquent v, (M(P,)) = [g] .

A

N

Si 3 < a < 1. Soit S un ensemble a-dominant. Pour tout sommet z ¢ S, de degré 2
on a [adg(z)] = 2, de degré 3 on a [adg(z)] = 2, ou 3, de degré 4 on a [adg(z)] = 3, ou
4. Soit

n—1
S A:gl{uk}’

puisque chaque sommet de V' — S est adjacent & au moins [ adg(x)] dans S, alors S est
un ensemble a-dominant. Donc v, (M(P,)) < n — 1.

Soit S un 7, (M(P,))-ensemble qui contient les supports de M (P,) (un tel ensemble
existe toujours), alors forcément les deux sommets de degré trois appartiennent & S. Les
sommets de degré 2 qui n’appartiennent pas a S ont au moins deux voising dans S. On

peut vérifier que S contient au moins 7 — 1 sommets dans S, sinon on a un sommet de



degré deux qui n’est pas dans S, n’aura pas deux voisins dans S , donc

S| >n—1. Ainsi
YoM (F,)) > n — 1. Par conséquent VoM(P,)) =n — 1. O
Exemple:
Par la figure 4.5 on obtiet que: v, (M(Py)) = 5, ces sommets sont encadré dans le
graphe, si 0 < a < %, Yo [IM(Pro)] = 9, ces sommets sont encerclé dans le graphe, si

% <a <1 Ety,(M(Py)) = 6, ces sommets sont encadré dans le graphe, si 0 < o < é,

Yo [M(P1y)] = 10, ces sommets sont encerclé dans le graphe, si 1 < e < 1.

Figure 4.5.

3.5.2 Le graphe milieu de C,

Le nombre de sommets de M (C) est 2n. Le nombre des arétes de M (Ch) est 3n. Le degré
maximum A(M(C,)) = 4. Le degré minimum § (M(Cp)) = 2, on a n sommets de degré 2

et n sommets de degré 4.

Théoréme 3.18.
[2] si0<a<

B —

Yl M(Cy)) =
no st % <<l

Preuve. Soit vy, vy, ..., v, €t €; = ViVit1, 1 <2 <n—1ete, = v,v; sont les sommets et
les arétes du graphe C,,, respectivement. Puisque M(C.,) est le graphe milieu de Ch, alors

V1, V2, ..., VU, sont les sommets de Ch et uy, us, <o Uy sont les nouveaux sommets ajoutés
) ) y Un 1, 3 y W A
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correspondants aux arétes ey, e, ..., e,. L'ensemble des sommets de M (C,,) est donné par
V(M(Cr)) =V(CL)UE(Cy) ={v;: 1 <i<n}U{w:1<i<n}.

dans lequel chaque v; est adjacent a u;, et u; est adjacent & vy, 1 < i <n— 1, et u, est
adjacent & v;. Et u; est adjacent & w4y, 1 <4 <n—1, et u, est adjacent a u,.
Si0 < a < 4. Soit S un ensemble a-dominant. Pour tout sommet z ¢ S, de degré 2
on a [adg(z)] = 1, de degré 4 on a [adg(x)] = 1, ou 2. Soit
(n—1)/2
Y {uar} U {u,} si n impair

n/2 ?

kL:JI{uzk} si n pair

comme chaque sommet de V' — S est adjacent & au moins [«dg(z)] dans S, alors S est un
ensemble a-dominant. Ainsi (M (Cy)) < [2].

Soit S un ,(M(C,))-ensemble. tout sommet de degré deux qui n’appartient pas a
S est adjacent & au moins un sommet dans S et tout sommet de degré quatre qui n’est
pas dans S a au moins deux voisins dans S. Il est facile de voir que S contient au moins
Pﬂ pour 1-dominé les sommets de degré deux et 2-dominé (ou 1-dominé) les sommets de
degré quatre. Donc (M (Cy)) > [%W . D’oti on déduit que v, (M(C,)) = {%] .

Si 3 < a < 1. Soit S un ensemble a-dominant. Pour tout sommet z ¢ S, de degré 2

on a [adg(z)] = 2, de degré 4 on a [adg(z)] = 3, ou 4. Soit
b= A:gl{’u'k}’

Comme chaque sommet de V' — S est adjacent & au moins [cdg(z)] dans S, alors S est
un ensemble a-dominant. Ainsi v, (M (C,)) < n.

Soit S un 7, (M (C,))-ensemble, chaque sommet de degré deux qui n’appartient pas
a S est adjacent & au moins deux sommets dans S, pour a-dominer tous les sommets de
degré deux, il faut au moins n sommets dans S, alors il est nécessaire de prendre tous les
somumets de degré quatre dans S, s'il existe un sommet de degré quatre n’appartient pas &
S on trouve un ensemble a-dominant plus grand que S car au lieu de prendre ce sommet
de degré quatre il faut prendre deux sommets de degré deux dans S, et tout ensemble
de cardinalité inférieure a celle de S n’est pas un ensemble a-dominant de M (Cy). Donc

Yo (M(Cy)) > n. Par conséquent v, (M(C,)) = n. O
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Exemple:

Par la figure 4.6 on obtient que Yo(M(Cs)) = 3, ces sommets sont encadré dans le

graphe, si 0 < o < 3, 7, [M(Cg)] = 6, ces sommets sont encerclé dans le graphe, si
% <a <1 Et 7,(M(C7)) = 4, ces somumets sont encadré dans le graphe, si 0 < a <

1
— 2)
Vo [M(Cs)] = 7, ces sommets sont encerclé dans e graphe, si § < a < 1.

Figure 4.6.

3.5.3 Le graphe milieu de K,

Le nombre de sommets de M (K 1,n) st 2n+1. Le nombre des arétes de M (K1) est Mnts)

=,
Le degré maximum A (M ( P,)) = n. Le degré minimum § (M(P,)

) =1, on a, n sommets
de degré un, n sommets de degré n + 1 et un sommet de degré n.

Théoréme 3.19. v (M(K,,)) = n.

3.5.4 Le graphe milieu de S,

Le nombre de sommets de A/ (Sn) est 4n. Le nombre des arétes de A/ (S,) est 7n. Le degré
maximum A(M(P,)) = 6. Le degré minimum O(M(P,)) = 1, on a n sommets de degré

un, n sommets de degré 3, n sommets de degré 4 et n sommets de degré 6.
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Théoréme 3.20.

YalM(Sn)) = n + '—1_)7] s1 is

a <
’ i 2
2n 81 s <cax]

IN
el

p—t

. ’ ” .
Preuve. Soit {v;, s, vy Un PU{y, g, o uy, b et {ei 1< < n}U{ei 1<i<n-1}U
\ 1 A
{en} oU (6; = vivip, €, = UnV1, €t €; = v;u;) sont les sommets et les arétes du graphe
Sh, respectivement. Puisque M(S,,) est le graphe milieu de S, alors {vi,v2, .} U
~y /! ’ ! / / ’
{uy, ug, ..., u, } sont les sommets de S,, et {-‘ul, Vo oe vn}U{ul, Ug,y eory u”} sont les nouveaux
. - - ’ . . .
somimets ajoutés correspondants aux arétes {ei 1< < 'n,} Ufe;:1<i<n-1}u {en}.

L’ensemble des sommets de M (Sn) est donné par

V(M(S,)) = V(S,)UE(S,) = {vi:l<i<njuU{u;:1<i<n}
U{v; 3 Sign}u{u; il §i§n}.

Si0<a<i SoitSun Yo (M (Sy))-ensemble qui contient les sommets supports, pour
tout sommet z ¢ S,dedegré 3on a [adg(z)] = 1, de degré 4 et 6 on a [ade(z)] =1, ou 2.
Le graphe milieu de chaque graphe soleil contient n sous-graphe K. De plus, nous voyons
que chaque Ky est relié¢ au sommet pendant. Ainsi S| = n. Par conséquent v, (M(S,)) =
s

Si§ << 2 Soit S un ensemble a-dominant. Pour tout sommet = ¢ S, de degré 3
on a [a/dc )] =2, de degré 4 on a [adg(z)] = 2,0u 3, de degré 6 on a [adg(z)] = 3, ou
4. Supposons que v,;, 1 <4 < n sont les sommets nouveaux ajoutés de degré six, et u;,

1 <1 <m, sont les sommets nouveaux ajoutés de degré quatre. Soit

n , (n—1)/2 , ) )
;;L—Jl{u"’} U A-L—Jl {vor} U{v,} si n impair

n , 77./2 ’ . .
kLLJl{'u,k} U I“L_Jl{ Uy } S1 M pair

Comme chaque sommet de V — § est adjacent & au moins [adg(z)] dans S, alors S est
un ensemble a-dominant. Ainsi Yo (M(S,)) < n+ ['_ﬂ .

Soit S un v, (M (S,))-ensemble qui contient les sommets supports (sommets de degré
quatre), le nombre de sommets de degré quatre est 7, comme les sommets de degré trois

doivent avoir deux voisins au moins dans S , alors il faut ajouter au moins [’2—’] sommets aux



69

sommets supports pour a-dominé les sommets de degré trois et six, sinon on obtient un
sommet de degré trois qui n’aura pas deux voisins dans S, ce qui implique que | S| > n+ [ %1 ’
Donc v, (M(S,)) > n + [ ’5‘1 Par conséquent ~,(M(S,)) = n + [ g] .

Si % < a < 1. Soit S un ensemble a-dominant. Pour tout sommet = ¢ S, de degré 3
ona [adg(z)] = 3, de degré 4 on a [adg ()] = 3, ou 4, de degré 6 on & [adg(2)] =5, ou
6. Soit

n
5= 0 {uvy)

Comme chaque sommet de V — S est adjacent & au moins [adg(z)] dans S, alors S est
un ensemble c-dominant. Ainsi YoM (Sy)) < 2n.

Soit S un v, (M (S,))-ensemble qui contient les sommets supports (sommets de degré
quatre), le nombre de sommets de degré quatre est n, comme les sommets de degré trois
doivent avoir trois voisins au moins dans S , alors il faut ajouter au moins n sommets aux
sommets supports pour a-dominé tous les sommets, sinon on obtient un des sommets qui
n'est pas a-doming, ce qui implique que [S] 2 2n. Donc v, (M(S,)) > 2n. Par conséquent
Yo(M(S,)) = 2n. O

Exemple:

Par la figure 4.7 on obtient que Yo(M(Ss)) = 5, ces sommets sont encadré dans le
graphe, si 0 < o < 2. v, (M(S5)) = 8, ces sommets sont encerclé dans le graphe, si § <
a < %, Yo M(S5)) = 10, ces sommets sont représenté par les triangles dans le graphe, si

Wi

<a<]l.

Figure 4.7.
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3.6 Le graphe total d’un graphe

Dans cette section, on détermine le nombre de a-domination 7, (G) du graphe total de

certaines classes de graphes & savoir les chaines P,, les cycles C,,, les étoiles K ,,.

Définition 3.21. Le graphe total d’un graphe G est noté par T(G), l'ensemble des sommets
de T(G) est V(G)U E(G), deuz sommets sont adjacents si:

(i). =,y sont dans V(G), et z est adjacent oy dans G.

(ii). =,y sont dans E(G), et x,y sont adjacents dans G.

(iii). z est dans V(G), y est dans E(G), et x,y sont incidents dans G.

3.6.1 Le graphe total de P,

Le nombre de sommets de T'(P,) est 2n — 1. Le nombre des arétes de T'(B,) est 4n — 5.
Le degré maximum A(T(P,)) = 4. Le degré minimum 6(T(P,)) = 2, on a 2 sommets de

degré 2, 2 sommets de degré 3 et 2n — 5 somumets de degré 4.

Définition 3.22. On appelle les blocs i, i = 1,...,5, les blocs représenté dans la figure 4.8

comme suit

y Y4 N ; N, ,l".‘. "\\ ._/' N ! AR
3 ., 2 J N, 4 #
b—g—i O—El % — W “ |§
Bloc | Bloe? Blocid Blocd Blocd

Figure 4.8. Les blocs 1,2, 3,4, et 5 pour construire

un ensemble a-dominant du graphe total de P,.

Théoréme 3.23.

[2"5_1-’ si()<a'§£—l1
[#57] sig<a<y
Yo T(FR)) = [2’1:;1] sizg<a<i
n siz<a<?
#22] sif<as
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Preuve. Soit vy, v, -3 Un €6 € = V30341, 1 <4 < n—1 sont les sommets et les arétes du
graphe F,, respectivement. Puisque T'(F,) est le graphe total de P,, alors V1, Vs, ..., Up SONE
les sommets de P, et uy, U, ..., u,_; sont les nouveaux sommets ajoutés correspondants

aux arétes ey, ey, ..., e,_;. L’ensemble des sommets de T(P,) est donné par
V(T(P,)) =V(R,) UE(R,)={v,:1<i< nfU{u;:1<i<n-— 1}.

dans lequel chaque v; est adjacent & v;yiet u;, 1 <i<n—1. Et u; est adjacent & v;y; et
Uirl, L L i< n—1,
Si0<a <. Soit S un ensemble a-dominant. Pour tout sommet = ¢ S, de degré 2,

3,4 ona [adz(z)] =1. Soit

(n—5)/5 (n—5)/5
U {vs k+2} U U {Uusn+a} sin = 0(mod 5)
(n— (‘)/5
U {Vsks2} U U {u mat U{v,} sisin = 1(mod 5)
(n -2)/5 /5
S = U {vs Sk+2 U U {'u,r,,,,+4} sin = 2(mod 5)
(n— i)/ (n— b)/ .
U {vr,k”} U Y {usn+at sin = 3(mod5)
Yy ~9)/5 ,
U {U5k+2} U U {usn+4} U {tn-1} si n = 4(inod 5)

\

On note que S est obtenu a partir des blocs de type 1. Comme chaque sommet de V — §
est adjacent & au moins [adg(z)] dans S, alors S est un ensemble a-dominant. Donc
1a(T(Pn)) < [224].

Soit S un v, (T(P,))-ensemble, le degré maximum de T'(P,) est quatre, alors chaque
sommet peut a-dominer au plus quatre sommets distinctes de T(P,), il est facile de voir
que pour chaque bloc de type 1 (voir la figure 4.8) il faut au moins un sommet dans S i
comme T'(P,) contient au moins 2”—)‘1 blocs et chaque bloc contient au moins un sommet

dans S, alors

| > [22=1]. Ce qui implique que Ya(T(Py)) > [221]. Par conséquent
Ta(T(F)) = [2251].

Si ; < a < 1. Soit S un ensemble a-dominant. Pour tout sommet = ¢ S, de degré 2
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on a [adg(z)] =1, de degré 3 on a [adg(r)] =1, de degré 4 on a [adg(z)] = 2. Soit

(n— 3 (n—3)/3
{v%_,_g} U U {uar} sin = 0(mnod 3)
(n— 4)/.5 (n— 1)/{
S = U {vskeaf U Y, vk} sin = 1(mod3)
(n— ‘))/5 (n— 9)/5

U {vakaa} U U {uge} sin = 2(mod 3)

On note que S est obtenu & partir des blocs de type 2. Comme chaque sommet de V — §
est adjacent & au moins [adg(z)] dans S, alors S est un ensemble a-dominant. Donc
TalT(F)) < | 222

Soit S un ~,(T(B,))-ensemble, il est facile de voir que pour chaque bloc de type 2
(voir la figure 4.8) il faut au moins un sommet dans S , sinon un des sommets n’est pas a-
dominé, le graphe T'(P,) contient au moins L2n L J blocs, alors S contient au moins [%J
sommets, ce qui implique que |S| > [%T_lj Donc v,(T(R,)) > [Z"T"lj Par conséquent
Ta(T(Pn)) = |22 ]

Si l <a< i. Soit S un ensemble c-dominant. Pour tout sommet 2 ¢ S, de degré 2

on a [adg(z)] = 1, de degré 3 on a [adg(z)] = 2, de degré 4 on a [adg(z)] = 2. Soit

(n—3)/
U {”U%} U Y {u 3k+1} Si m = 0(mod 3)
(n— 1)/'3
S = Y {var} U U {71 kv f U{vn} sim = 1(mnod 3)
(77, 2)/3 (n—2)/3

U {vg} U U {ugr1} sin = 2(mod 3)

On note que S est obtenu a partir des blocs de type 3. Comme chaque sommet de V — §
est adjacent & au moins [adg(z)] dans S, alors S est un ensemble a- dominant. Donc
VoM (P,)) < [221]

Soit S un v, (T(P,))-ensemble, il est facile de voir que pour chaque bloc de type 3
(voir la figure 4.8) il faut au moins un sommet dans S, sinon un des sommets n’est pas
a-doming, le graphe T'(B,) contient au moins “T_l blocs, alors S’ contient au moins 2”3—_1
sommets, ce qui implique que |S| > [22=L]. Donc 4, (T(P,)) > [22=L] . Par conséquent
Ya(T(P)) = [2551].

Sii<acx< 2. Soit S un ensemble a-dominant. Pour tout sommet r ¢S, de degré 2

on a [adg(z)] = 2, de degré 3 on a [ada(z)] = 2, ou 3, de degré 4 on a [adg(z)] = 3.
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Soit
n/2 (n—=2)/2
Y {7)2A} U Y {uop41} sin pair

(n—=1)/2 )
U g} U U {U)/H.l} U {tp_1} si n impair

On note que S est obtenu & partir des blocs de type 4. Comme chaque sommet de V — §
est adjacent a au moins [adg(z)] dans S, alors S est un ensemble a-dominant. Donc
Ta(T(P)) < n.

Soit S un 7, (T'(P,))-ensemble, il est facile de voir que pour chaque bloc de type 4 (voir
la figure 4.8) il faut au moins deux sommets dans S, sinon un sommet de degré deux ou
quatre n’est pas a-doming, le graphe T'(P,) contient au moins 2—”‘—1 blocs, alors S contient

2
au moins 222=1

sommets, ce qui implique que |5] > [22=L ] = n. Donc 7, (T(R,)) > n.
Par conséquent YolT(P)) = n.

Si 2 <o <1 Soit S un ensemble a- dominant. Pour tout sommet = ¢ S, de degré 2
on a (adc, (z)] = 2, de degré 3 on a [adg(2)] = 3, de degré 4 on a [adg(z)] = 4. Soit

(n—3)/3 (n—3)/3

U {1);A} U U {Vsk42, Ugps1 } U U {use} sin = 0(mod3)
(n—1)/3 (n—4)/3
g = U {v3, u;k} U U {Vskt2, Ungy } sin = 1(1mod 3) "
(no2)/3 (n2)3

U {vak, Uz, } U U {Vskto, Ugprr } sin = 2(mod 3)

On note que S est obtenu & partir des blocs de type 5. Comme chaque sommet de V — §
est adjacent & au moins [adg ()] dans S, alors on S est un ensemble a-dominant. Ainsi
Ta(T(Py) < 22520

Soit S un v, (T'(P,))-ensemble, il est facile de voir que pour chaque bloc de type 5 (voir
la figure 4.8) il faut au moins deux sommets dans S, sinon un sommet de degré deux ou
quatre n’est pas a-doming, le graphe T'(P,) contient au moins ['” 21| blocs, alors S contient
au moins 2 LQ”—;JJ sommets, ce qui implique que |S| > 2 [(Q"TI)J Sin = 1,2(modelo 3)
alors 2 | 2n=1] = [MJ Si n = 0(modelo 3) alors [ML;”J = 2|2=1] + 1. Donc
Yl T(E,)) = [M%J Par conséquent v, (T(P,)) = | =2 O

Exemple:

Par la figure 4.9 on obtient que Ya(T(P12)) = 5, ces sommets sont encerclé dans le
graphe, si 0 < o < i, Yo(T(P12)) = 7 ces sommets sont encadré dans le graphe, si

% <a< l;, Yo(T'(Pi2)) = 8, ces sommets sont représenté par les triangles dans le graphe,
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si ﬁ <a< é—, Yo(T(Pr2)) = 12, ces sommets sont représenté par les étoiles dans le graphe,
si é <a< Z‘, Yo (T(P12)) = 15, ces sommets sont représenté par les lunes dans le graphe,
si i—i <a<l

Figure 4.9

3.6.2 Le graphe total de a

Le nombre de sommets de T(Cy) est 2n. Le nombre d’arétes de T'(Cy) est 4n. Le degreé

maximum A(M(P,)) = 4. Le degré minimum §(M (P, )) =4, on a 2n sommets de degré
4.

Théoréme 3.24.

( (%] siv<ac<!

2n = 1 1

{.— $1 7 < < =

_ 3 ] 4 =3
)“(T(On)) - n sinest pair L | 3
{n+1 sin est impair <P 2 <acs 4

[%] sz';—’<a'§1
Preuve. Soit V1,V2,...,Un €t €1,€9,...,€,_1 Ol ¢; = ViVir, L <i<nm—1lete, = Un U1
sont les sommets et les arétes du graphe C,,, respectivement. Puisque T'(C,) est le graphe
total de C,,, alors on peut obtenir (T'(Cy)) a partir de la subdivision de chaque aréte ¢;
de (), exactement une fois, et en joignant tous ces Louveaux sommets ajoutés uy, ug, ..., U,
si les arétes de C', sont adjacents, et joignant également les sommets adjacents dans C,,.

Alors I'ensemble des sommets de T'(C,) est donné par

V(T(C,)) = {fvi:1<i< npU{u;:1<4< nt
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tel que les sommets sont ordonnés comme suite ULy U, V2, U, ooy Une 1, Un—1, Uny, Un, V.

Si<a< ﬁ Soit S un ensemble a-dominant. Pour tout

on a [adg(z)] = 1. Soit

sommet x ¢ S, de degré 4

r (n—5)/5 .
AUo {Vspr1, Usk+3} 81 m = 0(mod 5)
(n—6)/5
U {Vskt1, Ushes} U {n1} sin= 1(mod 5)
(11—2)/5 (n—7)/5
S = kL—JU {vsrr1} U U {tspe3} sin = 2(mod 5)
(n—3)/5 (1)—6)/\) _
A'L—JO {vska1 b U U {715A,+3} U {tn—1}si n = 3(mod 5)
(n—4)/5 (w55 ,
kL—Jo {vsg41} U U {usk+3} U {n1} sin= 4(mod 5)

Comme chaque sommet de V — § est adjacent & au moins [adg(z z)| dans S, alors S est

un ensemble a-dominant. Donc Yo (T(Ch)) < [ 2—?] .

Soit S un Yo (T(Cy))-ensemble, dans tout le graphe T'(C',) les sommets sont de degré

quatre, alors chaque sommet peut a-dominer au plus quatre sommets distinctes de TIE)

donc pour tout cing sommets il est nécessaire de prendre au moins un sommet dans S,

sinon on aura un de ces sommets qui n’est pas a-dominé. Ainsi IS| > | ],

= Ce qui
implique que v, (7(C,)) > [@] . Par conséquent Yok (CL)) = l_@] ;

Sii<ac< 5+ Soit S un ensemble a-dominant. Pour tout sommet z ¢ S, de degreé 4
on a [adg(z)] = 2. Soit
(n—3)/3 .
AUo {Usk41, Ugpia} sin = 0(inod 3)
(n— /s N (n—-4)/3 ‘ ,
= {v_;;,ﬂ} U U {Ugkio} sin = 1(mod 3)
(n 2)/3

kU {'1);3A.+1,'11.;;k+2} sin = 2(iod 3)

=0

Comme chaque sommet de V — S est adjacent & au moins [wdg(z)] dans S , alors S est
: 2

un ensemble a-dominant. Donc Ya(T(Cr)) < [2].

Soit S un Ya(T(Cy))-ensemble, pour tout trois sommets 1l est nécessaire de prendre au

moins un sommet dans S, sinon on aura un de ces sominets n’est pas a-dominé, alors il

faut au moins T sommets dans S, et tout ensemble inférieure a5 ne

a-dominant. Donc [S] > [ 2”]
1a(T(Cp)) = [2].

3

Soit pas un ensemble

Ce qui implique que Yo(T(Cr)) > f 2"] Par conséquent
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Si % <a< %. Soit S un ensemble a-dominant. Pour tout sommet 2z ¢ S, de degré 4
on a [adg(r)] = 3. Soit

n/2 _
AU {2k, usk } sim pair
-:1

(n—1)/2 . . .
kU {vak, ugk } U {v1,un} si n impair
=1
Comme chaque sommet de V — § est adjacent & au moins [adg(z)] dans S, alors S est

un ensemble a-dominant. Donc 7a(T(Cn)) <2[22],

Soit § un fya(_T(C’n))-ensemble, dans tout le graphe T(C),) les sommets sont de degreé
4, alors pour tout quatre sommets il est nécessaire de prendre au moins deux sommets
dans S, sinon on a un de ces sommets qui n’aura pas trois voisins dans S , ce qui implique
qu’il faut au moins 2 [%T” | sommets dans S. Donc [S] > 2 [%T" |. Sin est pair 2 |2 =n.
Sin est impair 2 L%” J +2=n+1 Ainsi v, (T(C,)) > 2 {%] . Par conséquent 5, (L(Cy)) =

{ n si noest pair
n+1 sin est impair”

Si 3 < o< 1. Soit S un ensemble a-dominant. Pour tout sommet ¢ S, de degre 4

on a [adg(z)] = 4. Soit

(n—3)/3 n/3

ka {341, Ugpyr U AUI{ Usk, Uzk—1} i n = 0(nod 3)
(71—1)—/3 (77‘;_1)/3
8= AUU {V3k1, Usprr } U AU1 {vsr, ugk—1 } sin = 1(mod 3)
(n-2)/3 (n—2)/3 _
kL—Jo {v3k41, Ukt } U kL_Jl {3k, Ugp—1 } U {un} sin = 2(mod3)

Comme chaque sommet de V — S est adjacent & au moins [ adg(z)] dans S, alors S est
un ensemble a-dominant. Donc v, (T(C,)) < [£].

Soit S un Yo (T(Cy))-ensemble, dans tout le graphe T'(C,,) les sommets sont de degré
4 alors pour tout six sommets il est necessaire de prendre au moins quatre sommets dans
S, sinon on a un de ces sommets qui n’aura pas quatre voisins dans S , ce qui implique
qu'il faut au moins 4 [%J sommets dans S, Ainsi |S| > 4 [% |. Sin=o, 3(modelo 6) alors
4|2 = [4]. Sin =1, 4(modelo 6) alors 4 [22] 42 = [%]. Sin = 2,5(modelo 6) alors
4|2 +3= [4]. Donc v, (T(C,)) > [4] . Par conséquent 1a(T(Cr)) = [2]. O

Exemple:

Par la figure 4.10 on obtient que Va(T(C6)) = 3, ces sommets sont encadré dans le

graphe, si 0 < a < 1 4 (T(Cy)) = 4, ces sommets sont représenté par les triangles dans
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le graphe, si Zl- <a< %, Yo(T'(Cs)) = 6, ces sommets sont représenté par les tétoiles dans
le graphe, si 1 < o < 2 YulT(CL)) = 8, ces sommets sont encerclé dans le graphe, si

3 ,
Z<(l_<_1.

Figure 4.10

3.6.3 Le graphe total de L™

Le nombre de sommets de T(Ky,) est 2n + 1. Le nombre des arétes de T(K 1n) est
(n*+5n)/2. Le degré maximum A(T(K1n)) =n+ 1. Le degré minimum § (T(Ky1n)) =2,

on a n sommets de degré 2, un sommet de degré 2n et n sommets de degré n + 1.

Théoréme 3.25.

; c< 1
1 szO<a§n+1

VaT(K1n)) =< i s Hlocax A <ioni=2n

n+1 si§<u§ 1
Preuve. Soit V1, V2, ..., Un, v €L €1, €9, ..., €, Ol ¢ = vv;, 1 <4 < m sont les sommets et
les arétes du graphe K 1,n, respectivement. Puisque T(K,,) est le graphe total de Kin,
alors on peut obtenir V (T'(k 1,n)) & partir de la subdivision de chaque aréte e;, 1 < i < n de
K, exactement une fois, et en Jjoignant tous ces nouveaux sommets ajoutés u,, us, ..., u,

si les arétes de K 1, sont adjacents, et Jjoignant également les sommets adjacents dans B

Alors I'ensemble des sommets de T'(K),) est donné par

V(T(Kip) ={vi:1<i< npU{u;:1<i<n}u {v}.
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Si0<a< —. Soit S un Vo-ensemble de (K ,,). Il est simple de voir que Yo (T (K1)
= 1, car dans ce cas les sommets qui n’appartiennent pas a .S ont au moins un voisin dans S
(& 'exception de somimet v), le sommet v sommet de degré 2n de T(K,,) est un ensemble
a-dominant de T(K, ), ceci implique que 1 <~ (T(K,,)) < 1.

Sitt <cax 5 < 3. Soit S un v, -ensemble de T(K,,), dans ce cas tout sommet
de degré deux qui n’appartient pas & S est un a-dominant s [adg(z)] = 1, alors pour
c-dominer les sommets de degré deux du nombre le plus petit possible nous prenons le
sommet v dans S. Les sommets de degré n+1 est un a-dominant s’ils prennent [adg(z)] =
t, 4 =1,..,n dans S, donc on prend au moins ¢ — 1 sommets dans S de n’importe quel
sommet de sommets de degré n -+ 1, car tous ces sommets sont adjacents, alors pour a-
dominer tout le graphe T'( & 1,n) il faut au moins (i — 14 1) sommets dans S. Nous pouvons
n’est pas prendre v dans S en cas si [adg(2)] < n cest-a-dire v prenait au plus la moitié
de ses voisins dans S et dans ce cas les somumets de degré n + 1 et aussi dans le cas de
prennent au plus la moitié de ses voisins et car i < 7 (¢ est la moitié de n + 1), alors
forcément v € S, si on prend un sommet de degré deux dans S celui-ci est a-dominé un
seul sommet de degré n + 1 et au final nous obtenons un ensemble a-dominant plus grand
que S. Par conséquent [S] > 4. Soit le graphe T'(K},) = {v1,u1, vs, us, vy Uy Un,y U, €6
s0it

S = ;EJll{u;\} U {v},

et comme S est un a-dominant, alors S| =4. On déduit que v, (T(K in)) = b

Siz <a<1. SoitSun Yo-ensemble de T'(K ,,), dans ce cas les sommets de degré deux
qui n’appartiennent pas & S sont un a-dominant si [adg( x)] = 2, alors pour a-dominer
tous ces sommets il faut prendre le sommet de degré 2n et les sommets de degré n + 1
ou le sommet de degré 2n et les sommets de degré 2, il est simple de voir que si on non
prend pas v dans S on obtient un ensemble a-dominant plus grand ou égal & n + 1 donc
on prend v et soit tous les sommets de degré n + 1, soit un nombre de sommets de degré
2 et les sommets de degré n + 1 mais si on prend les sommets de degré 2, il faut prendre
au moins [adg(z)] — 2 (o 2 est un sommet de degré n + 1) sommets de degré n -+ 1 dans
S si le voisin de degré 2 est dans S. Il faut prendre au moins [ adg(z)] — 1 sommets de

degré n + 1 dans S si le voisin de degré 2 est n’est pas dans S. Donc dans tous ces cas on



79

obtient que |S| > n + 1. Soit le graphe T'(K\ ) = {vy, uy, v, us, ey Un,y U, U}, Soit
n
S = A‘L_Jl{uk} U{v},

et comme S est un a-dominant, alors [S| = n+ 1. Donc on déduit que 7, (T(K,,)) =
n+ 1. O

Exemple:

Figure 4.11. v _(T(K; 5)) =

N

lsi0<a<

S =

G ?

I—

2 Sié<(,t§

3 si;

)

w

.

=

< o<z, et

<o
B =

6sii<ac<l.

3.7 Le graphe adjoint d’un graphe

Dans cette section, on détermine e nombre de a-domination Y.(G) du graphe adjoint de

certaines classes de graphes & savoir les chaines P,, les cycles Cy, les étoiles K 1n, et les

soleils S,,.

Définition 3.26. Le graphe adjoint d’un graphe G est noté par L(G), est le graphe défini

de la fagon suivante :
(i). chaque sommet de L(G) représente une aréte de G.

(ii). deuz sommets de L(G) sont adjacents si et seulement si les arétes correspondantes

partagent une extrémité commune dans G.



80

3.7.1 Le graphe adjoint de B,, et (',

Le graphe adjoint d’une chaine L(P,) d’ordre n est une chaine d’ordre n — 1. Le graphe

adjoint d'un cycle L(C,) d’ordre n est un cycle d’ordre n — 1.

Théoréme 3.27.

; [%] si0<a< %
f)n(L(Pﬂ)) - R/V(_\(‘Pﬂ.—l) =
”%J st % <a<l

3.7.2  Le graphe adjoint de K4
Théoréme 3.28. v,(L(K,,)) = 7, (K,) = [a(n—1)].

Preuve. Le graphe adjoint de Ky, est un graphe complet & n sommets. Par la
Proposition 2.5 on déduit que le nombre de «-domination du graphe complet K, est

[a(n —1)]. Par conséquent VolL(K1n)) = [a(n —1)]. O

3.7.3 Le graphe adjoint de S,

Le graphe adjoint d’un soleil L(Sn) d’ordre n est un graphe milieu du cycle M(C,,) d’ordre

n. Alors on obtient le théoréme suivant:

Théoréme 3.29.

[’2—1] si0<a<i

f)lc\e(L(Sﬂ)) = ’)/u(/\:[(c”)) = 1
nosty; <a<l
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CHAPITRE 4

CRITICITE RELATIVE AU NOMBRE DE LA a-DOMINATION

Dans ce chapitre, on étudie la criticité par rapport au nombre de a-domination. La
o g : g e ) ) 4
premiere section est consacrée & la suppression d’un sommet, on va d’abord présenter les
travaux de N. Jafari Rad et al [7] et quelques résultats connus quand la suppression d’un
sommet diminue le nombre de a-domination. Ensuite, on donne des caractérisations de

quelques graphes quand la suppression d’un sommet stabilise le nombre de a-domination.

4.1 Comportement du nombre de la a-domination vis-a-vis de

la suppression d’un sommet d’un graphe
4.1.1 Reésultats préliminaires et résultats connus

Dans cette partie, on cite quelques résultats préliminaires et des résultats connus quand la
suppression d’un sommet diminue le nombre de a-domination obtenus par N.Jafari Rad
et al [7].

Pour un v, (G)-ensemble S d’un graphe G et un sommet z € S, si S — {z} est un
ensemble a-dominant de G — z, alors on dénote pn(z, S) = {z}.

Rappelons qu’un graphe G est "o -SOmmet-enlevé-critique, si la suppression de n’impo-
rte quel sommet v € V(@) — $(G) diminue le nombre de a-domination c-a-d v,(G —v) <
7o(G). Aussi S(G) représente I’ensemble des sommets supports de G.

Observation 4.1. Dans w’importe quel graphe G # P, il y a un v, (G)-ensemble

contenant tous les sommets support de G pour 0 < a < 1.

Proposition 4.1. Soit G un graphe sans sommets isolés. Pour tout sommet v € V(G) —
S(G) et pour tout 0 < o < Lionay,(G)-1<7,(G-v) < Yo(G) + dg(v) — 1 et ses

bornes sont atteintes.
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Preuve. Soit G un graphe sans sommets isolés et v € V(G) — S(@). Soit S un Yo (G)-
ensemble. Si v ¢ S, alors S est un ensemble a-dominant de G' — v, et donc VoG —v) <
7a(G). Ainsi, on suppose que v € S, alors S'U Ng(v) — {v} est un ensemble a-dominant
pour G — v, et donc v, (G — V) < 7.(G) + de(v) — 1.Pour la borne inférieure. Supposons
que D est un v,(G — v)-ensemble. Alors D U {v} est un ensemble a-dominant pour G,
donc 7,(G) —1 < 4,(G - ).

O

Pour voir que la borne supérieure est atteinte, on considere 7 le centre d’une étoile
Kip pour k > 2, et a < 1/2. Soit G obtenu & partir de K1 en subdivisant chaque
aréte de K ytrois fois. Notons que G' a 3k sommets de degré deux, k sommets de degré
un, et un sommet de degré k£ (le sommet z). Il est facile de voir que Yo(G) = k+1 et
Yo(G — ) = 2k. Pour voir que la borne inférieure est atteinte, considérons un cycle Cy, il
est clair que v, (G —z) = 1 et TulG) =3,

Notons que pour un graphe G sans sommets isolés, si V(G) — S(@Q) = 0, alors G
est 7, -sommet-enlevé-critique. Donc P, est évidemment un graphe 7. -sommet-enlevé-
critique car V(Py) — S(Py) = (.

A partir de la proposition précédente, on peut dire quun graphe G est Vg -Sommet-
enlevé-critique si et seulement si Ya(G=v) = 7,(G)—1 pour tout sommet v & V(G)-5(G)
car pour les sommets supports v, on a YulG = v) > 7,(G).

Nous comimengons par une premiére caractérisation des graphes . -sommet-enlevé-

critique.

Proposition 4.2. [7] Un graphe G est un Yo -Sommet-enlevé-critique si et seulement si

our tout sommet x qui n’est pas un sommet support, il exite un v _(G)-ensemble S con-
b ,(l

tenant x tel que pn (z,S) = {z}.

Preuve. On montre la condition nécessaire. Soient G un Ve -Sommet-enlevé-critique
et z ¢ S(G), alors v, (G — z) = TalG) = 1. Soit S un 7, (G — z)-ensemble. I est évident
que D = SU {z} est un -, (G)-ensemble avec pn(z, D) = {x}.

On montre la condition suffisante. Soient 1 ¢ S(G) et S un v, (G)-ensemble contenant =

tel que pn(z,S) = {z}. Alors § — {7} est un 4,(G — z)-ensemble, ce qui implique que



83

Ya(G =~ ) = v,(G) — 1. Donc G est un Yo -sommet-enlevé-critique. O

Puisque v, (K, ,) = 1, on obtient le résultat suivant:
Lemme 4.3. [7] Le graphe K 1, €St un -y, -sommet-enlevé-critique si et seulement sin = 1.

Proposition 4.4. [7] Chagque sommet support dans un graphe o -S0MMet-enlevé-critique

est adjacent & exactement une feuille.

Preuve. Soit G' un Vo -SOmmet-enlevé-critique. Supposons qu’il y a un sommet sup-
port x tel que = est adjacent a deux feuilles Ty et zp. Par le Lemme 4.3, on peut supposer
que N(z) contient un sommet de degré au moins deux. Alors z est un sommet support
en G'— z;. Par 'observation 4.1, soit S un v, (G — z1)-ensemble tel que = € S. Alors S
est un ensemble a-dominant pour GG, une contradiction. O

Observation 4.2. 1’étoile subdivisée n’est pas un Y -Sominet-enlevé-criticue.

Théoréme 4.5. [7] Soit H un graphe connezxe d’ordre au moins deuz. Alors G = cor(H)

est un graphe -sommet-enlevé-critique.

Preuve. Puisque G = cor(H ), alors chaque sommet z de G est soit une feuille soit un
sommet support adjacent & exactement une feuille. Nous observons que 7, (G) = [S(G)].
Soit x une feuille (sommet pendant) de G. Nous montrons que 7, (G = ) < y,(G). Soit
y le sommet support qui adjacent & z. Puisque H est un graphe connexe d’ordre au
moins deux, alors il existe un sommet » € N(y) tel que dg(z) > 1, puis z est un sommet
support. Alors S(G) — {y} est un ensemble a-dominant pour G — z, ce qui implique que

V(G = 2) < 7,(G@). Donc G est un 7 -sSommet-enlevé-critique. (|

Soit F la classe de tous les arbres T telle que T € F si et seulement si:

(1). T = P, ou

(2)e diam(T') > 3, et pour tout sommet z de T, soit z une feuille soit un support
adjacent & exactement une feuille.

F est la famille des arbres qui sont les couronnes d’arbres d’ordre n > 1.

Proposition 4.6. [7] Un arbre T' est un Vo -SOmmet-enlevé-critique pour ) < g < 1 JA(T)

si et seulement si T € F.
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Preuve. <). I est évident que P, est un Yo -Somumet-enlevé-critique. Si T' # P, est
un arbre dans F, alors le Théoréme 4.5 implique que T est un Yo -sommet-enlevé-critique.

=). Soit T" un arbre Vo -somunet-enlevé-critique. Si diam(T) = 1, alors T = P, et
donc T" € F. Si diam(T') = 2, alors par le Lemme 4.3, on obtient que 7' n’est pas un
Vo -SOmmet-enlevé-critique. Ainsi, nous supposous que diam(7) > 3. Nous montrons que
tous les sommets de 7" est soit une feuille, soit un sommet support.

Soit y le sommet de T tel que y ne soit ni une feuille, ni un sommet support. Si chaque
feuille de T est a distance deux de y, alors par la Proposition 4.4, y est le centre d'une
etoile subdivisée, une contradiction avec lobservation 4.2. Ainsi supposons qu’il existe
une feuille z dans T telle que d(z,y) > 3. Solent d(z,y) =t et P - (Z, T1, Ty oo, (T = )
la plus courte chaine entre z et Y. Si zy n’est pas un sommet support, alors par la
Proposition 4.2, il y a un Ya(T)-ensemble S contenant z, tel que pn(xy, S) = {z,}, alors
{z1,2} NS # 0. Puisque aA(T) < 1, on voit que (S — {2, 22}) U {z,} est un ensemble
a-dominant pour T, une contradiction. Ainsi, 2y est un sommet support. Soit ¥, une
feuille adjacent & 5. Si 3 n'est pas ul sommet support, alors par la Proposition 4.2, 1
y @ un 5,(T")-ensemble S contenant z; tel que pn(xs, S) = {z3}. Mais SN {za, 2} # 0.
Ensuite, S; = (S— {y2})U{z2} est un Yo(T')-ensemble de telle sorte que pn(zg, i) = {x3}
et o € S;. Alors ) — {23} est un a-dominant de T, une contradiction. Ainsi, x4
est un sommet support. En poursuivant ce processus, on obtient que z; € S(T) pour
t=1,2,..,t—1. Par la Proposition 4.2, il y aun 7,(7)-ensemble D contenant y tel que
pn(y, D) = {y}. On pout Supposer que x;—; € D, puisque z;—; € S(T'). Alors D — {y} est

un ensemble a-dominant pour T, une contradiction. ]

Proposition 4.7. [7] (1). Pour( < « < 1/2, la chaine P, est~; -sommet-enlevé-critique
st et seulement sin € {2,4}.

(2). Pour1/2 < a <1, la chaine By est g -sommet-enlevé-critique si et seulement si

1= k.

Preuve. Si0<a <1 /2, alors le résultat découle du Théoréme 4.6.
Supposons ensuite que 1/2 < a < 1. Par la Proposition 2.3, on a v_(P,) = |2]. Soit

n
2

n = 2k pour un entier £ > 1. 1l est facile de voir que P, et P, sont Vo -sommet-enleveé-
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critique. Ainsi, on suppose que n > 6. Soit 2 un sommet qui n’est pas un sommet support.

Si @ est une feuille alors par la Proposition 2.3, on obtient

TalPa = 2) = 7 (Pacs) = [” s 1J = 2] -1< 2],

2 2 2

Supposons maintenant que x n’est pas une feuille. Soit G = P, — 2. Alors G a deux

composantes P, et P,,. Alors nous SUpposons que n, est pair et ny est impair, alors

(5] o

YalG) = Vol Par) + 7o (Pay) = {— J " [ﬂ .

un calcul simple montre que [%J + [’“J < [% J Alnsi, P, est un 7y -sommet-enlevé-
critique.
Enfin, nous montrons que P, n’est pas un v, -sommet-enlevé-critique si n est impair.

Soit = une feuille et soit 7 est impair. Alors YalFn) = Vo (Pa-1), puisque 2] = [25L]. O

On utilise la Proposition 2.4, et de la méme maniére on obtient la proposition suivante.

Proposition 4.8. [7] (1). Pour 0 < o < 1/2, le eycle C, est Vo ~SOMMEL-enlevé-critique
st et seulement sin = 1 mod 3.

(2). Pour1/2 < a <1, le cycle Cy, est toujours y; -sommet-enlevé-critique.

Preuve. Si 0 < o < 1/2, par la Proposition 24, on a7,(C,) = [2]. Alors

w3

3 .

car sin = 1 mod3. on a v,(C, — z) = [2=l] = o

n—1 )
YalCn —3) = 1, (Cy 1) = 'V”——l < ( 1 ,sin =1 mod:3.

—_

< 22 = 4 (C,). Donc C,, est

ml

Vo -Sommet-enlevé-critique.

Enfin, on montre que C, n’est pas 7, -sommet-enlevé-critique si n = 0,2 mod 3. On a
YolCrn — z) = {%] = [%] = Ya(Ch), alors 7,,(C,,) = 7,(C, = ).

Si0<a<1/2 parla Proposition 2.4, on a Yu(Cr) = [g] Et par la Proposition 2.3,

on obtient que

car si n est pair on a v, (C, — ) = [%J =22 <2 = (C,), et si n est impair on a

YO —2) = [%J = "—;L <l =4 (C,). Donc C, est Vo -Sommet-enlevé-critique. [
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Proposition 4.9. [7] Un graphe complet K, d’ordre n > 2 est un Y, -sommet-enlevé-

critique si et seulement si
[a(n —2)]

n—1

o >

Preuve. Par la Proposition 2.5, on a v,(K,) = [a(n — 1)], alors le graphe complet
Ky est un 7 -sommet-enlevé-critique si et seulement si [ce(n — 2)] < [e(n —1)]. Ceci est

équivalent & [a(n —2)] < a(n — 1), ce qui est égale & o > [av(n — 2)] /n—1. O

Proposition 4.10. [7] Si 2 < m < n, alors Kmn est vy -sommet-enlevé-critique si et
seulement st m > [am] + [an],
alm-—1 aln—1
=11 -]
m n
Preuve. Soient X et YV les deux parties de G = Kmn avec | X| = m et |Y]| = n.

Supposons d’abord que m < [am] + [an]. Par la Proposition 2.6, on a Ya(G) = m. Soit

S un v, (G — y)-ensemble, ot y € Y. Alors la Proposition 2.6 implique que

,SI = ’)/u_(G = VI/) = ’71_1'(‘[(171,71—])
= wmin{m, [am] + [a(n - 1)]}

> min{m, [am] + [an] — 1} > m,

et donc dans ce cas G n’est pas un Vo -Sommet-enlevé-critique.

Supposons ensuite que m > [am] + [an]. Alors v,(G) = [am] + [an]. Soit S; un
Yo(G — y)-ensemble, ot y € Y, Soit Sy un V(G — 2)-ensemble, ot z € X. Alors avec
le méme raisonnement que la preuve de la Proposition 4.9, nous déduisons que G est un
graphe 7 -sommet-enlevé-critique si et seulement si o > [a(m —1)] /m et a > [a(n—1)]

/n. O

4.1.2 FEtude de la v, -sommet-enlevé-stable dans les graphes

On rappelle qu'un graphe est v,-sommet-enlevé-stable si et seulement si pour tout sommet

v non support c-a-d qui appartient & V(G) — $(G), on a 7,(G — v) = 7,(G) pour tout

O<a<l.
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Notre contribution dans cette section consiste a caractériser les graphes Y -Sommet-
enlevé-stable pour quelques familles de graphes simples conune I'étoile, 1’étoile subdivisée,

la chaine et le cycle.

Lemme 4.11. e graphe K, est un graphe Ya-Sommet-enlevé-stable si et seulement si

n > 2.
Proposition 4.12. I étoile subdivisée est un graphe Yo -sommet-enlevé-stable.

Preuve. Puisque G est une etoile subdivisée, alors chaque sommet z de G est ou
bien une feuille, ou bien un sommet support, ou bien un sommet z qui adjacent a tous
les supports, nous observons que 7,(G) = |S(G)|. Soit = une feuille de G. On montre
que 7 (G = z) = 7,(G). Soit y le sommet support qui adjacent & z. alors S(G) — {y}
n’est pas un ensemble c-dominant powr G — x, alors il faut prendre le sommet z qui
adjacent a tous les supports, donc (S(G) — {y}) U {2} est un ensemble a-dominant pour
G =z, ce qui implique que YolG = ) = 7,(G). Soit z le sommet qui adjacent a tous les
supports dans G. Soit S un Yo (G)-ensemble, comme z est adjacent & tous les supports et
15| = 1S(G)| = ~.(G) alors S est un Ya(G — z)-ensemble. Donc YalG) = 7,(G — z). Par

conséquent G est un 7, -sommet-enlevé-stable. (]

Proposition 4.13. (1). Pour( < a < 1/2, le cycle C,, est Ya-Sommet-enlevé-stable si

et seulement sin = 0,2 mod 3,

(2). Pour1/2<a<1,le cycle C,, n’est pas v, -sommet-enlevé-stable.

Preuve. Pour 0 < o < 1/2, Par la Proposition 2.4, on a Yol Cn) = Rﬂ, Si z est un

sommet de C, alors par la Proposition 2.3, on obtient

: n—1 ]
,7(.1(071 = :1:) = f)/(,\(,‘Pn—l) = [n 3 \( = [g] .si n = 0, 2 lllOd 3.
car sin = 0 mod3, on a Yo(Cr — 2) = [%1 =3 = 7.(C),sin = 2 mod 3, on a

VolCn —2) = [21] = 2l =5 (C,). Donc C, est Yo-Sominet-enlevé-stable.

Enfin, on montre que C,, n’est pas 7,-sommet-enlevé-stable si n = 1 mod 3. donc on a

7(1(0"' - :];) = ,V%—‘ = 11;1 < % = ’)O:(O")? alors ’7(1(071) > 7(1(C7l - 'I"",)'

Pour 1/2 < a < 1. Par la Proposition 4.8, le cycle C;, est toujours un Vo -Sommet-

I

enlevé-critique. D’o0 on obtient le résultat. O
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Proposition 4.14. (1). Pour0 < a < 1/2, la chaine P, est Yo-sommet-enlevé-stable si
et seulement sin € {3,6} et n =2 mod 3 qvee n % 2.
(2). Pour 1/2 < o < 1, la chaine P, est +,,-sommet-enlevé-stable si et seulement si

nE {1,3,5%

Preuve. (1). Pour 0 < o < 1/2. Par la Proposition 2.3, on a ~ (Pn) = [2]. Siz est

e

une feuille alors par la Proposition 2.3, on obtient

YolPo =) =7, (Po_y) = [u] = [2-, sin =0,2 mod 3.

3 3

car si n = 0 mod3, on a v, (P, — x] = [”—3‘—1] = % = 7(Pa), sin = 2 mod3, on a
Yol —z) = [252] = 2 = 4 (P,). Supposons maintenant que = n’est pas une feuille.
Sin = 01mod3. Soit z le sommet de la cinquiéme position de P, qui n’est pas un sommet
support de P,, alors P, — z contient deux composantes £, et P,, tel que P, est une
chaine Py et P,, est une chaine d’ordre n — 5, par la Proposition 2.3, on obtient que
ValPr) = 2, et v, (Po_s) = [258] = 228 car ny = 1 mod 3, un calcul simple montre que
f "7"5] +2> ’— Zﬂ Donc v, (P, —z) > Yo(Pyn). Ainsi, P, n’est pas v,-sommet-enlevé-stable
sin = 0(mod 3) et n # 3,6.
Sin=2mod3. Soit = le sommet de P,. P, — z contient deux composantes P, et P,,.

On distingue deux cas : si n1 = 0 mod3 et ny, =1 mod 3, alors

ny Mg+ 2
’Y(\(PTL_,I:) :’)/a(Pnl)_f—’)/a('Pﬂ'?) = ?+ 3 )
un calcul simple montre que TRt 2 = 5,(B,). Sing =2 mod3 et n2 = 2 mod 3,
alors
ny+1  nyg+1
,yu(‘P” - "'1") = Vu(RH) T+ Al/a(P'lz) = 3 + 3 )

un calcul simple montre que mtl natl — ntl = 5 (P,). Ainsi, P, est Yo-Sommet-enlevé-
stable.

(2). Pour1/2 < a < 1, Par la Proposition 4.8, on sait que P, est v, -sommet-enlevé-
critique si n est pair. Supposons que n est impair, il est simple de voir que P, Ps et
By sont v ,-sommet-enlevé-stable. On Suppose que n. > 7 et on montre que P, n’est pas
Yo-sommet-enlevé-stable. Soit 2 le sommet de Ia, quatriéme position de P, qui n’est pas

un sommet support. Alors P, — z a deux composantes B, et P,,tel que Py, est une chaine
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P3 et P,, est une chaine d’ordre n — 4, par la Proposition 2.3, on obtient que v, (P3) =1,

b L Fh-u) = ”—;—” Donc % +1 % ou y,(P,) = % Ce qui implique que P, n’est

pas 7y.-sommet-enlevé-stable si n > 7. Par consequent P, est 4 -sommet-enlevé-stable si

et seulement sin € {1,3,5}. O
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CONCLUSION

Dans le cadre de ce meémoire, on s’est intéressé principalement & 1’étude du probléme de
la a-domination dans les graphes.

Dans les deux premiers chapitres, on a présenté certaines notions de base de la théorie
des graphes et quelques résultats connus qui ont une relation avec le paramétre de a-
domination.

Par la suite, on a énoncé notre contribution & savoir la détermination de bornes ou de
valeurs exactes du nombre de a-domination pour certains types de graphes. En premier
lieu, on a commencé par déterminer la valeur exacte des graphes tripartis complets, et on
a donné des valeurs exactes et des bornes supérieures du graphe du Roi K [s x #], puis on
a obtenu des résultats pour le cas des arbres.

En second lieu, on a déterminé le nombre de w-domination de certaines classes des
graphes, comme le graphe roue, le graphe soleil, le graphe éventail, le graphe milieu de
chaines, le graphe milieu de cycles, le graphe milieu d’ étoiles, le graphe milieu de soleils,
le graphe total de chaines, le graphe total de cycles, le graphe total d’étoiles, le graphe
adjoint de chaines, le graphe adjoint de cycles, le graphe adjoint d’étoiles, et le graphe
adjoint de soleils.

Par ailleurs, on a également etudié la notion de criticité par rapport au nombre de a-
domination, puis on a donné quelques résultats quand la suppression d’un sommet laisse
inchangé ce nombre (c-a-d quelques caractérisation de graphes simples 7,-sommet-enlevée-
stable comme I’étoile, étoile subdivisée, chaine et cycles).

Certaines questions abordées dans ce mémoire ne sont pas complétement résolues. On
recense ici celles qui d’aprés nous sont les plus intéressantes et peuvent faire l'objet de
travaux futurs.

- Améliorer les bornes de nombre de a-domination pour le graphe du Roi.

- Etudier le paramétre de a-domination powr les produits de graphes.

- Etude des graphes Vo -sSommet-enlevé-critique.

- Etude des graphes ~ -aréte-enlevé-stable.
I 1%
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