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Résumé

T s

Résumé

Dans ce mémoire, nous avons étudié les problémes du stable maximum (MIS) et stable de
poids maximum (MWIS). Aprés avoir donné les concepts de base de la théorie des graphes et
de la complexité, des définitions et motivations ainsi que des propriétés de ces deux
problémes ont été présenté. Un état de I'art de quelques cas polynomiaux est reporté. Comme
dans le cas général, ces problémes sont NP-difficiles, et par suite nous avons présenté des
algorithmes d'approximation et des bornes inférieures et supérieures pour leurs résolutions.

Abstract

In this memory, we have studied the problems of Maximum Independent Set (MIS) and
Maximum Weighted Independent Set (MWIS). After providing the basics of graph theory and
complexity, some definitions and motivations as well as properties of these problems have
been presented. A literature review of some polynomial cases is reported for both problems.
As in the general case these two problems are NP-hard, some approximation algorithms as
well as some lower and upper bounds are devised for the resolution of these problems.
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Introduction Générale

La théorie des graphes a connu un essor spectaculaire ces derniéres années, en partie due aux
importances entre les aspects théoriques et algorithmiques du domaine et les nouveaux enjeux
scientifiques. Les graphes jouent un réle prépondérant dans la recherche en sciences et
technologies de 'informatique, ainsi qu’en bio-informatique par exemple.

Le probléme du stable maximum ou (maximum independent set problem (MIS), en anglais),
est un probléme d'optimisation qui consiste, étant donné un graphe non orienté G=(V, E) a
trouver un stable de cardinal maximum. Autrement dit on cherche un sous-ensemble de
sommets du graphe, le plus grand possible, tel que les éléments de ce sous-ensemble ne soient
pas voisins.

Prenons I'exemple du graphe de la Figure 1. Celui-ci représente I'organisation d'un diner ou
les invités potentiels sont Adam, Mohamed, Réda, Mostapha, Omar et Ali. Les sommets sont
les invités potentiels. Mais Adam et Mohamed ne s'apprécient pas, Adam et Réda ne
s'apprécient pas, Mohamed et Mostapha ne s'apprécient pas, etc. Tl y a une aréte entre deux
personnes qui ne s'apprécient pas. L'objectif est d'inviter le maximum de personnes qui
s'apprécient mutuellement. Il s'agit donc de trouver un stable maximum dans ce graphe.

iVichamed Réda

Omar

e
i

Figure 1 — Exemple d’organisation d'un diner.

Dans la vie pratique, il existe des situations plus générales que le probléme du stable
maximum. Dans de tels cas, le graphe G est muni d'une pondération en associant a chaque
sommet v de G un entier w(v) appelé le poids de v. Le poids P(Y) d'un sous-ensemble Y de V
est alors égal a la somme des poids des sommets de Y.

Le probléme du stable maximum dans un graphe pondéré G , en anglais Maximum Weighted
Independent Set (MWIS) consiste a déterminer un stable de poids maximum dans G. Dans la
littérature, il existe aussi une piste de recherche, qui s’intéresse a la détermination des
nombres a(G) et @, (G), qui sont la cardinalité d’un stable maximum (pour MIS) et le poids
d’un stable de poids maximum (pour MWIS).
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Parfois, on a la chance de disposer d’algorithmes « efficaces » (¢’est-a- dire qui exécutent un
nombre d’instructions majoré par un polynéme en la taille du probléme, avant de se terminer)
pour résoudre un probléme donné. Par exemple, le probléme du couplage maximum peut étre
résolu en temps polynomial grice a I’algorithme d’Edmonds [17].

Mais trés souvent, et c’est le cas pour ies problémes MIS et MWIS, la difficulté vient
Justement de ce qu’un tel algorithme n’existe pas (ou du moins, la communauté s’accorde
désormais a penser qu’il ne peut exister). On parle de problémes NP-difficiles, et on se tourne
alors vers d’autres solutions, comme les algorithmes d’approximation.

Ce mémoire comporte cinque chapitres et est organisé comme suit. Dans le premier chapitre,
nous rappelons toutes les définitions de théorie des graphes nécessaires a une bonne
compréhension de la suite du mémoire, en particulier nous redonnons les notions d’ensemble
stable maximum, et certaines classes de graphes que nous rencontrerons souvent dans les
chapitres suivants. Le second chapitre est un bref apergu de la théorie de la complexité des
algorithmes en insistant sur les notions fondamentales des classes de problémes P et NP. Les
trois chapitres suivants concernent les problémes du stable maximum (MIS) et du stable de
poids maximum (MWIS), rapports de performance respectivement.

Comme nous I’avons mentionné ci-dessus, ces problémes ayant de trés nombreuses
applications pratiques, mais ils sont NP-difficiies en général. Pour cela, nous avons commencé
par donner un état de I’art pour ces problémes, ol nous avons cité quelques cas polynomiaux.
Dans les cas généraux, des méthodes d’approximations ainsi que des bornes inférieures et
supérieures des deux paramétres cités ont été proposées. La conclusion termine ce mémoire.
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graphes
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Chapitre 1: Notions de base en théorie des graphes

Théorie des graphes
1. Concepts de base

Premiéres Définitions

Intuitivement un graphe (graph) est un ensemble de points ou sommets (vertices) (que nous
supposerons toujours non vide et fini dans la suite) dont certaines paires sont reliées, formant
ainsi les extrémités (endpoints) d’une aréte (edge). Plus formellement :

Définition 1.1 Un graphe G est défini par 1a donnée de deux ensembles :

-V = {v1,v2, .., va} est ’ensemble des sommets de G

- E = {es, ez .., em} est ’ensemble d’arétes de G tel que chaque aréte est une paire de sommets
distincts de G. Le graphe G est alors noté G = (V,E).

Le nombre de sommets | V|, est généralement noté n, le nombre d’arétes est quant 2 lui noté
m.

Sie= {u, v}, u et v sont appelés extrémités de e. Deux sommets u et v sont dit adjacents s’il
existe une aréte ayant pour extrémités u et v. Nous disons également que deux arétes sont
adjacentes si elles possédent une extrémité commune.

Notons que la définition 1.1 laisse la possibilité pour une aréte d’avoir ses deux exirémités
identiques ; une telle aréte est appelée boucle (loop).

De plus, pour de nombreuses applications il peut étre utile d’avoir plusieurs arétes ayant
mémes extrémités ; on parle alors d’arétes multiples (multiple edges).

Un graphe ayant des arétes multiples est un multi-graphe (muiti-graph). Un graphe ne
contenant ni boucle ni arétes multiples est qualifié¢ de simple (simple graph).

Figure 1.1 — Un exemple de multi-graphe avec des arétes multiples (en vert) et une
boucle (en bleu).

Il est également courant de rencontrer des graphes pour lesquels on distingue I’extrémité
initiale de I’extrémité terminale des arétes, c’est-a- dire que 1’on ne considére plus des paires
mais des couples de sommets, on parle alors d’arcs (arcs) et non plus d’arétes. Un tel graphe
est qualifié d’orienté (directed graph ou digraph) (figure 1.2). Dans la suite, sauf mention
contraire explicite, tous les graphes que nous considérerons seront simples et non orientés.
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Figure 1.2 — Un exemple de graphe orienté.

De plus, il est courant d’attribuer un nom ou un numéro aux sommets d’un graphe. Un tel
procédé est appelé étiquetage (labeling). Ainsi, nous parlerons souvent «du sommet u » ou
«du sommet v » d’un graphe. Ceci nous autorise donc a parler de I’aréte { u, v} pour évoquer,
si elle existe, I’aréte ayant pour extrémités les sommets u et v, afin d’alléger les notations,
nous nous autoriserons méme a écrire plus simplement «I’aréte uvy.

Enfin, nous serons fréquemment amenés a considérer des graphes pondérés (weighted
graphs), c¢’est-a-dire muni d’une fonction de poids sur les sommets et/ou les arétes.

Voisinage et degré

Deux sommets v et w formant les extrémités d'une méme aréte sont dit adjacents (adjacent
vertices) ou voisins (neighbors), ce que 1’on note v~w (et v4w dans le cas contraire). On
définit alors le voisinage d’un sommet :

Définition 1.2

-Le voisinage (ouvert) ((open) neighborhood) d’un sommet v, noté N(v), est I’ensemble des
sommets qui lui sont adjacents.

- Le voisinage fermé (closed neighborhood) d’un sommet v, noté N[v], est égal 4 N(v) U {v}.
Un sommet n’ayant aucun voisin est qualifié d’isolé (isolated vertex). On définit également le
voisinage d’un ensemble de sommets :

Définition 1.3 Le voisinage (ouvert) d’un ensemble de sommets S, noté N(S), est I’ensemble
{x & S|3y € S,xy € E}.

Définition 1.4 Le degré (degree) d’un sommet v, noté d(v), est égal au nombre|N (v)|de ses
voisins.

Le plus petit degré d’un graphe G est noté¢ 6(G) et le plus grand degré est noté A(G), ils sont
respectivement égaux au degré d’un sommet ayant le moins et le plus de voisins, d; le degré
moyen de G.

Lemme 1.5 ((des poignées de mains) (hand-shaking lemma)) Dans un (pseudo) graphe,

Z d(v) =2m

veEV

Preuve : I suffit de constater que chaque aréte compte pour deux degrés (un pour chacune de
ses extrémités).

12



Chapitre 1: Notions de base en théorie des graphes

Connexité

Définition 1.6 Un graphe est connexe (connected) si pour toute paire de sommets il est
possible de passer de I"un a I’autre par une suite de sommets adjacents.

La connexité définit une relation d’équivalence sur I’ensemble des sommets, et chacune des
classes d’€quivalence est appelée composante connexe (connected component) du graphe.

Exemple 1.7
Soit le graphe (G) suivant

X
0
S 4 X 6
e
,-"/

Figure 1.3 — Exemple d’un graphe non connexe.

- I'ensemble {x1, X2, x3, x4} forme la 1°® composante connexe, on la note C.

- 'ensemble {xs, X6} forme la 2 composante connexe, on la note C,. On constate que les
sommets de C; n'ont pas relies avec les sommets de C,.

Autrement dit, un graphe est connexe si et seulement s’il ne contient qu’une seule composante
connexe. Intuitivement, le nombre de composantes connexes correspond au nombre de «
morceaux » du graphe quand on le dessine. Un résultat classique énonce que

Lemme 1.8 [49] Pour tout graphe G, G est connexe ou G est connexe.

Définition 1.9 Un sommet (resp. ensemble) d’articulation (cutvertex (resp. cutset)) est un
sommet (resp. ensemble de sommets) tel que sa suppression rend le graphe non connexe.

2. Représentations des graphes en machine

Matrice d’adjacence

Définition 1.10 La matrice d’adjacence (adjacency matrix) d'un graphe d’ordre n est la
matrice carrée A de taille n = n telle que a;; = 1 il existe une aréte entre les sommets i et j,
et a;; = 0 sinon.

Notons que la matrice d’un graphe non orienté est par conséquent symétrique. De plus, une
matrice d’adjacence dépend de la numérotation des sommets du graphe qu’elle représente.
Ainsi la notion de matrice d’adjacence n’a-t-elle de sens que pour un graphe étiqueté, et 1’on
patle alors bien de la matrice d’adjacence du graphe.

13
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123465
A 1/0 11 0 0
- s 21011 0

311 0 01
4o 1 0 01
. L s\0 01 1 0

Figure 1.4 — Un graphe (la maison) et sa matrice d’adjacence.

Matrice d’incidence

Définition 1.11 La matrice d’incidence (incidence matrix) d’un graphe d’ordre n est la
matrice B de taille n x m (m désignant comme vu plus haut le nombre d’arétes du graphe)
telle que

bij =1 si le sommet i est une extrémité de 1’aréte j, O sinon.

1-2 1-3 2-3 2-4 3-5 4-5

1 1 1 0 0 0 0
gl 1 0 1 1 0 0
3 0 1 1 0 1 0
4 0 0 0 1 0 1
5 0 ) 0 0 1 1

Figure 1.5 — La matrice d’incidence du graphe de la figure 1.

Listes d’adjacence

Définition 1.12 Une liste d’adjacence (adjacency list) est une structure de données dans
laquelle on associe a chaque sommet sa liste de voisins.

1—-2—=3
2—=-1—=3—=4
3+1—-+2=5
4 —+2-=5

54334
Figure 1.6 —Représentation par listes d’adjacence du graphe de la figure 1.
3. Graphes particuliers
Graphes complets.

Définition 1.13 Le graphe complet (complete graph) d’ordre n, noté Ky, est le graphe ou
chaque paire de sommets sont adjacents deux a deux.

14



Chapitre 1: Notions de base en théorie des graphes

Figure 1.7 Graphe complet d’ordre 5.

Graphes réguliers.

Définition 1.14 Un graphe est dit régulier (regular graph) si tous les sommets ont le méme
degré.
Si le degré commun est k, alors le graphe est dit k-régulier.

Graphes cubiques.

Définition 1.15 Un graphe cubique (cubic graph) est un terme équivalent de graphe 3-
régulier.

Figure 1.8 — Un exemple de graphe 3-régulier (cubique).

Graphes complémentaires.

Quand on recherche les propriétés d’un graphe, il est parfois plus simple d’étudier son
complémentaire :

Définition 1.16 Le complémentaire (complement) d’un graphe G = (V, E) est le graphe noté
G = (V,E) tel que uv € Egssiuv ¢ Eg

Clest-a-dire : L’ensemble des sommets de G est le méme que G. Une aréte appartient au

graphe complémentaire G sielle n’appartient pas au graphe initial G.
Définition : Si G=(V, E) et G’=(V, E') le graphe GUG’=(V, E U E’).

Conséquence 1.17 GU G = (V, EUE) estun graphe complet.
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Chapitre 1: Notions de base en théorie des graphes

Figure 1.9 Un graphe et son complémentaire.
Graphes adjoints.

Définition 1.18 Le graphe adjoint (line graph) d’un graphe G = (V,E) est le graphe noté
L(G) tel que:

-Vie=

- deux sommets de L(G) sont adjacents si et seulement si les arétes correspondantes dans G
sont adjacentes.

La figure 1.10 illustre cette construction. Par définition, tout graphe posséde un graphe
adjoint; mais un graphe n’est pas forcément le graphe adjoint d>un autre graphe. Considérons
par exemple le graphe de la figure 1.11, appelé griffe (claw) que nous rencontrerons souvent
par la suite. Appelons a le sommet central, b, ¢ et d les trois autres sommets, et essayons de
reconstruire un graphe G dont la griffe serait le graphe adjoint.

(a) Graphe G {b) On relie les sommets correspondant a des  (c) Graphe L{G)

arétes adjacentes

Figure 1.10 — Un graphe et la construction de son graphe adjoint.
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Figure 1.11 — La griffe.

Dans G, a est une aréte, dont les extrémités peuvent étre notées u et v. Comme a est adjacent
a b, on peut supposer que ces arétes ont pour extrémité commune u dansG, de méme a et ¢
ont une extrémité commune dans G, mais ce ne peut étre u puisquebet ¢ n’ont pas d’extrémité
commune, c’est donc v. On voit alors qu’il n’est pas possible que 1’aréte d soit adjacente a
I’aréte a sans étre adjacente ni a I’aréte b ni a I’aréte c. La griffe ne peut donc pas étre le
graphe adjoint d’un graphe.

En 1970, Beineke [1] a caractérisé les graphes adjoints, en donnant la liste compléte des
graphes minimaux qui ne sont pas des graphes adjoints, au nombre de neuf (et qui comprend
donc la griffe); autrement dit, tout graphe qui n’est pas le graphe adjoint d’un autre graphe
contient un de ces neuf graphes.

Figure 1-12 Graphes minimaux qui ne sont pas des graphes adjoints.

Il existe également un graphe qui peut étre le graphe adjoint de plusieurs graphes : c’est le
triangle (un graphe constitué de trois sommets adjacents deux a deux). Il est en effet facile de
vérifier que le triangle est a la fois le graphe adjoint de la griffe et son propre graphe adjoint.
Un résultat fondamental dit & Whitney en 1932 [2] affirme qu’il s’agit 1a d’une exception, et
que dans tous les autres cas, il est possible de reconstruire un graphe a partir de son graphe
adjoint.

Graphes bipartis.

Définition 1.19 Un graphe biparti G (bipartite graph) est un graphe dont on peut partitionner
I’ensemble des sommets en deux ensembles A et B non vides tels que toute aréte a une
extrémité dans A et I’autre dans B. Autrement dit de sorte que A et B sont des stables de G
(sous ensemble de sommets de G deux a deux non adjacents).

On note alors G = (4, B, E).
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Définition 1.20 Un graphe biparti complet est un graphe biparti G = (4, B, E) ou tout sommet
de A est adjacent a tout sommet de B. On le note K, oim = |A]|etn = |B|.

Définition 1.21 Un graphe biparti est dit bi-régulier si tous les sommets de A ont le méme
degré, et si tous les sommets de B ont le méme degré.

Figure 1.13 — Un exemple de graphe biparti complet (bi-régulier).
Graphes k-partis.

Définition 1.22 Un graphe G est appelé k-parti (k-partite graph) si I’ensemble de ses
sommets peut &tre partitionné en k stables V;, V5,..., V. . Les termes graphe biparti et triparti
sont utilisés pour décrire les graphes k -partis pour k égal 2 et 3, respectivement. Un graphe k
-partis est appelé complet si tout sommet v € V; est adjacent a tous les sommets de V; pour
toute paire i, tel que i # j. Le symbole Ky no . nx est utilisé pour décrire le graphe k-partis
complet, avec des tailles de partition égales a |V;| = n; pour i = 1,2, ...k.

Figure 1.14 — Un graphe k-parti.
Cycles et Chaines :

Définition 1.23 Le cycle (cycle) d’ordre n, noté Cn, est le graphe connexe dont tous les
sommets sont de degré 2.
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Figure 1.15 — Un exemple de cycle d’ordre 5.

Définition 1.24 La chaine (path) d’ordre n, noté P., est le graphe connexe dont tous les
sommets sont de degré 2, sauf les deux extrémités de la chaine qui sont de degré 1.

Figure 1.16 — Un exemple de chaine d’ordre 5.
La longueur d’un cycle ou d une chaine est le nombre d’arétes qu’il/elle contient.

Exemple 1.25
Le graphe ci-dessous contient entre autres les chalnes (vi,e1,v2,€2,V3,65,v5) et
(V4,€4,V3,€2,V2,€1,V1).

Figure 1.17 — Un graphe contenant des chaines

Une chaine est élémentaire si chacun de ses sommets y apparait une seule fois.

- Une chaine est simple si chacune de ses arétes y apparait au plus une seule fois.

- Une chaine dont les sommets de départ et de fin sont les méme est appelée chaine
fermée.
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- Une chaine fermée simple est appelée cycle.

Graphes partiels et sous-graphes [53].

Définition 1.26 Un graphe G’ = (V’, E") est un sous-graphe (subgraph) de G = (V,E) si V' €
V et E' € E, G est alors un sur-graphe (supergraph) de G'.

1

\\ / _/

ﬁ_»-—-/

Graphe G Sous-graphe G’
Figure 1.18 — Un graphe et un sous-graphe

Définition 1.27 Un sous-graphe couvrant (ou parfois graphe partiel) (spanning subgraph) de
G = (V,E) et un sous-graphe G’ = (V,E") (¢’est-a-dire qu’on peut I’obtenir a partir de G en
supprimant uniquement des arétes.

Graphe G Graphe partiel G"

Figure 1.19 — Un graphe et un graphe partiel.

Définition 1.28 Le sous-graphe de ¢ = (V,E) induit par V' € V (induced subgraph), noté
G[V'], est le sous-graphe ayant pour ensemble de sommets V', et pour ensemble d’arétes
toutes les arétes ayant leurs deux extrémités dans V.

Graphe G Sous-graphe induit G[V']

Figure 1.20 — Un graphe et un sous-graphe induit.
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Quelques sous-graphes souvent utiles [53].

Quelques sous-graphes, graphes partiels et sous-graphes induits sont souvent recherchés dans
un graphe pour trouver une solution a un probléme.

Cliques.

Définition 1.29 Une clique (clique) d’un graphe G = (V, E) est un sous ensemble de sommets
deux a deux adjacents (parfois c’est le sous graphe induit complet)

b
a
/A
/ T; d &
s\ e —
o ¢ 0 N
s \ /
N/ \_
| © ©
\ T f
i\ -
e o~
Graphe G. Une cligue dans G. Une clique maximum dans G.

Figure 1.21 — Exemples de cliques.
Application 1.30

Nous nous sommes interrogés plus haut sur ’organmisation d™une soirée ou toutes les
personnes sont amies sur un réseau social. Le probléme en termes de graphe consiste a
chercher un sous-graphe induit complet de cardinalité maximum. Un sous-graphe induit
complet est appelé une clique, 1’objet cherché ici est une clique maximum. La Figure 1.21
montre une clique et une clique maximum de G.

A Pinverse, on peut chercher dans ce méme réseau social, un ensemble de personnes qui ne
sont pas amies. Ce sous ensemble s’appelle un stable.

On peut alors chercher le plus grand nombre de personnes que 1’on peut rassembler et qui ne
sont pas amies. On parle alors du stable maximum ou stable de cardinalité maximum. La
Figure 1.22 montre un stable et un stable maximum de G.

[
YN
P
yan
L>]
-

\ g
i
1 // 6
e ®
e e
Graphe G Un stable dans G. Un stable maximum dans G.

Figure 1.22 — Exemples de stables.

Ainsi une clique dans un graphe est un stable dans son complémentaire et inversement.

II est facile de voir qu’un ensemble maximum est aussi maximal, mais un ensemble maximal
n’est pas nécessairement maximum.
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Un stable maximal Un stable maximum

Figure 1.23 — Différence entre un stable maximal et un stable maximum.

Le cardinal d’un plus grand stable est le nombre de stabilité de G, on le note a(G), et celui
d’une clique maximum est notée w(G). Naturellement, on a a(G) = w(G).

Déterminer un stable maximum ou une clique maximum dans un graphe arbitraire n’est pas
du tout trivial. Nous reviendrons plus longuement sur ces problémes au chapitre 3.

Couplages.

Définition 1.31 Un couplage (matching) d’un graphe G = (V, E) est un sous-graphe composé
d’arétes deux a deux non adjacentes.

La encore, il est possible de chercher dans un graphe un couplage maximum, c’est a dire celui
contenant le plus grand nombre d’arétes. Si le graphe obtenu est un graphe partiel, i.e.
couvrant tous les sommets, le couplage est dit parfait. La Figure 1.24 montre un couplage et
un couplage parfait de G.

Définition 1.32 Un couplage parfait (perfect matching) d’un graphe G = (V, E) est un graphe
partiel composé¢ d’arétes deux a deux non adjacentes.

b

/q\‘\ a b b
/‘/ \ R ®? / a a
L™ 4 | @ @/ Q
degr_
q<,"\ \-73\ c - \\ /,/6 "\
\ \\\\ 9/\ d \
\ oA L
\\ ’,.»’?‘e f b c:
. o i p P
g
e
Graphe G. Un couplage dans G. Un couplage parfait dans G.

Figure 1.24 — Exemples de couplages.
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Graphes k-dégénéré.
Définition 1.33 Un graphe est k-dégénéré (k-degenerate graph), si tout sous-graphe de G

possede un sommet de degré inférieur ou égal a k, et la dégénérescence d’un graphe est le
plus petit k tel qu’il est k-dégénéré.

Graphes eulériens.

Définition 1.34 On appelle cycle eulérien d’un graphe G un cycle passant une et une seule
fois par chacune des arétes de G.

Définition 1.35 Un graphe est dit eulérien s’il posséde un cycle eulérien.

Définition 1.36 On appelle chaine eulérienne d’un graphe G une chaine passant une et une
seule fois par chacune des arétes de G.

Définition 1.37 Un graphe ne possédant que des chaines eulériennes est semi-eulérien. Plus
simplement, on peut dire qu’un graphe est eulérien (ou semi-eulérien) s’il est possible de
dessiner le graphe sans lever le crayon et sans passer deux fois sur la méme aréte.

Graphes hamiltoniens

Définition 1.38 On appelle cycle hamiltonien dun graphe G un cycle passant une et une seule
fois par chacun des sommets de G. Un graphe est dit hamiltonien s’il posséde un cycle
hamiltonien.

Définition 1.39 On appelle chaine hamiltonienne d’un graphe G une chaine passant une et
une seule fois par chacun des sommets de G.

Définition 1.40 Un graphe ne possédant que des chaines hamiltoniennes est semi-
hamiltonien.

Contrairement aux graphes eulériens, il n’existe pas de caractérisation simple des graphes
(semi-hamiltoniens). On peut énoncer quelques propriétés et conditions suffisantes :

— Un graphe connexe est eulerien si et seulement si tous ses sommets sont de degré pair.

— Un graphe possédant un sommet de degré 1 ne peut pas étre hamiltonien.

— Un sommet dans un graphe est de degré 2, alors les deux arétes incidentes a ce sommet
doivent faire partie du cycle hamiltonien.

— les graphes complets K, sont hamiltoniens.

Graphes planaires [S7].

Définition 1.41 On dit qu'un graphe est planaire (planar graph) si on peut le dessiner dans le
plan de sorte que ses arétes ne se croisent pas.

Graphes série-paralléles.

Définition 1.42 Un graphe G=(X, U) est dit série-paralléle (S-P) s’il ne contient pas de sous-
graphe partiel homéomorphe a K.
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(Un homéomorphe a K4 est obtenu par subdivision des arétes de la clique a 4 sommets (Ka).
Voir Fig. 1.25.1).

. N
//\\ \é/\’f_ﬁ\*

Figure 1.25 — Exemples de graphe série-paralléle.

Un exemple de graphe série-paralléle est donné par la Fig. 1.25.2. Ils peuvent étre utilisés
pour modéliser des circuits électriques en série et en paralléle.

Propriété 1.43 Un graphe S-P posséde un sommet de degré <2.

Propriété 1.44 Un graphe S-P est planaire (et son dual planaire est S-P).
Propriété 1.45 Un graphe S-P est trois coloriable.

Propriété 1.46 Les graphes S-P vérifiant la conjecture forte des graphes parfaits.

4. Coloration d’un graphe

Définition 1.47 Etant donné un graphe G = (V, E), une coloration des sommets de G est une
application f: V — C, ot C désigne I’ensemble des couleurs.

II est toujours possible de colorer un graphe « proprement » ; il suffit d’attribuer une couleur
différente a chaque sommet. Mais cette solution n’est clairement pas a privilégier, dans la
mesure ou pour la majorité des problémes les couleurs symbolisent des ressources que 1’on
cherche justement a économiser. Ainsi, le probléme de la coloration d un graphe consiste-t-il
a déterminer le nombre minimum de couleurs pour le colorer :

Probléme de Ia coloration de graphe (Vertex Coloring)

Instance : Un graphe G = (V,E)

Question : Déterminer une coloration de G utilisant un nombre minimum de couleurs

Ce nombre est appelé nombre chromatique (chromatic number) de G, et est noté y(G) .
Définition 1.48

- Un graphe est k-colorable s’1l est possible de le colorer avec k couleurs.

- Un graphe est k-chromatique si son nombre chromatique est égal a k.

Pour terminer ce paragraphe, notons que les sommets d’une méme couleur étant deux a deux
non adjacents, ils forment un stable. Autrement dit :

Proposition 1.49 Un graphe est k-colorable si et seulement s’il est possible de partitionner
son ensemble de sommets en k stables.

On en déduit qu'un graphe est biparti si et seulement s’il est 2- colorable.
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S. Quelques classes de graphes

Nous présentons ici rapidement quelques classes de graphes particuliéres qui occupent une
place majeure en théorie des graphes et que nous rencontrerons souvent par la suite, avec
leurs propriétés et les liens entre elles.

Graphes bipartis, arbres et foréts

Nous avons déja mentionné les graphes bipartis, définis comme étant les graphes dont
I’ensemble de sommets peut étre partitionné en deux stables (ou, de fagon équivalente, les
graphes 2-colorables). Il est intéressant de noter que les graphes bipartis peuvent également
étre caractérisés comme suit :

Proposition 1.50 Un graphe est biparti si et seulement s’il ne contient aucun cycle de
longueur impaire. -

Définitions 1.51

- Une forét (forest) est un graphe sans cycles.

- Un arbre (tree) est un graphe connexe sans cycles.

Autrement dit, une forét est un ensemble d’arbres. De plus, puisqu’une forét ne contient aucun

cycle, elle ne contient a fortiori aucun cycle impair; par conséquent, toute forét (et donc tout
arbre) est un graphe biparti.

Graphes parfaits [57].

Définition 1.52 Un graphe parfait (perfect graph) G est un graphe vérifiant
¥(H) = w(H) pour tout sous-graphe induit H de G.

En 1972, Lovasz a démontré la conjecture faible des graphes parfaits : le complémentaire
d’un graphe parfait est parfait. Dans son étude des graphes parfaits, Berge a été amené a
définir une classe de graphes qui porte désormais son nom :

Définition 1.53

- Un trou (hole) est un cycle de longueur au moins 4.
- Un anti-trou (anti-hole) est le complémentaire d’un trou.

- Un graphe de Berge (Berge graph) est un graphe sans trou impair ni anti-trou impair.

Berge avait conjecturé que la classe des graphes parfaits coincide avec la classe des graphes
de Berge : c’était la fameuse conjecture forte des graphes parfaits, démontrée en 2002 :
Théoréme 1.54 (Chudnovsky, Robertson, Seymour et Thomas (2002) [3]) Un graphe est
parfait si et seulement s’1l est de Berge.

Proposition 1.55 Les graphes bipartis sont parfaits.
Théoréme des graphes parfaits : G est parfait < G est parfait.

Graphes cordaux (triangulés) [57].
Définition 1.56 Un graphe est cordal ou triangulé (chordal graph) s’il ne contient pas de trous.
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Autrement dit, dans un graphe cordal tout cycle de longueur au moins 4 contient une corde
(une aréte joignant deux sommets non consécutifs du cycle), i.e. les seuls cycles induits sont
des triangles.

Proposition 1.57 Les graphes cordaux sont parfaits.

Graphes scindés.

Définition 1.58 Un graphe scindé (split graph) est un graphe dont I’ensemble des sommets
peut tre partitionné en deux sous-ensembles, dont I’un est un stable et 1’autre est une clique.
Graphes d’intervalles [57].

Définition 1.59 Un graphe d’intervalles (interval graph) est le graphe d’intersection d’un
ensemble d’intervalles de la droite réelle, i.e. chaque sommet représente un intervalle et une
aréte relie deux sommets lorsque les intervalles correspondants s’intersectent.

La figure suivante montre un graphe d’intervalles.

Proposition 1.60 Un graphe est d’intervalles si et seulement s’il est possible d’ordonner
toutes ses cliques maximales M1, M »,..., M x de sorte que pour tout sommet v € (Mi N My)
(i<k),veMVi<j<k.

Plusieurs algorithmes efficaces ont été proposés pour reconnaitre les graphes d’intervalles
[4], [5]. Enfin, notons que :

Proposition 1.61 Les graphes d’intervalles sont cordaux, et donc parfaits.

Figure 1.26 — Un graphe d’intervalles.

Graphes de comparabilité [57].

Définition 1.62 Un graphe est de comparabilité si on peut orienter ses arétes de fagon
transitive, ¢’est-a-dire de telle sorte que s’il existe un arc de i vers j et un arc de j vers k, alors
il existe également un arc de i vers k.

Théoréme 1.63 Les graphes de comparabilité sont parfaits.
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Graphes de permutation [S7].

Définition 1.64 Un graphe G est de permutation s’il existe une permutation 7 des sommets
telle que x est adjacent a y dans G si et seulement si x<y et 7 (y)<7 (x) ou y<x et 7 (X)<7

).

Propriété 1.6S Les graphes de permutation sont de comparabilité.

Théoréme 1.66 Un graphe G est de permutation si et seulement si G et G sont de
comparabilité.

Exemple 1.67 Considérons 7 tel que 7 (1)=3, m (2)=2, m (3)=4, w (4)=6, @ (5)=1 et m (6)=5.
Le graphe de permutation associé a 7 est :

] 2
& 5
1! .
& o &

3 4 3

Figure 1.27 — Un graphe de permutation.

Et la figure géométrique dont G est le graphe d’intersection des segments est :

Figure 1.28 — Un graphe d’intersection des segments.

Propriété 1.68 Un graphe d’intervalles est le graphe complémentaire d’un graphe de
comparabilité.

Théorémel.69 Un graphe G est d’intervalles si et seulement si G est de comparabilité et G ne
contient aucun C4 comme sous-graphe induit. (Un Cj4 est un cycle de longueur 4 sans corde,
¢’est-a-dire un carré).

Conclusion du chapitre 1 :

Dans ces quelques pages, nous avons rappelé les notions de base de la théorie des graphes
Nous disposons a présent de tous les outils nécessaires pour aborder sereinement les prochains
chapitres ; en particulier, les chapitres suivants traitent en profondeur des problémes au cceur
de ce mémoire : les probleémes du stable maximum et du stable de poids maximum.
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Théorie de la complexité

La théorie de la complexité est une branche des mathématiques et de I’informatique ayant
pour cadre I’étude de la difficulté intrinséque des problémes algorithmiques, et qui vise a
classer ces problémes en fonction de cette difficulté. Ici, les mots «complexitéy et «difficulté»
ne se rapportent pas a la mise au point d’un algorithme de résolution, ou aux concepts avancés
auxquels il peut faire appel (comme une structure de données élaborée), mais plutét a la
quantité de ressources a utiliser pour résoudre le probléme.

1. Concepts de base
Définition 2.1

- Un probléeme est une question générale possédant des parameétres dont la valeur n’est
pas connue.

- Une instance d’un probléme est obtenue en affectant une valeur a chacun de ses
parametres.

- La taille d'une instance désigne généralement la quantité de cases mémoires
nécessaires pour décrire les paramétres.

Exemple 2.2 Le probléme du voyageur de commerce (ou TSP pour Traveling salesman
problem) consiste, étant donné un ensemble de villes séparées par des distances connues, a
trouver le plus court chemin qui relie toutes les villes, en ne passant qu’une seule fois par
chaque ville. Une instance du TSP est donc un ensemble de n points (représentant les villes)
définis chacun par un couple de coordonnées et la taille de cette instance est 2n + 1 (il faut
une case mémoire pour chaque coordonnée des n points et une autre pour stocker 1’entier n).

Parmi les problémes qui nous intéressent, il existe généralement deux grands types de
problémes :

Problémes de décision et d’optimisation :
Probléme de décision :
Définition 2.3 Un probléme de décision est un probléme auquel la réponse est oui ou non.

I est représenté génériquement par une instance (données) et par une question.

Exemple 2.4 Partition

Donnée : Un ensemble A de n nombres ai, as, ..., an.
Question : Existe-t-il un sous ensemble I1 = {1, 2,..., n}=I tel que :Y;c;1 i =Dieny1 -

Probléme d’optimisation :

Définition 2.5 Un probléme d’optimisation consiste & déterminer la meilleure solution parmi
toutes les solutions réalisables.

Définition 2.6 Un probiéme d’optimisation combinatoire (POC en abrégé) est défini par la
donnée d’un ensemble fini D de solutions réalisables et une fonction objectif f: D — R ou on
cherche un élément xo€ D tel que f'(x0) = minf (x).
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Ce probléme s’appelle un probléme de minimisation et est noté {M;nef ](Jx)
Le probléme consistant a chercher un élément maximum au lieu d’un élément minimum est
de méme nature puisque Max f(x) = —Min(—f(x)).
Exemple 2.7

Probléme de voyageur de commerce : Etant donné un graphe aves des poids associés aux
arétes. Déterminer un cycle fermé qui passe exactement une fois par chaque sommet du
graphe de fagon a minimiser le poids total des arétes.

Notation «grand O»

La notation grand O, dite aussi symbole de Landau, décrit le comportement asymptotique
d’une fonction, exprimé a l’aide d’une autre fonction généralement plus simple. Plus
formellement, nous dirons que :

Définition 2.8 (Notation grand 0) f(n) = 0(g(n)) («f(n) est en grand O de g(n) ») quand
n — oo si et seulement si IM > 0, o€ R tels que Vn = no, |f(n)| < M| g(n) |.

Exemple 2.9 Soit f(n) = 6n*—2n°+5. Choisissons no= 1. Alors pour tout n = n,

On a |6n*—2n*+5| < 6n* +|2n’°| + 5
< 6n*+|2n*| + 5n*= 13n*= 13|n*
Ainsi, en prenant M = 13, on a f(n) = 0(n?).

Autrement dit, 4 un facteur constant prés, f(n) ne croit pas plus rapidement que n”.
11 est facile de voir quun polynéme P(n) de degré k est toujours en O (n").

Complexité des algorithmes :

Un algorithme qui résout un probléme prend en entrée une instance I dite une entrée du
probléme. D’autre part pour implémenter cet algorithme sur un ordinateur, cette mstance est
codée sous forme de chaines binaires 0,1 (codage binaire). La longueur de cette chaine définit
la taille de I’entrée |/|, notée n.

La complexité d’un algorithme est une fonction 7 (n) égale au nombre maximum d’opérations
¢lémentaires requises par 1’exécution de 1’algorithme sur une entrée de taille n (on considere
donc le pire des cas possible).

L’efficacité d’un algorithme pour un probléme se caractérise par sa complexité :

On dira qu’un algorithme est polynomial ou efficace si sa complexité est en O(n*) pour une
certaine constante k.

En revanche, un algorithme dont la complexité ne peut pas étre bornée polynomialement est
qualifié d’exponentiel, par exemple des algorithmes de complexité en O(2") et en O(n!).
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Complexité des problémes :

La classification usuelle des problemes se fait en considérant leurs complexités. Celle-ci
correspond a la complexité de 1’algorithme le plus efficace pour résoudre ce probléme. A
cause des difficultés rencontrés, la théorie de la complexité ne traite fondamentalement que
les problémes de décision, car leur formalisme Oui-Non, Vrai-Faux a permis de les étudier
avec les outils de la logique mathématique. Cependant on étend la notion de la complexité aux
problemes d’optimisation. En effet il est facile de transformer un probléme d’optimisation en
un probléme de décision. Par exemple chercher a optimiser une certaine valeur v revient a
traiter un probléme de décision qui consiste & comparer v 4 une certaine k, puis en générant
un certain nombre de valeurs k, on peut déterminer la valeur optimale (exemple par
Iutilisation de 1’algorithme de dichotomie).

Classes de complexité P et NP :
La classe P (polynomial)

Un probléme de décision est dit dans la classe P (polynomial) si, pour chacune de ses
instances, dont la taille est notée n, il existe un réel positif k tel qu’il peut étre résolu par un
algorithme de complexité temporelle O0(n*), c’est-d-dire qu’il peut &tre décidé en temps
polynomial.

Les problémes de la classe P sont dits faciles. Ce sont ceux que I’on sait résoudre
efficacement.

La classe NP (Nondeterministic polynomial)

Elle regroupe tous les problémes de décision qui peuvent étre résolus en temps polynomial
par des algorithmes non déterministes. Un algorithme est dit non déterministe s’il comporte
des instructions de choix. Pour ces algorithmes, si & chaque instruction, le bon choix est
effectué, le temps de calcul est polynomial. Si au contraire tous les choix sont énumérés
I’algorithme devient déterministe et son temps de calcul devient exponentiel. De fagon
informelle, un probléme de décision appartient a la classe NP si on peut vérifier en un temps
polynomial, qu’une solution proposée (ou devinée) permet d’affirmer que la réponse est
‘oul’.

Remarquel Naturellement, si on peut résoudre un probléme avec un algorithme polynomial,
on peut aussi vérifier en temps polynomial que la solution fournie est bien une solution ; par
conséquent P cNP.

2. Réduction polynomiale :

On dit qu’un probléme de décision (D) se réduit polynomialement 4 un probléme de décision
(D) s’il existe une application fqui transforme chaque instance I de (D) en une instance I’ de
(D" telle que :

— f est polynomiale ¢’est a dire la construction de I’ est polynomiale par rapport 4 la taille I.

—La réponse est oui pour / si et seulement si la réponse est oui pour I'.
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Si un probléme (D) se réduit polynomialement a un probléme (D") on note D <, D'".
On dit aussi que (D) n’est pas plus difficile que (D").

Par exemple, le probléme consistant a élever un nombre au carré se réduit au probléme plus
général de multiplication de deux nombres (ici, aucune transformation n’est nécessaire).

Une réduction est polynomiale lorsque le processus de transformation peut se faire en temps
polynomial.

Exemple 2.10 HC <p TSP On doit montrer que le probléme de décision de cycle hamiltonien
(HC) se réduit polynomialement a un probleme de décision de PVC (TSP).

-Soit I une instance du probleme HC c’est-a-dire : un graphe G= (V, E), Construisons une

mstance I’ du probléme TSP comme suit : G’= (V, E’) est le graphe complet de G tel que :

1sie€E
d(e)—{2 sie € E'\E ,un seul k=n .

- Il est claire que la construction de I’ set polynomiale par rapport a la taille de I.

- montrons que la réponse par rapport a HC est oui pour I < la réponse par rapport a TSP est
oui pour I’.

C.-a-d. on doit montrer que si 3 un cycle hamiltonien dans G < 3 un tour T dans G’ de
longueur (T)< n ou (T) =) eer d(e) ;

=) Supposons qu’il 3 un cycle hamiltonien C dans G donc C est un tour qu’on note T dans
G I(TFn<n

Inversement : si 3 un tour T dans G’ tel que I(T) < n = touts les aréte du tour sont dans E
sinon I(T) serai> n.

Propriété 2.11 La réduction polynomiale est une relation transitoire

SiDi1<pD2etD2<,D3=>D1<,D3

3. Classe NP-Complet :

La classe NP-Complet est composée des problémes les plus difficiles de NP, On dit qu’un
probléme est NP-Complet si sa résolution en temps polynomial entrainerait la résolution en
temps polynomial de tout probléme de NP.

Un probléme de décision D est dit NP-Complet s’il vérifie les deux conditions suivantes :
— D appartient a la classe NP,

— Tous les problémes de 1a classe NP se réduisent polynomialement a D.

La classe des problémes de décision NP peut étre partitionnée en 3 sous classe : les problémes
de la classe P, les probléemes NP-complet et les autres, voir la figure 1.26
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@ NP -Complet

Figure 2.1 — Géographie de la classe NP

Remarque2 : Tout probleme d’optimisation combinatoire dont le probléme de décision
associé est NP-Complet est dit NP-difficile. Le probléme du stable maximum est NP-difficile

Le premier probléme qui a été prouvé NP-Complet par S.A.Cook en 1970, est le probléme de
satisfiabilité ( SAT).

Le probléme SAT :

- xiest une variable booléenne (qui vaut vrai ou faux)

- X est sanégation

- Xxjet X; sont des littéraux.

Une clause une disjonction de littéraux, par exemple x1 V x2 V x3

Une forme normale conjonctive est une conjonction de clauses, par exemple C1 A Cz A
CsACy

1

Définition 2.13 Etant donnée une formule ¢ sous forme normale conjonctive (CNF), existe-t-
il un assignement des variables booléennes (vrai ou faux) tel que ¢ soit vrai (¢ est satisfiable)?

Preuve de NP-Complétude :

Pour montrer qu’un probléme de décision (D) est NP-complet on procéde en 3 étapes:
Etape 1: montrer que le probléme (D) € NP.

Etape 2 : choisir un probléme (D’) € NP connu pour étre NP-complet

Etape 3: montrer que (D") se réduit polynomialement a (D).

Conjecture fondamentale P + NP

On a vu dans la remarque 1 que P € NP, mais on ne sait pas si P est égale ou non a NP. S’il
s’avérait que P = NP, alors on pourrait résoudre tous les problémes de la classe NP en un
temps polynomial. Or, les problémes NP-Complets sont trés fréquents et pour aucun d’entre
eux on aréussi a trouver un algorithme polynomial le résolvant.

La communauté scientifique pense que P # NP, mais ce n’est pas prouvé et que cette
conjecture reste un probléme ouvert depuis 1971.

Quelques probléme NP-Complets de base :

Nous citons six probléme NP-Complets dont la NP-Complétude n’a pu étre démontrée que
grice au probléme de satisfiabilité.
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3-SAT (3-satisfiabilité): Etant donné un ensemble U de variables et une collection ¢ de k
clauses sur U, contenant chacune 3 variables. Existe-t-il une affectation en “vrai’ et “faux’ des
variables telle que toutes les clauses prennent la valeur ‘vrai’ ?

Recouvrement minimum (Vertex Cover): Etant donné un graphe G = (V, E)et un entier k.

Existe-t-il X € V tel que |X| < k et toute aréte de G a au moins une de ses extrémités dans X
?

Cycle Hamiltonien (Hamiltonian Cycle) : Etant donné un graphe G = (V, E). Existe-t-il un
cycle hamiltonien dans G (c’est-a-dire un cycle passant une et une seule fois par tous les
sommets de G) ?

Clique maximum : Etant donné un graphe G = (V, E) et un entier k. Existe-t-il X C V tel
que |X| = k et tous les sommets de X sont deux a deux adjacents?

PVC (TSP) : Etant donné un graphe G = (V, E) et d est une fonction définie sur I’ensemble
des arétes e et e — d(e) € N ,d(e) s’appelle la distance entre les extrémités de e. Existe-t-il
un tour (parcours fermé) de longueur inférieur ou égale a k?

Stable (Independent Set) : Etant donné un graphe G = (V ,E) et k € N*. Existe-t-il un
stable S dans G de taille (e nombre de sommets) k ?

SAT
3-SAT \
Cvele Hamiltonien Recouvrement
PVC Clique
Stable

Figure 2.2 —Enchainement des preuves de la NP-Complétude.
Théoréme2.14 [52] 3-SAT <p Independent set.

Démonstration [52]: Soit ¢ une instance de 3-SAT. On construit une instance (G, k) de
Independent set tel que (G, k) a un independent set de taille k si et seulement si ¢ est
satisfiable.

On construit avec 3 sommets pour chaque clause, chacun d’eux représentant un littéral de la
clause. On relit par des arcs ces trois sommets. On relit aussi chaque littéral avec sa négation
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Xy b N

Figure 2.3 —Le graphe associe a ’instance ¢ de 3-SAT.

p=xi1VRVXs))AZ Ve V) A(x VE2Vxs3)

Lemme 2.15 [S2] Le graphe G contient un independent set de taille k égal au nombre de
clauses de ¢ si et seulement si ¢ est satisfiable.

Démonstration [52]: Soit S un independent set de G de taille k. Alors S a un sommet dans
chaque triangle. On met ce sommet a vrai. Cet assignement est correct et chaque clause est
vrai. Donc ¢ est vrai.

Réciproquement, on part d’un assignment des variables booléennes qui rend ¢ vrai. On choisit
un littéral vrai dans chaque triangle. C’est un independent set pour G.
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1. Probléme du stable maximum.

Le probléeme du stable maximum consiste a déterminer un stable de cardinalité¢ maximale dans
un graphe. Ce probléme est un probleme classique d’optimisation combinatoire, ayant de trés
nombreuses applications pratiques (il intervient par exemple en vision par ordinateur, en
biologie moléculaire, on encore dans des problématiques d’ordonnancement).

Dans ce chapitre, nous commengons par rappeler les deux formes du probléme (décision et
optimisation), et nous redonnons la démonstration de sa NP-difficulté ; nous exposerons
également un certain nombre de problémes connexes.

2 Enoncé et applications.

Nous rappelons qu’un stable dans un graphe est un ensemble de sommets deux a deux non
adjacents.

Il est tres facile de trouver un ensemble stable § dans un graphe G : il suffit de choisir
arbitrairement un premier sommet v que 1’on ajoute a S, de supprimer dans G v ainsi que tous
ses voisins et de recommencer sur le sous-graphe ainsi obtenu.

En exécutant cet algorithme glouton (dont on montre facilement qu’il s’exécute en
temps 0 (max(m, n)), jusqu’a ce que le graphe ne contienne plus de sommets, on obtient un
stable maximal, c’est-a-dire qui n’est contenu dans aucun autre ensembie stable :

Algorithmel: Stable maximal [49]
Entré: Un graphe G=(V, E)
Sortie : Un stable maximal dans G

Début
I# 0;i=0 ; Gi=G;
Tant que V(G;) # © faire

Choisir un sommet vi de Gi

I =1u {vi};
Gi+1:= Gi[V (Gi) - Ngi[vil] ;
1:=1t+1;
fin Tant que ;
Sortie I ;
Fin.

Dans I'algorithme 1 si on choisit v; de Gi de degré minimum on obtient 1’algorithme MIN.
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Algorithme MIN [22]

Entré :  Un graphe G=(V, E)
Sortie : Un stable maximal dans G

Début
I# 0;i=0; Gi=G;
Tant que V(Gi) # O faire

Choisir un sommet v; de G; de degré minimum;

I =1u {vi};
Git1:=Gi[V (Gi) - Ng;[vill ;
1:=1t+1;

fin Tant que ;
Sortie I ;
Fin.

Exemple d’application de I’algorithme MIN :

2
O 3
1
O 4
5
O 6

G

Figure 3.1 — Le Graphe G d’application de 1’algorithme MIN.
Iteration 0: I=0 ; I =0; Go=G;
V(Go)= V(G) # 9 ; d(3)=1 est un sommet de degré minimum.

I={3}; G =Go[V (Go) - Ngo[31]
1 :
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i=0+1=1;
Iteration 1: V(G1) # 0 ;d (1)=1;1= {3, 1}; Go= G1 [V (G1) - Ng4[1]].

© a

O 6

G2
i=1+1=2;
Iteration 2: V (G2) # @ ; d (6)=d (4) =0, 1= {3, 1,6, 4}; Gs= G2 [V (Ga) - Ngz[4]- N, [6]].
Iteration 3: V (G3)= 0; I=V (Gi) = {3, 1,6, 4}.

Figure 3.2 — Stable maximal dans G obtenu par I’algorithme MIN.

Algorithme2: Stable maximal [22]
Entré :  Un graphe G=(V, E)
Sortie : Un stable maximal dans G

Début
I# 0;i=0 : G=G ;

Tant que E(Gi) # 0 faire

Choisir un sommet v; de Gi ;

I:=Tu{vi};
Gin:=Gi[V(G) - {vi}];
1:=1tl;

fin Tant que ;
I:=V(Gi);
Sortie I ;
Fin.
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Dans I’algorithme 2 si on choisit vi de Gi de degré maximum on obtient I’algorithme MAX.

Algorithme MAX [22]

Entré : Un graphe G=(V, E)
Sortie : Un stable maximal dans G

Début
I# 6;i=0 ; G=G ;

Tant que E(G;) # @ faire

Choisir un sommet v; de G; de degré maximum;

L=Tu{vi};
Git1 == Gi[V (Gi) - {vi}];
1:=1t+1;

fin Tant que ;
I1=V(Gi);
Sortie I ;
Fin.

Exemple d’application de I’algorithme MAX :

Figure 3.3 — Le Graphe G d’application de I’algorithme MAX.
Itération 0: E(Go)=E(G)# 0.
d (5)=4 est un sommet de degré maximum, on le choisit

[:={5}; Gi=G [v (Go) - {5}].
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¢, O 4
1 ©

i=0+1=1; 6
Iteration 1: E (G1) # @ ; d 2) =2 ; Go= G1[V(G1)-{2} I.

O s

E 9 Gz4

i=1+1=2;

Iteration 2: E (G2)=0 . 6
L=V (G)={1,3,4,6}.

O

Figure 3.4 — Stable maximal dans G obtenu par I’algorithme MAX.

Puisque I’on sait calculer facilement un stable, une question vient assez naturellement : étant
donnés un graphe G et un entier positif k, peut-on déterminer si G contient un stable de
cardinalité au moins k?

Comme nous 1’avons vu au chapitre précédent, il s’agit 1a d’un probléme de décision, auquel
la réponse est soit «oui» soit «nony.

Le probléme d’optimisation correspondant, qui consiste a trouver dans un graphe un stable de
cardinalité maximum, est appelé probleme du stable maximum (Maximum Independent Set
Problem), que nous abrégerons souvent par «MIS» [17] [18] dans la suite :

Probléme du stable maximum (MIS) (Maximum Independent Set)

Instance : Un graphe G = (V,E)
Objectif : Déterminer un stable maximum de G

Rappelons que Ia cardinalité d’un stable maximum de G est notée a(G).
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S= {3, 4, 6, 7} Stable de cardinalité maximuma (G) = 4.
Figure 3.5- Exemple d’un stable maximum.
3. Exemples.
Exemple 1: Soit le graphe suivant :

Figure 3.6- Exemple de la détermination du nombre a(G).
Il ya C§ = 10 cas possibles (sous-ensembles d’ordre 3).

Les sous-ensembles d’ordre 3 contenant ab :{a, b, ¢} {a, b, d} {a, b, e}ceux ne sont pas des
stables car {a, b}est une aréte

Les sous-ensembles d’ordre 3 contenant a, ¢ : {a, ¢, d} {a, c, €} ceux ne sont pas des stables
car {a, c}est une aréte

Les sous-ensembles d’ordre 3 contenant b, d : {b, d, e} {b, d, ¢} ceux ne sont pas des stables
car {b, d} est une aréte

Les sous-ensembles d’ordre 3 contenant d, e : {d, e, a} {d, e, ¢} ceux ne sont pas des stables
car {d, e} est une aréte

Les sous-ensembles d’ordre 3 contenant b, ¢ : {b, ¢, e} n’est pas stable car {b, ¢} est une aréte
= a(G) = 2.

Certains auteurs définissent MIS sous une forme plus faible, comme le probléme consistant a
calculer seulement a(G). Bien que les deux problémes soient de méme difficulté, nous
préférons la formulation donnée ci-dessus, porteuse de plus d’informations.
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Ce probléme a de nombreuses applications pratiques [15] : il intervient en théorie de
I'information, en vision par ordinateur, dans I’allocation des registres d’un processeur, en
biologie moléculaire, dans I’attribution des fréquences radio ou encore dans les problémes de
planification.

Plus généralement, le probléme du stable maximum apparait dés que I’on cherche 3 utiliser au
mieux un ensemble de ressources sans créer de conflit entre elles.

Exemple et application 2: [49]

Un responsable d'une agence de tourisme se rend pour une semaine dans un centre de
vacances proposant diverses activités de loisir et sportives. Afin de satisfaire I’ensemble de la
clientéle, certaines activités ont lieu en méme temps, et il n’est donc pas possible de participer
a toutes. Soucieux de rentabiliser son séjour, le responsable désire participer 4 un maximum
d’activités.

La théorie des graphes est un excellent moyen de modéliser cette situation : on associe a
chaque activit¢ le sommet d’un graphe, et on relie deux sommets si les activités
correspondantes sont « incompatibles », ¢’est-a-dire s’il est impossible de participer aux deux,
pour des contraintes d’horaires. Il est alors facile de voir qu’un ensemble activités
«compatibles » constitue un stable. Ainsi, le probléme d’un responsable se raméne a la
recherche d’un stable maximum dans un graphe.

4. Formulation (PLNE) du probléme de stable maximum MIS [56]:

- Une variable v; € {0, 1} pour tout sommet i, indiquant si i est choisi (=1) ou non (=0).
- Une contrainte v; + v; < 1 pour toute aréte { i, j}.
- On maximise la somme des v;.

a(G) = Max (i vi)

=1
vi+ij1V{i,j}€E

v; €{0,1},i ={1,2,..,n}.
Exemple [55] :

Figure 3.7- Exemple du MIS dans la (PLNE).
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5
a(G) = Max(ZvL) = (v + v, +v3+ vy +vg)
i=1

v+ =1

13+, <1

v+, <1

Wt <1

vV trvs <1

v; €{0,1},i ={1,2,...,5}.

S. Problémes connexes [49].

Il existe un certain nombre de problémes d’optimisation étroitement liés au probleme du
stable maximum :

5.1 Le probléme de la clique maximum :
1l s’agit ici de déterminer une clique de plus grande taille dans un graphe G :

Probléme de la clique maximum (Maximum Clique)
Instance : Un graphe G = (V,E)
Objectif : Déterminer une clique maximum de G

Evidemment, comme une clique dans un graphe G est un stable dans son complémentaire G et
réciproquement, ce probléme revient a chercher un stable maximum dans G.

Rappelons que la cardinalité d’une clique maximum de G est notée w(G), et qu’on a donc
a(G) = w(6).

Figure 3.8- Exemple de a(G) = w(G).
Exemple :

Soit le graphe G quelconque suivant :
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Figure 3.9- la cardinalité d’une clique maximum dans le graphe complémentaire G.

Soit G le graphe complémentaire de G

Figure 3.10- le graphe complémentaire G de G.

On ne peut pas trouver une clique d’ordre 5 contenant le sommet r car d(r)=2 dans G .

Le sous graphe G \{r}=G[X \ {r}]
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Figure 3.11- le graphe G \ {r}.
Clique d’ordre 5 contenant le sommet a: ?A

1* possibilité : Le sommet a avec les sommets g, b, e, h ¢a ne donne pas une clique car g et h
ne sont pas adjacents.

En continuant le méme argument, on montrera que le graphe G ne contient pas de cliques
d’ordre 5. Donc le graphe G ne contient pas de stable d’ordre 5 et par conséquent
a(6) = o(G) = 4.

5.2 Le probléme du dominant stable minimum :

Un (ensemble) dominant (dominating set) est un sous-ensemble D € V tel que tout sommet
de V'\ D ait au moins un voisin dans D. Par exemple, V est un dominant (trivial) ; aussi le
probléme consiste-t-il 4 déterminer un plus petit dominant dans un graphe :

Probléme du dominant minimum (Minimum Dominating Set)
Instance : Un graphe G = (V, E)
Objectif : Déterminer un dominant minimum de G

On désigne par ¥(G) la taille d’'un dominant minimum, appelée nombre de domination
(domination number) de G. Le lien avec le probléme du stable maximum est illustré par les
propositions suivantes :

Proposition [49]: Un stable S est maximal si et seulement s’il est dominant.

Démonstration : Soit S un stable.

= Si S n’est pas dominant, il existe un sommet v qui n’a aucun voisin dans S; donc S U {v}
est un stable, et S n’est donc pas maximal.

< S1 .5 n’est pas maximal, il existe un sommet v tel que S U {v} est stable ; donc v n’a aucun
voisin dans S, et S n’est donc pas dominant.
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Par conséquent, tout stable maximal est aussi dominant. On peut méme montrer que :

Proposition [49]: Tout stable maximal est un dominant minimal.

Démonstration : Soit S un stable maximal. D’aprés la proposition précédente, S est un
ensemble dominant. Supposons qu’il ne soit pas dominant minimal ; il existe donc V € S tel
que S \ {v} est également dominant. En particulier, v est dominé par S \ {v}, donc adjacent a
un sommet de S \ {v}, ce qui contredit I’hypotheése que S est stable. Par conséquent, S est
bien dominant minimal.

Bien entendu, la réciproque n’est pas vraie puisqu’un dominant n’est pas forcément stable
(par exemple, dans un P4, les deux sommets centraux constituent un dominant minimal mais
pas un stable).

O
On note a présent i(G) la cardinalité minimum d’un stable maximal. D’aprés ce qui précéde,
ona:
Proposition [49]: Pour tout graphe G, y(G) <i(G) < o(G).
Ainsi, alors que le probléme du stable maximum consiste a déterminer le plus grand des
stables maximaux, le probleme du dominant stable minimum consiste a trouver le plus petit

(ce qui explique qu’il soit aussi connu dans la littérature comme Minimum Maximal
Independent Set), que nous noterons MIDS (ou MWIDS dans sa version pondérée) :

Probléme du dominant stable minimum (Minimum Independent Dominating Set)
Instance : Un graphe G =(V, E)
Objectif : Déterminer un dominant stable minimum de G

Pour plus de précisions sur la domination dans les graphes, on pourra se reporter a [6] et [7].

5.3 Le probléme du transversal minimum :

Un transversal (vertex cover) est un ensemble de sommets contenant au moins une extrémité
de chaque aréte. Une nouvelle fois, V est un exemple trivial de transversal.

Le probléme consistant a trouver un transversal minimum est un probléme d’optimisation
classique, apparaissant dans les 21 problémes de Karp [8] :

Probléme du transversal minimum (Vertex Cover)
Instance : Un graphe G=(V, E)
Objectif : Déterminer un transversal minimum de G

On désigne par 1(G) la cardinalité d’un transversal minimum de G.
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Figure 3.12 Exemple de transversal de cardinalit¢ minimum ©(G)= 3.

Par définition, si T € V est un transversal, V\T est un stable, et réciproquement. On en déduit
immédiatement la relation suivante :

Théoréme : (Gallai (1959) [9]) Pour tout graphe G d’ordre n, o(G) + 7(G) =n.

Ainsl, si ’on est en mesure de déterminer un transversal minimum de G, on obtient
simultanément un stable maximum de ce graphe.

Figure 3.13- Exemple d’un transversal minimum et un stable maximum dans G.

5.4 Le probléme du couplage maximum [54] :

Un couplage (matching) est un ensemble d’arétes deux a deux non adjacentes ; autrement dit,
un couplage est aux arétes d’un graphe ce qu’un stable est aux sommets.

Le probléme consiste a trouver un couplage maximum :

Probléme du couplage maximum (Maximum Matching)
Instance : Un graphe G =(V, E)
Objectif : Déterminer un couplage maximum de G

Les sommets incidents a une aréte du couplage sont dits saturés, et les autres insaturés.
Un couplage est parfait (perfectmatching) si tous les sommets sont saturés.
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On note généralement v(G) la taille d’un couplage maximum de G.

Par definition du graphe adjoint L(G), un couplage dans G est un stable dans L(G), et on a
donc I’égalité suivante :

v(G) = a (L(G)).

o

e L(G)
Figure 3.14 Exemple d’un couplage dans G est un stable dans L(G).

De plus, comme un sommet ne peut couvrir plus d’une aréte d’un couplage, on a la relation
de dualité faible suivante : 1(G) > v(G).

T (G) =4=v(G)=3

Figure 3.15- Exemple de 1(G) > v(G).

Cette inégalité peut étre stricte (il suffit de considérer le triangle K3), mais Konig [10] a
démontré en 1931 qu’on a toujours I’égalité quand on considére des graphes bipartis. Ce
classique résultat min-max, fut généralisé indépendamment la méme année par Egervary [11]
aux graphes spondérés, si bien qu’il est désormais d’usage de ’appeler théoréme de Konig-
Egervary :
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Théoréme : (Konig (1931), Egervéary (1931)) [51] Pour tout graphe biparti, la cardinalité d’un
couplage maximuin est égale a la cardinalité d’un transversal (couverture) minimum :

v(G) =1(G).

Figure 3.16 Couplage et Couverture dans un graphe biparti.

Théoreme : (Frobenius (1917) [12]) Un graphe biparti G = (V, E) a un couplage parfait si et

. s . i
seulement si tout transversal est de cardinalité au moins -2-|V|.

Théoréme : (Hall (1935)) Un graphe biparti G = (V,E), o0 V=S U T (et |S| = |T|), a un
couplage parfait si et seulement si [X| < [N(X)| pour tout X € S.

6. Complexité.

Revenons a présent a notre question initiale : peut-on calculer efficacement un stable
maximum dans un graphe ?

Un algorithme simple, puisqu’un stable maximum est aussi maximal, consiste a énumérer
tous les stables maximaux du graphe et a en retenir un qui soit de cardinalité maximum. Le
probléme est qu’on est alors confronté a un phénomeéne d’explosion combinatoire, car un
graphe peut avoir un nombre exponentiel (en fonction de son ordre) de stables maximaux :
Moon et Moser [13] ont en effet montré qu un graphe d’ordre n peut contenir jusqu’a 3™3
cliques maximales, et par conséquent (en passant au complémentaire), quun graphe d’ordre n
peut contenir jusqu’a 3> stables maximaux.

Théoréme : (Karp (1972) [8]) Le probléme du stable maximum est NP- difficile.

Démonstration : Pour montrer que MIS est NP-difficile, il suffit de prouver que le probléme
de décision associ¢ est NP-complet. Un moyen simple d’y parvenir est d’effectuer une
réduction a partir du probléme 3-SAT : on associe a chaque littéral de la formule booléenne
un sommet d’un graphe (en le dupliquant éventuellement autant de fois qu’il apparait dans
ladite formule) et on relie ensuite entre deux sommets s’ils correspondent respectivement a
un littéral et a sa négation, ou s’ils apparaissent dans la méme clause. Par exemple, la figure
3.16 donne le graphe associé a la formule ¢ = (x1V %2 V ¥3) A (X1VX2VX4)
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Figure 3.17- Le graphe associé a la formule ¢.

Le graphe ainsi construit contient un ensemble stable de taille au moins k (k étant le nombre
de clauses) si et seulement si la formule booléenne est satisfaisable. En effet

& Si ’on connait une affectation de valeurs aux variables telle que la formule est vraie, on
chosit dans chaque clause un littéral rendu vrai par cette affectation (et on peut le faire,
puisque la formule est vraie).

L’ensemble constitué des sommets correspondants dans le graphe est bien stable (puisqu’il ne
contient qu’un sommet de chaque clause et qu’aucune affectation ne rend vrais a la fois un
littéral et sa négation) et est de taille k car la formule contient k clauses.

= réciproquement, supposons que nous ayons un stable S de taille k ou plus. Pour les raisons
que 1’on vient d’évoquer, il ne peut contenir deux sommets correspondant a des littéraux
opposés ou appartenant a une méme clause, et comme la formule contient k clauses, chaque
clause doit contenir un littéral correspondant 4 un sommet de S. Par conséquent, en donnant la
valeur vraie aux littéraux correspondants aux sommets de S, la formule est satisfaite.

Il est facile de voir que cette réduction peut étre effectuée en temps polynomial. Par
conséquent, le probléme du stable maximum est NP- difficile.

O

Corollaire : Les problemes de la clique maximum, du stable de poids maximum, du dominant
stable minimum et du transversal minimum sont eux aussi NP-difficiles.

7. Etat de P’art sur le nombre de stabilité
7.1 Cas particuliers pour le nombre de stabilité o (G) [50]

Le probleme du stable maximum est NP-complet dans le cas général. Par contre si on se
restreint a certaines classes de graphes, on connait des algorithmes polynomiaux permettant
de le résoudre.
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Graphes complets[S0]

Théoréme : Pour le graphe complet K,, ,On a :
a(K)=1

Exemple : Soit le graphe complet Ks suivant :

2 A 57§
'3 R 3 X\
/ - ¥
i F N\
/ 1 A / L8 \
./ - hY . A Y
7 - S "
‘\\ \‘-\\ fl \‘-. - ~
'\ & / N > /"
N . A s g
\\‘ "\:‘( A \,,/ /
-‘\'4 .‘,;- ™ £
B '\'\ /
\, S
= ~
4 ¥ =y

Figure 3.18- Graphe complet Ke.

Par définition, les sommets d’un graphe complet sont tous voisins deux a deux. La cardinalité
des ensembles stables maximums possibles ne dépassera donc pas 1.

Pour ce graphe les différents ensembles stables maximums seront donc : {1}, {2}, {3}, {4},
{5}, {6}.
Il est donc aussi trivial de trouver les ensembles stables maximums sur une clique, celle-ci
étant par définition un sous-graphe complet.
Graphes bipartis complet [50]:
Théoréme : Soit K, , un graphe biparti complet, on a :

a(Kpyn) = max(m,n).

Un graphe G est biparti s’il existe une partition de V(G) en deux classes Vi et V- telle que
toute aréte relie un sommet de V; a un sommet de V.

Dans ce cas, Vi1 et V2 sont deux ensembles stables. Pour obtenir I’ensemble stable maximum,
il suffit alors de prendre 1’ensemble stable ayant la cardinalité maximum.

Exemple :

Soit G=(V, E) le graphe biparti complet suivant :
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A " . & (
\ #
by
?‘ o /,, \\

Figure 3.19- Graphe biparti complet K3, .
Ce graphe étant biparti, on en déduit les 2 ensembles stables suivants V1= {a, b, ¢} | V1 |=3
et Vo= {d, e} |V2 |=2.
L’ensemble stable maximum est donc celui dont la cardinalité est maximum soit V.

Les graphes k-partis [S0]:

Théoréme : Soit K,,; o, un graphe k-partite, on a :

a’(Knl.nZ,...,nk) = max(nl, Ny, e,y nk)-

7.2 Quelques exemples de classes MIS-faciles (polynomiaux) [49]:

Malgré la NP-difficulté du probléme dans le cas général et dans les cas évoqués ci-dessus, il
existe de nombreuses classes de graphes pour lesquelles on sait trouver un stable maximum de
maniére exacte en temps polynomial.

7.2.1 Graphes bipartis

Les résultats montrent que dans un graphe biparti, le probléme du stable maximum se raméne
a celui du couplage maximum, puisqu’on a alors

v(G)+ a(G)=n.

L’obtention d’un couplage dans un biparti a été¢ décrite par Konig dans la démonstration du
théoréme de Konig-Egervary et repose sur le concept de chaine augmentant, introduit 40 ans
plus t6t par Petersen :

Définition : (Chaine augmentante) Etant donné un couplage M d’un graphe G = (V, E),
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- une chaine M-alternée (alternatingpath) est une chaine (non nécessairement induite) dont les
arétes appartiennent alternativement & M et a E\M

- une chaine M-augmentante (augmentingpath) est une chaine alternée dont les extrémités
sont M-insaturées.

Lemme : (Petersen (1891), Konig (1931), Berge (1957), Norman et Rabin (1959) [16]) Un
couplage est maximum si et seulement s’il n’existe aucune chaine augmentante.

Principe des algorithmes efficaces:

* Construction de couplages successifs

* BEtape i — M;

Rechercher I'ensemble le plus grand possible (t) de chaines augmentantes de longueur
minimale et sommets-disjointes : 1y, Uy, ..., ;.

Mi+1=MiA p A U A A g .

Algorithme glouton du couplage maximum dans un graphe biparti [10]:

(In G=(X, Y, A) biparti; Out M: couplage maximum):

Début
Déterminer un couplage maximal M ;
Si X ou Y saturé alors FIN: M est maximum.
Tant que Non FIN faire
marquer + tout sommet de X insaturé ;
Tant que marquage possible et pas de chaine augmentante trouvée faire
- marquer +x tout sommet de Y reli¢ a un sommet x déja marqué par une aréte insaturée;
- marquer -y tout sommet de X relié¢ a un sommet y déja marqué par une aréte saturée;
- si on a marqué un sommet y* de Y non saturé, alors on a trouvé une chaine augmentante.
S1 pas de chaine augmentante trouvée alors FIN: M est maximum
Sinon soit | une chaine augmentante.
M := couplage obtenu par un transfert dans M le long de p.
Effacer tous les marquages.
Fin si ;
Fin.

Déroulement de I’algorithme : soit le graphe G suivant :

a
f
b
g
& X
/ h
d
i
e
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Figure 3.20- M; couplage maximal dans G.

M1 = la,f,b,g,d,i] Chaine augmentante, M= MiAg;= (MiU py)\ (Minpy) couplage
maximum,

‘1 \
\f

b =

g
é e

h
d

i
=

i

Figure 3.21- M; couplage maximum dans G.

Théoréme :

Dans un graphe biparti, on peut calculer un stable maximum en temps 0 (vnm).

Corollaire (Konig)[49] : Tout graphe k-régulier biparti admet k couplages parfaits disjoints.

7.2.2 Graphes adjoints.

Il est facile de déterminer un couplage maximum dans un graphe biparti. On va maintenant
montrer comment trouver en temps polynomial un couplage maximum dans un graphe
quelconque.

Ceci 1mplique I’existence d’un algorithme polynomial pour le probléme du stable maximum
dans la classe des graphes adjoints ; en effet, comme nous I’avons vu précédemment, un
stable dans un graphe adjoint L(G) correspond a un couplage dans le graphe original G.

En appliquant I’algorithme d’Edmonds au graphe G, on obtient simultanément un stable
maximum de L(G).

Notation :

Soit G= (V, E) un graphe et soit W un sous-ensemble de sommets. On notera G/W le graphe
contracté ayant pour ensemble de sommets V-W+ {w} (on remplace W par un sommet w) et
ou deux sommets x et y sont reliés par une aréte si w#x, y et il existait une aréte entre x et y
dans G, ou si x=w et y était relié a au moins un sommet de W dans G.

6(G) le plus petit nombre de cliques nécessaires pour recouvrir les sommets de G.

Propriété :

Soit W I’ensemble des sommets d’un cycle élémentaire impair dans G= (V, E), soit C un
couplage dans G/W. Si w est insaturé dans C alors posons C*=C; sinon, soit C* le couplage
de G obtenu a partir de C" en remplacant 1’aréte incidente 3 w par une aréte incidente a un
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sommet de W. Il existe alors un couplage maximum C" dans G [W] tel que C=C*UCW est un
couplage dans G.

Définition:
Soit G = (V, E) un graphe, soit C un couplage dans G et soit x un sommet insaturé. Un arbre
alterné de racine x par rapport a un couplage C, est un sous-graphe partiel T = (V’, E”)
connexe sans cycle de G tel que.

- x est le seul sommet insaturé de I’arbre

- Pour tout y dans T, Punique chaine reliant x a y est une chaine alternée

- Pour tout sommet pendant y, I'unique aréte incidente a y fait partie de C.
Si le nombre d’arétes reliant x & un sommet y de T est pair, on dira que y est pair, sinon y est
impair.
Remarque : dans un arbre alterné, le degré de chaque sommet impair est 2.

On va maintenant construire un arbre alterné. Nous noterons VP*' les sommets pairs de cet
arbre. Au début, la construction de I’arbre se fera sur G. Mais aprés un certain nombre
d’étapes, la construction pourra se poursuivre sur un graphe G’ obtenu a partir de G a la suite
de contractions sur divers cycles élémentaires impairs. Nous noterons Ly, 1’unique chaine de
I’arbre alterné reliant y a z.

Algorithme de construction d’un arbre alterné ou détection d’une chaine augmentante
dans G :

1) V? :=VPar .= {x}: B’ :=@; G’ :=G; Considérer chaque sommet de G comme non marqus;

2) S’1l existe un sommet yE VP et un sommet z insaturé non marqué tel que z est relié a y
dans G’, Alors STOP : en rajoutant 1’aréte [y, z] a Lxy, on obtient une chaine alternée
augmentante.

3) S’il existe un sommet yEVPAT et un sommet z saturé non marqué tel que z est relié a y dans
G’, Alors soit [z, w] I’aréte du couplage incidente a z : poser V> :=V°U {z,w}; VPait= VPair y
{w}, B’ =E’U{{y, z},{z, w}}, marquer z et w et aller & 2)

4) S’il existe deux sommets y et z EVPAT tel que y est relié & z dans G’ alors considérons
I’ensemble W des sommets du cycle élémentaire impair Ly, U {[y, z]}. Soit r le sommet ot les
chaines Lxy et Lx se rejoignent : on dira que W est une orbite de racine r.

Soit T =(V’, E’U {[y, z]}) : poser T:=T/W, G*:=G’/W, mettre le sommet remplacant W dans
VP et aller 4 2)

5) STOP.

Algorithme de recherche d’un couplage maximum dans un graphe G quelconque

1) Choisir un couplage initial C.

2) S’il y a moins de deux sommets insaturés, alors STOP : le couplage C est maximum

Sinon, soit x un sommet insaturé : construire un arbre alterné de racine x

3) Si I’algorithme de construction d’un arbre alterné détecte une chaine augmentante dans G’,
alors poser C’ égal au couplage obtenu par transfert le long de cette chaine augmentante,
reconstituer le couplage correspondant dans G en décontractant les cycles impairs, poser C
€gal a ce nouveau couplage et retourner a 2)
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4) Sinon supprimer de G tous les sommets marqués. Et retourner a 2)

A I’étape 3, lorsqu’il s’agit de reconstituer un couplage dans G a partir d’un couplage C’ dans
G’, on s’y prend comme suit. Soit W une orbite de racine r qui a été transformée en un
sommet w. Soit CV I’ensemble des arétes de C qui sont dans G [W]. Le couplage CV sature
tous les sommets de G [W] sauf la racine 1. Si C’ ne passe pas par w alors on peut
décontracter le cycle et rajouter CV¥ a C’. Sinon, C’ contient une aréte [z, w]. Si en
décontractant le cycle, le sommet z est relié a r, alors on peut remplacer [z, w] par [z, 1] et
rajouter CV a C’. Sinon, on peut remplacer [z, w] par une aréte [z, y] ot y est un voisin de z
dans W, et on effectue un transfert de CV le long de I’unique chaine paire qui méne de y a r
dans G[W] (en d’autres termes, on remplace le couplage maximum C¥ dans G[W] par un
couplage maximum laissant y insaturé au lieu de r). Les différents cas cités ci-dessus sont
illustrés ci-dessous.

Dans G avant Dans G aprés
DansG' adaptation adaptation
\)' b 4
'S O H e
T z T -
@
W Pl & R .
v e . @ I i Y

Figure 3.22- Couplage maximum dans un graphe G quelconque.

Théoréme [49] : Dans un graphe adjoint, on peut trouver un stable de cardinalit¢ maximum
en temps 0 (vnm).

7.2.3 Graphes sans griffe

En 1980, Minty [23] et Sbihi [24,25] ont, indépendamment, montré que 1’on peut calculer un
stable maximum en temps polynomial dans la classe des graphes sans griffe.

L’ algorithme de Sbihi (de complexité O(n?)) est une extension de la technique de contraction
des blossoms utilisée dans I’algorithme d’Edmonds pour trouver un couplage maximum;
I’algorithme de Minty réduit le probléme a celui du couplage maximum dans un graphe
auxiliaire appelé graphe d’Edmonds (I’un pouvant étre obtenu a partir de ’autre en temps
polynomial). Dans les deux cas, le principe consiste a déterminer des chalnes augmentantes de
sommets, une idée qui sera par la suite étendue au concept de graphe augmentant.

Théoréme : Dans un graphe sans griffe, on peut trouver un stable de cardinalit¢ maximum en
temps 0(n?).
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7.2.4 Graphes parfaits

De nombreuses autres classes, historiquement trés étudiées, disposent d’algorithmes
polynomiaux, voire linéaires, permettant de résoudre le probléme du stable maximum :

- les graphes cordaux (triangulés) (qui contiennent notamment les graphes a seuil
(threshold graphs), introduits par Chvatal et Hammer [26,27]) : un algorithme pour
MIS a été donné par Gavril [28].

- les graphes de comparabilité (comparability graphs) (qui contiennent les bipartis, les
graphes de permutation, les cographes (graphes sans Ps) et également les graphes a
seuil) (voir par exemple [29]).

- les graphes de co-comparabilité (complémentaires des graphes de comparabilité, et qui
contiennent les graphes d’intervalles et les cographes) [30].

Tous ces graphes sont des cas particuliers de graphes parfaits, évoqués au chapitre 1. En 1975,
Chvatal [31] a décrit le polytope des stables des graphes parfaits. Puis, en 1981, Grétchel,
Lovasz et Schrijver [32, 33] ont montré les conséquences en optimisation combinatoire de la
méthode de Dellipsoide. En particulier, ils ont introduit un algorithme qui résout en temps
polynomial le probléme de séparation associé au polytope des stables, ce qui a pour
conséquence immeédiate le théoréme suivant :

Théoréme : Dans un graphe parfait, on peut trouver un stable de cardinalité maximum en
temps polynomial.

Déterminations des stables maximums dans les graphes d'intervalle :

- Un ensemble stable (ou stable) dans un graphe d’intervalle peut donc étre vu comme
un ensemble d’intervalles deux a deux disjoints

Donc chercher un stable maximum dans un tel graphe = choisir un ensemble de cardinalité
maximum d’intervalles deux a deux disjoints.

=
=}

e
o

Figure 3.23- Stable de cardinale 2 dans GL.
- Dans cet exemple, {C, G} = stable de cardinal 2, et {A, E, F}, {B, D, G} = deux
stables maximums
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Figure 3.25- Stable maximum {B, D, G} dans GI.
Dans le cas général, comment déterminer un stable maximum dans de tels graphes ?

Partie 1: Dualité en PL et matrices totalement unimodulaires :
Totale unimodularité

Définition: une matrice a valeurs réelles est dite totalement unimodulaire (TU) s1 et
seulement si le déterminant de toute sous-matrice carrée qui en est extraite vaut 0, 1 ou -1.

Propriétél : toute sous-matrice d’une matrice TU est TU, et en particulier tout élément d'une.
matrice TU vaut 0, 1 ou -1 (sous- matrice carrée extraite ayant une ligne et une colonne)

Propriété2: si une matrice est TU, alors la juxtaposition de cette matrice avec la matrice
identité est aussi une matrice TU.

Propriété3: une matrice est TU s et seulement s1 sa transposée 1’est.

Caractérisation de Ghouila-Houri: une matrice est TU ssi tout sous- ensemble de colonnes
peut étre partitionné en deux parties telles que, sur chaque ligne, les sommes des éléments sur
chacune de ces deux parties different d'au plus 1.

Corollaire de la Propriété 3: ce théoréme est aussi vrai en échangeant «colonne» et «ligne».

Conséquence de la totale unimodularité
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Propriétéd: si un PL a une matrice des contraintes TU et des seconds membres entiers, alors
toute solution de base de ce PL est entiére (et, en particulier, toute solution de base optimale
I’est).

Corollaire de la Propriété 4:

Résoudre un PLNE ayant une matrice des contraintes TU et des seconds membres entiers est
équivalent a résoudre sa relaxation continue (= un PL), et les valeurs optimales sont les
meémes.

Partie 2: Totale umimodularité et algorithmes combinatoires: les approches primales-duales :
Formuler le probléme du stable maximum dans les graphes d'intervalle
Bonne formulation pour ce probléme ?
Formulation «classique» pour le stable maximum :
- Une variable 0-1 x; pour tout sommet (ou intervalle) i, indiquant si i est choisi (=1) ou
non (=0).
- Une contrainte x;+xj<l pour toute aréte (i, j).
- On maximise la somme des Xi.

Mais la matrice des contraintes de cette formulation n’est pas toujours TU (exemple du cycle
a 3 sommets, comme ABC).

Formulation «alternative» pour le stable maximum :

- Notons [di, fi] =i intervalle, et ¢j = j*" plus petit élément de I’union des ensembles
{d;, fi}.

- Découpage de I’horizon de temps en 2n-1 fenétres (ou moins), chacune associée a la
période [e;, &j+1] pour un j.

- Mémes variables.

En revanche, il y a désormais une contrainte par fenétre.

é1 éz éa éd és e S ©3 B ew-en e::z é13.e14
Figure 3.26- Découpage de I’horizon de temps en 2n-1 fenétres de GI.

Propriétés de cette formulation

- Tout intervalle contient des fenétres consécutives.
- Sur chaque colonne, les «1» sont donc consécutifs.
- Propriété des 1 consécutifs — matrice d’intervalle Or, toute matrice d’intervalle est TU
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- Le probléme est donc polynomial par la PL.
- Le probléme dual entier consiste a choisir un nombre minimum de fenétres
intersectant tous les intervalles.

Algorithme primal-dual pour le probléme du stable maximum dans les graphes
d'intervalle :

Faire mieux que la PL ?

- En réalité, dans ce cas, on peut méme concevoir un algorithme combinatoire glouton
(rapide) pour ce probléme

- On va en fait décrire une paire d'algorithmes gloutons (les deux peuvent étre
implémentés en O(n), o n=nombre d'intervalles)

- Ces algorithmes construisent une solution «primale» et une solution «duale» en se
basant sur les relations d’exclusion du 2™ PL et de son dual

- On appelle ces approches «primales-dualesy, et ¢’est une méthode de conception
d’algorithmes particulierement utile

Pseudo-code de 1'algo.glouton pour le stable max. dans un GI :

- Calculer une représentation par intervalles du GI

- Trier et numéroter les intervalles par ordre croissant de leurs dates de fin

- Intervalle courant := premier intervalle

- Tant que non STOP faire

- Sélectionner l'intervalle courant

- S'il n'existe plus d'intervalle ayant une intersection vide avec les intervalles déja
sélectionnés, alors STOP

- Sinon, intervalle courant ;= premier intervalle n'ayant aucune intersection avec les
intervalles déja sélectionnés

Dans ce premier algorithme, les numéros des intervalles sélectionnés au cours de 1’exécution
sont donc croissants

Pseudo-code de 1'algorithme glouton pour le PL dual :

- Exécuter 'algorithme précédent (a la fin de ce dernier, une fenétre est dite «active» si
elle est contenue dans I'un des intervalles sélectionnés)

- Pour chaque intervalle sélectionné par 1’algorithme précédent

- Sélectionner la fenétre la plus a droite contenue dans cet intervalle

Exemple de déroulement de I’algorithme primal-dual :

Solutions renvoyées par 1’algorithme sur I’exemple :
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Figure 3.30- sélectionnaient le troisiéme intervalle courant.
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Figure 3.31- Intervalle courant A.

D’ou le stable maximum est {B, E, F}.

Figure 3.32- Stable maximum dans un GL

Bilan sur les approches primales-duales

- Les propriétés d'une bonne formulation peuvent parfois permettre d’établir la
polynomialité du probléme étudié.

- Souvent, cela n’est qu’une premiére étape dans la résolution pratique du probléme, et
signifie en fait qu’il existe un algorithme combinatoire efficace pour résoudre ce
probléme sans passer par la PL.

- Un algorithme primal-dual est un bon candidat dans ce cas-1a, puisque ses «choix»
sont guidés par les conditions des écarts complémentaires (relations d’exclusion) du
PL associé.

- Dans certains cas, cela ne marche pas si bien :

- Stables de poids maximum dans un graphe d’intervalle (dans notre exemple, si C
a un poids de 3, et tous les autres 1, alors la valeur optimale est 4) (chapitre 4).

- Enfin, ce genre d’approches peut parfois étre utilis¢ également pour obtenir des
solutions approchées a des problémes difficiles.

7.2.5 Graphes série-paraliéles

En 1978, M-BOULALA et JP-UHRY [42] ont, indépendamment, montré que 1’on peut
calculer un stable maximum en temps polynomial dans la classe des graphes série-paralléles.

Théoréme : Dans les graphes série-paralléles, on peut trouver un stable de cardinalité
maximum en temps polynomial.
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7.2.6 Graphes sans P3

Un graphe sans P3 est un graphe pour lequel chaque composante connexe est une clique. Ici
encore, on résout donc MIS en temps polynomial de maniére triviale, en choisissant un
sommet dans chaque clique.

7.2.7 Graphes sans chaise

Théoréme : (Alekseev (1999), Lozin et Milanic (2006)) Dans un graphe sans chaise, on peut
calculer un stable maximum en temps O(n”).

Figure 3.33- La chaise.
7.2.8 Graphes planaires

Théoréme : Dans un graphe planaire, on peut calculer un stable maximum en temps
polynomial.

7.2.9 Graphes pseudo-scindés

Théoréme : (Hertz [43]) Dans un graphe pseudo-scindé, on peut calculer un stable maximum
en temps O(n?).

7.2.10 Graphes sans Ps

Théoréme : (Mosca (1997)) Dans un graphe G d’ordre n sans Ps, on peut calculer un stable
maximum en temps O(n?).

7.2.11 Graphes sans Ps biparti

Proposition : On peut calculer un stable maximum dans un graphe sans Ps biparti en temps
O(n).
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Famille de Graphes Le temps de calcul d’un stable maximum (MIS)
Graphes bipartis 0(nm) [49]
Graphes adjoints 0(Vnm) [49]
Graphes sans griffe (sans étoile) 0(n?) [49]
Graphes parfaits Polynomial [49]

Graphes série-paralléles Polynomial [49]

Graphes sans P3 Pokpnpmil [43]

Graphes planaires Polynomial [49]
Graphes sans chaise 0(n”) [49]
Graphes pseudo-scindés 0(n?) [49]
Graphes sans Ps 0(n*) [49]
0(n) [49]

Graphes sans Ps biparti

Tableau 3.34 Graphes dont le stable maximum se détermine en temps polynomial.

8. Encadrement du nombre de stabilité a(G).
8.1 Bornes supérieures :
Proposition : Soit G=(V, E) un graphe non pondéré, alors
a(G) S[V(G)I+1- ¢ (G).
Preuve : Considérons S un stable de V de cardinalité a(G). Une coloration possible des

sommets consiste a colorer les sommets de S d’une méme couleur et les |V(G)|- a(G) autre
sommets de couleurs toutes différentes. On en déduit que : a (G) <1+ (|V(G)|- (G)).
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8.2 Bornes inférieures :

Borne inférieure 1 :
Proposition : Soit G=(V, E) un graphe non pondéré, alors
a (G) 2[V(G)/ x (G).

Preuve : Nous savons qu’une coloration des sommets est une partition {V1, V2, ..., Vi} de V.
De plus pour tout 1, 1<i< y(G), Vi est un ensemble stable et nous avons [Vi|< o(G). Donc

IVI=[ViU V2U...U V=Y Vi< 1(G) a(G), 1<i< 3(G). D ott 'inégalité.

Borne inférieure 2[22]:

Le théoréme suivant est connu sous le nom de théoréme de Turan [19].

Théoréme : Pour tout graphe non pondéré G=(V,E), On a:
(6) = Toev zis
Erdos a montré que pour les graphes non pondérés 1’algorithme MIN atteint la limite ci-

dessus [20]. L'extension suivante du théoreme 3.1 a ét€ prouvée d'abord par Wei et plus tard
par Alon et Spencer dans une maniére différente de Wei.

Borne inférieure 3[22]:

Théoréme : Pour tout graphe non pondéré G=(V, E), On a:

1
a(6)2 ) gt

vEV

Conclusion du chapitre 3:

Dans ce chapitre, nous avons rappelé le probléme du stable maximum et les problémes
connexes a ce probléme, nous avons vu la complexité et quelque exemple de MIS-faciles
(polynomiaux).
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Chapitre 4: Probiéme du stable de poids maximum

1. Probléeme du stable de poids maximum :

Dans ce chapitre nous étudions le probléme du stable de poids maximum (Maximum
Weighted Independent Set (MWIS) en abrégé) qui est une généralisation du probléme du
stable maximum (Maximum Independent Set(MIS)).

Avant de définir le probléme MWIS, on donne les définitions suivantes :

Soit G=(V, E) un graphe, on note (G, o) le graphe pondéré ot » : V— Nest une fonction
poids des sommets.

Pour un sous ensemble S de V, on définit le poids de S par : o(S)=Yyes w(Vv). La valeur d’un
stable de poids maximum dans (G, ®) sera noté a,, (G) et parfois a(G, ).

Le probleme MWIS est définit comme suit :
Probléme du stable de poids maximum (MWIS)
Instance : Un graphe G = (V, E) et une fonction poids @ : V— N”
Objectif : Déterminer un stable de poids maximum dans G

2. Exemple et application [49] : Dans I’application du chapitre 3 Supposons & présent que le
responsable d’une agence de tourisme émette des préférences sur certaines activités; ceci se
traduit sur le graphe en affectant des poids aux sommets. La solution au probléme correspond
alors a un stable de poids maximum.

3. Formulation (PLNE) du probléme MWIS [49] :
Maximiser a,(G) = XL, w; v;
v+, <1V{i,jJ}€EE
v;€{0,1}}i={1,2,..,n}.

Ou w est le vecteur des poids des sommets (bien sir, si toutes ses composantes sont égales, on
retombe dans le cas du stable de cardinalité maximum), v est le vecteur caractéristique d’un
stable (sa i-“" composante v; vaut 1 si le sommet v; appartient au stable considéré, 0 sinon) et
la premieére contrainte exprime le fait qu’au plus une extrémité de chaque aréte appartient au
stable.

Remarque : Si w(v) = 1 pour tout v € V, le probléme MWIS est réduit au probléme MIS.

Le probléme MIS étant un sous probleme NP-diffcile [8] de MWIS. Ceci implique que le
probléme MWIS est aussi NP-difficile, et pour cela nous proposons dans ce qui suit, trois
algorithmes approchés de type glouton, pour la résolution du probléme MWIS.
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4. Algorithmes de résolution approchée [22] :

Premier Algorithme :

Algorithme WStableMax1

Entré : Un graphe pondéré (G, o)
Sortie : Un stable maximal dans G

Début
I# 0;i=0; G=G ;

Tant que V(G;) # 0 faire

Choisir un sommet v; de Gi ;

I:=1U{v;};
Gi+1 = Gi[V(Gi)-Ng;[vi]] ;
1:=1+1;

fin Tant que ;
Sortie I ;

Fin.

L’algorithme W Stable Max1 peut étre vu comme une classe d’algorithmes approchés basés
sur le choix des vi € G;.

Par exemple, si on choisit un sommet vi de G; de degré minimum, on retrouvera I’algorithme
MIN (du chapitre 3).

Par contre si on choisit vi de poids maximum dans G;, on obtient un autre algorithme.
Iustration de I’Algorithme WStableMax1 :

Version1 : On choisit vi dans Gi de poids maximum (les poids des sommets sont représenté a
coté des sommets).

Itération 0 : I=0 ; i=0 ; Go=G ;
V(Go)= V(G) # @ ; On choisit le sommet 2.
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I={2} ;Neo(2)={1. 5, 3}

il reste le graphe G suivant :

i=1;

itération 1 : V(G1)= {4,6}# @;on choisit le sommet 6 ;; Go= G1[V(G1)-{6}]=G1[4];

1=2;
Iteration 2: V (G2) = {4} # 0, on choisit v4; I= {2, 6,4}.
Le stable obtenue par la Version 1 de 1’algorithme WStableMax1 est 1={2, 6,4}, o(11)=13.

O—————O
U2

Version 2 de I’algorithme WStableMax1 : On choisit v; dans Gj de degré minimum (qui est
1’algorithme MIN du Chapitre 3)

L’algorithme MIN a été déja appliqué a cet exemple au chapitre 3 est a produit le stable
suivant : = {3,1,6,4}. o (I.)=8.
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On remarque que la variante 1 donne le meilleur résultat pour cet exemple.

Deuxiéme Algorithme :

Algorithme WStableMax2

Entré : Un graphe pondéré (G, w)
Sortie : Un stable maximal dans G

Début
I# @;i=0 ; G=G ;

Tant que E(G;) # 0 faire
Choisir un sommet v; de Gi;
I:=1U{vi};
Gir: = Gi[V(Gi)- {vi}] ;

i =1+1;
fin Tant que ;
I:=V(Gi);
Sortie I ;
Fin.

L’algorithme W Stable Max2 peut étre vu comme une classe d’algorithmes approchés basés
sur le choix des v; € G;.

Si, dans cet algorithme on choisit vi de degré maximum dans G, on retrouvera I’algorithme
MAX du chapitre 3.

Iltustration de I’ Algorithme WStableMax2 :

Version 1 de I’algorithme WStableMax2 : On choisit v; dans G; de degré maximum (qui est
I’algorithme MAX du Chapitre 3)
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L’algorithme MAX a été déja appliqué a cet exemple au chapitre 3 est a produit le stable
suivant : Ir= {3,1,6,4}. o (I)=8.

Version 2 de I’algorithme WStableMax2 : On choisit v; dans G; de poids maximum

Itération 0 : I=0 ; i=0 ; Go=G;
E(Go)=E(G)# 0, w(2)=10, le sommet 2 est de degré maximum on le choisit.
G1=Go[V(Go)-{2}]

i=0+1=1;

Itérationl : E(G1)# 0; w(5)=5, le sommet 5 est de degré maximum on Ie choisit.
G2=G1[V(G1)-{5}

.;
V3

i=1+1=2 ; Vs

Iteration 2: E (G2) =0.
I=V(G2)={1, 3, 4, 6} : (D)= w(1)+ ©(3) + ®(4) + 0(6)=2+3+1+2=8.

On remarque que la variante 1 et la variante 2 donne le méme résultat pour cet exemple.

Troisiéme Algorithme : L algorithme glouton suivant est basé sur WStableMax1.
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Algorithme WStableMax3

Entré : Un graphe pondéré (G, o)
Sortie : Un stable maximal dans G

Début
I# 6;i=0 ; G=G ;
Tant que V(G;j) # 0 faire

@(u)

Choisir un sommet v; de Gjmaximisant e
WEN, Gi[-u.] (W)

I:=1U{v;};
Giti:=Gi[V (Gi) - Ngi[vill ;
=1+l

fin Tant que ;
Sortie I ;

Fin.

5. Bornes inférieures du poids d’un stable maximum a,(G) d’un graphe G [22] :

Borne inférieure 1[22]:

Théoréme : Dans I’algorithme WStableMax1, si chaque v; (0< i < |I]) vérifie

(V)= Yueng[vi] da‘;’(i“))ﬂ (un tel sommet v; existe pour tout graphe G)

Alors WStableMax1 produit un stable de poids au moins égal & Y. ey ;’(+‘)’)+1

Corollaire : Pour tout graphe pondéré (G, w) [21],ona

2o(6) = Tver 72

Preuve :

o= 0m) 2 I Coene w722

dGi(uw)+1

1l

s w(u)
_Z( Z da(u)+1)

i=1 u€ENg[vi]

wW(V
2 ZvevarL1

O
o)

Gi(u)+1

sommets de V(Gi) a chaque itération, 1’algorithme obtenu est appelé GWMIN.

sur I’ensemble des

Si dans I’algorithme WStableMax1 on choisit vi maximisant
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@)
G(‘D)-l-l

Corollaire : GWMIN produit un stable de poids au moins égal & Yy -ors

Cette borne peut aussi étre obtenue par 1’algorithme WStableMax2.

Théoréme 2 : Dans ’algorithme WStableMax2, si chaque vi (0< i < |V(G) — I|) vérifie

o) @ (V)

o = Tar Et dgi(vi)# @ (un tel sommet v; existe pour tout graphe G

YueNgwi) 3 pr

avec B(G)# 0), Alors WStableMax2 produit un stable de poids au moins égal & Y,y d—;’-—((v‘)’%

Preuve :
Pour tout (0< i < |[V(G) — I]) I'inégalité suivante tient :

u) w(vi)

Z . w(u) =Z . 0( ©)
UEV(Gi+1D) g twy+1 UEV(GD) G+~ dg;(vi)+1

dgi(u)+1)

o
= 2uEV(Gl) dgw+1

Yuen 6i(") g

AiIlSi, w(l) = ZUEV(G) ﬁ

O
Si dans I’algorithme WStableMax2 on choisit vi maximisant — 20 g 'ensemble
dgitw) (deiu)+1)

des sommets u€V(G;) a chaque itération, I’algorithme obtenu est appelé GWMAX.

Corollaire : GWMAX produit un stable de poids au moins égal & Y,,ep —=_ da(v)i‘ n

Borne inférieure 2[22]:

Théoréme : L’algorithme WStablaMax3 produit un stable de poids au moins égal a

¥ ww?
veV(G) ZueNgp,) @@

Corollaire : Pour tout graphe pondéré (G, w), on a
2

w(V)
2,(G) = ZvEV(G) W)‘

w(v)

Ngifv] w(u)

Preuve : Soit I = {vi, v, ..., vt} le stable obtenu par l'algorithme, f (v)—Zue

iw(vi)=i fa@dx Y o
i=1 i=1

UEN g1
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= Ther (Sueway for () ©(W) ) (Pour foi(v) = fou(w) Vu € V(Gp)

= Yoev(e) fo (V) o(v) (Pour f;(w) = fz(w) Yu € V(G))

w(v)?
- VeV eE) ZILENG[V] m(u)
O
Si w(v)=1 pour tout v €V (G) (c'est-a-dire le graphe non pondéré), alors Yep (6 %ﬁ
UENGw]

est égal 4 ),y ﬁ qui est la limite du théoréme de Turan (du chapitre 3).

Corollaire : Pour tout graphe pondéré (G, w), on a

W) ov)?
ey (G) = max (ZVEVW’ ZUEV(G) ZueNG[v]“’(“))‘

6. Quelques cas polynomiaux du probléme MWIS :
Graphe biparti :

Dans un graphe biparti pondéré, la recherche d’un stable de poids maximum peut &tre menée
a bien en utilisant un algorithme de flot maximum, par exemple I’algorithme d’Edmonds-
Karp (de complexité O(nm?*)) [34], surpassé depuis par des algorithmes de complexité
moindre que O(n?) ([35]).

Théoréme : Dans un graphe biparti, On peut déterminer un stable de poids maximum en
temps O(n®).

Graphes adjoints :

Un algorithme en O(n®) pour le couplage pondéré a également été développé par Gabow
[36,37]; un algorithme de méme complexité est donné dans les ouvrages de Lawler [239] et
de Schrijver [35]. Ces complexités ont été plusieurs fois améliorées depuis, et nous invitons le
lecteur a se reporter a cette derniére référence pour plus de précisions sur les algorithmes de
couplages.

Théoréme : Dans un graphe adjoint, on peut trouver un stable de poids maximum en temps
O(n?).

Graphes sans griffe :

72



Chapitre 4: Probléme du stable de poids maximum

L’algorithme de Sbihi (de complexité O(n®)) permet de calculer un stable maximum en temps
polynomial dans la classe des graphes sans griffe se limite au cas de graphes non pondérés,
celui de Minty (de complexité O(n’)) permet de calculer un stable de poids maximum (bien
que la version originale contienne une erreur qui n’a été corrigée qu’en 2001 par Nakamura et
Tamura [39]). Pietropaoli et Stauffer [40] ont présenté en 2008 un nouvel algorithme pour le
calcul d’un stable de poids maximum dans les graphes sans griffe, basé sur des
décompositions et de complexité O(n®).

Théoréme : Dans un graphe sans griffe, on peut trouver un stable de poids maximum en
temps O (n°).

Graphes parfaits :

L algorithme de Frank permet de trouver un stable de poids maximum dans les graphes
cordaux [41] c’est un cas particuliers de graphes parfaits.

Théoréme : Dans un graphe parfait, on peut trouver un stable de poids maximum en temps
polynomial.

Graphes série-paralléles [42]

Théoréme : Dans les graphes série-paralléles, on peut trouver un stable de poids maximum en
temps polynomial.
Graphes sans chaise

Théoréme : (Alekseev (1999), Lozin et Milanic (2006)) Dans un graphe sans chaise, on peut
calculer un stable de poids maximum en temps O(n’).

Graphes planaires

Théoréme : Dans un graphe planaire, on peut calculer un stable de poids maximum en temps
polynomial.

Graphes scindés

Les graphes scindés ont €t¢ introduits par Foldes et Hammer [44, 45] ; ce sont les graphes
dont on peut partitionner les sommets en un stable et une clique

Théoréme : Dans un graphe scindé, on peut résoudre MWIS en temps linéaire.
Graphes sans Ps

Théoréme : (Mosca (2004)) on sait calculer un stable de poids maximum dans un graphe G
sans Ps pondéré d’ordre n en temps O(n?).

Graphes sans Ps biparti

Proposition : On peut calculer un stable de poids maximum dans un graphe sans Ps biparti en
temps O(n).
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Graphes sans Ps k-colorable

Théoréme : (Maffray (2009)) Pour k = 1 fix¢, il existe un algorithme de complexité O(n")
qui trouve un stable de poids maximum dans tout graphe sans Ps k-colorable.

Famille de Graphes Complexité du probleme MWIS
Graphes bipartis 0(n®)
Graphes adjoints 0(n®)

Graphes sans griffe (sans étoile) 0(n®
Graphes parfaits Polynomiale
Graphes série-paralléles Polynomiale
Graphes planaires Polynomiale

Graphes sans chaise o(n")
Graphes scindés Polynomiale
Graphes sans Ps 0(n?)

Graphes sans Ps k-colorable 0(n*)
Graphes sans Ps biparti 0(n)

Tableau 4.1 Graphes dont le stable de poids maximum peut étre obtenus polynomiallement.
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Chapitre 5 : Rapports de performance

1. Rapports de performance du P’algorithme GWMIN

Donnons d’abord quelques définitions utiles :

Définition 1.1 Soit (G, w) un graphe pondéré et A(G, w) le poids du stable de poids obtenu
par ’algorithme A.

Soit a(G, w) le poids d’un stable de poids maximum dans le graphe G.

Pour simplicité on omettra la lettre w et on notera (G, w), A(G, w), a(G, w) par G,
A(G), a(G) respectivement.

Définition 1.2 Soit G un graphe pondéré et A un algorithme donnant un stable de poids
maximum dans G.

Le rapport de performance de I’algorithme A est : p, = inf; % :

2. Historique

Halldorsson et Radhakrishnan ont montré que pour les graphes a degrés bornés par A,
I’algorithme MIN produit toujours un stable de cardinalité au moins —-xa() ol a(G) est la

A+2
cardinalité d’un stable maximum dans G.

Ils ont aussi montré que le rapport de performance de cet algorithme est fin, ¢’est-a-dire il est
atteint [46] Griggs [47] et Chvatal et C.McDiarmind [48] ont établi que I’algorithme MAX (
probléme MIS) produit un stable de cardinalité au moins Y,ep d—gém pour tout graphe G.

Ceci implique que I’algorithme MAX produit toujours un stable de cardinalité au moins
—— X a(G) pour les graphes a degrés bornés par A. Halldorsson et Radhakrishnan ont

démontré que le rapports de performance est au plus le [46].

On rappelle que si dans I’algorithme WStableMax1, on choisit v maximisant la quantité
w(u)

————sur V(Gi) a chaque itération, I’algorithme obtenu est appelé GWMIN. Le résultat

Gi(w)+1

suivant donne le rapport de performance de GWMIN.

Théoréme 2.1 [22] pownvm= .

Preuve : Montrons d’abord que pewvmzs ...(0)
L AL v

Ceci revient a montrer que VG : 2(—2% (1)

On procede par induction .Soit G un graphe et I le résultat obtenu par I’algorithme GWMIN
pour G.

Verifions d’abord que la propriété (1) est vrai pour les graphes G tel que |V (6)] < 2.

On a 3 possibilités :
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(1 ) T G

Figure 0 : Cas possibles pour |V(G)] < 2.

- pour le graphe G; : I={v} ,A(G;) = 0 (¥), a(G;) = w(v). ZE—Z;— ZEZ; 1 >%

ur le graphe G, : I = {v;,1,} ,A(G,) = w(vy) + 0(1,), 2(G,) = w(v,) + 0 (@,).2 A(Gz) —
1> %
- pour le graphe G : Supposons que v, est tel que : dG:’((;f))H > d;’gjﬂ I = {v}
20 > 20 o w(wy) 2 0(,)..(2), AGs) = 0() = w(ry), 2(Gs) = w(vy) = ok
122

Supposons maintenant que la propriété (1) est vraie pour les graphes G tel que
[V(G)| < n — 1 et considérons un graphe G tel que |V (G)} = n.

Soit v un sommet que 1’algorithme GWMIN a choisit, ¢’est-a-dire vérifiant la condition :

o) w()

VueV: STt

.(3)ouk =dg;(w).

Soient V; = N;[v] et V, = V(G) — V4. On a besoin du Lemme suivant :
Lemme 2.2 [22] a(G[V{]/A) < w(v).

Preuve : On a deux possibilités :
1% cas: a(G[V1]) < 0(v) = a—(%@ m(v) < w(v) le Lemme est vrai.

21me cas - w(v) < a(G[V4])

? Ng[v]

4
- J
Figure 1 : Illustration du 2™ cas
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Soit S* un stable de poids maximum de G[V;], donc on a soit $*= {v} ou S* € V; \ {v} voir
figure 1. D*apreés la condition donnée du 2™ cas §* # {v},alors $* € V; \ (v} = w(§*) <

@) (dg(w)+1)
Zuevl_{p} o) < ZuEVl_{v] w G

— ( d’apres la formule 3 ).

Comme k = d(v), d’aprés la figure 1 on a k = |V, — {v}|

1

= a(G[V]) < (A+ Do) Zuevl—{v}m

k(A+1)w(v) (k+D)a(GlviD)

= a(G[V1]) < *(B+D)

= w(v) =

k+1 1\ 1 N 1 1 1 . .
e (1 + E)m = (1 + Z)A+_1 === Za(G[Vl]) , e qui termine la preuve du

Lemme 2.2. O
Suite de la preuve du théoréme 2.1 : notons S* un stable de poids maximum de G

Posons Sy =V, nS*, 55 =V,nS",onasS" =S US;.

Sy est un stable dans G[V;], donc w(Sy) < a(G[V4]) , de méme w(S5) < a(G[V,])

a(G) = w(S") = w(S)) + w(S3) < a(GVy]) + a(G[V,]). D’aprés le Lemme2.2 et
I’hypothése de récurrence on déduit : a(G) /AL a(G[ViD/A + a(G[V,])/A< w(v) +

w(l -} =w(l) =4A06G).> Agg; = ~. ce qui termine la vérité de la condition (0).

Montrons maintenant que peywmiy < % . Pour cela, considérons le graphe biparti complet G,

suivant :

Figure 2 : Graphe G,
Dans ce graphe on a A(Gy) = [ = A, b > L. Les poids des sommets sont indiqués sur la figure.

a(Gy) = b, apres le déroulement de 1’ algorithme GWMIN sur le graphe G, , on obtient le
stable I, composé des sommets situés dont la partie gauche.

AG) =((+1D)+B+1)=1+b.

77



Chapitre 5 : Rapports de performance

A(Gp) _ L+b

L+b s w3
= —_—>
] = Vb>»lona 5 = Pewwmin Par passage a la limite

+b 1 _ 1
quand b - 0, — — ===,
I 1A

, 1 s = m s C o
D’ou T = Pewmin, ¢€ qui achéve la preuve de Théoréme2.1. O

3. Rapport de performance de Palgorithme GWMAX

On rappelle que dans I’algorithme WStableMax2 si on choisit v; maximisant )

Agiw) [dgiu)+1)
sur V(Gi) a chaque itération, 1’algorithme obtenu est appelé GWMAX.
Le résultat suivant est un encadrement du rapport de performance de I’algorithme GWMAX,

Théoréme 3.1 [22] 1 S Powmax = -:-.

w(v) >y Vw(v) 5 EHE) a(G)
= 4ve

rons |
e —devry . Considérons le

: 1
Preuve : 11 clair que - < Pewmax car — FETE

graphe biparti complet G’, donné sur la figure 3.

1(1+1)

b @ D b
1(1+1) M
1) | AONSA

1(I-1)

1(1+1)
(- (1-2)

1%
Figure 3- Le graphe G’
Dans ce graphe, on a A(G") = A= L. On peut vérifier que ce graphe donné a gauche représente
bien un stable de poids maximum dans ce graphe.

D’autre part a(G") = 1(1:21) b+ 1(21:1) b+--+ ig:ﬁ b=I(l+1)b {(—— -;-) + (%— %) -

)=t -7 o

I+1

! bl
De plus, GWMAX produit le stable a droite. Par conséquent, (f;,; ke % = % = DewMAax:
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Conclusion et perspectives

Conclusion et perspectives

Dans ce mémoire nous avons étudié deux problémes : Problémes du stable maximum et stable
de poids maximum.

Des définitions ainsi que des exemples d’application ont été donnés pour bien éclaircir ces
problemes, qui sont importants dans le domaine d’ optimisation combinatoire. Comme ces
deux problemes sont NP-difficiles, nous avons cité quelques cas polynomiaux connus dans la
littérature. Ensuite des algorithmes d’approximation ont été présentés pour leur résolution,
dans le cas général. Des bornes inférieures et supérieures ont aussi été incluses.

Ce travail ouvre beaucoup de pistes de recherche pour des nouveaux étudiants ou ¢tudiantes
en Master de recherche opérationnelle, en particulier comparer empiriquement les méthodes
approchées proposées dans ce mémoire et considérer des méthodes exactes comme Branch
and Bound ainsi que la programmation dynamique.
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