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0.1 Résumé

Ces derniéres décennies, nous avons assisté & ’émergence du concept de
copule en modélisation statistique. Cet essor est justifié par le fait que les
copules permettent de faire une analyse séparée des marges et de la struc-
ture de dépendance induite par une distribution statistique. Cette sépara-
tion facilite I'incorporation de lois non gaussiennes et la prise en compte des
dépendances non linéaires entre les variables aléatoires. L’applications des
copules dans le domaines d’hydrologie, puisqu’il existe beaucoup de familles
de copules bivariées, il sera toujours possible & 'utilisateur d’en choisir une
qui lui convienne. Ce mémoire s’inscrit dans ce contexte. Nous proposons une
modélisation des variables qui caractérisent la sécheresse par des copules mul-
tivariées avec des propriétés, elle permet de prendre en compte les différents
degrés de dépendance entre les différentes paires de variables. Les méthodes
classiques d’inférence nous permet d’estimer leurs paramétres. Nous abor-
dons également I’estimation de copules dans le cas général, et exhibons les
propriétés asymptotiques d’un estimateur des moindres carrés pondérés basé
sur les coefficients de dépendance sans faire appel & des hypothéses sur les
copules. Les modeles et méthodes proposés sont appliqués sur des données
hydrologiques (précipitations).

0.2 Abstract

In recent decades, we have witnessed the emergence of the copula concept
in statistical modeling. This development is justified by the fact that the co-
pulas make it possible to make a separate analysis of the margins and the
dependence structure induced by a statistical distribution. This separation
facilitates the incorporation of non-Gaussian laws and the taking into account
of nonlinear dependencies between the random variables. The application of
copula in the field of hydrology, since there are many families of bivariate
copulas, it will always be possible for the user to choose one that suits him.
This memoir fits into this context. We propose a modeling of the variables
that characterize the drought by multivariate copulas with properties, it al-
lows to take into account the different degrees of dependence between the
different pairs of variables. The classical methods of inference allow us to
estimate their parameters. We also discuss copula estimation in the gene-
ral case, and exhibit the asymptotic properties of a weighted least squares
estimator based on dependence coefficients without resorting to copula as-
sumptions. The proposed models and methods are applied to hydrological
(precipitation) data.



0.3 Introduction générale

En statistique, la corrélation n’est qu'une mesure du lien linéaire entre
les variables & I’étude, celle-ci ne repére pas les autres formes de liens. Pour
récupérer la dépendance exacte, et ce, quel que soit le type de lien entre les
variables, nous utilisons une fonction appelée copule.

Les copules, comme un modéle de la distribution multivariée, largement
utilisé dans la finance, I’analyse actuarielle, a gagné la popularité de plus en
plus dans ’étude hydrologique.

Le terme copule (copula) vient du mot latin ”copeulae”, qui signifie au
sens figuré, liaison, lien, alliance ou union. Les copules représentent un outil
innovant pour modéliser la structure de dépendance de plusieurs variables
aléatoires. Elle est introduite par Sklar (1959) dans des études sur les espaces
de probabilité métriques, ce dernier a élaboré un théoréme fondamental dans
la théorie des copules. Ce théoréme permet la liaison entre la densité conjointe
d’un vecteur aléatoire et ses densités marginales.

Le coefficient de corrélation linéaire de pearson est un indicateur qui me-
sure la dépendance entre deux variables aléatoires X et Y qui prendre toute
valeur de I'intervalle [—1, 1], cette mesure de dépendance facile & calculer est
un indicateur performant lorsque la relation de dépendance est linéaire et
I'univers considéré gaussien.

Il est tres utile pour les familles de distributions elliptiques (car pour ces
distributions la non corrélation implique l'indépendance). Cependant cette
mesure de dépendance souvent utilisée par les praticiens posséde plusieurs
limites. Ainsi la non corrélation de deux variables non gaussiennes ne signifie
pas une absence de dépendance, c’est & dire bien que le coefficient de corré-
lation soit nul, il ya une dépendance entre X et Y , donc ce dernier posséde
des insuffisances d’information.

En hydrologie, Favre et al. (2004) présentent notamment deux applica-
tions : la premiére concerne la modélisation des débits amont et aval d’un
cours d’eau avec tributaire, et la seconde concerne la modélisation conjointe
des débits maximaux annuels en fonction des volumes écoulés. De Michele
et al. (2005) utilisent la copule de Gumbel pour modéliser la dépendance
positive entre le débit de pointe et le volume de crue. Zhang & Singh (2006)
utilisent les copules bivariées pour ’analyse fréquentielle des variables : débit
de pointe et volume écoulé et volume de crue et sa durée.

Plus spécifiquement pour 1’étude de la pluie, on peut mentionner les tra-
vaux suivants : Salvadori & De Michele (2004) ont utilisé la théorie des co-
pules pour critiquer le calcul univarié des périodes de retour et ont montré que
'usage des copules permet de simplifier les calculs des isolignes des périodes
de retour, dans le cas inconditionnel et conditionnel. Grimaldi et al. (2005)
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ont étendu I’étude aux copules trivariées : ils ont analysé conjointement des
données observées de hauteur critique, d’intensité maximale et de hauteur
totale de pluie. Afin de déterminer la distribution conjointe trivariée, une
analyse bivariée du couple intensité maximale-hauteur totale, conditionné
par la hauteur critique est effectuée grice a une fonction 3-copula. Salvadori
& De Michele (2006) ont établi la dépendance entre 1'intensité moyenne, la
durée et 1’épisode sec via une fonction 3-copula pour caractériser la structure
temporelle des épisodes pluvieux.

L’analyse de la secheresse, en tant que événement extréme, consiste gé-
néralement a caractériser sa sévérité, sa durée et son intensité. Similaire 4 la
plupart des problémes hydrologiques, les variables telles que les caractéris-
tiques de la sécheresse ne sont couramment pas indépendantes. Dans cette
étude nous utilisons les fonctions copules pour analyser les caractéristiques
de la sécheresse dans le bassin versant du Hodhna, Wilaya de M’sila sur la
période 1979-2013 en se basant sur I'indice hydrométrique (SPT).

Dans ce mémoire on commence par présenter des mesures de dépendance
entre les variables; celles ci sont basées sur les rangs des observations. En
outre, on expose des méthodes graphiques de prospection de la dépendance
“moyenne” et asymptotique qui appuient les mesures. Ensuite, pour les com-
modités du lecteur, les copules archimédiennes sont détaillées. La section
qui suit est consacrée a l'identification des copules qui peuvent modéliser
la loi conjointe. L’ajustement de celles-ci est fait grace a des comparaisons
graphiques et des tests statistiques. Enfin, la derniére section utilise la mé-
thodologie proposée pour ’étude des variables intensité—durée-sévérité d’une
sécheresse.

L’organisation de ce mémoire est la suivante : au premier chapitre, on
rappelle certains

concepts de dépendance et indépendance des variables aléatoires. Au
deuxiéme chapitre, nous présentons la théorie générale des copules afin d’in-
troduire le lecteur aux outils utilisés dans les chapitres suivants. Dans le
troisiéme chapitre on présente l'inférence statistiques sur les copules, en par-
ticulier estimation des parametres des copules et les testes statistiques sur
les copules, les tests d’adéquation pour les copules qui s’ajustent le mieux
aux données. Das le dernier chapitre nous présentons une modélisation basée
sur les copules dans le cas ot ’on utilise des données réelles en tant que don-
nées météorologiques. Ainsi, on présente une méthodologie pour déterminer
la dépendance entre des variables qui caractérisent la sécheresse, en cas de
dépendance, on l’ajuste par des copules convenables.



Chapitre 1

Indépendance

1.1 De P’indépendance a la dépendance

Il y a 250 ans, Thomas Bayes définissait 'indépendance de la maniére
suivante : « events are independent when the happening of any one of the
does neither increase nor abate the probability of the rest ». était toute-
fois un peu plus précis lorsqu’il écrivait « two events are said independent
when the probability of the happening of either of them is unaffected by our
expectation of the occurrence of failure of the other ».

Pour une définition formelle, Laplace affirmait que « si les événements
sont indépendants les uns des autres, la probabilité de 'existence de leur
ensemble est le produit de leur probabilités particuliéres ». Autrement dit,
deux événements A et B sont indépendants si et seulement si :

P(A|B) = P(A et B) = P(A,B) = P(A) x P(B).
En utilisant la définition de I’espérance conditionnelle,
P(A et B) = P(A|B) x P(B),
I'indépendance se caractérise également par la relation :

P(A|B) = P(A).

On retrouve alors 'idée énoncée par Boole. Par opposition, on dira que deux
évenements sont dépendants si

P(A et B) = P(4, B) # P(A) x P(B).



1.2 Couples des variables aléatoires

Donnons & présent les définitions précises relatives aux couples aléatoires,
ces définitions généralisent celles concernant les variables aléatoires réelles.

Définition 1.1 On appelle couple aléatoire — ou vecteur aléatoire de dimen-
sion deur — toute paire Z = (X,Y’) de variables aléatoires réelles. On a donc :

Z:(,F,P) >R, wr— Z(w) = (X(w),Y(w)).

Sur R, nous avons considéré la plus petite tribu engendrée par les inter-
valles i.e. la tribu borélienne. Pour travailler dans R?, on introduit la tribu
borélienne de R?, B(R?), qui est « la plus petite tribu » sur R? contenant
tous les pavés I x J ot I et J sont deux intervalles de R. Cette tribu contient
tous les pavés du type A x B ou A et B sont deux boréliens de R mais elle
contient également des ensembles beaucoup plus complexes qui ne sont pas
des produits cartésiens.

Si Z est un couple aléatoire, on montre que pour tout borélien C de R?,
I’'image réciproque de C par Z,

Z7C)={weQ,Z(w) ecy,
est un élément de . Ceci donne un sens & la définition suivante.
Définition 1.2 Soit Z : Q — R? un couple aléatoire. L’application Py défi-
nie par
Pz : B(R?) — [0,1],C — Pz(C) =P (Z27}(C))

est une mesure de probabilité appelée loi de Z.
Remarque 1.1 — Si C est un borélien de R? et Z = (X,Y) un couple

aléatoire, ’ensemble Z71(C), noté {Z € C} par les probabilistes, n’est

pas toujours trés facile a déterminer.

— Néanmoins, si C est le pavé A x B la situation est plus favorable, en
effet, on a dans ce cas

Z7HC) ={weN,(X(w),Yw)) € Ax B} = X"HA) x YHB),
soit encore {Z € Ax B} ={X € A)Y € B}.

La tribu des boréliens de R? contient des parties complexes, toutefois, elle
est engendrée par la classe des produits d’intervalles réels, ce qui conduit au
résultat suivant :

Proposition 1.1 Soit Z = (X,Y) un couple aléatoire. La loi Py est carac-
térisée par
Py(IxJ)=P(X € I,Y € J),

pour tout couple (I,J) d’intervalles réels.
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1.2.1 Densités marginales

Lois marginales du couple. Si Z = (X,Y’) est un couple aléatoire, les lois
marginales de Z sont les lois des v.a.r. X et Y . Il est important de noter
que si on connait la loi du couple Pz on connait les lois marginales. En effet,
si A est un intervalle, une réunion d’intervalles ou un borélien de R,

Px(A) =P(X € A) =P(XeA,Y € R) =P5(A x R),

de méme, pour la v.a.r. Y ,

Py(B)=P(Y € B)=P(XeR,Y € B) = P;(R x B).

1.3 Variables indépendantes

Définition 1.3 Soit X et Y deuz variables aléatoires. On dit que X et Y
sont indépendantes si :

P(XeAYeB)=PX e AP €B).

Théoréme 1.1 Soit X etY deuz variables aléatoires discrétes et indépen-
dantes a valeurs dans By et By respectivement, soit f : By — R , et g: By —
R, telles que f(X) et g(Y) sont intégrables alors f (X) g(Y) est intégrable
et on a :

E(f (X)g(Y)) = E(f (X))E(g9(Y)). (1.1)

Preuve: Posons Z = (X,Y) et h(z) = f(z)g(y), alors Z est & valeurs
dans E = Fy X FEj,, de plus d’aprés ’hypothése d’indépendance, c’est & dire

P((X,Y) = (z,9) = P(X = 2)P(Y =1y).
Alors
BE(h(2)]) = z Ih(2) | P(Z = 2)
= D 1f@)lla@)| P(X = z) P(Y =)
= S @) PX =20 Y o) P(Y = u)

car f(X) et g(Y) sont intégrables, donc E(|h(Z)|) < oo, par conséquent h(Z)
est intégrable. Par un raisonnement analogue & ci-dessus, mais sans la valeur
absolue on obtient ’égalité (1.1). m
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Théoréme 1.2 (Variance d’une somme de variables aléatoires indépendantes)
Soit X, et Xy deux variables aléatoires indépendantes, alors

V(X] + XQ) = V(Xl) -+ V(Xz) (12)
Preuve: On sait que
V(Xl + Xg) = V(Xl) + V(X2) + 2COU(X1,X2),

o cov(Xq,X5) = E((X1 — EX1)(X2 — EX3))

est la covariance de X; et X5, mais d’aprés (1.1) on a

cov(X1,Xs) = E((X;—EXy)(Xy— EXy))

Remarque 1.2 Si deuz variables aléatoires X etY sont indépendantes alors
elles sont non corollées (cov(X,Y)=0).

De plus, pour deux variables aléatoires de carré intégrable, il est possible
d’obtenir une majoration de cov(X,Y’) & partir des variances de X et Y :

Proposition 1.2 (Inégalité de Cauchy Schwarz) Soient X et Y deux
variables aléatoires de carré intégrable. On a

|BE(XY)| < E(XY]) < VE(X?)E(Y?)
lcov(X,Y)| < +war(X)var(Y).

Preuve: Le deuxiéme point s’obtient en appliquant le premier & X —F(X)
et Y — E(Y).

Le premier point se montre de la méme fagon que dans le cas classique
(produit scalaire de deux vecteurs) : on étudie le polynéme

R(\) = E(X*)X? = 2E|XY |\ + E(Y?).
Ce polynoéme se factorise en

R(\) = E[(A X[ = [Y])).
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Il n’admet donc pas deux racines réelles distinctes, ce qui signifie que son
discriminant (réduit) est négatif :

(E1XY|)* - E(X*)E(Y?) <0.

On étudie de la méme fagon le cas d’égalité : le discriminant n’est nul que si
le polynéme admet une racine r&elle double. Dans ce cas, il existe donc \g
tel que

Eo(X]|+ 1Y)’ ]=0

I’espérance d’une variable aléatoire positive ne pouvant étre nulle que si la
variable aléatoire est (presque stirement) nulle, on aura alors : |[Y| = —)\g | X|,
presque sirement. |

1.4 Fonction génératrice

Soit X une variable discréte a valeurs dans N.

Définition 1.4 On appelle fonction génératrice de X, lapplication gx :
C — C définie par :

gx(s) = E(sX) = Z sP(X =k),|s| < 1.
zeX ()

Remarque 1.3 La connaissance de la fonction génératrice gx permet le cal-
cul des moments de X, en effet on a :

EX = gx(1)

et
E(X?) = g%(1) + g% (1), (1.3)

ot g et g% sont les dérivées premiére et seconde de la fonction gx .

Théoréme 1.3 Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes a va-
leurs dans N, alors :

gx+v(s) = gx(s)gv (s), (1.4)
Preuve:
gx+v(s) = E(s**Y) = E(sXs¥) = B(s" ) E(sY),

d’aprés. m
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Définition 1.5 La fonction génératrice d’un couple de variables aléatoires
discrétes positives est la fonction définie sur [0,1]% par

Gxy(s,t) = E(s*t') = Z FEPX = aY =)
z€X(02),yeY ()
Proposition 1.3 La fonction génératrice détermine la loi du couple (X,Y)

au sens ot st deux couples de variables aléatoires positives ont la méme fonc-
tion génératrice, alors ils suivent la méme loi.

La fonction génératrice de (X,Y’) permet de retrouver par exemple :
— la fonction génératrice de X : Gx(s) = Gx,v)(s,1) et de Y,
— D’espérance de X si X est intégrable :

_ G (L,1)
0s ’

— espérance de X? si X est de carré intégrable :
PCuxyn(L1)  9Guy (1)

0s? ds ’
— l'espérance de XY si X et Y sont de carré intégrable :
*Gx,y(1,1)

dsot '

E(X)

E(X?) =

E(XY) =

1.5 Indépendance

1.5.1 Distributions marginales

Définition 1.6 Soient X et Y deuzx variables aléatoires & valeurs dans R
tels que (X,Y)" admette la densité fxy(z,y). Alors on définit les densités
marginales de X et deY par :

x(@) = [ furle,iy et o) = [y @)

Théoréme 1.4 Soit X = (X1, Xs) de densité fi et fy. Alors X, et Xysont
des variables aléatoires indépendantes, si :

Ix (21, 22) = fx, (%1) fxo (2), (1.5)

ol fx, est la densité marginale de la variable X;. Réciproquement si fx a la
forme (1.5) o les Ix, » sont des densités de probabilité, alors les X;, sont
indépendantes.
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Théoréme 1.5 Soit X = (X1, X3) de densité fx et de fonction caractéris-
tique @, (u). Pour que les variables aléatoires X;,1 <1 < 2, soient indépen-
dantes, il faut et il suffet

o, (u1,u2) = px, (u1)px, (u2), (1.6)

ot ¢, est la fonction caractéristique de la variable X;.

Preuve: Supposons que les X sont indépendantes, alors f, (z1,72) =
Ix.(z1) fx,(z2), donc

ox(u) = /ei("””“?”)fx(m)dx = /eiul’”leiUszeiul“’lfxl(:cl)fX2 (z9)dx1dxs,

donc d’aprés Fubini

+oo | too
@x(u) =/ e fx (xl)dl‘l/ €™ fxy (T2)dzy = @, (u1)px, (ua2),

—oco —o0

Inversement, supposons que (1.5) est satisfaite, Soit X, , 1 < j < 2, une suite

de variables indépendantes telles que chaque X; ait la méme loi que X , et

~

X = ()N( 1, X2). D’apres la partie directe du théoréme :
90;((“1, Up) = 90;{1(“1)90;(2 (u2),
et comme cpf(uz) = px;(u;), on a ¢_ (u) = px(u), donc, par le théoréme X
% b's
et X ont la méme loi; d’aprés le théoréme 9

fx (@1, 22) = f3(21,22) = fx (1) o (32).

1.6 Fonction de répartition

1.6.1 Cas scalaire

Définition 1.7 Soit X une variable aléatoire de densité f, la fonction de
répartition de X est définie par la fonction F, telle que : F: R — [0,1] et

Bt = BIX < gh= [ " b

Remarque 1.4 F est une fonction non décroissante telle que F'(—o0) = 0,
F(400) =1,et F'(z) = f(x).
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1.6.2 Cas d’un couple aléatoire

Définition 1.8 Soit X = (X1, X2) un couple aléatoire de densité f(z), la
fonction de répartition de X est définie par : F : R* — [0,1] et si z = (x1, 79)
alors :

I1

Flz)=P(X <2)=P(X1 <z1,X5 < 13) = / / f(t1,ta)dt1dts.

On a aussi :
82F($1, 1132)

f(wl, x2) - 6$16$2
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Chapitre 2
DEPENDANCE ET COPULES

Supposer 'indépendance entre les risques d’un portefeuille d’assurance est
une hypothese forte qui doit étre testée. Les copules présentent de nombreux
avantages pour modéliser la dépendance entre risques. D’une part, elles per-
mettent de décrire le comportement individuel de chaque risque et « couplent
» les lois marginales pour obtenir la loi jointe. D’autre part, elles offrent une
représentation fonctionnelle de la dépendance qui donne une description trés
compléte de la forme de cette derniére. Dans cette partie sont présentés les
résultats fondamentaux de la théorie des copules.

2.1 Dépendance ou corrélation 7

Il est important de rappeler que la dépendance et la corrélation sont des
notions différentes.

En effet, on a X et Y indépendantes = X et Y non corrélées ou
p(X,Y) = 0 mais la réciproque est fausse sauf dans le cas ou les variables
sont gaussiennes car la dépendance est alors entiérement caractérisée par le
coefficient de corrélation. Le contre-exemple le plus connu dans la littérature
est le suivant : soit X ~» N(0,1) et Y = X?, alors

cov(X,Y) = E(X®) =0.

Bien qu’il soit facile & calculer et fréquemment présent dans les travaux
actuariels, en assurance comme en finance, le coefficient de corrélation doit
étre utilisée avec précaution car il n’est pertinent qu’en présence de distri-
butions elliptiques (distribution multivariée Normale ou de Student) ou de
dépendance linéaire. Les erreurs d’interprétation et limites liées & son utili-
sation sont discutées dans Embrechts et al.[1999].
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2.2 Qu’est-ce qu’une copule ?

Le concept de copule a été introduit par Sklar en 1959 pour résoudre un
probléme de probabilité énoncé par Maurice Fréchet. A I’époque, Abe Sklar
et Berthold Schweizer travaillent sur les travaux de Karl Menger concernant
les espaces métriques aléatoires (Probabilistic Metric Space ou PMS), qui
sont une généralisation de ’espace métrique usuel introduit par Fréchet en
1906. Méme si les copules occupent une place importante dans 1’oeuvre de
Sklar et Schweizer, elles ne sont pas ’objet central de leurs recherches.

L’utilisation des copules par Sklar et Schweizer est assez originale : elles
interviennent pour résoudre certains problémes et ne font pas I’objet vérita-
blement d’études appropriées.

Pendant de nombreuses années, les copules sont peu (ou pas) utilisées en
statistiques. Il y a les travaux sur la dépendance de Kimeldorf et Sampson
dans les années 1975 ou encore les recherches de Paul Deheuvels 4 la fin des
années 1970, mais il faut attendre le milieu des années 1980 pour que celles-ci
fassent ’objet d’une étude systématique par quelques statisticiens. Le point
de départ est bien str ’article The joy of copulas de Genest et MacKey [1986]
publié dans The American Statistician. Suivront de nombreux travaux de
Christian Genest avec différents co-auteurs (MacKey, Louis-Paul Rivest,...).
Maintenant, les copules sont un outil standard largement utilisé pour étudier
la dépendance, les modeéles de survie, etc.

Définition 2.1 (copule) Une copule est une fonction de répartition multi-
variée C' définie sur Uhypercube [0, 1]™ et dont les marginales sont uniformes
sur [0, 1].

En particulier,on donne ici la définition et les propriétés d’une copule
bivariée (n = 2).

Définition 2.2 On appelle copule bivariée toute fonction C définie de [0,1)* —
[0,1] qui posséde les propriétés suivantes :
- Yu € [0,1],C(u,0) = C(0,u) = 0;
-VYuel0,1],C(u,1) =C(1,u) =y
— C est 2—croissante c’est-a-dire : V(ug,ug), (v1,vs) € [0, 1]2 avec u; < Us
et v; < s,

(ug, v2) — C(ug,v1) — C(u,v2) + C(uy,v1) > 0

2.2.1 Théoréme de Sklar

Ce théoréme est au coeur de la théorie des copules. Il constitue le fon-
dement de la plupart des applications des copules. Le théoréme de Sklar
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élucide le role que joue les copules dans identification de la relation, entre
les fonctions de répartition a plusieurs variables et leurs marges univariées.
Le théoreme de Sklar s’énonce comme suit :

Théoréme 2.1 (Théoréme de Sklar [1959]) Soit F' une fonction de ré-
partition n-dimensionnelle avec des marginales Fy, ..., F,, , alors il existe une
n-copule C telle que pour tout x de R™,

F(zq,...,2n) = C(Fi(21), -, Fru(22)).

Preuve: Voir Nelsen (2006). m

Le théoréme de Sklar appliqué & des variables aléatoires continues conduit
au théoréme suivant.

Structure de dépendance

"

(Copule)

F1G. 2.1 — Schéma simplifié du théoréme de Sklar avec Fx et Fy les fonctions
marginales de la fonction de distribution bivariée Fxy

Corollaire 2.1 (inversion de Sklar) Soient C, F, Fy, F, ..., F,, dans le
théoréme 2.1 et supposant que Fy, Fy, ..., F,, sont continues si F;*, Fy*, ..., F7}
les fonctions inverses de Fy, F, ..., F, :

C(u1, ey un) = F(FT (wa), oo, F7 M un)), Vs € Ii = 1, ..., n.

Théoréme 2.2 Soit (X1, ..., X,,) un vecteur de variables aléatoires continues
admettant Fi, ..., F,, comme fonctions de répartition marginales et F' comme
fonction de répartition jointe, alors il eriste une copule qui vérifie la rela-
tion du théoréme 2.1. Si les marginales Fi, ..., F,, sont continues, alors C est
unique, autrement C est uniquement déterminée sur

Im(Fy) X ... Im(F,).

Im(z) représentant l’ensemble des valeurs prises par X.
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A partir du théoréme 2.1, on voit qu’une copule permet d’exprimer une
fonction de répartition multivariée selon ses marginales et que cette copule
résume toute la structure de dépendance.

Une copule n’est autre qu'une fonction de répartition dont les lois margi-
nales sont uniforme, ce qui conduit & une expression probabiliste simple de
la copule :

C(ugy .oy ty) = pr(Ur < gy .o, Uy < ).

Avec les copules, on ne travaille plus en nombre ou montant mais en rang.
Autrement dit, dans la pratique on transforme linéairement les réalisa-

tions 1, ..., T, en uniformes empiriques uy, ..., U, OU
Rang(w;)
n+1

Uy

pour tout ¢ de 1 a n. Cette maniére de procéder se justifie par le fait que les
rangs ne dépendent pas des lois marginales (Genest et Rémillard, 2004).

Définition 2.3 (densité d’une copule) La densité d’une copule C, si elle
existe, est définie comme suit
oC

~ dus...0un (11, - un)

c(uy,y .., Up)

2.2.2 Cas de deux variables

On considére un couple de v.a. X et Y de fonctions de répartition mar-
ginales :
Fx(z) = P(X < z), Fy(y) = P(Y <)

et de fonction de répartition conjointe :
F(z,y)=P(X <2,Y <y)

L’idée de base des copules est de travailler sur le couple (Fx(z), Fy(y)) et
non pas sur le couple (X,Y’). On travaille donc avec un vecteur aléatoire
(U = Fx(z),V = Fy(y)) dont les lois marginales suivent une loi uniforme
sur [0,1]. On appelle “copule” du couple (X,Y") la fonction de répartition C
(unique si X et Y sont continues) telle que, pour tout (z,y) € R? (théoréme
de Sklar, 1959) :

La copule associée & (X,Y") est alors, pour tout (u,v) € [0,1]%, donnée par :

C(U,V) = F (Fx'(u), Fy' (v))

20



La densité f de F' s’exprime alors par :

f(@,y) = c(Fx (), Fr (y)) fx(z) fr (v)

ou fx et fy sont les densités des variables X et Y et c(u,v) est la densité de
la copule définie par :
0*C (u,v)

Oulv

Les distributions conditionnelles Fyx(y) et Fxjy(z) s’expriment en fonction
des copules par :

Fyix(y) = C1 (Fx (), Fr(y)) , Fxjy (z) = C2 (Fx(z), Fy ()

c(u,v) =

ou

9C (u,v)
ou

sont les copules conditionnelles.

oC (u,v)

Ci (Fx(z), Fy(y)) = v

, Ca (Fx(z), Fy(y)) =

2.3 DBornes de Fréchet-Hoeffding

Définissons tout d’abord trois copules importantes :

1. La copule minimum : qui a pour expression
W = C™ (u,v) = max(u+v—1,0)

avec (u,v) € [0,1]°.

2. La copule maximum : qui est notée par
M = C*(u,v) = min(u, v)

avec (u,v) € [0,1]°.
3. La copule produit : qui est notée par

II =C(u,v) = w

Les copules minimum C~ et maximum C™ sont essentielles puisqu’elles

définissent des copules extrémales de toute copule, que I’on appelle les bornes
de Fréchet.

Proposition 2.1 Pour toute copule C, nous avons :

W =C"(u,v) < C(u,v) < Ct(u,v) =M
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2.4 Mesures de concordance

L’analyse des relations de dépendance entre variables aléatoires est 'un
des sujets largement étudiés en probabilité et en statistique. La littérature
évoque plusieurs mesures de dépendance et d’association, les plus connues
sont le coeflicient de Pearson, le Tau de Kendall et le Rho de Spearman.
Les copules permettent, simultanément, de mesurer et de modéliser la dé-
pendance. Ainsi, nous nous sommes intéressés dans cette section, a la pré-
sentation de la modélisation de la dépendance par les copules.

Soient (z,y) et (Z,y) deux réalisations d’un vecteur aléatoire continu
(X,Y), alors (z,y) et (Z,7) sont dites

— Concordantes si (z —Z) — (y—79) >0

— Discordantes si (z —Z) — (y —7) < 0.

Théoréme 2.3 Soit K une mesure de concordance pour des variables aléa-
toires continues X etY.

1. siY est une fonction croissante de X, alors K (X,Y) =1,
2. siY est une fonction décroissante de X, alors K (X,Y) = —1,

3. st et B sont des fonctions strictement croissantes, alors
K (a(X),B(Y)) = K (X,Y).

Il est facile de construire des exemples ol le coefficient de corrélation
linéaire de Pearson n’est pas invariant, par transformation strictement crois-
sante. Par conséquent, la corrélation linéaire n’est pas une mesure de concor-
dance.

En revanche, le Tau de Kendall et le Rho de Spearman sont deux mesures
de concordance bien connues en statistique. Elles donnent une mesure de la
corrélation entre les rangs des observations, & la différence du coefficient
de corrélation linéaire qui lui apprécie la corrélation entre les valeurs des
observations.

Elles offrent par ailleurs I’avantage de s’exprimer simplement en fonction
de la copule associée au couple de variables aléatoires.

Définition 2.4 (Tau de Kendall) Soient (X,Y") un couple de vecteurs aléa-
toires et (X',Y") une copie de (X,Y), c’est-a-dire un couple de vecteurs en
tout point identique a (X,Y). Le tau de Kendall noté T est défini par : :

7(X,Y) = pr{(X — X')(¥ —=Y") > 0} — pr{(X — X')(Y — Y") < 0}.

Le tau de Kendall n’est autre que la différence entre la probabilité de concor-
dance et celle de discordance.
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Son expression en terme de copule est la suivante :

Théoréme 2.4 Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires continues de
copule C, alors

X, Y = 4// C(u,v)dC(u,v) —1=1-— 4/ 0,C(u,v)0,C(u, v)dudv.
[0,1]2 [0,1)

ce qui peut s’écrire encore
7(X,Y) =4E(C(U,V)) — 1, avec, U,V ~ U([0,1]).

Un estimateur du tau de Kendall se construit & partir d’un échantillon
{(z1,11), ..., (1, yr)} de (X,Y) de la fagon suivant :

T j-1 .
R 2 . L. . l,siz>1
) = gy 2o Y sisnllayalyw) o s = { %20

Définition 2.5 (rho de Spearman) Soient (X,Y) et (X', Y") deuz couples
de vecteurs aléatoires copies d’un vecteur aléatoire (X,Y), alors le rho de
Spearman est égal & :

ps(X,Y) =3[pr{(X - X) = (Y = Y") > 0} — pr{(X - X) - (Y - V") < 0}

Le rho de Spearman s’écrit aussi en fonction du coefficient p de corrélation
linéaire de Pearson :

pS’(X’ Y) = p(FX(X)a FY(Y))

ot Fx et Fy sont les fonctions de répartition respectives de X etY .
Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires continues de copule C, alors

ps(X,Y) = 12// wdC(u,v) — 3 = 12/ C(u,v)dudv — 3
[0,1)2 [0,1)2

Un estimateur du rho de Spearman se construit a partir d’un échantillon
{(@1,11).-.(zr, y7)} de (X,Y) de la fagon suivante :

SLi (R — B)(S: = 5)
VL (R~ RS (S - 5y

ou R; est le rang de z;, S; celui de y; et

)OS(X> Y) =




2.5 Dépendance de queue

Le concept de dépendance de queue fournit une description de la dépen-
dance au niveau des queues de distribution, trés intéressante pour étudier la
survenance simultanée de valeurs extrémes. C’est une mesure locale contrai-
rement au tau de Kendall et au rho de Spearman qui mesurent la dépendance
sur ’ensemble de la distribution.

2.5.1 Coefficients de dépendance de queue

Définition 2.6 Le coefficient de dépendance de queue inférieure ou (lower
tail dependence coefficient) de deuz variables aléatoires X etY ,de fonctions
de répartition respectives Fx et Fy , est défini par

AL(X,Y) = lin, Pr[X < Fx'()[Y < Fyl(o)] (2.1)
~ 1 Gi0) (2.2)
a—0t o

(si cette limite existe).

Si Az, = 0, alors la dépendance de queue inférieure est nulle.

Les variables X et Y n’ont pas de dépendance de queue & gauche.

Si Az € (0,1], cela signifie qu’il y a une probabilité non nulle que la
variable Y dépasse

un seuil u sachant que la variable X est déja supérieure & ce seuil .

Autrement dit, Az, est la probabilité d’avoir un extréme en Y sachant que
X est extréme.

De fagon similair, on définit le coefficient de dépendance de queue supé-
rieure.

Définition 2.7 Le coefficient de dépendance de queue supérieure ou (upper
tail dependence coefficient) de deuz variables aléatoires X etY de fonctions
de répartition respectives Fx et Fy,est défini par

w(X,Y) = lim Pr[Y > Fe'(@)|X > Fyl(a)] (2.3)
~ lim 1-2a+C(a,a)
a—1~ _ l—a
- g Sleal (2.4)

anl- 1—a

(si cette limite eziste).
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On dit que X et Y sont asymptotiquement dépendantes au niveau supé-
rieur de la queue de distribution si Ay € (0, 1] et asymptotiquement indépen-
dantes au niveau supérieur de la queue de distribution si Ay = 0.

Lorsque Ay > 0, une interprétation simple peut &tre donnée lorsqu’on
étudie la sinistralité extréme concomitante sur deux branches d’assurance -
sachant qu’un sinistre extréme est survenu dans une branche, il existe une
probabilité non nulle qu’un sinistre d’une intensité relative comparable sur-
vienne concomitamment dans ’autre branche.

La notion de copule de survie est trés utile pour étude de la, dépendance
de queue. La définition en est la suivante.

2.6 Familles des copules

Il existe plusieurs familles de copules dont les plus connues sont les copules
elliptiques, les copules archimédiennes et les copules de valeurs extrémes.

2.6.1 Les Copules elliptiques

Les copules elliptiques sont définies a partir des lois de distribution ellip-
tique.

Dans ce qui suit, nous donnons quelques définitions de la distribution
elliptique ainsi que deux exemples classiques de cette famille de copules qui
sont la copule Gaussienne et la copule de Student.

Définition 2.8 Un vecteur aléatoire X = (Xi,...,X,) est de distribution
elliptique s’il admet la représentation suivante :

X =pu+ RAU
ou,
- K= (:u'17 "')/J'n) e R™.
— U est un vecteur aléatoire uniforme sur la sphére unité de R™.
- R est un vecteur aléatoire indépendant de U.

— A est une matrice de dimension n x n telle que ¥ = AAT est non
singuliére.

Définition 2.9 La fonction de densité d’une distribution elliptique (si elle
existe) est donnée par :

fl@)=2"g((z - p)Tsz—p),zeR”

ou g est une fonction définie de R* dans R, dite génératrice de densité.
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Définition 2.10 Soit X = (X1, ..., X,,) un vecteur aléatoire de distribution
elliptique. La fonction caractéristique px(t), t € R™ est donnée par :

E(ezp(itT X))
= E(exp(it'u+ RAU))
= exp(itTu)g(tTt).

<Px(t)

Définition 2.11 On appelle copule elliptique toute copule de la forme

by (w) byt (u2) 1 2. 42 _9
Cp(ul,w) - /g It R dzydzy

o S e
= Hy(4, (u1), ¢, (u2))

avec H, est la distribution conjointe des variables X et X, et ¢g_11 et ¢;21 les
fonctions quantiles respectives et p leur coefficient de corrélation.

Les copules elliptiques sont les extensions multivariées des distributions
elliptiques dont deux des plus célébres sont la distribution normale et la distri-
bution de Student. Elles sont symétriques et modélisent de la méme maniére
la dépendance des queues gauches et des queues droites des distributions
marginales.

Copule Gaussienne

Définition 2.12 La copule Gaussienne bivariée est définie de la facon sui-
vante :

Cu,v) = &,(27*(u), 27*(v))

= p est une matrice symétrique définie positive avec diag(p) = 1
- ®, la distribution normale bivariée standard de matrice de corrélation

2.6.2 Copule normale

Soit H, une distribution normale bivariée de coefficient de corrélation p
telle que Vz1,25 € R on a

1 £ . i t1 —my 2
H, B2 = exp{—
P(xl xZ) 27ro'102 /—1_p2 /_:oo /_oo p{ 2(1 _ p2) [( 0_1 )

2ol mma)lta mma) |t ey g g

01029 (o)
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En particulier si X; ~» A (0,1) et X5 ~» N(0,1), on a
Colug,uz) = @,(27(us), 87" (ug))
L 2

1
~(ug ) w2 2
PT1Ty xy x5

q)p
&1 (uy) 1
- /.oo / o a2 P

ou de maniére équivalent et d’aprés Roncalli (2004)

M 27N (ug) — p@7 ()
Cp(ul,ug) = A ‘I’( \/]__—-pZ )d$1
avec p € |—1,1[, avec B; = ®7 (1), By = ().

L’une des observations qui ressort dans I’étude de Brechmann et Scheps-
meier (2013) est que la copule normale modélise passablement une dépen-
dance non linéaire ou en présence d’événements extrémes (sauf pour une
corrélation parfaite). Néanmoins, il est trés facile de simuler des variables
aléatoires avec une distribution conjointe Normale (ou Gaussienne).

)diEld.’l?g

Copule de Student

la copule de student (ou la t-copule) est la fonction de dépendance associée
a la fonction de répartition de student multidimensionnelle.

Définition 2.13 La copule Student bivariée est définie de la fagon suivante :

Clu,v;p,v) =t (u), 1, (v))

Avec p la matrice de corrélation symétrique définie positive, t,y, la distri-
bution de Student bivariée standard de matrice de corrélation et de degré de
liberté.

La fonction de student bivariée est donnée par :
vl

t,,(:v)z/_;—\;—%%<l+%2> " 4B,

Nous en déduisons que sa densité s’écrit :

[ Bl 52— 208,8,\ ¥
wie)= [ [ e (H G s,

La copule de student bivariée est donnée par :

B2+ B2 —20p1By\ T F
14 Sl ”) dB,dB,,

t; (w)  pty () 1
CP:V(U” 'U) = /_‘oo /;oo 271_ /—'1 — p2 exp ( v (1 _ p2)

avec0< p< 1.
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F1G. 2.2 — Densité du copule de Student bivariée

Remarque 2.1 Les copules Normale et celle de Student sont des copules
symétriques et relativement simples & utiliser parce que les distributions as-
sociées sont bien connues. Elles sont souvent appelées les copules implicites
car elles n’ont pas de forme analytique explicite. Ces copules s’expriment,
par conséquent, en fonction des distributions bivariées auzquelles elles sont
associées (Théoréme de Sklar).

2.6.3 Copule des valeurs extrémes
Définition 2.14 Une copule de valeurs extrémes vérifie la relation suivante :
C(ul, ..., ut) = C*(uy, ..., un)

pour tout réel t positif.
Pour n = 2, Joe (1997) montre qu’une copule de valeurs extrémes est vérifie

la relation Ciala ) = oxp {m (wv) A (RUI)LJ(:)I)EE) } .

ot A : [0,1] — [0.5,1] est une fonction conveve est appelée fonction de dé-
pendance de Pickands, qui doit vérifier la condition

max(t,1 —t) < A(t) <1

en tout t € [0, 1].
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Les copules de valeurs extrémes ne permettent de modéliser qu’une dé-
pendance positive car pour tous u,v € [0, 1], elles vérifient la condition

uwv < Cy(u,v) < min(u,v).

Lorsque A(t) = 1 en tout ¢ € [0, 1], on retrouve la copule d’indépendance.
Ainsi, la copule II(u, v) = uv est un modeéle extréme.
— Les copules dites de Gumbel-Hougaard appartiennent aussi & cette
classe. Ces copules dépendent d’un paramétre 6 > 1 et sont engendrées
par la fonction de Pickands donnée en tout ¢ € (0, 1) par la formule

Ag(t) = {t? + (1 —1)?}1/0.
— A titre d’exemple, Une copule qui s’écrit de la maniére suivante
C(u1,uz, a) = wyug exp{[(—Inu;) ™ + (= In uz)_“]_Tl}

avec a €]0, co[, est une copule de valeurs extrémes

C(ui,up) = ulubexp{[(—Inu) ™+ (—Inuy) ™%}
= (ugus)’exp{[t™*(—lnu;) ™ +t"%—In ul)‘“]—Tl}
= (wyup) exp{[t(~ Inu;) ™ + (— Inw;) "7}
= {wus exp{(~Inu) ™+ (—Inuy)" = }}

C’t(ul, U2)
Alors que la copule
Olug,up) = wiup + (1+a(l —uf)(1—uj))

wiuy(l + a — aul — aub + autub)?

wiub (14 a — awy — auy + auyug)t

C*(uy, ug, a)

Remarque 2.2 Les copules de valeurs extrémes sont maz-stable c’est a dire
i (X1,Yn), ..., (X0, Yy,) sont des couples de variables iid dont la structure de

dépendance peut étre modélisée par une copule de valeurs extrémes C, alors
la structure de dépendance de

Mz = max(Xl, ...,Xn)

RN N

et
N, = min(Yl,...,Yn)

sont modélisée par la méme copule C.

Le tableau suivant contient les copules de valeurs extrémes les plus connues
avec U = —Inwu, ¥ (u,up; 0) = @ (1/60 4 0.50 In (In uy / Inuy)) et &(w;0) =
E(w, 1 —w;0).
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TAB. 2.1 — Les copules des valeurs extrémes les plus utilisée

Copule 0 C(uq,us) A(w)
CJ‘ Ui1Ug 1
Gumbel A [1,+00) | exp |— (@ + @f) W [w? + (1 —w)?] e
Gumbel B [0,1] u1ug exp |01t fw? — fw + 1
Galambos [0, +00) | wyuexp | (G7° + @3 °) i [w™? + (1 — w)~?) e

- . _alﬂ (,u’lv Uz, 9) 5 e
Hiisler-Reiss [0, +00) | exp g9 (s, s 0) wé (w; 0) + (1 — w)é (1 — w; 0)
Marshall-Olkin | [0,1]* | u;™"u3~% min (47, us?) max (1 — 61w, 1 — 05(1 — w))

2.6.4 Copule archimédienne

Les copules Archimédiennes sont indiscutablement associées au statisti-
cien canadien Christian Genest. Ce n’est pas lui qui les a inventées, mais il
est le premier & avoir adopté une analyse statistique de ces fonctions copules.
Et ses nombreuses publications ont largement contribué a les faire connaitre.
En fait, ces copules archimédiennes dérivent des t-normes archimédiennes de
Ling [1965]. Comme il existe un lien trés fort entre copules et t-normes, la
construction de ces copules est immédiate (Schweizer et Sklar [1983]).

Cette méthode de construction des copules peut étre facilement étendue
en dimension n. Elle permet de construire une grande variété des copules.

Définition 2.15 Soit ¢ une fonction continue, strictement décroissante et
définie de [0,1] dans [0, +oo[ telle que (1) = 0. Le pseudo-inverse (inverse
généralisé) de ¢ est la fonction o™ : [0, +00[— [0,1] donnée par
"0[—1] (t) _ (p_l(t): 0<t< 90(0)
0,0(0) <t< o0

Notons que ¢~ est continue et décroissante sur [0, +00], et strictement
décroissante sur [0, p(0)]. En outre, o™ (p(u)) = u dans [0, 1], et

» t, 0<t<p(0)
Pl 0) = {90(0),@0(0) <t<oo

-1

= min (2, p(0))

si p(0) = oo alors @[~ =

Définition 2.16 Soit ¢ une fonction continu, strictement décroissante de
[0,1] dans [0, oo telle que p(1) = 0. pI~Y est le pseudo-inverse de ¢. Soit C
une fonction de [0,1]* dans [0, 1] donnée par

Clu1,uz) = ™ (@(u1) + o(uz)).
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alors C' est une copule si et seulement si  est conveze. Une copules C de la
forme

C(u1, ug) = o (p(u1) + p(uz))

est dite copule archimédienne avec un générateur ¢. Elle est symétrique et
associative.

Le grand avantage de cette famille c’est qu’elle permet de décrire des
structures de dépendance trés diverses dont notamment les dépendances asy-
meétriques ou les coefficients de queue inférieure et de queue supérieure sont
différents. Genest et MacKay (1986) ont présenté les propriétés de cette classe
des copules. Le choix du générateur ¢ détermine la famille des copules.

A titre d’exemple, prenons ¢(t) =t — 1 avec 0 < a < oo. On peut
vérifie que (t) est continue et (1) = 0.¢' = —at™*! donc ¢ est strictement
décroissante de [0, 1] dans [0, 00].¢”(t) > 0 dans [0, 1], ¢ est convexe.

En plus, ¢(0) = oo et ¢ est un générateur strict. On a

Cluy,ug) = ¢ p(u1) + p(uz))
((ur® = 1) + (uz® — 1) + 1] "=
= (" +u5° 1)

Définition 2.17 (Copule de Clayton) La copule de la forme
Clug,ug) = (uy®+uy® — 1)“%

est une copule archimédienne de générateur p(t) =t~ —1 . Elle est appelée
copule de Clayton.

TAB. 2.2 — Les copules Archimédiennes les plus utilisée

| Copule [ p(u) [Clu,v) 7

“ Gumbel ” (— lnu)a,a >1 ” exp(—[(_ lnu)“ h’l'u) %) ”
Banck | In (SF) o #0 | phli+ Bom e )

“ Clayton ” (w™*-1) a>0 (W + v — 1)_1

[oe [ ha-0-9) [1-@irreoy™ ]

[C- [ -Ilnu T av ]
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Calcul du tau de Kendall pour les copules archimédiennes

Pour les copules archimédiennes, la détermination du tau de Kendall et
des coeflicients de dépendance des queues par les expressions présentées pré-
cédemment est un peu compliquée. Une expression permettant de calculer
ce coefficient plus facilement consiste & l’exprimer en fonction du générateur
©(t) de la copule de la maniére suivante

1
T=1+4/ (p,(t)dt
o ¢'(t)
Pour cette copule C' , le tau de Kendall est

1 - 1
g | 4
T o= 1+4/ —~—1dt=1——/ t— 1o
g —oat™% aJo

_ 4.1, 1 a+2]1~_ a

B _5[5 T a2 0T iy

Calcul des coefficients de dépendance des queues pour les copules
archimédiennes

On peut exprimer le coefficient de dépendance de queue supérieure en
fonction du générateur de la copule C' comme suit

Clww) _ . [1=2u+p™!(2p(u)]

o = IE ) (1-u)
“1(20p(u) — 1
_ fime 4 P (20w
u—1 1—u

On pose s = ¢(u), on a
=
g e '(2s) -1
o= Rt T o)
, [~ (2s) — 1] 72s] 97 (29)
lim2 — 2 =2 - 2lim——F—=
s—0 [(p‘l(s) —1]/s] s—0 =V (s)

Si p~Y(0) € (—00,0), C n’admet pas de dépendance de queue supérieure.
Prenons I’exemple du méme copule de Clayton, on a

o (284 1)1
)\U = ZLI_I;I(I)[ (8 + 1)_1/a_1

] — 2.2—1/0.—-1 — 2—-1/(1

Dans le tableau suivant, nous donnons quelques exemples de copules Ar-
chimédiennes (nous utilisons les notations de Joe [1997] pour étre plus concis :
T=1l-uetu=—Inu):
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TAB. 2.3 — Les parameétres de dépendance des copules Archimédiennes les
plus utilisée

[Copule [ X JAdv  [ra |
”Eumbel ” 0 ” 2-92-z [ 1— % ”
[ Franck [0 o j LS
[LClayton | 27z [ 0 ot ”
[Joe [ I |
et [ 1 | |

— La copule de Gumbel n’appréhende que des dépendances positives et
posséde la caractéristique de pouvoir représenter des risques dont la
structure de dépendance est plus accentuée sur la queue supérieure.
Elle est a ce titre particuliérement adaptée en assurance et en finance
pour étudier 'impact de la survenance d’événements de forte intensité
sur la dépendance entre branches d’assurance ou actifs financiers.

— La copule de Franck permet de modéliser les dépendances aussi bien
positives que négatives. On note qu’il n’existe pas de dépendance de
queue pour cette copule. Le tau de Kendall s’exprime en fonction de a
gréace & la fonction Debye définie par

E =
Dk(.’L‘) = —:1—:-’"7\/0 eXpt _1dt

— Comme la copule de Gumbel, la copule de Clayton ne permet de modé-
liser que les dépendances positives. A I'inverse de la copule de Gumbel,
elle vise & rendre compte d’une dépendance sur les événements de faible
intensité.

2.7 Quelques copules bivariées

Il existe une multitude de copules permettant de caractériser I’ensemble
des structures de dépendance possibles. Cet ensemble est constitué de nom-
breuses familles qui offrent une diversité suffisante pour modéliser toutes les
structures de dépendance les plus courantes.

2.7.1 Copule produit
C’est la copule la plus simple et elle a la forme suivante

C(uy, uz) = C+ = uyu,
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Frank copula density Clayton copula density Gumbel copula density

F1G. 2.3 — Densité des copules : Frank, Gumbel et Clayton

Contour plot Frank Contour plot Clayton Contour plot Gumbel

F1G. 2.4 — Lignes de niveaux des copules : Gumbel, Frank et Clayton
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elle est trés importante comme "Benchmark" puisqu’elle correspond a l’in-
dépendance entre les deux variables.elle est appelée également copule d’in-
dépendance. Pour deux variables indépendantes, on a

Clug, u2) = ugug

et
5‘C’(u1 ’u,2)
C = 2
(ula U2) 8(U1) U2
On peut vérifie que la distribution conditionnelle de Y /X = z n’est autre
que la distribution marginale de Y.

pr(Y <y)pr(X < =)
pr(X < )

Fy x(y) = = Ci(Fx(2), Fy (v)) = Fy(y) = pr(Y <y)

2.7.2 Copule de Farlie- Gumbel- Morgenstern (FGM)

La copule de Farlie-Gumbel-Morgenstern a été proposé par Morgenstern
(1956) et elle a la forme suivante

C(uy, ug;a) = uug(1 +a(l — u) (1~ us))

Cette copule est simple mais restrictive dans la mesure o elle ne peut étre
utilisée que pour étudier une dépendance de faible amplitude entre les va-
riables. Le rho de Spearman prend des valeurs dans un intervalle trés res-
treint [—1/3,1/3] et c’est pour cette raison qu’on ne peut pas 1utiliser pour
modéliser les variables aléatoires qui présentent une forte dépendance. Si le
parametre a est nul, cette copule correspond & une copule produit.

2.7.3 Copules de survie
Définition 2.18 Soit C(uy, ..., u,) la fonction définie par

Cut,y .y tUn) =C(1 —ug, ..., 1 — uy,)

ol

Cluy, ..., un) = Pr[Uy > uy, ..., Uy > uy)

Alors C(uy, ..., u,) est appelée copule de survie (survival copula) de la copule

C.



Définition 2.19 Soient X etY deuz variables aléatoires de copule C, alors
on a

. C(u,u)

) = i, C)

i 1 - 2u+C
AR P = g SRR C

u—1- 1—u

On montre facilement que le coefficient de dépendance de queue inférieure
(vesp. supérieure) de C' est le coefficient de dépendance de queue supérieure
(resp. inférieure) de C. Autrement dit, & partir d’une copule donnée, il est
possible de créer une autre copule présentant une structure de dépendance
de queue inversée.

2.7.4 Copule HRT

La copule HRT n’appartient pas & la famille des copules archimédiennes.
Elle a été introduite par Venter [2001] pour modéliser la dépendance sur des
événements extrémes de forte intensité. Elle a été construite comme étant la
copule de survie de la copule de Clayton et présente donc une structure de
dépendance inversée.

Clu,v) = utv—1+(1-uw) "+ (1-v)" 1),

- a
AL = 0,Ap=2%,7,= .
L » AU y T CL+2

2.7.5 Copule empirique

Deheuvels [1979] a introduit la notion de copule empirique Soit {19%, ..., 9% }
la statistique de rang associée & 1’échantillon multivarié {z¢,...,2t} dont
chaque vecteur posséde J observations (V i € [1,n], ¥} est le rang de z?
parmi (zf);=;. s) alors toute copule C définie sur le treillis

t tn
{(%Eﬁ) |15k3n,03tk5T}

thot ] g

A 1 n

¢ (f’ f) =5 I 1<,
t=1 k=1

est une copule empirique.

par

36



2.7.6 Quelques copules particulier et ses paramétres

Le tableau 2.4 représente quelques copule avec sont code soue le logiciel
R ainsi les parameétres correspondants

TAB. 2.4 — Quelques copules avec leurs paramétres et le codage sous R

famille de cpule famille | par parl
Gaussian 1 -1,1 i
t-Student 2 —1,1 (2,00)
Clayton(survie) 3,13 | (0,00) -
Clayton Rotate 90 et 270 23,33 | (—o00,0) |-
Gumbel(Survi) 4,14 [1,400) |-
Gumbel Rotate 90 et 270 24,34 | (—o0,—1] | -

Frank ) R -
(Survival) Joe 6,16 | (1,+0c0) |-
Rotated Joe (90 and 270 degrees) 26, 36 | (—oo0,—1) |-
(Survival) Clayton-Gumbel (BB1) 7,17 | (0,00) [1,4+00)
Rotated Clayton-Gumbel (90 and 270 degrees) | 27, 37 | (—00,0) | (—o0, —1]

2.8 Simulation de copules bivariées

2.8.1 Meéthode des distributions

Nous utilisons la transformation

X = (F W), - FTY(UL)) -

Nous avons donc

F(Uy,...,Uy) = C(FTNUY), ..., EZY(U)).

Pour simuler U = (Uy, ..., U,), nous pouvons simuler le vecteur aléatoire
X = (Xy,...,X,) de fonction de distribution F et appliquer la transfor-
mation

U= (Fl(Xl)a ) Fn(Xn))

Théoréme 2.5 Soit C' une copule et soit (U, V) un vecteur aléatoire de loi
C. On définit pour tout (u,v) € (0,1)?

Ly(u) = Pr(U € g|V =9)= %C(u, v).
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Soient maintenant Ty et Ty deuz variables aléatoires indépendantes telle que
Ty~ U([0,1]) et To ~ U([0,1]). Si U = L3 (Ty) et V = Ty, alors la paire
(U,V) est de loi C.

On peut donc établir un algorithme de simulation de copule comme suit :

Algorithm 2.6 1. On génére des variables aléatoires et indépendantes
V, T qui sont U([0,1]).

2. On pose U = L;}(T).
3. Le couple désiré est (U, V).

2.8.2 Meéthode des distributions conditionnelles

Considérons le cas bivarié. Soit U = (U;,Us) un vecteur aléatoire de
fonction de distribution C. Nous savons que P[U; < u1] = uy et

PlU; < ug|Uy = uy] = Cyja(uq, ug)

Comme C(Uy, 1) et Cop(u1, us) sont deux variables aléatoires uniformes,
nous obtenons ’algorithme suivant :

1. Simuler deux variables aléatoires uniformes v; et vs.

2. Prendre w; égal & v;.

3. Soit C(ug,u1) = Copr (u1, ug).

4. Prendre uy égal & C~*(vy, uy).

Cet algorithme est suggéré par Genest et MacKay (1986). Il est utilisé par

Genest (1987) pour simuler la copule Frank. Nous rappelons que la fonction
de cette copule est

1 —Ouy __ 1 —Oug 1
O, ) = ~51n (14 =)

Nous en déduisons que

_ efu1(e=fu2 — 1)
(e —1) + (e7tm — 1)(e=fu2 — 1)

Cop (u1, ug; )

Nous obtenons finalement

C™Hug,ug) = {up, Con(ur,ug0) = u}
=
=l In (1 o e D )

6 u+ (1 —u)e
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La méthode bivariée s’étend sans difficultés (sur le plan mathématique) au
cas multivarié. Prenons par exemple le cas trivarié. Nous avons ’algorithme
suivant :

1,

Simuler trois variables aléatoires uniformes vy, v, et vs.

2. Prendre u; égal a v,

3.
4.

Soit C(ug,u1) = Cop1 (u1, ug, 1). Prendre uy égal & C~(vy, uy).

Soit C'(ug;u1, ug) = Caj1,2(u1, ug, us). Prendre ug égal a C~(vs; u, up).

Il existe plusieurs algorithmes pour simuler les copules Archimédiennes.
Genest et MacKay (1986) pronent I'idée de simuler la distribution conjointe
du vecteur aléatoire X en procédant par des simulations récursives des dis-
tributions conditionnelles de X ; sachant X;.

8
2,
3.

Générer un nombre aléatoire uniformément distribué U;.
Poser .X1 = Fl—l(Ul)

Pour j = 2,...,n, on calcule récursivement :

16D [o;_; + o (Fy(x))]

— . . . — (p
Uj = F}(XJ]IL‘l, ...,.’EJ._l) = (p_l(j—l)(Cj_l)

o ¢; = pFi(z1) + ... + pF;(z;) et p~1(j) est la j®™e dérivée de la
fonction inverse de la fonction ¢.

. Poser X; = F;(U;).

2.8.3 Les méthodes dites analytiques

Dans ce paragraphe, la simulation est spécifique & chaque copule ou & un
type de copule.

Pour simuler la copule Clayton (pour § > 0), nous pouvons employer
lalgorithme donné par Devroye (1986) :

1.
2
3.

Simuler deux variables aléatoires exponentielles standards z; et z.
Simuler une variable aléatoire 2 de fonction de distribution I' (1, ).
Prendre u; = (14 21/2)7% et uy = (1 + z9/2)~%. Pour simuler des
vecteurs aléatoires X ayant une copule Gaussienne de dimension 7, on
propose l’algorithme suivant :

Générer Z, une réalisation de la loi normale multivariée de moyenne
0,,x1 et de variance X,,,, avec, %;; = 1 et L =T,

. Utiliser la décomposition ¥} = A?A.
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6. Générer Y3, ...,Y,, une suite de n variables aléatoires i.i.d de loi normale
standard.

7. Calculer X = (X;,..,X,)t = AY de Y = (Y3, ..., Y,)".

8. Poser U; = ®(X;),i = 1,...,n avec ® est la fonction de distribution
normale standard.

Afin de simuler des vecteurs aléatoires X ayant une copule de Student de
dimension n & v degrés de liberté, on propose ’algorithme suivant :

1. Générer Z, une réalisation de la loi normale multivariée de moyenne
Onx1 et de variance X,,.,, avec, X; = 1 et 2ij =T,

Générer V ~ x2.
Déduire W =v/V .
Poser T'= Z/W.

Soit ¢, la distribution de Student multivariée avec v degrés de liberté,
de fonction de répartition marginale Frr . Soit 7} le j%™¢ élément de 7.
On calcule la variable aléatoire U; : U; = Fr(Tj).

6. Calculer X; = F;*(U;), ou F; est la fonction de répartition de X;.

LA -

2.8.4 La méthode des quantiles empiriques

Le probléme de cette section n’est plus la simulation du vecteur U dont la
distribution est une copule C, mais concerne la simulation du vecteur X dont
la copule est C' et les marginales pas forcément uniformes. Dans les sections
précédentes, X est simulé & partir de la transformation suivante :

(FEH0h), o FA(U)

Cela implique la connaissance des distributions Fi, ..., F,,. Ce qui n’est pas
toujours le cas. Néanmoins, s’il est possible de simuler les marginales Fy, ..., F,,
alors, nous pouvons simuler la distribution multidimensionnelle F' grace & la
méthode des quantiles empiriques. Soit F; ,, le processus de distribution em-
pirique (non normalisé).

Nous avons le r “esultat suivant :

sup ||F;m—Fi(z)|,a.s — 0, lorsque m — 0.

Soient U, et F,, les processus de distribution empirique correspondants aux
distributions C(uy, ..., u,) et F(z1, ..., z,). En utilisant un argument de type
Glivenko-Cantelli, nous avons
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sup |Up(F17m(u1), s Fn,m(un))’ ,a.8 — 0, lorsque m A p — 0.

UL y.eeyUn

avec A indique le maximum.

2.9 Conclusion

Ce chapitre nous a permis d’explorer les bases de la théorie des copules,
en particulier ses performances en terme de modélisation et de caractérisa-
tion des relations de dépendance. Les applications des copules sont multiples ;
elles varient de I’hydrologie et de la météorologie, & la finance et aux assu-
rances. Cependant, leur utilisation en économie reste trés restreinte. Ainsi,
nous contribuons & ce domaine par une application en économie, en présen-
tant dans le prochain chapitre I'utilité des copules pour modéliser la dépen-
dance des variables macroéconomiques et boursiéres. Cette étude consistera &
comparer les prévisions fournies par les copules & celles déduites des modeles
classiques (modeéles de séries chronologiques).
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Chapitre 3

Testes statistiques pour les
copules

3.1 Introduction

La grande propriété des modéles & base de copules est que différentes
formes fonctionnelles de copule pourraient étre utilisées afin de simuler toute
structure de dépendance entre des variables aléatoires auxquelles les scienti-
fiques ont pensé. D un autre coté, la grande variété de formes fonctionnelles
plausibles est 'inconvénient majeur de 'usage plus général de Copula dans
la pratique, car il n’existe généralement aucune indication claire de la forme
de copule paramétrique a utiliser.

De plus, il n’ya qu’un consensus sur le choix de la forme fonctionnelle
appropriée, indiquant que ce processus appartient aux éléments les plus mé-
connus de la modélisation des copules. Le fait de savoir si une famille de
copules choisie modélise de maniére appropriée la structure de dépendance
d’un ensemble de données observé constitue donc un probléme fondamental.

Lorsque le jeu de données doit étre analysé, le probléme & résoudre se
compose généralement de trois parties. En utilisant d’abord I’expérience des
modeles de type similaire, nous suggérons plusieurs formes fonctionnelles de
copule qui sont supposées correspondre aux données fournies.

Dans un deuxiéme temps, nous estimons les paramétres de toutes les
fonctions proposées. Enfin, a I’aide de tests de qualité de I’ajustement, nous
analysons laquelle des copules en particulier semble étre la plus appropriée. Si
Panalyse est effectuée correctement, le résultat final est une fonction de copule
bien ajustée qui, au moyen d’une simulation de Monte-Carlo, permet en outre
d’analyser en détail le comportement probable des variables examinées.

Nous présentons deux méthodes d’estimation des paramétres de copule.

42



Selon le traitement avec les marges de copule, nous différons sur les modéles
dits paramétriques et semi-paramétriques. Les modéles paramétriques spéci-
fient et estiment les formes paramétriques des marges ainsi que de la fonction
de copule. Au contraire, les modéles semi-paramétriques ne supposent aucune
hypothése sur les paramétres des marges et se substituent aux distributions
marginales par les fonctions de distribution cumulative empiriques univariées.
Nous décrivons les deux techniques en détail dans les deux sections suivantes,
puis fermons en introduisant plusieurs tests de qualité de ’ajustement.

3.2 Meéthode paramétrique d’estimation des
copules

3.2.1 Fonction de répartition empirique

En premier lieu, on va expliquer comment estimer les marges F' et G,
ainsi que la loi conjointe H. Soit donc Xj, ..., X,,, un échantillon aléatoire
tiré d’une loi dont la fonction de répartition est F. Si F' est inconnue, on
peut I'estimer par la fonction de répartition empirique

1 n

=1

Pour z € R fixé, F,(z) correspond au nombre d’observations qui sont infé-
rieures & z. Nous allons nous intéresser & présent au comportement asymp-
totique de F,.

Tout d’abord, il faut noter que la loi des grands nombres assure que, pour z
fixé, F,,(z) converge en probabilité vers F(z).

Le Théoréme de Glivenko Cantelli étend largement ce résultat en démontrant
la convergence uniforme de F), vers F pour z € R. Ce résultat est énoncé
dans la suite.

Théoréme 3.1 Soit (X, )n>1, une suite de variables aléatoires de méme
fonction de répartition F. Alors

sup | Fr(z) — F(z)|

z€R

converge en probabilité vers zéro.
Considérons maintenant le processus empirique
Fu(z) = Vn{Fa(z) — F(z)}.
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Une application du Théoréme central limite assure que pour un z € R fixé,
F,(z) converge vers une variable aléatoire Normale de moyenne nulle et de
variance

o2 = F(2)(1 - F(z)).

Le Théoréme de Donsker va beaucoup plus loin en obtenant le comportement
limite en loi de F,(z) en tant que fonction aléatoire définie pour tout z € R.
Avant, on va définir ce qu’est un pont Brownien.

Définition 3.1 Un pont brownien B est une fonction aléatoire définie sur
[0,1] telle que

cov{B(s),B(t)} = min(s,t) — st,¥(s,t) € [0, 1]

et B(s) est une variable aléatoire suivant une loi normale de moyenne nulle
et de variance s(1 — s).

Le Théoréme de Donsker peut maintenant &tre formellement énoncé.

Théoréme 3.2 Soit D(R), l'ensemble des fonctions définies sur R qui sont
continues a droite et qui possédent une limite & gauche. Alors le processus
empirique F,, converge dans l’espace D(R) vers un processus gaussien F tel
que F(z) = B{F(x)}. Ainsi, F est de moyenne nulle et posséde la fonction de
covariance

cov{F(z),F(y)} = F{min(z,y)} — F(z)F(y).

Soit maintenant (X3,Y1), ..., (X, ¥), un échantillon aléatoire bivarié tiré
d’une loi dont la fonction de répartition conjointe est H. Pour I’estimer, on
définit la fonction de répartition empirique bivariée

1 n
Hy(z,y) = " Z Lixi<a,vi<y)- (3-2)
i=1
Soit maintenant le processus empirique

Hn(z7 y) = \/ﬁ{Hn(m’y) - H(l’,y)} z

Une application du Théoréme central limite assure que lorsque (z,y) € R?
est fixé, H,, (z,y) converge vers une variable Normale de moyenne nulle et de
variance

o5, = Hiz,y)(1 — H{z,1)).

Le résultat qui suit est beaucoup plus fort dans la mesure ou la convergence
du processus empirique H,(z,y) s’applique pour tout (z,y) € R2.
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Théoréme 3.3 Le processus empirique H, converge dans 1’espace D(R?)
vers un processus gaussien centré H dont la fonction de covariance est

cov{H(z,y), H(z',)} = H{min(z, «'), min(y,y)} — H(z,y) H(z', ¢/).

Avant de clore cette section, il est & noter que I, et H,, sont reliés via

F.(z) = lim H,(z,v),

Yy—oo

On peut ainsi déduire le comportement limite de F,, & partir de celui de H,.

3.2.2 Copules empiriques

Dans cette section, nous allons expliquer comment estimer une copule C
avec la copule empirique C,,. D’abord, on rappelle que

C(u,v) = H{F ' (u), G (v)}.

Un estimateur naturel de C' consiste & remplacer H par H,, F par F, et G
par G,,. On a alors

Cn(u,v) = Ho{F; (u), G (v)}-
De la définition de H,,, on a donc

1
Cr(u,v) = ooy Z Lixi<ryi) vi<ezl )}

=1

A noter que I'inégalité X; < F-1(u) est & peu prés équivalente a F,(X;) < u,
et similairement pour Y; < G, *(v). On peut donc écrire que

Cr(u,v) = Cy(u,v)= Zl{p (X:)<u,Gn(Y;)<v}-

z—l

La fonction C,, ci-dessus est la définition généralement admise de la copule
empirique.

En notant R; le rang de X; parmi Xj, ..., X,,, et S; le rang de Y; parmi
Yi,...,Y,, on a que

Cn(u,v) = Zl Bicu,Sico}

Le résultat suivant concerne le comportement asymptotique du processus de
copule empirique défini par

Cu(u,v) = vn{Cu(u,v) = Cu,v)}.
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Théoréme 3.4 Le processus empirique C,, converge faiblement dans l’espace
£ (o, 1]2) des fonctions réelles bornées sur [0, 1] vers un processus gaussien
de représentation

C(u,v) = De(u, v) — Cro(u, v)De(u, 1) — Cor(u, v)De(1, v),

ot Cyo(u,v) = 0C(u,v)/0u et Cpi(u,v) = 0C(u,v)/Ov sont les dérivés par-
tielles de C et D¢ est un processus gaussien sur [0,1]? de fonction de cova-
riance

cov{C(u,v),C(v/,v")} = C{min(u,v’), min(v,v)} — C(u,v)C(/, ).

On constate que C posséde une structure de covariance qui dépend de
la copule et de ses dérivées partielles, ces derniéres sont inconnues. Comme
Pestimation de Cy et Cy; est difficile, une approximation de cette distribu-
tion limite est requise en utilisant des procédures boostrap ; voir Fermanian,
Radulovi¢ & Wegkamp (2004) pour plus de détails. Toutefois, 'usage du
boostrap n’est pas approprié, et ce dans plusieurs situations énumérées dans
Bickel, Gotze & van Zwet (1997). A cet effet, on présente dans ce qui suit
une procédure de ré-échantionnage alternative, a savoir la méthode du multi-
plicateur, voir Quessy (2014), Scaillet (2005) et Rémillard & Scaillet (2009).

3.3 Meéthodes paramétriques

On se place ici dans le cas ou la distribution conjointe dépend d’un para-
meétre, que ’on cherche & estimer.

3.3.1 Méthode des moments

Cette méthode est notamment utilisée pour les mesures de dépendance,
Pestimateur des moments de la mesure de dépendance considérée est alors
simplement obtenu en égalant ’expression paramétrique (analytique) de la
mesure avec un estimateur non paramétrique de cette méme mesure.

3.3.2 Maximum de vtaisemblance

Considérons un vecteur aléatoire X, absolument continu, telle que la den-
sité jointe s’écrive

F(@1, ., 32) = e(Fi(1), -, Fa(®a)) - | | filws)

i=1
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ou ¢ : [0,1]% — RT est la densité de la copule associée & X, et ou f; est la
densité de la variable X;.
La log-vraisemblance log £ associée a4 un échantillon X7, ..., X, i.i.d. s’écrit

log £, = Z log c(Fy(z%), ..., Fy(zk))) + Z Elog fi(z¥)

k=1 i=1 k=1

et peut se décomposer en deux termes : celui de gauche est associé a la
structure de dépendance, et le second aux lois marginales. Notons que le
second terme est le seul qui apparait si ’'on suppose que les composantes du
vecteur X sont indépendantes.

On supposera que la copule C' appartient & une famillee paramétrique
C = {Cy,0 € O} et que les lois marginales sont également dans des familles
paramétriques,

FeF = {Fai,ai € AZ}

Sous les conditions usuelles de régularités, ’estimateur du maximum de
vraisemblance (9, d), solution de

((9, a) = arg max {log L,, (6, @)},

est consistant et asymptotiquement Gaussien, au sens ol

ﬁ{(é,@) —(e,a)}iN(o,z)

-1
(G,a)>

3.4 Sélection et adéquation de la copule

avec

2
5= — | tim 0%log L, (H,a)/
n—oo 9 (0, ) 0 (0, @)

Comme pour les fonctions de distribution & une variable, une famille
de copules est choisie pour ses particularités & représenter un ou plusieurs
aspects des données. Ensuite, ’ajustement doit étre réalisé pour retenir la
copule qui modélise au mieux les observations.

A cet effet, Venter (2002, 2003) et Belguise (2001) proposent d’utiliser
des fonctions descriptives K, J, M, L et R pour tester ’adéquation d’une
copule ou pour sélectionner une copule ayant des caractéristiques spécifiques
par exemple au niveau des queues de distribution. Il s’agit de comparer les
valeurs empiriques et les valeurs estimées pour les différentes copules. Cette
comparaison peut &tre faite par un test de Kolmogorov-Smirnov ou du x?
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au seuil a. Cette procédure a été proposée pour la fonction K par Genest &
Rivest (1993) et Genest et al. (2006); ils utilisent les tests de Kolmogorov-
Smirnov et Cramér-von Mises pour ’adéquation des copules.
Pour un ajustement complémentaire des copules, Hiirlimann (2004) pro-
pose le test du x? bidimensionnel.
— La fonction K(z) : Il s’agit de la fonction de répartition de la variable
aléatoire C(U,V'). Pour une copule archimédienne, K (z) (Genest &
Rivest, 1993) est définie par :

K(z)=2z— #(2) (3.3)

La version empirique de la fonction K (z) est exprimée par :

1 n
= - ; liz,<z}- (3.4)

— La fonction J(z) ou de 7 cumulatif : Le coefficient de corrélation
des rangs 7 de Kendall est 1ié 4 la copule par I’expression suivante :

r o= __1_|_4/ / C(u, v)c(u, v)dudv = (3.5)
—1+4E (C(u,v)) (3.6)

ot E(-) est Popérateur de ’espérance mathématique.
La fonction J(z) s’écrit :

J(z) =-1 —I—4-/Oz /Oz C(u, v)c(u, v)dudv/C(z, z)*.

La double intégrale représente la moyenne pondérée de C(u, v), le poids
étant C(z, 2) ; le quotient représente la moyenne de C'(u, v) qui croit en
fonction de z; le second C(z, z) compare la moyenne de C & sa valeur
maximale. On a J(1) = 7.

La version empirique de la fonction J(z) est exprimée par :

J(z) = —1+41(2)/C(z, 2)*

ou I(z) est définie par

n

1
I = - z]-u zv; <z}
(2) nzz {wi<zvi<z)

i=l1

rang(z;)
n+1

rang(y:)

avec lest la fonction indicatrice et u; = o

et v; =
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— La fonction M(z) : est la moyenne conditionnelle cumulative, elle est
définie par :

M(z)=E(V|U<z2)= (/:0 /;Ov - c(u, v)dudv) /z (3.7)

et vérifiant M (1) = 1/2. En définissant D(z) et N(z) comme suit et ,

D(Z) = Z 1{uigz}7 N(Z) == Z Uz'l{u,-gz}
=1 i=1

la version empirique de M(z) est donnée par :
M(z) = N(2)/D(z),

avec D(1) =n et N(1) =n/2.

— Les fonctions L(z) et R(z) : Ces deux fonctions montrent les concen-
trations des queues gauche (Left) et droite (Right) de la distribution.
Les événements extrémes sont mis en évidence particuliérement aux
limites qui, si elles existent, représentent la dépendance asymptotique
définie par Joe (1997) : Ay équation (2.3) pour les petites valeurs ex-
trémes (queue gauche), et \; équation (2.1) pour les grandes valeurs
extrémes (queue droite).

Les deux fonctions L(z) et R(z) sont alors :

L(z)=P (U< 2,V<2)/22=0C(22))7 (3.8)
R(z)=P (U>zouV >2)/(1—2)? (3.9)
= (1-2z+¢(z,2))/(1 - 2)%. (3.10)

On s’intéresse a la fonction L pour tout z € [0,0.5] et & la fonction R
pour tout z € [0.5, 1], ces deux fonctions ont leurs versions empiriques.

3.4.1 Teste de Khi deux bidimensionnel

Il s’agit ici de mettre en place le test du x? bidimensionnel pour I’adéqua-
tion de la distribution bidimensionnelle F'(z,y) obtenue grace & la copule. La
méthodologie adoptée reprend celle proposée par Hiirlimann (2004). L’espace
est subdivisé en pavés [z;_1,2;] X [yj—1,¥;]. Les fréquences théoriques f; ; de
chacun des pavés sont calculées par :

fii = C (Fx(z:), Fy (y;))—C (Fx(2i-1), Fy (y;))—C (Fx (:), Fy (y;-1))+C (Fx (%i-1), Fy (yj-1))
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Ces pavés sont regroupés en k classes, telles que chacune d’elles contient au

moins 5% des observations afin de pouvoir utiliser la statistique suivante du

X2

2 - (Ok — Ek)2
Xobs = kg; Ek

ot m est le nombre de classes, Oy et Ej sont les effectifs respectivement
observé et théorique de la classe k, k = 1, ..., m. Cette statistique suit une loi
du chi-deux & (m — r — 1) degrés de liberté avec r le nombre de paramétres
estimés de la copule . On se donne ensuite un seuil critique « pour la zone de
rejet et on calcule la p-valeur & = P (x2%,_,_; > x%,). On rejette 'adéquation
de la copule paramétrique si & < a.

I1 faut préciser pour les praticiens que la p-valeur exacte & se situe en fait
dans l'intervalle suivant :

P (an—l > ngs) S & S P (X12n—r—1 > X?)bs)

Cet encadrement étant de faible amplitude lorsque r est petit vis 4 vis de
n, le seuil critique « sera le plus souvent en dehors de cet encadrement et
on conclura sans ambiguité. Parmi les copules acceptées, on sélectionne alors
celle qui maximise la p-valeur.
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Chapitre 4

Application sur la modélisation
de la sécheresse

4.1 Définition de la sécheresse

Plusieurs définitions existent, le meilleure définition est celle de Périera,
létat de la sécheresse peut cependant étre caractérisé comme un déficit hy-
drique marque dans une ou plusieurs composante(s) du cycle hydrologique.
Ce manque d’eau est généralement di a de trop faibles précipitations (Al-
ley, 1984 ; Chang et Cleopa,1991) sur une période donnée, par rapport a la
moyenne des apports observes sur cette période et a un impact direct sur
Palimentation des différents compartiments du bassin versant (surface, sol
et nappes). Si les précipitations sont trop faibles ou inexistantes sur une pé-
riode prolongée, ’apport d’eau a la surface du sol et dans les couches de
sol plus profondes est par conséquent amoindri et 1’eau disponible dans les
cours d’eau et/ou pour la végétation peut alors elle aussi étre déficitaire. Pour
cette raison, trois grandes catégories de sécheresses ont été définies dans un
premier temps par Dracup et al. (1980) et reprises par Wilhite et Glantz
(1985) et sont aujourd’hui couramment utilisées par les climatologues et les
hydrologues pour I’étude et le suivi des sécheresses.

4.2 Type de la sécheresse

4.2.1 Sécheresses météorologiques

Les sécheresses météorologiquessont caractérisées par un déficit des préci-
pitations, solides et liquides (Palmer, 1965 ; Boken, 2005 ; Keyantash&Dracup,
2002). Ainsi, il s’agit d’une période, qui peut varier du mois & 1’année, voire
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dans des cas extrémes, a plusieurs années, durant laquelle les précipitations
sont inférieuresa la normale. Les sécheresses météorologiques sont souvent dé-
clenchées par des anomalies persistantes de grande échelle des températures
de surface de la mer (Bjerknes, 1969 ; Rasmusson et Wallace, 1983 ; Folland
et al. 1986 ; Lamb et Peppler, 1992 ; Ting et Wang, 1997 ; Trenberth et Shea,
2005).

4.2.2 Sécheresses agricoles

Les sécheresses agricoles (ou édaphiques) sont caractérisées par un déficit
lié & la réserve en eau du sol. Il s’agit d’une période durant laquelle ’humidité
du sol est inferieure a sa valeur moyenne, ce qui a des conséquences directes
sur la végétation, qu’elle soit naturelle ou cultivée (Palmer, 1965 ; Rosenberg,
1978 ;Wilhelmi, 2002).

Ces sécheresses sont généralement provoquées par un cumul des précipi-
tations inferieur & la normale (Narasimhan et Srinivasan, 2005), ou par une
distribution temporelle plus irréguliére (c.a.d. des précipitations moins fré-
quentes mais plus intenses, phénomeénesouvent observe sur le pourtour médi-
terranéen), mais peuvent parfois étreengendrées par des taux d’évapotranspi-
ration plus élevés (Klocke et Hergert, 1990 ; Rind et al., 1990 ; Hanson, 1991 ;
Vicente-Serrano et al., 2010) ou des processus de ruissellement plus intenses,
en comparaison & la normale saisonniére. Les sécheresses agronomiques ont
souvent de lourdes conséquences sur la production agricole (Panu et Sharma,
2002).

4.2.3 Sécheresses hydrologiques

Les sécheresses hydrologiques peuvent & la fois définir le débit d’un cours
d’eau comme trop faible mais peuvent aussi représenter le fait qu’un réservoir
du sol ou du sous-sol n’est pas suffisamment réalimenté. Ainsi, les sécheresses
hydrologiques dépendent du degré d’approvisionnement en eaux de surface
et en eaux souterraines des lacs, réservoirs, aquiféres et cours d’eau. L’im-
pact d’une sécheresse hydrologique est important sur les activités humaines,
puisqu’elle va avoir de fortes conséquences sur l’irrigation, les activités touris-
tiques, la production d’énergie hydroélectrique, les transports (dans certains
pays), alimentation en eau domestique et la gestion/protection de I’envi-
ronnement.
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4.2.4 Sécheresse socio-économique

La sécheresse socio-économique englobe les effets économiques et sociaux
des formes précédentes (exode rurale, famine, baisses des rendements agri-
coles, perte de cheptel, augmentation des prix des produits de premiére né-
cessité, probléme de santé humaine et animale, etc). “La sécheresse socio-
économique est donc une forme de choc interne de l'offre, c’est-a-dire, une
grave perturbation provoquée par des événements hors du contréle du pays,
et qui a des effets importants sur les variables économiques intérieurs”

4.3 Prévision de la sécheresse

Contrairement a toutes les autres catastrophes, la sécheresse est le phéno-
mene naturel le plus lent & se développer. Cela permet généralement d’avoir
plus du temps d’atténuer ses effets et mettre en oeuvre des plans de suivi
appropriés.

La prévision de la sécheresse permettra ainsi de prévoir les conditions de
sécheresse & I’avance par soit quelques mois, saisons ou quelques années. Par
ailleurs, divers outils et méthodes pour la prévision des sécheresses ont été
proposés et testés dans différentes régions au cours des derniéres décennies
(Dastorani & Afkhami, 2011) en se basant sur deux approches fondamentales,
& savoir :

— La premiére est la prédiction des conditions hydrologiques

— La seconde est la prédiction des indices de sécheresse.

La prévision des conditions hydrologiques comporte habituellement la
prévision du climat et la prévision d’écoulement dans les riviéres. Générale-
ment la prévision du climat est basée sur I’analyse statistique des données
observées et les méthodes dynamiques qui résolvent numériquement les équa-
tions physiques qui régissent le systéme climatique. Actuellement la détection
et la surveillance des conditions de sécheresse sont essentiellement basées sur
certains indices. Ces indices permettent de déterminer d’une facon scienti-
fique le seuil indiquant la sécheresse & différentes échelles de temps et de
définir des classes d’appartenance 4 cet événement en fonction de sa sévérité
et de sa position.

La communauté scientifique a développé et étudié un certain nombre d’in-
dicateurs de sécheresse au cours des cinquante derniéres années afin d’antici-
per, de suivre et de caractériser les différents épisodes extrémes qui touchent
diverses régions du globe. La plupart des indices de sécheresse ont été élaborés
aux Etats-Unis, mais sont réguliérement employés sur les autres continents.
Heim (2002) a répertorie tous les indices développés au cours du XXIéme
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siécle aux Etats-Unis.

Foley (1957) fut le premier & suggérer le calcul d’un indice donnant des
informations sur la sévérité d’une sécheresse. Ce n’est que plus tard que
des indicateurs de sécheresse plus pertinents furent définis. Trés utilise aux
Etats-Unis (Heim, 2002), le Palmer Drought Severity Index (PDSI) (Palmer,
1965), par exemple, est un indicateur calculé & partir d’un bilan d’eau sim-
plifie. Ainsi, en fonction de la valeur du PDSI on peut connaitre 'intensité
d’une sécheresse en un lieu donné au fil du temps. Le PDSI a été calibré en
fixant arbitrairement les sécheresses extrémes a une valeur correspondant aux
secheresses extrémes historiques en. Comme nous ’avons vu dans la partie
précédente, la sécheresse en un point donné est un état relatif par rapport
a la moyenne habituellement observée en ce point et un étalonnage réalisé
pour une région donnée n’a donc pas forcement de sens en d’autres régions
du globe.

Un indicateur pertinent pour certaines zones géographiques peut ainsi
manquer de cohérences ailleurs. Pour pallier ’arbitraire de cet étalonnage,
un scPDSI (self calibrated PDSI) a alors été consideéré (Briffa et al., 2009).
Ces indicateurs ne proposent cependant pas d’échelle de temps explicite per-
mettant de détectera la fois les sécheresses courtes et les sécheresses longues
(Alley, 1984 ; Gutmann et al., 1992; Lloyd-Hughes et Saunders, 2002 ).

Un autre type d’indicateur, recommande par I’'OMM (Organisation Mé-
téorologique Mondiale) en 2009 pour surveiller les sécheresses et gérer les
risques liés au climat, est le Standardisé Index (Gibbs, 1975). Tres largement
utilise par la communauté scientifique (McKee et al., 1993 ; Lloyd-Hughes et
Saunders, 2002 ; Labedzki, 2007 ; Bordi et al., 2009 ;Vidal et al., 2010, etc.),
cet indicateur peut &tre calcule a partir de différentes variables, telles que
les précipitations, I’humidité du sol, les débits ou encore 1’évapotranspiration
potentielle. Le plus connu et le plus utilise est le Standardized Precipitation
Index (SPI, McKee et al., 1993). Il est base, comme son nom l'indique sur
les données de précipitation et permet de quantifier les sécheresses météoro-
logiques. Il a été développé en vue de caractériser les déficits de précipitation
pour une période donnée et correspond & la transformation de la série tempo-
relle des précipitations en une distribution normale standardisée de moyenne
nulle et d’écart-type unitaire (distribution gaussienne). Cela revient donc &
ajuster une fonction de densité de probabilité a la distribution de la fréquence
des précipitations sommées ou moyennes, sur une échelle temporelle définie
(généralement, 3, 6, 9, 12 et 24 mois). L’ajustement se fait séparément pour
chacun des mois de I’année afin de conserver la saisonnalité. Chaque densité
de probabilité cumulée est ensuite transformée en une distribution normale
standardisée (Gaussienne), de moyenne nulle et d’écart type unitaire. Chaque
valeur du SPI est alors reliée a un degré de sévérité et une probabilité d’oc-
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currence de la sécheresse. Il a été montre a plusieurs reprises que le SPI était
plus adapte que le PDSI pour suivre les sécheresses.

Actuellement, les variables autres que les précipitations sont aussi étu-
diées, notamment 1’évapotranspiration (Vicente-Serrano et al.2010), afin de
définir I'indicateur le plus pertinent & utiliser en fonction de la région que
I’on considére. En effet, si les précipitations semblent étre aujourd’hui I’outil
le plus performant pour le suivi des sécheresses, car elles conditionnent ra-
pidement la quantité d’eau dans tous les réservoirs du cycle hydrologique, il
a par ailleurs été montre que dans le cadre du réchauffement global la de-
mande évaporatoire va augmenter (Wang et al.2011; Stefanon et al., 2012),
ce qui aura probablement un poids dans la genése des sécheresses. D’autres
indicateurs bases sur 1’étude des déciles (Gibbs et Maher, 1967 ;Meko, 1985)
sont utilisés par la communauté scientifique et permettent notamment, par
exemple, de mettre en évidence les sécheresses hydrologiques.

L’inconvénient de tous ces indices est qu’ils sont pertinents seulement
lorsqu’ils sont calcules sur des séries longues de données (au moins 30 ans).
Ainsi, il parait difficile d’anticiper les sécheresses en tout point du globe, &
partir de données observées. Si plusieurs types de jeux de données observées,
notamment les données satellitaires et les données in situ, permettent au-
jourd’hui d’étudier et de suivre précisément, voire d’anticiper les épisodes de
sécheresses sur certaines régions du globe, il s’avére intéressant d’exploiter
au maximum aussi les données simulées grace a des modéles numériques, qui
permettent généralement de produire des données sur de plus longues pério-
desa ’échelle globale. Enfin, I'impact des sécheresses sur I’agriculture doit
étreévalued une échelle temporelle plus détaillée que le mois (par exemple
par périodes de 10 jours) et des observations plus directement liées au fonc-
tionnement de la végétation peuvent avoir une valeur ajoutée importante.

4.4 Analyse des caractéristiques de la séche-
resse :

L’identification du début et la fin d’un épisode de sécheresse reste toujours
difficile. Cependant, 1'utilisation des indices comme celle de SPI permet non
seulement le controle et la prédiction de la sécheresse mais aussi le suivi de
ses caractéristiques. Les caractéristiques de sécheresse font principalement
référence & la durée, la sévérité et 'intensité.

— La durée : est la longueur de la période dans laquelle les valeurs

de l'indice de la sécheresse sont inférieures & certain seuil. Ce seuil est
généralement déterminé par la communauté scientifique suivant ’indice
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utilisé.

— La sévérité : est la cumulation des valeurs de I’indice sur la période
du temps de la sécheresse

— L’intensité : parfois appelé magnitude, est définie comme le rapport
entre la sévérité et la durée de sécheresse (Dingman 1994 ; Shiau 2006).

— Une autre caractéristique importante de la sécheresse est le temps inter-
arrival, qui est définie comme le temps entre le début d’une sécheresse
et le début de la suivante (Shiau 2006).

4.5 Indice de précipitation normalisé

L’indice SPI (McKee et al., 1993, 1995) est un indice & la fois puissant,
souple d’utilisation et simple & calculer. Les données sur les précipitations
constituent en fait le seul parameétre requis. En outre, ’indice SPI se ré-
vele tout aussi efficace pour analyser les périodes ou cycles humides que les
périodes ou cycles secs.

Pour calculer ’indice SPI, il faut disposer idéalement de relevés mensuels
s’étalant sur au moins 20 & 30 ans, mais de préférence sur 50 & 60 ans.

4.5.1 Description de l’indice normalisé de précipita-
tions (SPI)

— L’indice SPI est fondé sur la probabilité de précipitations sur un laps
de temps donné. La probabilité des précipitations observées est trans-
formée en un indice qui sert aussi bien & ’expérimentation qu’a I'ex-
ploitation dans plus de 70 pays.

— Destinataires : Les responsables de la planification en matiére de
sécheresse sont nombreux & apprécier la souplesse d’utilisation de 1’in-
dice SPI. L’indice est utilisé aussi dans divers instituts de recherche, des
universités et des Services météorologiques et hydrologiques nationaux
du monde entier, dans le cadre d’activités de suivi de la sécheresse et
d’alerte précoce dans le domaine.

— Avantages : Les précipitations représentent le seul parameétre dont il
faut disposer. Il est possible de calculer I’indice pour diverses échelles
de temps, celui-ci permettant de détecter rapidement les situations de
sécheresse et d’en évaluer la gravité.

— Inconvénients : Il ne permet de quantifier que le déficit de précipita-
tions; les valeurs basées sur des données préliminaires peuvent changer
et les valeurs varient si la durée de la période des relevés s’allonge.
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— L’indice SPI a été congu pour quantifier le déficit de précipitations a
de multiples échelles de temps. Ces échelles de temps traduisent les
incidences de la sécheresse sur la disponibilité des différents types de
ressources en eau. L’humidité du sol réagit relativement vite aux ano-
malies de précipitations, tandis que les eaux souterraines, le débit des
cours d’eau et les volumes stockés dans les réservoirs sont sensibles aux
anomalies de précipitations a plus long terme. C’est pourquoi McKee et
al. (1993) ont initialement calculé I'indice SPI pour des laps de temps
de 3, 6,12, 24 et 48 mois.

— Le calcul de l'indice SPI en un lieu, quel qu’il soit, est basé sur un
historique de précipitations sur une longue durée correspondant au laps
de temps étudié.

— On ajuste une distribution de probabilité & cette longue série de relevés,
puis on la transforme en une distribution normale pour que I'indice SPI
moyen, du lieu considéré et pour le laps de temps étudié, soit égal &
zéro (Edwards et McKee, 1997).

— Les valeurs positives de 'indice SPI indiquent des précipitations supé-
rieures a la médiane et les valeurs négatives, des précipitations infé-
rieures a la médiane.

— Etant donné que V'indice est normalisé, il est possible de représenter
de la méme maniére les climats humides et les climats arides; ainsi
est-il possible aussi, grace & I'indice SPI, d’assurer une surveillance des
périodes humides.McKee et al. (1993) ont utilisé le systeme de clas-
sification présenté dans le tableau des valeurs de 'indice SPI figurant
ci-aprés (tableau 4.1) pour définir I'intensité des épisodes de sécheresse
en fonction de la valeur de Iindice.

— Ils ont aussi défini les critéres d’un épisode de sécheresse pour une
échelle de temps quelle qu’elle soit. Une sécheresse sévit quand ’indice
présent de fagon continue une valeur négative de -1,0 ou moins et se
termine lorsque 'indice devient positif.

— Par conséquent, on distingue pour chaque épisode de sécheresse une
durée, avec un commencement et une fin, et une intensité pour chaque
mois durant lequel 1’épisode se poursuit. Pour obtenir ce que ’on peut
appeler la «magnitude» de la sécheresse, il suffit d’ajouter toutes les
valeurs de l'indice pour ’ensemble des mois sur lesquels porte
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TAB. 4.1 — Valeurs de l'indice SPI.
| épisode.2.0 et plus || Extrémement humide ||

| De 1.5 & 1.99 | Trés humide |
| De 1.0 2 1.49 | Modérément humide ||
| de -0.99 4 0.99 | Proche de la normale ||
| de-1.04-1.49 | Modérément sec |
| de-1.994-1.5 || Tres sec |
[ <2 | Extrémement sec |

4.5.2 Valeurs de l’indice de précipitations normalisé
pour une période plus ou moins longue

Indice SPI sur 1 mois

Une carte de l'indice SPI calculé sur 1 mois ressemble beaucoup & une
carte représentant le pourcentage de la normale des précipitations pour une
période de 30 jours. L’indice dérivé offre en fait une représentation plus exacte
des précipitations mensuelles, car la distribution est normalisée.

L’indice SPI sur 1 mois peut fournir une approximation des conditions
représentées par I'indice d’humidité des cultures, qui fait partie de la série
d’indices que regroupe ’indice de sécheresse de Palmer.

Il est possible de mal interpréter I'indice SPI sur 1 mois si I’on ne tient
pas compte des caractéristiques climatiques du lieu. Dans les régions ot il est
normal que les pluies soient faibles au cours d’un mois donné, il est possible
d’obtenir des valeurs négatives ou positives importantes alors que 1’écart par
rapport & la moyenne est relativement faible. L’indice SPI sur 1 mois peut
aussi induire en erreur lorsque les valeurs des précipitations sont inférieures
a la normale dans des régions ou, pour le mois considéré, le total normal
des précipitations est faible. Tout comme les cartes du pourcentage de la
normale des précipitations, celles de ’indice SPI sur 1 mois fournissent des
informations utiles, mais il faut faire preuve de prudence quand on les analyse.

Indice SPI sur 3 mois

L’indice SPI sur 3 mois établit la comparaison entre le total des précipi-
tations sur la période de trois mois examinée et les totaux des précipitations
pour cette méme période de trois mois de toutes les années pour lesquelles
on dispose de relevés. En d’autres termes, I'indice SPI sur 3 mois se termi-
nant fin février permet de comparer le cumul des précipitations des mois de
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décembre, janvier et février de I’année examinée aux cumuls de précipita-
tions de décembre & février de toutes les années figurant dans I’historique
des observations exécutées & la station étudiée. Chaque nouvelle année, les
données d’observation viennent s’ajouter & la série des relevés dont la durée
gagne ainsi une année et les valeurs de toutes les années sont une nouvelle
fois prises en compte. Les valeurs peuvent alors évoluer, ce qui sera le cas
quand on comparera, d'un point de vue historique et statistique, I’année en
cours avec toutes les années précédentes composant la série chronologique
des observations.

Indice SPI sur 6 mois

L’indice SPI sur 6 mois établit la comparaison entre les précipitations sur
la période de six mois examinée et les totaux des précipitations pour cette
méme période de six mois de toutes les années pour lesquelles on dispose de
relevés. A titre d’exemple, un indice SPI sur 6 mois se terminant fin septembre
permet de comparer le cumul des précipitations d’avril & septembre de ’année
examinée aux cumuls de précipitations de cette méme période pour toutes
les années écoulées.

L’indice SPI sur 6 mois fournit une indication sur les tendances des pré-
cipitations sur une saison et jusqu’a moyenne échéance; on considére que
pour cette échelle de temps, il présente encore davantage de sensibilité aux
conditions que ’indice Palmer.

Indice SPI sur 9 mois

L’indice SPI sur 9 mois fournit une indication sur les régimes de précipi-
tations inter-saisonniers, 4 moyenne échéance. Il faut en général au moins une
saison pour que des conditions de sécheresse s’installent. Un indice SPI éta-
bli sur 9 mois et présentant des valeurs inférieures & -1,5 est habituellement
un bon indicateur de conditions séches aux conséquences importantes pour
Pagriculture et pouvant affecter d’autres secteurs également. Pour certaines
régions, on s’apercevra que la représentation cartographique de l'indice Pal-
mer correspond assez bien A celle de 'indice SPI sur 9 mois. Pour d’autres
régions, le rapprochement se fera davantage entre I'indice Palmer et I'indice
SPI sur 12 mois. C’est & partir de 9 mois qu’on commence & établir le lien
entre une sécheresse saisonniére de courte durée et une sécheresse a plus long
terme pouvant se transformer en sécheresse hydrologique ou en sécheresse
s’étalant sur plusieurs années.
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4.6 Indices Hydrométriques (Stream flow Drought
Index (SDI))

Comme suggéré par Mckee et al. (1993), la procédure de calcul SPI peut
également étre appliquée & d’autres variables d’eau, telle que I’humidité du
sol, 'accumulation de neige, écoulement dans les riviéres, les nappes et les
eaux souterraines.

Le SDI développé par Nalbantis et Tsakiris (2009) et ’indice de ruis-
sellement normalisé (SRI) développé par (Shukla et Wood 2008), ont des
procédures de calcul trés similaires & celle de SPI. Les différentes classes de

indices SDI et leur signification sont identiques a celle utilisés dans pour
I'indice de sécheresse SPI et RDI (tableau 4.2).

TAB. 4.2 — Définition des états de sécheresse hydrologique & ’aide de SDI.
| state | Description | Critere |

|0 | Non-drought || SDI=0 |

[1 | Mild drought | -1<SDI< 0.0 |
|2 | Moderate drought || -1.5<SDI< -1.0 ||
|3 | Severe drought [ -2 <SDI<-15 |

[4 | Extreme drought [ SDI <-2.0 |

Bien que Mckee ait suggéré que la distribution gamma peut étre bien
ajusté les données d’écoulements dans les riviéres, alors que Nalbantis 2008 ;
Shukla et Wood 2008 ont constaté que la distribution log-normale est la loi
le mieux adéquat pour ’ajustement des débits.

Dans notre travail, nous nous ajustons la série des débits a la fois a la
loi gamma et & la distribution log-normale et nous déterminons la qualité de
I’ajustement pour les cours d’eau Algériens en fonction de I’échelle des temps.
Donc, pour I’application de la copule, les données de débits cumulés sont
ajustées sur les deux distributions pour les différentes échelles des temps afin
de sélectionner la meilleure distribution pour le cas des cours d’eau Algériens.
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4.7 Ajustement des parameétres de la séche-
resse par des lois de probabilités

4.7.1 SPI de 3 mois

Les différents parameétres des caractérestiques de trois mois sont présen-
tées dans le tableau suivant :

TAB. 4.3 — Parameétres statistiques des caractéretique d’un sécheresse pour
spi de trois mois

| state || Description | Critere |
[0 [ Non-drought | SDI=0 ]
|| 1 || Mild drought l -1<SDI< 0.0 ||
2 [ Moderate drought || -1.5<SDI< -1.0 |
|3 | Severe drought [ -2 < SDI<-15 |

|4 | Extreme drought | SDI < -2.0 |

Les résultats d’ajustement des spi de trois mois par des différentes distri-
butions de probabilités sont présentées dans les trois tableaux suivants :
La durée :

TAB. 4.4 — Ajustement de la durrée dela sécheresse pour un spi de trois mois

Lois parameétrel errorl | parameétre2 error2 | ks p-value
Weibull forme :2.0654 | 0.3029 | échelle : 6.9916 | 0.6634 | 0.0998 | 0.9349
exponentielle | rate :0.1620 0.0301 | - - 0.2768 | 0.0235
gamma forme :3.4314 | 0.8609 | rate : 0.5559 0.1502 | 0.7171 | 2.237e-13
log-normale | mean :1.6674 | 0.1078 | sd :0.5805 0.0762 | 0.1366 | 0.6516

L’intensité :

La sévérité :
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TAB. 4.5 — Ajustement de l'intensité de la sécheresse pour un spi de trois

mois
Lois parameétrel errorl | paramétre2 error2 | ks p-value
Weibull forme : 1.3351 | 0.1799 | échelle : 0.6375 | 0.0941 | 0.1860 | 0.2685
exponentielle | rate : 1.7221 0.3198 | - - 0.2101 | 0.1543
gamma, forme : 1.8754 | 0.4555 | rate : 3.2296 0.8984 | 0.8428 | 2.2e-16
log-normale | mean : -0.8332 | 0.1436 | sd : 0.7734 0.1016 | 0.1290 | 0.7201

TAB. 4.6 — Ajustement de la sévérité de la sécheresse pour un spi de trois

mois
Lois parametrel errorl | parametre2 error2 | ks p-value
Weibull forme : 2.0168 | 0.2876 | échelle : 0.1094 | 0.0106 | 0.1563 | 0.478
exponentielle | rate :10.3571 1.9233 | - - 0.3008 | 0.0105
gamma forme :3.5108 | 0.8817 | rate : 36.3619 | 9.8171 | 1 2.2e-16
log-normale | mean : -2.4868 | 0.1055 | sd :0.5684 0.0746 | 0.1310 | 0.702

4.7.2 Analyse statistiques de spi de 6 mois

La durée :

TAB. 4.7 — Ajustement de la durée de la sécheresse pour un spi de six mois
Lois paramétrel errorl | paramétre2 error2 | ks p-value
Weibull forme :1.8690 | 0.2791 | échelle : 7.3243 | 0.7676 | 0.1385 | 0.6343
exponentielle | rate :0.1543 | 0.0286 | - - 0.2670 | 0.032
gamma forme :2.7929 | 0.6941 | rate : 0.4308 0.1173 | 0.8729 | 2.2e-16
log-normale | mean :1.6793 | 0.1218 | sd :0.6558 0.0861 | 0.1429 | 0.5954

L’intensité :

La sévérité :
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F1G. 4.1 — distributions d’ajustement des durrée, intensité et sévérité

TAB. 4.8 — Ajustement de l'intensité de la sécheresse pour un spi de six mois

Lois parametrel errorl | parametre2 error2 | ks p-value
Weibull forme : 1.0517 | 0.1455 | échelle : 0.5184 | 0.0968 | 0.1423 | 0.5997
exponentielle | rate : 1.9714 0.3661 | - - 0.1597 | 0.4505
gamma, forme : 1.1579 | 0.2711 | rate : 2.2827 0.6640 | 0.6352 | 1.378e-10
log-normale | mean : -1.1691 | 0.2004 | sd : 1.0791 0.1417 | 0.1931 | 0.2295

4.8 Application de la copule tri-variée sur les
caractéristiques de la sécheresse

Le coefficient de corrélation de Pearson, le coefficient de rho de Spearmann
et la corrélation de tau de Kendall ont été appliqués aux deux variables de
la. sécheresse (& savoir la durée, sévérité et l'intensité) et leurs fonctions de
distribution cumulative (CDF') associés.

Le tableau I'V.9 résume les valeurs de coefficient de corrélation de Pearson,
le Tau de

Kendall et rho de Spearmann entre toutes les paires possibles des trois ca-
ractéristiques de la sécheresse. Les résultats montrent que la corrélation entre

PUR IV
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TAB. 4.9 — Ajustement de la sévérité de la sécheresse pour spi de six mois

Lois parameétrel errorl | parameétre2 error2 | ks p-value
Weibull forme : 1.1591 | 0.1517 | échelle : 0.0787 | 0.0134 | 0.1421 | 0.602

exponentielle | rate :13.4884 | 2.5047 | - - 0.1675 | 0.3901
gamma, forme :1.5204 | 0.3638 | rate : 20.5072 | 5.7986 | 0.9982 | 2.2e-16
log-normale | mean : -2.9654 | 0.1542 | sd : 0.8306 0.1091 | 0.0849 | 0.9849

bien & I’échelle de 3 mois qu’a I’échelle 6 mois, avec les trois méthodes utilisée
(rho de Spearmann, tau de Kendall et coefficient de corrélation Pearson).

TAB. 4.10 — Corrélation des caractéristiques de la sécheresse pour les spi de

03 mois

Corrélation Pearsen tau de Kendell rho de Spearmann |
Duréoimtensite | (%100 0oons | 055 bodess | 07013 5oseds
Duostverite | ) Dosss | “oodz 0oats | 00sse 017
sévérité-intensite | (oo i&'fiflgs 1(-J)E.%lssg ngfggs 61.15?562 f)}.ggﬁe

TAB. 4.11 — Coefficients de dépendance entre les différentes caractérestique

des spi de 6 mois

Corrélation Pearsen tau de Kendell rho de Spearmann
i " cor p-value tau p-value rho p-value
Durée-intensité | (9500 00480 | 0.3774 0.0062 | 05276 0.0033
e cor p-value tau p-value rho p-value
Bhurdeaianits 0.0492 0.7998 | 0.2094 0.1361 | 0.3095 0.1024
,,,,, .., | cor p-value tau p-value rho p-value
SEVErte-ntensite | ooas  ge 7 0.2562 0.0588 | 0.3290 0.0814
4.8.1 Matrice de variance covariance

Pour le spi de trois mois, on obtient la matrice

10.5049 0.9845 0.0017

Si gmas,y,

0.9845 0.2452 0.0176

0.0017 0.0176 0.0027
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F1G. 4.2 — Ajustement du durée, intensité et sévérité pour spi de six mois

Pour le spi de sis mois, on obtient la matrice

13.7586 0.9439 0.01436
Sigmagm, = 0.9439 0.2915 0.0354
0.01436 0.0354 0.0062

4.9 Modéles de copule bivariés

Tout d’abord, des modéles de copule bivariés sont développés pour repré-
senter la dépendance conjointe de paires de variables de la sécheresse telles
que la durée, ’'intensité et la sévérité.

Quatre modeéles de copule, & savoir les copules de Clayton, de Gumbel, de
Frank, et le copule de Student sont ajustés et leurs résultats correspondants
sont présentés dans le tableau 4.12. Les paramétres des fonctions de copule
sont estimés a ’aide de approche de pseudo-vraisemblance maximale.
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F1G. 4.3 — Graphes de corrélations et ajustements des coefficients

LogLik : est la valeur de maximum de vraisemblance,
AIC : Critére d’information Akaike

AIC = 2 x log(LogLik) + 2 x m,

ot m est le nombre des paramétres du modél de copule.
Pour la copule t-Student, comme 015 = 091, la matrice de correlation

. 1 o1
Z_(Um 1 )

Les paramétres des copule sont estimés a l’aide du package copula de
logiciel statistique R.

Le tableau 4.12 montre que la copule t-Student a entrainé des valeurs
de log-Liklehood et des valeurs AIC minimales plus élevées pour deux com-
binaisons de paires Duréelntensité, par contre pour le paire Durée-Sévérité
est mieux ajusté par la copule de Clayton. Ces modéles bivariés sont utilisés
pour calculer les périodes de retour des variables bivariées et caractéristiques
de la sécheresse trivariées.
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TAB. 4.12 — Résultats d’ajustement par des copules bivaries pour le spi de

03 mois

Liaison Copule parametres tau LogLik | AIC
Clayton 1.68 - 0.46 10.41 -16.82

durée-intensits Frank 5.65 - 0.5 9.14 -16.28
Gumbel 2.05 - 0.51 8.90 -15.80
t-Student v=0.76 o =30 0.55 10.60 -19.19
Clayton -0.15 - -0.07 0.48 3.05

durée-sévérité Frank -0.39 - -0.04 00 2.0
Gumbel -1.09 - -0.08 0.05 1.90
t-Student -0.18 2.07 -0.11 00 2.0
Clayton 1.48 0.42 8.26 -12.53

intensité.séverits Frank 4.51 0.42 572 =12.71
Gumbel 1.88 0.47 7.26 -12.52
t-Student 06 2 0.41 7.46 -12.93

4.10 Modeéles de copule trivariés

La forme complétement imbriquée des copules de Clayton, Gumbel et
Frank, ainsi que la copule d’une famille elliptique sont choisies pour modéliser
les caractéristiques de la sécheresse. Les fonctions de copule sont équipées
d’un estimateur de pseudo maximum-vraisemblance .

Les parameétres de copule estimés et les valeurs correspondantes de la
fonction de loglikelihood sont présentés dans le tableau 4.13, qui affiche la plus
grande valeur log-vraisemblable pour la copule de Clayton. Les performances
des familles de copules sont comparées a l’aide de statistiques LogLik, AIK.

TAB. 4.13 — Résultats d’a,

justement par des copules trivariées

Copule parameétres tau LogLik | AIC
Clayton 0.64 - 0.24 3.35 -2.71
Frank 2.08 - 0.22 1.31 -0.62
Gumbel 1.35 - 0.26 1.76 0.48
t-Student =031 o=l 0.2 1.70 -1.40

4.11 Conclusion

Dans ce travail, on a modélisé la dépendance dans des données échan-
geables & laide de la théorie des copules. Cette modélisation fait intervenir
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un parameétre de dépendance pour une copule dont la dimension varie se-
lon la taille de la série statistique. Dans un premier temps, on a réalisé une
analyse statistique pour chaque variables qui caractérisent la sécheresse, es-
timation des parametres et I’ajustement des données réelles par des densités
de probabilités usuelles. Dansla deuxiéme partie, on a étudié la dépendance
statistiques entre les variables de la sécheresse deux & deux, et I’ajustement
bivariée des ces variables par des copules bivariés, et aprés la dépendance
entre les trois variables & la fois.
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