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Résumé :

Les équations différentielles stochastiques(EDS) trouvent de I'ampleur dans la modélisation des
phénomenes économiques, financiers ainsi que des problémes physiques trés variés (la physique
quantique, mécanique stochastique) et méme en biologie (évolution de populations,réseaux de
neurones), et en ingénierie.

La résolution analytique des EDS n'est pas toujours possible comme dans le cas des équations
différentielles ordinaires(EDO). C'est pourquoi, on fait appel aux méthodes numériques qui ont
prouvé leurs stabilités et leurs convergences vers les solutions exactes surtout avec les algorithmes
complexes développés suite a la performance et la vitésse d'éxécution des ordinateurs qui ont
permet de vérifier la consistance et stabilité des ces algorithmes.

Dans notre travail, nous avons éssayé d'étudier quelques méthodes de résolution des EDS et les
appliquées a I'EDS de Black-Scholes. Cette derniére est trés utilisée en finance et sourtout dans les
achats des marchandises a terme.

Abstract

Stochastic differential equations (DSEs) are found in the modeling of economic and financial
phenomena as well as very varied physical problems (quantum physics, stochastic mechanics) and
even in biology (evolution of populations, neural networks), and in engineering.

The analytical resolution of EDS is not always possible as in the case of ordinary differential equations
(ODEs). This is why we use numerical methods that have proved their stability and their convergence
towards the exact solutions especially with the complex algorithms developed following the
performance and performance of the computers that have made it possible to check the consistency
and stability. of these algorithms.

In our work, we tried to study some methods of solving DHS and applied them to the DHS of Black-
Scholes. The latter is very used in finance and especially in the purchase of commodities futures.
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Introduction générale

Un phénoméne stochastique est un processus dépendant du temps et contrdler par
un (ou des) mouvement brownien (MB) (aussi appelé processus de Weiner). Ce dernier
est décrit par des équations différentielles stochastiques (EDS) qui différent des équations
différentielles ordinaires modélisant les processus deterministes. Contrairement aux EDO,
les EDS contiennent deux termes : la dérive pour I’évolution du temps et la diffussion qui
inclut le bruit, (ces bruits sont des mouvement browniens a accroissements independants).
Du fait de la présence d'un MB qui n’est pas dérivable par rapport au temps , les dérivées
présentées dans les EDO sont remplacées dans les EDS par des différentielles (dt pour
le temps et dB; pour le mouvement brownien et dX; pour 1'état de processus ), et pour

résoudre les EDS, on fait appel aux formules d’Ito.

De nombreux phénomeénes sont décrits par des EDS lorsqu’ une déscription determi-
niste n’est pas satisfaisante : économie (mathématiques financiéres et cours boursiers ),
géologie (tremblement de terre ), informatique (modélisation des réseaux ), physique et
mécanique (mouvements des particules dans un gaz ou dans un milieu ionisé) physique
gantique, électricité (modélisation des circuits électriques en tenant compte des bruits),
ingénierie (synthése de commande prenant en compte les défaillances pouvant apparaitre

aléatoirement)......

En géneral, il est trés difficile, voir impossible de trouver ou de tracer une solution
exacte aux équations différentielles stochastiques, nous devons donc avoir recours a des

méthodes numeériques afin de trouver une bonne approximation de la solution recherchée.

Dans ce mémoire nous allons exposer les notions fondamentales sur la résolution
numérique des équations différentielles stochastiques et la convergence de ces derniéres
puis nous cléturons ce travail par une comparison de quelques méthodes numeriques
a savoir la méthode d’Euler-Maruyama, et la méthode de Milstein. Pour atteindre cet

objectif, nous avons rédigé un mémoire articulé sur quatre chapitres :



Le premier chapitre sera consacré aux rappels de base concernant une synthése des

processus aléatoires (Processus-stochastique, Martingale, Mouvement Brownien).

Dans le deuxiéme chapitre, nous allons présenter les outils et les définitions essentiels
concernant les EDS, I’ intégrale stochastique, et les formules d’It6. Nous traiterons par la
suite les équations différentielles stochastiques, la solution forte d’une EDS, le théoréme

d’existence et unicité de la solution d’une EDS et 1a solution faible.

Le chapitre trois est réservé aux études de quelques méthodes numériques & savoir
approximation d’Euler—Maruyama, approximation de Milstein, les approximations de
Runge—Kutta et ensuite nous allons étudier la convergence forte et faible des schémas

numériques.

Dans le dernier chapitre, nous allons comparer les solutions approchées obtenues par
des méthodes numériques avec les solutions exactes de ’'EDS de Black-Sholes par le biais
de simulation & savoir les schémas d’Euler-Maruyama et de Milstein ).

Nous cloturons ce mémoire par une conclusion générale.



Chapitre 1

Martingales et Mouvemment

Brownien

Introduction

Dans ce premier chapitre nous introduisons quelques notions fondamentales liées aux
processus stochastiques et nous commencons par les Martingales ainsi que le Mouvement

Brownien.

1.1 Martingales

Une martingale est un processus aléatoire qui ne posséde pas de partie prévisible
relativement & l'information dont on dispose. La théorie des martingales a eu de grandes
répercussions dans de nombreux champs d’application, en probabilité bien stir, mais aussi
pour la résolution numérique des équations aux dérivées partielles (théorie du potentiel,

EDP), en assurance (théorie de la ruine) et en finance.



1.1.1 Définition (Processus Stochastique)
Soit (£2, A, P) un espace de probabilité. Un processus stochastique (Xt)1>o (& valeurs
dans R% d € N,d > 1) est une application

R.}.XQ—)Rd

(t,w) — X3(w)

définie sur Ry x 2 mesurable par rapport a la tribu produit Bg, ® A. En général,
nous notons F = B, ® A.
Pour chaque w fixé de 2 , 'application qui & ¢ associe X (w, ) est appelée trajectoire

du processus. Dans tout ce qui suit, on omet la variable w.

1.1.2 Définition (Filtration )

{Fi; 0 <t < 400} est une famille croissante de sous-tribus pour 0 < s <t < +o0,

Fs € Fe

1.1.3 Définition (Filtration naturelle )

Soit (X;) ¢ >0 un processus stochastique, sa filtration naturelle (FX); sgest la filtration
définie par :

F =o0{X;,s <t}
La filtration est un formalisme probabiliste pour décrire 'information dont on dispose.

La derniére propriété traduit simplement que l'information augmente au cours du temps.

1.1.4 Processus Adapté

Un processus est dit adapté a la filtration{F;,0 < ¢t < +oo}si pourtout, X, est

JF,-mesurable.
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1.1.5 Définition (Martingale)

Soient (F¢)i>o une filtration, et X = (X;),5o un processus adapté tel que E[|X,]]
< 400, pour chaque ¢t € R™, alors :
On dit que X est une (F;);>0 -martingale (resp sous —martingale )(resp sur —martingale)

siV0 < s<¢t:

E(X,/F.) = X, (respB(X,/F,) > X,)), (respE(X,/F,) < X,))Pp.s (L)

Exemple

Soit X € L'. On pose X; = E(X/F;). On a, pour s < ¢
E(Xy/Fs) = E(E(X/F)|Fs) = B(X/Fs) = X,

et (Xz);50 est une martingale.

1.1.6 Propriétés

— 5i X est une Martingale F(X;) = E(Xo), Vt.
— Si (X, t < T) est une martingale, le processus est complétement déterminé par sa

valeur terminale :

X: = E(Xp/F).

= Sip >1et (Xi), est une martingale telle que E(|X|") < oo pour tout n , alors
|X|” est une sous—martingale .
— 8i (X}),50 est une sous—martingale , alors (X;— a)* est une sous — martingale.

— Si (Xy),5( est une sur—martingale ,alors X; N a est une sur—martingale.

11



1.1.7 Inégalité de Doob

Si X est une martingale continue alors :

E(sups<rX?) < 4E(X2) (1.2)

1.1.8 Inégalité de Jenson

Soit M une martingale (resp. sous martingale) et ¢ : R — R une fonction convexe
(resp. convexe croissante). telle que ¢ (M) est intégrable pour tout ¢ > 0 (ie : E(p(M,))
< 00), alors (M) est une sous —martingale, avec de plus chaque ¢ croissante (c’est
évident si ¢(z) = zT ou |z| ou X? qui sont les cas principaux ou on appliquera cette

inégalité pour tout ¢ € F'
E(p(2)/Fs) 2 E(p (M) |Fs) = (E (M) | F5) > o (M) (1.3)

donc :

E (¢ (M) [Fs) > 2161590 (Ms) = ¢ (Ms) (1.4)

1.1.9 DMartingales a temps discrét

1.1.10 Processus arrété

Soit (N,),, ¢y un processus stochastique et soit F,, = o(Xp, . . . ,X,,) la filtration
canonique ,Une variable aléatoire N a valeurs dans ﬁ = N U {00} est un temps d’arrét
si{N =n} € F, pour tout n € N.

La condition {N = n} € F, signifie qu’avec I'information disponible au temps n, on
doit pouvoir décider si oui ou non ’événement {IN = n} est réalisé. en d’autres termes.
Soient N et M des temps d’arrét. Alors N AM et N VM sont des temps d’arrét.

Soit Ni, k € N, une suite de temps d’arrét telle que N, /' N. Alors N est un temps

d’arrét.
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Soient N et M deux temps d’arrét tels que M < N. Alors Fy; C Fly.

Soit A € Fy;. Alors pour tout n > 0, N = n implique M < n d’oi
{ANN=n}=nn{M <n}n{N=n}€F,
puisque
AnN{M <n} = 0 (AN{M =k}) e F,et {N=n} e F,.

k=0

Soit F = (F,),, une filtration, (X,,), un processus adapté 4 la filtration et N un temps

d’arrét .On appelle processus arrété en N le processus X% défini par :
X :y — XN An

Proposition . Si N est un temps d’arrét et X,, est une sur—martingale (par rapport
a la méme filtration F), alors le processus arrété X ya,est une sur—martingale .

Preuve . Considérons le processus H,, = 1ys,. Puisque I'on a :

{N>n}={N<n-1}€F,,,

le processus H,, est prévisible.

De plus il est évidemment borné et non-négatif .(H.X),, est une sur-martingale. Or

nous avons

n

(H-X)n = Z 1{N2m}(Xm - Xm—l) = Z(Xm - Xm—l) = XN/\'IL = XO

m=1 m=1
donc :

XN/\n = XO + (HX)’IL

est une sur—martingale.

Il suit directement de ce résultat que si (Xn)nZO est une sous-martingale (respec-

13



tivement une martingale), alors (Xun,), est une sous-martingale (respectivement une

martingale).

Soit (Xy),so une sous-martingale et soit /N un temps d’arrét satisfaisant

P{N<k}=1

pour un k£ € N. Alors :
E(Xoy) <E(Xyn) <E(Xg).

1.1.11 Convergence des Martingales a temps discrét

Notion de convergence

Commencons par rappeler quatre notions de convergence d’une suite de variables

aléatoires

1.1.12 Convergence d’une suite de variables aléatoires (Proces-
sus a temps discrét)

Soient X et (Xn),",20 des variables aléatoires réelles, définies sur un méme espace
probabilisé (2, F, P)

1. On dit que (X”)nZO converge presque sirement vers X si :
P{w e Q:limX,(w) =Xw)}) =1 (1.5)

2. Sip > 0, on dénote par LP(), F, P) ’ensemble des variables aléatoires X telles que
E(|X]P) < c0. Si X,, X € LP, on dit que X, converge dans LP vers X
Si:

limE(| X, — X[P) =0 (1.6)

n——+00

14



3. On dit que (Xn),nZO converge en probabilité vers X si
lim P{|X,, — X|>¢e}=0 (1.7)

4.0n dit que (X,,),-, converge en loi vers X si pour toute fonction h continue et

bornée, on a :

lim E(h(X,)) = E(h(X)) (1.8)

n—axo

pour tout € > 0. liens entre ces quatre notions de convergence sont résumées dans la

proposition suivante.

Proposition

— La convergence presque stre implique la convergence en probabilité.

— La convergence dans LP implique la convergence en probabilité.

— La convergence dans LP implique la convergence dans Lipour tout ¢ < p.

- Si X,, — X présque strement et | X,| <Y Vn avecY € L?, alors X,, — X dans
L?.

— La convergence presque sfre, la convergence en probabilité et La convergence dans

L? implique la convergence en loi .

1.1.13 Convergence presque siire

1.1.14 Convergence presque siire d’une sous-Martingale

Théoréme. Soit (X,),., une sous-martingale telle que sup, E(X;) < oo Alors
(Xn)7120 converge presque stirement, lorsque n — oo, vers une variable aléatoire X satis-
faisant E(|X|) < oco.

Preuve (Voir [3])

15



1.1.15 Convergence presque siire d’une sur-Martingale

Corollaire. Soit (Xy),,5, une sur —martingale positive. Alors (X,,),,-, converge présque
stirement, lorsque n — oo, vers une variable aléatoire X avec F(X) < E(Xj).

Preuve .Y,, = —X,, est une sous—martingale bornée supérieurement par 0, avec
E(Y,}) = 0, donc elle converge. Comme FE (X;) > E (X,,), l'inégalité suit du lemme

de fatou.

1.1.16 Convergence dans L!

La discussion de la convergence d’'une martingale dans L' nécessite la notion d’inté-

grabilité uniforme.

Intégrabilité uniforme

Une collection {X;};e; de variables aléatoires est dite uniformément intégrable si :

lzléll_l( supE (| X;| Lgx;j>m3) =0 (1.9)

On remarque qu’en prenant M assez grand pour que le supremum soit inférieur & 1,

on obtient :

SU}?E(’XZ']) 2 su?(|Xi| Liixi<ary) +su}3(|Xi| Lyxismy) S M +1 <00 (1.10)
i€ 1€ i€

Nous commencons par un résultat général montrant qu’il existe de trés vastes familles

de variables uniformément intégrables.

Convergence d’une sous -Martingale dans L!

Si (X,)est une sous—martingale, alors les trois conditions suivantes sont équivalentes :

1. (Xn),>o est uniformément intégrable.

16



2. (X,) n>oconverge presque stirement et dans L!.
3. (X,.)n>oconverge dans L.

Preuve (voir [3])

Convergencé d’une Martingale dans L'

Si (Xn)nZO est une martingale, alors les quatre conditions suivantes sont équivalentes :
1. (X5),>¢ est uniformément intégrable.

2. (Xn),>o converge presque sirement et dans L.

3. (Xn),,»o converge dans L'.

4. il existe une variable aléatoire intégrable X telle que X,, = E(X|F,).

Dans ce cas X est la limite de (X,,),,, dans L'.

1.1.17 Convergenvce dans LP

La convergence d’'une martingale dans LP suit de maniére simple de I’inégalité du
maximum L? :
Convergence d’une Martingale dans L”

Soit X, une martingale telle que sup,, E(| X,|*) < co pourunp > 1.Alors X,, converge
vers une variable aléatoireX présquesirementetdansL?.

On a:

(B(XD)) < (B(Xa)P < E(X) (1.11)

Donc X, converge presque stirement, vers une variable X .

E([sup lel])S( P _yp(x,p)

0<m<n b= 1

Faisant tendre n vers l'infini, le théoréme de la convergence monotone montre que

sup,, | X,| est dans LP.Comme :
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| X — XIP < (2sup | Xn])?,
n
le théoréeme de la convergence dominée montre que

E(|X, — X|?) — 0.

Dans la suite, nous considérons plus particuliérement le cas p = 2.Rappelons que si

une martingale X, est dans L?, on peut définir son processus croissant

Xa) = 3 B((Xm = Xon 1) Fon)

m=1

La croissance implique que
lim (X), = (X)_ existe dans R* U {0}

n—oo

Cette quantité s’intérpréte comme lavariance totale de la trajectoire X, (w).

Soit X,, une martingale dans L? telle que Xy = 0. Alors :
E(SlipXZ) <4B((X))-
L’inégalité du maximum L2donne
E(sup X,,) < AB(X,) = 4E((X),)
puisque :

E(X2) = B(M,) + E((X,)) et E(M,) = B(My) = E(X2).

Le résultat suit alors du théoréme de convergence monotone.
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1.1.18. Convergence des Martingales 4 temps continu

Théoréme. Soit une (X;)i>0 une (F;)i>0 -sous-martingale continue a droite, avec
S?_l,ptzoE[X:-] < co. Alors (Xt)tZO

converge p.s. quand t — +oc0. On note X, sa limite. On a de plus X, € L'.

Remarque. En général la convergence n’a pas lieu dans L.
Dé finition
On dit qu’un processus (X;):>o est uniformément intégrable si

lim sug) E[|X:| Ix,;>a] =0

a—+00 >

On dit qu’'une martingale est fermée s’il existe une v.a Z € L! telle que
Vt > 0,X; = E[Z/F] ps.

Théoréme. Soit X = (X;);>p une martingale c.a.d. Il y a équivalence entre les
propriétés suivantes :

1. M est une martingale fermée,

2. M est uniformément intégrable,

3. il existe X, € L! telle que tﬂgloo X; = X p.s. et dans L.

On a alors que p.s. X; = E[Xw/F -

Preuve. Méme preuve que dans le cas discrét.

Théoréme.Soit une (X;)i>o une (F;):>o martingale(sur ou sur) cad fermée. On note
Xoo sa limite. Soit 7" un (F;)i>o-temps d’arrét. On pose X7 = X, sur {T = oo} . Alors
FE[Xw/Fr] = Xr (resp< et >) et le processus X7 = (X7,;)1>0 est encore une martingale
uniformémént intégrable de valeur terminale Xp. En particulier, F [Xr] = E[Xo] =

B [Xo]
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1.2 Mouvement Brownien

Historique

Un botaniste anglais, Robert Brown, a observé en 1828 des grains de pollen en sus-
pension dans de l’eau. Les minuscules particules entre les vacuoles des grains de pollen
forment un processus dont le mouvement, di aux chocs entre les particules, est trés
d“esordonné (on observe un changement continuel des directions) et semble a priori im-
prévisible. La loi suivie par une seule particule de cet amas est la loi du mouvement
brownien. Par la suite, Louis Bachelier décrit mathématiquement le processus brownien
dans sa these (en 1900), ou il I'utilise en finance pour présenter une analyse stochas-
tique de la théorie de la spéculation (ce qui est considéré a présent comme la base des
mathématiques financiéres).

Le physicien Perrin était déja conscient de ce fait, lorsqu’il fit la remarque suivante :
"C’est un cas ou il est vraiment naturel de penser & ces fonctions continues sans

dérivées que les mathématiciens ont imaginées, et que 'on regardait a tort comme de

simples curiosités mathématiques, puisque ’expérience peut les suggérer." (Perrin)

1.2.1 Vecteur Gaussien

Définition (VecteursGaussiens)

Un Vecteur Gaussien est une variable aléatoire (X1, ..., Xy) & valeur dans R? telle que
pour tout Ag,...,A\g € R, M Xy + ... + Ny X, est une variable Gaussienne. La matrice
C = (Cij)i<ij<a définie par C;; = Cov(C;, C)) est appelée matrice de covariance du
vecteur Gaussien. On dit alors que X ~ N(u,C), ou est le vecteur des moyennes de

Xy, .., Xg. Sip=(0,...,0), le vecteur est dit centré.

La matrice de covariance encode toute 'information contenue dans un vecteur Gaus-

sien.
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1.2.2 Processus Gaussiens

Définition

Les lois marginales de X = (X});>0 sont les lois des variables aléatoires de la forme
(th, --'7Xt”) oun Z letO S tl L e & t”

Définition (Processus Gaussiens)

Un processus Gaussien centré est un processus aléatoire a valeur réelle dont toutes
les lois marginales correspondent & des vecteurs Gaussiens. Plus précisément, si (X;);>o0
dénote ce processus aléatoire, 0 < t; < ... < &, et tout Ay,...,\g € R, X7 + ... + Ay Xy
est une variable Gaussienne centrée.

La fonction C' = (Cy)si>0 de R% dans R définie par Cy, = Cov(X,, X;) est appelée

fonction de covariance du Processus Gaussien. le processus est dit centré si :
E[X;] = 0 pour tout ¢ > 0.

Définition (Mouvement Brownien)
Le processus B = (Bj)icpo,r) est un mouvement brownien(M.B) sur (€2, F, P) si et
seulement si :
1. By = z et si B est issu de 0, c/est-a~-direque By = 0 P-présque strement (p.s), le
mouvement brownien est dit standard.
2. B est a trajectoires continues.

3. B est & accroissement indépendants, c’est-a-direque pour tous 0 =ty < t; < 15 <

... < ty, la famille de variables aléatoires (B;, —By,,, ..., By, — By, ) est indépendante.
4. pour tous 0 < s < t<T,B; — B, suit une loi gaussienne centrée de variance
t—sie:
B; — Bs ~» N(0,t — s).

Proposition
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Le mouvement Brownien standard partant de By = 0 est un processus Gaussien
centré, continu sur R, et de fonction de covariance Cy; = Cov(Bs, B;) = s A t.

Preuve .On prend par exemple s < t

cov(B,, B,) = E|[B,B]— E[B,] E[B]
= E|[B;B)]
= E|[B,(B,+ B, — B;)]
= E[B}] - E[By(B; - B;)]

= s, par indépendance de B; et B; — B,

1.2.3 Propriétés

Soit B = {B;,t € RT} un mouvement brownien, alors :

a) Symeétrie : Le processus (—B) = {—B;,t € RT}, est un mouvement brownien.

b) Propriété de Markov simple : Pour tout s > 0, le processous {Bt(s) = B, — B,
t € R™} est un mouvement brownien indépendant de (B, u < s).

¢) Changement d’échelle : Si X > 0, et si B} = ;B,z2;, t > 0 alors le processus B*

= (B} )i>o est un mouvement brownien.

1.2.4 Propriétés de Martingale

1. B; est une martingale
2. B? —t est une martingale

3. Pour tout réel , exp(aB; — 0‘;t) est une martingale.

Proposition

Soit (Bt)te[o,l] un mouvement brownien sur [0,1] & valeur dans R sur un espace

probabilisé (2, F, P).
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Soit (X¢)sej0,1) un processus & valeurs dans R sur un autre espace probabilisé tel que :

L. (Xi)tejo,1) est a trajectoires présque strement continues sur 0, 1].

2. Pour tout n € N*, 0 < t; < t2 < ... < tp, le vecteur (Xy,, X3, ..., X;,) & méme
loi que (By,, By, ..., By,). Alors, si I'on pose Xo = 0 p.s, (X;)iejo,jest encore un

mouvement brownien.

1.2.5 Continuité et non différentiabilité

En un certain sens, le mouvement Brownien est une courbe continue choisie au ha-
sard uniformément. Il est donc naturel de se demander quelle est la régularité d’une
telle fonction. Contrairement & 'intuition répandue que les fonctions typiques sont trés
réguliéres (il est en fait non trivial d’exhiber des fonctions non réguliéres), le théoréme
suivant montre que les fonctions typiques sont en fait non dérivables.

Théoréme

Présque sGrement, la trajectoire du mouvement brownien (B;)i>o & valeurs dans R,
défini sur un espace probabilisé (2, F, P) n’est nulle part différentiable.

Preuve(Voir |
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Chapitre 2

Intégrale Stochastique et les

Equation Différentielles Stochastique

Introduction
Ce chapitre est dédié a la présentation d’intégrale stochastique et les équations diffé-

rentielles stochastiques auxquelles ce mémoire est consacré .

2.1 Intégrale stochastique

Le calcul différentiel donne un cadre a la notion d’équation différentielle ordinaire, et
sert de modéle pour des phénomeénes variables dans le temps. Quand on a voulu ajouter
a ces équations des perturbations aléatoires, on a été géné par la non différentiabilité du
Mouvement Brownien(M.B). Du coup on a commencé par construire une intégrale par

rapport au M.B, pour ensuite définir la notion d’équation différentielle stochastique. Et

il a fallu donner un sens a

1
/ H.,dB, (2.1)
0

ou H = (H,) est un processus stochastique et B, est un mouvement brownien
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2.1.1 Intégrale de stieljes

Soit f une fonction & valeurs réelles, définie sur [a, b]. Supposons que f soit & variation
finie sur [a, b]. Alors f se décompose en f = g— h avec g et h croissantes sur [a, b].

Rappelons que si g est croissante, g est a variation bornée et pour ¢ fonction définie
sur [a,b] et continue, on peut définir I'intégrale au sens de Stieljes de ¢ par rapport & g

de la fagon suivante :

$@)dg(t) = lim > ¢ () (9 () — 9 (1)) (2.2)

ou Hest la subdivision {tg, t1, ..., t;m } de intervalle [a, b] i.e.

’Hl = maxk:l,...,m(tk - tk—l)'

/abasdf:/abwg—/abcﬁdh

Mais la réciproque est vraie. Si pour toute fonction ¢ continue, la limite suivante :

On pose alors :

Donc il est impossible de définir I'intégrale stochastique trajectoire par trajectoire
pour tout processus continu. Si X = (Xt)tzo est un processus stochastique continu, pour

w fixé, on ne peut pas donner un sens & I’expression :

f&wmw
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2.1.2 Intégrale par rapport au M.B

La construction est die & K. It6 (1942 —1944) dans le cas du M.B et a été généralisée
au cas d'une martingale de carré intégrable par Kunita et Watanabe (1967).
nous supposons donner un mouvement brownien (B;),, avec sa filtration naturelle

(Fi)i>0- On définit deux classes de processus :
t
X? = {X = (X;)o<t, processus adapté, tel que V¢ > 0, E(/ X2ds) < oo}
0

et M? Pensemble des martingales (par rapport 4 la filtration du brownien), de carré

intégrable, continues et nulles & I'instant 0.

2.1.3 Définition(bon processus)

On dit que ((,08’)90 est un bon processus s’il est (FP)—adapté et si

E [ /0 tgaﬁdsJ < o0 (2.3)

pour tout ¢ > 0.

2.1.4 Processus étagés
Soit ¢, un processus en escalier
Pr = Z akl]tk,tk+1] (t) (24)
k=1

avec {to, t1, ..., tn—1} une subdivision de l'intervalle [0, ], 'intégrale stochastique de ¢
est définir par :
n—1

t
L (¢) = [ @dBe= 3" (Buy. — Bu)t 20 (25)
0

=0
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On considére 'opérateur linéaire

I:e— L*9,C ([0,T])

o —1 (p)

défini par :
¢
I; (go)z/ pdBs, 0<t<T
0

E est dense dans M?(0,7), on peut alors prolonger I de maniére unique en une
application linéaire continue I définie sur M?(0,7) a valeurs dans L*(Q ,C ([0,7T] )

Cette application sera également notée

t
I () = / psdB;
0

Proposition : Soient 6, € M?, alors I; (¢) et I; (f) sont des martingales continues

qui vérifient, pour tout ¢ > s > 0:

E[L (p)]=0

t

wrlly ()= B [ 12 ()] = [ s

coo(l, ()T, (8)) = B[l (9) I, (6)] = / upyds

ElL (91, (o)) = / o
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Cas général

Si ¢ est un bon processus, il existe {(pf“n > 0}suite de processus étagés tel que

E [/Ot(sos - 902)2(18} —0

quand n — oo il existe une variable aléatoire I; () de carré intégrable tel que

E[|IL () — I (‘Pn)|2] —0

quand n — oo on pose

t
1, (90)=/ p;dBs
0

pour tout ¢ > 0.

2.1.5 Intégrale d’It6

Dans le cadre d’un changement de variable dans une intégrale, lorsqu’on pose y = f
(x) on écrit généralement dy = f'(x)dz.Cette régle se lit directement dans la notation de
Leibniz quand on écrit dy = %d”c Si I'on considére une fonction composée, par exemple
si x est une variable du temps ¢, on peut continuer & utiliser dans les intégrales la régle

de dérivation des fonctions composées qui s’écrit alors

_ df dz
dy = dmdtd

Puisque l'intégrale d’'It6, comme 'intégrale de Riemann, a été définie comme somme
d’une quantité infinie d’accroissements infinitésimaux dB;, et que cette définition est a
priori cohérente avec les notations de Leibniz et les manipulations qui en découlent, il
parait logique d’appliquer les mémes régles . Pourtant si on prend f (z) = 22 par

exemple, on aurait :
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t t
Y, = B, dY; = 2B,dB,, et/ 2B,dB, = / dY,=Y,—Yy=B? (Fawx)
0

0

ce qui est faux puisque fot 2BdBg est une martingale. D’aprés la formule d’It6 on a

un terme additionnel :

t t
B2 = / 2B,dB, + / ds
0 0

ou bien :

B2=B2—1¢

et les régles de changement de variable doivent &tre modifiées.

2.1.6 Processus d’Ito

Définition

Un processus d’Tto est un processus stochastique X = (X} );> de la forme :

t ¢
X: =X +/ bsds—l—/ osdB, (2.6)
0

0

avec :
- X et Fy—mesurables.

- J3 |bs| ds < co presque strement.
. fot o2ds < oo presque siirement.

- bs et 05 sont Fy—adaptés.

Pour tout ¢ > 0, et ¢ un bon processus local, on utilise la notation formelle :

dXt = btdt + O'tdBt et XO =T (27)
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Le coefficient b s’appelle la dérive (ou le drift) du processus, et o coefficient de
diffusion.
Le processus t — x + fg bsds est la partie & variation finie de X = (X;)i>0, €t le

processus t — f(f 0sdB; la partie martingale de X.

2.1.7 Formules d’It6

On se donne un processus d’Ité6 X réel et une fonction f (R) — R suffisamment

réguliére. Nous présentons deux formules d’Ité.

Premiére formule d’It6

Supposons f de classe C%alors
27 1 t
FX) = £ (@) + / F(X)dX, + / £ (X,) ods (2.8)
0 0
— si f est & dérivées bornées, et o borné, le processus
i 1 1
£ (X0) - / F/(X.buds — / (X,)o%ds (2.9)
0 0

est une martingale.

Cette formule s’écrit sous forme différentielle

$OO) = F X)X+ 2f (X ol

FX) = (F (Kbt 5" (X) oDt + f(X) 0B,

dF(X) = f (X) b dt+% £ (X)) dX, + f (X)) 0udBy (2.10)
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On utilise souvent la notation :

! e 1 1
X dt | dB;
avec la table de multiplication dt 1010
dB; | 0 | dt

Deuxiéme formule d’It6

Soit f une fonction définie sur RT x R de classe C* par rapport a t et de classe

C? par rapport & z. On a

FX)=FOX+ [ 1o X)dst [ (8 Xduetg [ L (5 X)okds

(2.12)
on peut écrire sous la forme différentielle
; 1
df (t, Xt) = (ftl (t, Xt) + fa,: (t, Xt)bt + éf;/m (t, Xt) 0'% )dt + f; (t, Xt) g¢ dBt
(2.13)

2.2 Equations différentielles stochastiques(EDS)

On se place toujours sur un espace de probabilité (£2, F, P), et on se donne un (M.B)

B = (B;)i>o unidimensionnel, avec sa filtration naturelle.

2.2.1 Définition (EDS)

Soit T un réel strictement positif. On considére deux fonctions b: 2 x [0,7] xR — R
et 0: Qx[0,7] x R — R, mesurables. On se donne également une variable aléatoire ¢ ,

de carré intégrable et indépendante du M.B.
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On cherche a résoudre I’équation différentielle stochastique :
dX: = b(t, Xy)dt + o (t, X;) dBy, avec & = X, (2.14)

En fait cette équation doit étre interpretée au sens d’une équation intégrale, a sa-

VOIT :

t t
Xe=£ 4 / b(s, Xs)ds + / o (s,X5)dB;,0<t<T (2.15)
0 0

Le coefficient b s’appelle la dérive tandis que la matrice oo* s’appelle la matrice de

diffusion.

2.2.2 Solution forte d’une EDS

Une solution de 'EDS (2.10.1), X est un processus continu tel que :
a) X est mesurable et adapté a la filtration (F3)so;

b) P {lb(s, X + lo (5, X,) |12} ds < oo

c) P-ps,ona X; =¢+ fot b(s, Xs)ds + f(f o(s,Xs)dB;,0<t<T

ou la filtration est définit pour tout ¢ positif par
ﬂ”—‘O’{f,BS,SSt}

2.2.3 Existence et unicité de la solution

Théoréme . On suppose qu’il existe une constante K telle que pour tout t € [0,77] ,
z ety dans R™:

a) condition de Lipschitz en espace, uniforme en temps :

b(t, ) = b (&, y)|+]lo t2) —oty)| < K |z -y (2.16)
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b) croissance linéaire :
|6t 2)| + [lo (¢, 2)|| < K (1 + [z]) (2.17)

o) El¢f? < oo.

Alors 'EDS (2.10.1) posséde une unique solution. De plus cette solution vérifie:

E ( sup |Xl?|> < ©0:

0<t<T

On retrouve donc le résultat classique des EDO (prendre ¢ = 0). Depuis il était

démontré des résultats d’existence et d’unicité avec des conditions plus faibles sur b et

2.2.4 Solution faible A’EDS

Nous pouvons affaiblir les hypotheéses d’existence et d’unicité de la solution d’une

EDS(notamment les conditions de Lipschitz) et donc introduire une nouvelle notion de

solution dite faible, en opposition aux solutions fortes. Ceci a des implications importantes

aussi bien pour la théorie que pour les applications.

Définition
La solution faible de I’équation (2.1) est un triplet :
(Q,F, P ), un espace de probabilité adapté a la filtration (F)s>o.

B = (By)1>0, est un (F;);>o mouvement brownien (standard), X un processus (F;):>o0-

adapté, les processus X et B; sont définis sur le méme espace donné et vérifient :

P (/Ot [l (s, Xs)|* + |0 (5, X5)[] ds> =1 ,t>0 (2.18)

et

dX; = oft, X;)dt + o (t,X;) dB;, avec £ = X,
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2.2.5 Exemple
Mouvement brownien géométrique

Le mouvement brownien géometrique est un processus de la forme :

X (t) = Xo +exp (()’B () + (u— f;)f) (2.19)

Sa particularité est d’étre un processus stochastique & valeurs positives. De ce fait il
est utilisé en mathématiques financiéres pour modéliser I’évolution de cours de bourse, de
taux d’intéréts, de produit financier. La dynamique de ce processus est la base méme du
modele de Black-Scholes. Grice a la formule d’It6, le mouvement brownien géométrique
est solution de :

t

i 2
X (t) = X +/(; o X,dB; +/0 uXds
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Chapitre 3

Résolution Numerique des Equations

Différentielles Stochastiques

Introduction

L’analyse numérique est une discipline & 'interface des mathématiques et de I'infor-
matique. Elle s’intéresse tant aux fondements qu’a la mise en pratique des méthodes
permettant de résoudre, par des calculs purement numériques, des problémes d’analyse
mathématique.

Plus formellement, ’analyse numérique est ’étude des algorithmes permettant de
résoudre numériquement par discrétisation les problémes de mathématiques continues
(distinguées des mathématiques discrétes).

De maniére similaire aux équations différentielles ordinaires ot la résolution numé-
rique passe par une discrétisation du temps et un schéma d’approximation concernant
I'intervalle de temps elémentaire sur lequel 'intégration est faite, il est nécessaire de
procéder de maniére similaire avec les équations différentielles stochastiques, & quelques
différences prés.

— Pour une équation ordinaire, la trajectoire étant déterministe, on peut controler

avec la solution exacte la qualité de I'approximation. Avec un processus de Wiener,

nous avons vu que deux trajectoires sont trés différentes, cette différence s’accrois-
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sant avec le temps.

— Les schémas d’approximation des méthodes de résolution des équations différen-
tielles sont basées sur le calcul différentiel usuel. Dans le cas des équations différen-
tielles stochastiques, ces schémas reposent sur le calcul differentiel stochastique de

nature assez différente.

3.1 Présentation de EDS

Une équation différentielle stochastique est donnée sous sa forme différentielle :

dX; = b(Xy,t) dt + o (X,,t) dB, (3.1)

Nous avons vu que si b et o sont continues en (¢, X) et lipschitziennes en X,
cette équation posséde une unique solution forte X ().

Ou sous sa forme intégrale

Xt=X0+/
0

Cependant, il est parfois difficile d’obtenir une expression analytique pour cette solu-

t

b(X,,s)ds + / tU(Xs,s) dB, (3.2)

tion. Il est donc important de développer des méthodes numériques afin de simuler des
approximations de la solution de telles équations. Les schémas numériques utilisés pour

les équations différentielles ordinaires peuvent, en général, &étre adaptés au cas aléatoire.

3.1.1 Partitionnement

Soit un échantillon (Xg, X1,...,Xn) de N + 1 observations. Dans la pratique, ces
observations (discrétes) ne sont disponibles qu’a des instants de discrétisation équidistants
{ih}Y pour une certaine partition = {t; = 0 < t; <---< ¢ty = T'} de I'intervalle [t, = 0, T,
ou T'= Nh représente le nombre total des observations et h le pas de discrétisation. Les

instants de discrétisation équidistants sont donc t; = ih, ou h = (t; — t;—1) = T/N avec
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N assez large.
Sur la base du partitionnement, il existe plusieurs régimes asymptotiques dans la

littérature.

3.1.2 Reégimes asymptotiques

L’étude des propriétés asymptotiques se fait en utilisant 1'un des trois schémas d’échan-

tillonnages suivant :

1. T'— o0, h est fixé et N — oo. Cela suppose que le pas de temps est fixe et la taille
de I’échantillon augmente avec 7. Ce type de régime est largement utilisé dans la
littérature et est connu sous le nom de "Long-span asymptotics".

2. h — 0, T est fixé et N — oo. Cette fois le pas h décroit et tend vers zéro tandis
que T reste fixe et N continue de tendre vers I'infini. Ce régime est connu sous le
nom de "In-fill asymptotics".

3. T — 00, h — 0 est fixé et N — oo. Il s’agit d’'une combinaison des deux premiers

régimes connu sous le nom de "Double asymptotics".

3.1.3 Stabilité

on suppose maintenant que b(0,t) = 0 et ¢(0,¢) = 0 pour ¢ > 0. Ainsi le processus
X; = 0 est un point d’équilibre, c’est 'unique solution de (3.1) avec X, = ¢ = 0.

Définition

La position d’équilibre de (3.1) est dite p-stable en moyenne si pour tout € > 0, il

existe un ¢ > 0 tel que

sup B ‘Xn(c)’p < e ,pour |c| <d (3.3)

0<t<co
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et il est dit asymptotiquement p-stable en moyenne s’il est p-stable en moyenne et

pour tout ¢ au voisinage de x =0

=0 (3.4)

lim B lXt(c)

‘P

Dans le cas ou p = 1 ou p = 2, on parle de la stabilité en moyenne et de la stabilité

en moyenne quadratique (MS-stabilité) respectivement.

En remplacant dans la formule précédente F |X;(c)|” par E|X;(c)|, on obtient la
notion de stabilité asymptotique du premier moment. Si on considére E | X;(c) ’2, on parle
de stabilité asymptotique de second degré.

Considérons maintenant un schéma stochastique a un pas appliqué & I’équation (3.1)

avec un pas h > 0. Ceci conduit a ’approximation discréte
Xy =Xo+ fEw, b, X1, oy Xiv)

Ou f est fonction déterministe différentielle.

On suppose aussi que le processus de discrétisation conserve le point d’équilibre Xy =
0 pour ¢ = 0. Les différentes notions de stabilité du point d’équilibre d'une EDS donnée
peuvent étre appliquées au point d’équilibre de (X, ..., X N)-

Définition

Une position d’équilibre de la discrétisation (Xj, ..., X ~) est dite MS-stable si pour
tout € > 0, il existe un § > 0 tel que E[X,(c)]* <&, n € N pour |¢| < § et il est dit

asymptotiquement MS-stable s’il est MS-stable et

lim E ‘Xn(c)‘2 ~ (3.5)

n—oo

38



L’analyse de la stabilité d’'une méthode numérique stochastique consiste & étudier
dans quelle mesure la solution numérique de cette méthode obtenue a partir de cette

méthode, reproduit le comportement de stabilité de la solution exacte.

3.1.4 Convergence forte

Nous dirons qu’une approximation discréte du temps (Xn)ggns ~ de la solution exacte
(Xn)on<n d'une EDS converge dans le sens fort avec Pordre o € (0, 0] 8%l existe une

constante K < oo telle que :

E ‘Xn - Xn

< Kh® (3.6)

pour toute h € (0,1) .

3.1.5 Convergence faible

~

Nous dirons aussi qu'une approximation discréte du temps (X, )o<n<n de la solution
exacte (X, )o<n<ny d’'un EDS converge dans le sens faible avec Uordre € (0, 00| si pour

tout polynéme g ,il existe une constante K (g) < co telle que : pour toute h € (0, 1)

E(g9(Xn) — E(.(J(Xn)) < I{(g)hﬁ ‘ (3.7)

3.2 Approximation de la solution d’une équation dif-

férentielle stochastique

3.2.1 Approximation d’Euler-Maruyama

C’est I'une des méthodes les plus simples pour la résolution des équations différen-

tielles stochastiques. On n’utilise que les deux premiers termes de la formule (3.1).
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L’approximation d’Euler -Maruyama consiste a utiliser une discrétisation réguliére-
ment espacée du temps h = At; avec At; =T /N et i varie de 0 & N.
Le schéma d’Euler est bien evidemment analogue a celui que ’on a pour les équations

différentielles ordinaires

Ko = Xi+b (X)) Ati+ 0 (X, ) AB, (3.8)
de condition initiale Xg ot, Xi+1 est la valeur de I'approximation a I’instant de discré-
tisation ¢; et AB; = By,,, — By, représentent les accroissements d'un processus de Wiener
B = {B;,t > 0} pour lequel AB;.~+ N (0, AB;) avec AB; = vhe; en loi, oi &; sont des
variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de loi N (0.1).
I’approximation d’Euler d’un processus de diffusion X (¢) dont la représentation est

celle du modele (3.1) est de la forme :

Xiv1 = X + b(X)h + o(X;)Vhe: (3.9)

Théoréme : Supposons que o soit de classe C? avec ses deux dérivées bornées et que
b soit lipschitzienne.

Xn - XA"n, - O(l/nza_l).

Le=([o,1])

Quand n — +o0, on a '

Remarquons que ce théoréme n’a un intérét que si a > 1/2. Lorsque 1/2, nous consi-

dérons un schéma de type Milstein d’ordre o > 1/2.

3.2.2 Approximation de Milstein

La méthode de Milstein & I'ordre 1, ce qui signifie qu’il convergera vers le processus
de solution stochastique correcte plus vite qu’Euler-Maruyama comme le pas At; tends
vers (. La méthode de Milstein est identique & Méthode d’Euler-Maruyama s’il n’y a pas
de terme X dans le partie de diffusion b (X, t) de I’équation (3.1).

Par conséquent, afin d’obtenir le schéma de Milstein, nous devons rajouter au schéma,
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d’Euler le terme :

2o (%) O (%i,1) (AB? - )

De 14, approximation de Milstein du modele est donnée comme suit :

X1 = Xi+0 (Xt) At + o (XJ) AB; + %a (Xt) g—z (Xt) (AB} — At;)  (3.10)
X1 = Xi+b (Xz) h+o(X;)Vhe; + %O’ (};’1) Z_Z (}A(?) (he? — h)

Théoréme : Supposons que o soit de classe C?"*! avec ses deux dérivées bornées et

que b soit lipschitzienne.

X, — Xﬂ“ = O(1/nf) ou f = int{a, (2m + 1)a — 1}

Quand n — 400, on a l
Le=([0,1])

Remarque. L’approximation d’Euler -Maruyama converge fortement pour o = 0.5
et converge faiblement & l'ordre f = 1.L’approximation de Milstein converge fortement

et faiblement a Pordre 1.

3.2.3 Approximation de Runge -Kutta d’ordre 1.5

La méthode de Runge -Kutta d’ordre 1.5 permet de simulée des solutions appro-
chée en n’utilisant qu'un nombre des variables aléatoire génerer par une distribution
gaussienne.Cependant il existe des méthodes d’ordre plus élevé faussant intervenir des
nombres aléatoires qui ne sont pas gausiennes ce qui complique la résolution de EDS.

L’approximation de Rung-Kutta 1.5 est donnée comme suit :

N 4, 2 % 1 N =
(3.11)
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Avec

X} = X; + b(X)Ati + o(X:)V/ At (3.12)
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Chapitre 4

Etude de Simulation de la Solution
Approchée de I'EDS de
Black-scholes

Introduction

Aprés avoir présenté quelques méthodes numériques de résolution des équations dif-
férentielle stochastiques, nous allons comparer deux méthodes numériques par le biais de
simulation. & savoir la méthode d’Euler Maruyama et la méthode de Milstein que nous
allons appliquer & I'équation différentielle stochastique de Black Scholes (connue sur le
nom "La formule de Black Scholes"). Afin d’atteindre cet objectif, nous allons simuler
des échantillons de différents tailles pour différentes réplications.Les solutions approchées

estimées sont calculées sur la base de plusieurs pas de temps de discrétisation.

4.1 Formule de Black-Scholes

En 1973, Black et Scholes ont proposé une formule, qui porte aujourd’hui leurs noms.
Le terme de Black-Scholes est utilisé pour désigner deux concepts trés proches :

— — Le modele Black-Scholes ou modéle Black-Scholes-Merton qui est un modéle ma-
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thématique du marché pour une action, dans lequel le prix de l’action est un
processus stochastique en temps continu.

— Le modeéle de Cox Ross-Rubinstein qui suit un processus stochastique en temps
discret.

— Le modeéle mathématique qui décrit le marché financier est & la fois simple et
efficace.

— La fomule différentielle de ce modéle est donnée par :

dX = pXdt +oXdB; (4.1)

avec les constantes p et . La solution de cette EDS est mouvement brownien géo-
métrique :

X (t) = Xpexp (,u — 302) t+oB; (4.2)

4.1.1 Simulation de la solution exacte de EDS de Black-Sholes

Nous avons simulé la solution exacte de Black-Scholes pour différentes tailles et pas de
discrétisation et nombre d’échantillons et pour des paramétres canstantes (1 = 0.25, = 0.5) .
Les Figures suivantes illustrent la solution exacte de EDS de Black-Scholes simulée :

Le premier représente la solution exacte simulée pour un échantillon de taille 100 avec

ke,

un pas de discrétisation 155.



4.1.1 Simulation de la solution exacte de EDS de Black-Sholes

Nous avons simulé la solution exacte de Black-Scholes pour différentes tailles et pas de
discrétisation et nombre d’échantillons et pour des paramétres canstantes (1 = 0.25,0 = 0.5).
Les Figures suivantes illustrent la solution exacte de EDS de Black-Scholes simulée :

Le premier représente la solution exacte simulée pour un échantillon de taille 100 avec
un pas de discrétisation ﬁ‘

14

13} /|

12 / \/ \ A /‘f\m\/‘\/\\\ " ;"”\‘
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©
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0.6 / \/

0.5 [/

0.4 ! 1 1 ] 1 1 1 L | ]
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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Figure1:Simulation de la solution exacte pour un échantillon de taille 100
et pas dediscrétisation h=1/100.
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4.2 Simulation de la solution approchée par des mé-
thodes numériques

4.2.1 Simulation par la méthode d’Euler-Maruyama

Le premier figure représente la solution approchée simulée de taille 100 avec un pas

de discrétisation I—(I)Opar la méthode d’Euler-Maruyama.

1.4

valeur simulée
I
[o.]
T
4\\
T
.
:/

o
~

T
DN

0.6 \\ | Y /\\/
\
0.5

0.4 1 1 1 1 1 1 1 L 1 J
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Temps
Figure3:Simulation de la solution approchée parla méthode d'Euler-Maruyama
pour un échantillon de taille 100 et pas de discrétisation h=1/100
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La deuxiéme figure représente la solution approchée simulée de taille 500 avec un pas

de discrétisation ﬁpar la méthode d’Euler-Maruyama.
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0.4 1 1 1 1 1 ] 1 L L )
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Temps
Figure 4:Simulation de la solution approchée par la méthode d'Euler-Maruyama
pour un échantillon de taille 500 et pas de discrétisation h=1/500.
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4.2.2 Simulation par la méthode de Milstein

Le figure suivante représente la solution approchée simulée de taille 100 avec un pas

de discrétisation & par la méthode de Milstein
1141
1h /
|
0.9t &Y
NV
N A V
[ \/
% 0.8 | /
E A\
g /\ B
T 0.7 // A
/
0.6 | .
o A A
A\ M\ N A
awN A%
o5 N ™
%
0.4 1 L 1 1 1 1 L L 1 J
©o o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Temps

Figure5:Simulation de la solution approchée parla méthode de Milstein
pourun échantillon de taille 100 et pas de discrétisation 1/100.
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La quatriéme figure représente la solution approchée simulée de taille 500 avec un pas

de discrétisation W%o par la méthode de Milstein.

0.9 | /‘,\f‘rw
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P,
oslyd
0.4 L : : L 4 : . . 4 .
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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Figure 6:Simulation dela solution approchée parla méthode de Milstein
pour un échantillon de taille 500 et pas de discrétisation h=1/500.
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4.3 Etude comparative

Nous testons la sensibilité de ’équation par rapport au nombre de simulations et les

pas de discrétisation dans le schéma d’Euler-Maruyama et de Milstein. Avant de présenter

les résultats (voir les tableaux ci-dessous), nous tragons quelques graphes de la solution

approchée et de la solution exacte dans le cas des deux schémas :

4.3.1

Comparaison de la solution exacte et la solution appro-

chée par la méthode d’Euler-Maruyama

Solution exacte
— — — Solution approchée /
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I\ /
0.5 |- /\/ \
\T /\ / \
V\ //:’ \/&\\ A"/
v N
0.4 |- - /
A !
0.3 1 : 1 1 1 1 1 1 1 L J
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Temps
Figure7:Simulation par la méthode d'Euler -Maruyama pour un échantillon de taille 100
et pas dediscrétisation 1/100.
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Solution exacte

075 F — — — Solution approchée
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- Figure 8:Simulation par la méthode d'Euler- Maruyama pour un échantillon
de taille 500 et pas de discrétisation h=1/500.
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4.3.2 Comparaison de la solution exacte et la solution appro-

chée par la méthode de Milstein

Solution exacle 5
0.95 - i . \
— — — Solution approchée / Jl \

Ay

0.85 |-

0.8 -

0.75 F h

valeur simulée

06} ,N/

0.55 /,\/

0.5 1 1 1 1 1 1 1 1 1 J
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Temps
Figure 9:Simulation par la méthode de Milstein pour un échantillon
de taille100 et pas de discrétisation h=1/100.
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Figure10:Simulation par la méthode de Milstein pour un échantillon
de taille 500 et pas de discrétisation h=1/500.

A partir des figures présentées ci-dessus,nous remarquons que le graphe de la solution
approchée suit étroitement le graphe de la solution exacte pour les deux shemas
Notons également que le nombre de simulations et le pas de discrétisation influent sur

la. qualité de la solution approchée.
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Pour mésurer la précisition entre la solution excate et la solution approchée, nous
avons estimé 'erreurs moyenne quadratique entre les deux derniéres.

Les tableaux suivants montrent les résultats obtenus :

Tableaul : L’erreurs moyennes quadratiques a la méthode
d’Euler-Maruyama pour 100 et 500 échantillons

et pour différents pas de discrétisations

1 1 1
(W‘Z—SO’%)

Euler-Maruyama,
Nombre de simulation | Pas de discrétisation | Moyenne quadratiques
100 = 0.0155
100 75 0.0017
100 ﬁ 0.0016
500 65 0.0012
500 5%6 0.0011
500 =55 0.0011
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Tableau 2 : L’erreurs moyennes quadratiques a la méthode

de Milstein pour 100 et 500 échantillons

et pour différents pas de discrétisations

)

(L 11
100 250 500

Milstein
Nombre de simulation | Pas de discrétisation | Moyenne quadratiques
100 L 0.0739
100 55 0.0487
100 255 0.0452
500 T 0.0354
500 55 0.0229
500 i%o 0.0047

Le tableau 1 présente les résultats obtenus pour la méthode Euler-Maruyama.
La premiére remarque & faire est que la solution s’améliore avec 'augmentation de la
taille de I’échantillon qu’est tout & fait logique.

La seconde remarque est que la solution gagne en précision avec la décroissance du

pas de la discrétisation.

Nous tirons les mémes conclusions avec la méthode Milstein figurées dans le tableau

Suivant les résultats de simulations obtenues, nous remarquons que la méthode d’Euler-

Maruyama est meilleure que la méthode de Milstein dans les cas étudier.
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Conclusion Générale

Les méthodes numeriques pour la résolution des équations différentielle stochastiques
(EDS) sont des outils essentiels pour approximer les solutions de ces derniéres qui gerent
des phénoménes aléatoires. I'utilité de ces méthodes est qu’elles permettent d’estimer
les solutions approchées d'une maniére précise et rapide par rapport a la recherche de les

solutions exactes qui peuvent étre inconnues ou inexploitables.

Dans la litiratures, nous rencontrons beaucoup de méthodes numériques qui proposent
des solutions approchées qui se different par ses qualités de robustésses et ses temps
d’éxécutions.

Parmi ces méthodes de discrétisations approximatives, nous avons présenté Papproxi-
mation d’Euler-Maruyama , approximation de Milstein et Papproximation de Rung-

Kutta.

Nous avons aussi simulé les solutions approchées de I'EDS de Black-Scholes par la
méthode d’Euler Maruyama et la méthode de Milstein.

Dans la seconde étape, nous avons comparé ces deux méthodes .

I’étude de simulation des solutions approchées obtenues par le biais de simulation,
nous a révélée que I’approximation d’Euler-Maruyama g’améliore avec la diminution du
pas de discrétisation et ’augmentation la taille de échantillon et le nombre d’échantillons.

Nous avons tiré la méme conclusion pour la méthode de Milstein.

La troisiéme conclusion obtenue par ’étude de comparison par simulation des deux
méthodes est que le schéma d’Euler-Maruyama est meilleur que le schéma de Milstein.

Le travail réalisé est loin, d’étre achevé. Il reste a étudier d’autres méthodes numeé-
riques pour d’autres EDS.

La deuxiéme perspective de ce travail est la résolution numériques des systémes

d’équations différentielles stochastiques.
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