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Résumé

La méthodologie de la recherche expérimentale (MRE) est un ensemble de
méthodes et de modes de raisonnement destinés 2 tout expérimentateur désirant
faire de la planification expérimentale. Elle a pour objet de lui permettre
d'optimiser 'efficacité de sa recherche expérimentale quelle que soit sa branche
d'activité. Pour ce faire, elle va l'aider a exprimer aux mieux son probléme et
lui proposer des stratégies expérimentales optimales en fonction des objectifs
qu'il s'est fixé et des moyens dont il dispose.

Ce travail comporte deux objectifs:

e Les algorithmes qui consistent a trouver la meilleure matrice selon le
critere D-optimal et il existe deux catégories, les algorithmes d'échanges
et ceux par les déplacements, puis on fait une étude comparative sur les
deux catégories afin d'aider I'expérimentateur a prendre des décisions.

e Une nouvelle modification sur l'algorithme de Donev tout en précisant
ses avantages et ses inconvénients par rapport & l'algorithme de Doneyv.
Une nouvelle proposition qui dépend de l'algorithme de colonie de
fourmis dans les plans D-optimaux tout en donnant des étapes a suivre
pour construire un tel algorithme.



Abstract

The methodology of experimental research (MRE) is a set of methods and
fashion reasoning for any experimenter wishing to make the planning
experimental planification. Its purpose is to allow him to optimize
effectiveness of its experimental research regardless of its branch activity. To
do this, it will help to better express his problem and propose optimal
experimental strategies based on objectives that It is fixed and mean it has.

This work has two objectives:

e The algorithms are to find the best matrix according to the D-criterion

“optimal and there are two categories of algorithms by those exchanges

and investments, then a comparative study of two categories to help the
experimenter to make decisions.

e A new modification of Donev algorithm while stating its advantages and
disadvantages compared to Donev algorithm. A new proposal which
depends on ant colony algorithm in the D-optimal designs while giving
steps to construct an algorithm.
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Vecteur des réponses calculées.

Constant d’un modéle.

Coefficients des termes de premier degré.
Coefficients des termes carrés.

Coefficients des termes rectangles.

Coefficients de la variable z; dans un modéle
déterminé par la méthode des moindres carrés.
Vecteur de tous les coefficients réels du modéle.
Vecteur de tous les coefficients déterminés avec
I‘hypothése des moindres carrés.

Vecteur des résidus.

Matrice d’information.

Matrice de dispersion.

Espérance.

Ecart-type.



t Variable codée.

T Variable naturelle.

To Le milieu de I'intervalle du domaine d’étude.
AT La moitié de la largeur du domaine d’étude.
a2 Variance.
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o) Variance de regression.
~2 . . s
a; Variance de regression au point w.
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52 Estimation de la vari éri l
a variance expérimentale.
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o Le risque.
v Niveau de confiance choisi.
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faY Amplitude des déplacements.

c Température.



Figure 1.1

Figure 1.2

Figure 1.3
Figure 1.4
Figure 1.5
Figure 2.1
Figure 2.2
Figure 2.3

Figure 3.1

Figure 4.1
Figure 5.1
Figure 5.2
Figure 5.3

Figure 5.4

Liste des illustrations, graphiques et tableaux

Représentaion du systéme.

Le domaine de variation du facteur est constitué de toutes

les valeurs comprises entre —1 et +1.

Les domaines de tous les facteurs forment le domaine d’étude.
Les points expérimentaux sont disposés dans le domaine d’étude.
Le choix des expériences & réaliser.

Répartition des candidats sur la région expérimentale.
Répartition de la matrice du modéle.

Ellipsoide de confiance.

Disposition des 23 points d’experiences candidats pour un niveau
du facteur 3 comme il y a trois niveaux pour ce facteur, il y a 69
points candidats.

Déplacements de Donev en deux dimensions.

Courbes comparatives par rapport au temps d’exécution.
Courbes comparatives par rapport aux déterminants.
Représentation du systéme Fourmis.

Graphe qui montre la quantité de phéromone posée par les fourmis

sur chaque chemin.

15

16
17
17
22

56
61

75
76

i



Tableau 2.1
Tableau 2.2
Tableau 3.1
Tableau 3.2
Tableau 3.3
Tableau 4.1
Tableau 4.2
Tableau 4.3
Tableau 4.4

Ensemble Candidat & deux facteurs avec trois niveaux.
Les différents déterminants des expériences.

Un médicament bien protégé. Domaine d’étude.

Les déterminants de (X*X) suivant les algorithmes .
Comparaison des algorithmes d’échanges.

Une étude explosive. Domaine d’étude.

Une étude explosive. Points candidats du projet initial.
Les déterminants de (X*X) suivant les algorithmes .

Comparaison des algorithmes.



Algorithme 3.1
Algorithme 3.2
Algorithme 3.3
Algorithme 3.4
Algorithme 3.5
Algorithme 3.6
Algorithme 3.7
Algorithme 4.1
Algorithme 4.2
Algorithme 4.3

Algorithme 5.1

Liste des algorithmes

Algorithme DETMAX (Mitchell ).

Algorithme de Fedorov .

Algorithme de Fedorov modifié par Cook & Nachtsheim.
Algorithme k-échange (Johnson & Nachtsheim ).
Algorithme kl-échange (Atkinson & Donev ).
Algorithme kl-échange modifié .

Algorithme FDOP (Yonchev).

Algorithme de DONEYV.

Algorithme de FDOP modifié.

Algorithme de Recuit Simulé.

Algorithme de DONEV modifié.

10

43
45
46
48
50
51
53
61
62
64



INTRODUCTION GENERALE

Pour proposer une solution répondant aux objectifs industriels, il est donc parfois néces-

saire de chercher I'information manquante en réalisant un ensemble d’expériences.

Les décisions importantes prises & partir des résultats expérimentaux et le cotit non nég-
ligeable d’une expérimentation interdissent de laisser & la seule intuition de Pexpérimentateur
la recherche de la solution du probléme. Il est nécessaire d’utiliser une approche méthodologique
qui permet non seulement de réduire le cotit de I’expérimentation, mais aussi d’établir une

organisation optimale des expériences.

Le but de la méthodologie de la recherche expérimentale (MRE) est de proposer une
ou plusieurs stratégies expérimentales permettant de résoudre un probléme particulier posé

par cette derniére.

Dans les plans d’expériences il existe plusieurs plans, parmi eux il existe les plans D-
optimaux qui aident les expérimentateurs & réaliser plusieurs expériences dans des meilleures
conditions. Pour bien faciliter le travail on utilise des algorithmes qui sont des étapes a suivre
afin de réaliser I'expérience & un temps limité, parmi ces algorithmes il y a les algorithmes
d’échanges dont on fait 'échange du mauvais point par le bon et ceux par le déplacement
car on déplace les points jusqu’a 'obtention du bon point et on fait I’échange. A la fin on

trouve la matrice d’expérience optimale.

Dans notre travail on va étudier tout ces algorithmes et les programmer sur le logiciel

Maple afin de pouvoir les comparer.

Nous rappelons dans le premier chapitre les grands principes de la MRE : intérét et
vocabulaire de base des plans d’expériences, leurs différents types ainsi que les étapes de

I’étude et le choix des plans.

Le deuxiéme chapitre est entiérement consacré aux plans D-optimaux tout en parlant

de leurs principes et les critéres d’optimalité. Le troisiéme chapitre traite ces derniers plans

11



mais plus précisément sur les algorithmes d’échanges, ol on les applique sur un médicament

bien protégé et a la fin on compare ces derniers.

Le quatriéme chapitre traite des nouvelles méthodes qui sont inspirés des algorithmes
d’échanges mais avec des déplacements, leurs applications est sur une étude explosive et on

trouve & la fin aussi la comparaison.

Le cinquiéme chapitre traite un nouvel algorithme de Donev modifié avec une comparai-
son entre Donev et Donev modifié, et une proposition des étapes pour construire I’algorithme
de colonie de fourmis dans les plans D-optimaux, on termine ce travail avec une conclusion

générale.

12



CHAPITRE I

METHODOLOGIE DE LA RECHERCHE
EXPERIMENTALE

Les plans d’expériences sont des manipulations réalisées a des fins scientifiques dans
des conditions rigoureusement contrélées. Ce chapitre traite les plans d’expériences d’une
facon générale dont il parle de leurs intéréts, leurs différents types ainsi que les étapes &

suivre pour réaliser une expérience et 4 la fin il parle des choix d’expériences.

1.1 H:istorique

Réaliser des expériences afin d’étudier et de comprendre un phénoméne est une dé-
marche qui remonte & la nuit des temps. Dés le moyen-&ge Nicolas Oresme (1325 — 1382)
aborde cette question dans ses écrits. Inspirateur de Descartes et Leibnitz, Francis Bacon
(1561 — 1626) est un des précurseurs de la méthode expérimentale. En 1627 il fait par ex-
emple macérer des grains de blé dans neuf concoctions différentes afin d’étudier leurs effets
sur la rapidité de germination. Arthur Young (1746 — 1820) cherche ensuite & systématiser
le procédé et aborde la notion de répétabilité des expériences afin de prendre en compte
leurs variabilité. Citons aussi les travaux de Cretté de Palluel (1741 — 1798). C’est ensuite
principalement au 19%™¢ siécle que les méthodes expérimentales se démocratisent.

Les méthodes rigoureuses d’expérimentation basées sur ’utilisation des plans d’expériences
sont dues aux travaux de Sir Ronald Fisher (1890 — 1962), ce brillant mathématicien,
trés productif dans le domaine de la Statistique a été amené & s’intéresser aux tech-
niques d’expérimentation et c’est le point de départ de la méthode théorique des plans
d’expériences.

Divers chercheurs ont par la suite marché dans les traces de Fisher afin de promou-

voir et développer I'utilisation des techniques de planification expérimentales dans d’autres

13



domaines que I’agronomie. Dés les années 50 les travaux de Box et ses collaborateurs (prin-
cipalement sur les surfaces de réponse) ont entrainé un bon nombre d’application pratiques,
mais ce sont certainement les travaux de G.Taguchi qui ont permis une vaste diffusion des
plans d’expériences, notamment dans le milieu industriel. Taguchi a eu I'idée de réaliser
des tables de configurations expérimentales de référence facilement utilisables par des non-
spécialistes.

De nombreux chercheurs contemporains ont continué le développement de cette branche
de la Statistique dans des voies diverses et variées: adaptation des plans d’expériences
pour les problémes de mélanges, introduction d’effets de blocs, utilisation des modéles non-
linéaires, utilisation des modéles contenant des effets de voisinage, plans d’expériences pour

expériences simulées, etc ...[9].

1.2 Intéréts des plans d’expériences

Les plans d’expériences sont utilisés dans les études industrielles en recherche-développement.

Ils interviennent dans de nombreux domaines industriels [1]:

e [’énergie renouvelable;

Industries chimiques, pétrochimiques et pharmaceutiques;

e Industries mécaniques et automobiles;

Industries métallurgiques . ..

Leurs utilisation vise aux buts suivants :

o Détermination des facteurs clés dans la conception d’un nouveau produit ou d’un

nouveau procédé.
e Optimisation des réglages d’un procédé de fabrication ou d’un appareil de mesure.

e Prédiction par modélisation du comportement d’un procédé.

Les plans d’expériences s’inscrivent dans une démarche générale d’amélioration de la

qualité.

14



Le succes de la démarche originale des plans d’expériences réside dans la possibilité
d’interprétation des résultats expérimentaux avec un effort minimal sur le plan expérimental:
la minimisation du nombre nécessaire d’expériences permet un gain de temps et en cofit
financier.

Il faut néanmoins comprendre que les plans d’expériences ne sont pas un outil des-
tiné & priori & la recherche fondamentale car ils ne permettront jamais une explication du

phénomeéne physico-chimique étudié.

1.3 Vocabulaire de base des plans d’expériences

Le scientifique est souvent amené & comprendre comment réagit un systéme en fonction
des facteurs susceptibles et de le modifier. Pour visualiser cette évolution, il mesure une
réponse et il va ensuite essayer d’établir des relations de cause & effet entre les réponses et
les facteurs|8].

Fzetzurs contrdlzbles

I

[(———
Fzcteurs d'entrée SYSTEMWIE répanzes
—

1

Fzctzurs non contrdlzhles

Figure 1.1 : Représentaion du systéme.
1.3.1 Facteurs

Les variables que I'on désire étudier sont appelées facteurs[2].Parmi ces dérniers on

distinguera :

e Les facteurs d’entrés dont on cherche & analyser une influence (matiére premiére,

vitesse d’agitation, température, rendement ... ).

o Les facteurs contrélables qui dépendent directement du choix du technicien (pres-

sion, température, matériau ... ).

e Les facteurs non contrélables qui varient indépendamment du choix du technicien

(conditions climatiques, environnement d’utilisation. .. )-
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e Les facteurs quantitatifs lorsqu’ils sont naturellement exprimés & l'aide de valeurs

numériques.

o Les facteurs qualitatifs si les facteurs sont de type modalité.

Les facteurs étudiés dans un plan d’expérience sont bien entendu les facteurs d’entrée.
En général un facteur varie entre deux bornes : la borne inférieure (niveau bas que l'on
note souvent par —1) et la borne supérieure (niveau haut que I’on note souvent par +1).
L’ensemble de toutes les valeurs que peut prendre le facteur entre les deux niveaux s’appelle
le domaine de variation du facteur ou le domaine d’expérience.

Un facteur peut prendre plusieurs niveaux & l'intérieur de son domaine de variation

(figure 1.2).

Domaing du facleur

mvoggfas niveau haut
'-~._l " j il
-1 +1  Axedufacteur

Figure 1.2 : Le domaine de variation du facteur est constitué de toutes
les valeurs comprises entre —1 et +1.

Les niveaux des facteurs peuvent étre considérés comme les coordonnées d’un point de
'espace expérimental. (figure 1.2)

Une expérience est une intervention volontaire dans un systéme pour observer ou
mesurer les effets de cette derniére. Elle consiste donc & modifier certains parameétres afin
d’observer les réponses. Elle est représentée par un point dans ce systéme d’axe qui est
appelé point d’expérience.

Un plan d’expérience est un ensemble de plusieurs points expérimentaux.

La réunion des domaines de variation de chaque facteur définit le domaine d’étude
(figure 1.3). Ce dernier est la partie de P’espace expérimental que ’expérimentateur a retenu
pour faire ses essais.

Une étude est un ensemble d’expériences bien définies et représentées par une série de

points disposés dans le domaine d’étude. (figure 1.4)
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Figure 1.3 : Les domaines de tous les Figure 1.4 : Les points expérimentaux

facteurs forment le domaine d’étude sont disposés dans le domaine d’étude
1.8.1.1 Variables codées ou variables centrées réduites

L’utilisation des variables centrées réduites présente l'intérét de pouvoir généraliser la
théorie des plans d’expériences quels que soient les facteurs ou les domaines d’études retenus.
Remplacer les variables naturelles par les variables codées va permettre d’avoir pour chaque
facteur le méme domaine de variation (entre —1 et +1) et de pouvoir ainsi comparer entre
eux effet des facteurs. Le niveau bas est ainsi codé —1 alors que le niveau haut est codé
+1[14).

On note ici ¢ la variable codée et T' la variable naturelle. On peut les lier par la relation
suivante ot 7p est le milieu de 'intervalle du domaine d’étude et AT la moitié de la largeur

du domaine d’étude, Tp et AT étant exprimé en variable naturelle.

_T=5

= (1.1)

t

Les variables centrées réduites sont sans dimension.
1.3.2 Réponses

La réponse est la grandeur mesurée & chaque essai; le plan vise & déterminer quels
facteurs I'influencent ou quelle est son évolution en fonction de ceux-ci. Cette grandeur est

la plus souvent mesurable mais elle peut également étre qualitative[2].
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1.4 Les différents types des plans d’expériences

Les plans d’expériences peuvent étre classés en trois catégories, les deux premiéres cou-
vrent les facteurs indépendants et la troisiéme catégorie est réservée aux facteurs dépendants(2].
Les facteurs indépendants sont des facteurs dont on peut choisir les niveaux comme on le
désire donc le choix des niveaux n’entraine aucune contrainte sur le choix des niveaux des
autres facteurs, par contre les facteurs dépendants sont des facteurs dont les niveaux sont

liés entre eux par la relation : Zi:l =1

1.4.1 Plans de criblage

Ces plans permettent de découvrir les facteurs les plus influents sur une réponse donnée.
On ne cherche pas vraiment & obtenir une relation précise entre les variations des facteurs

et celle de la réponse. Ce dernier a comme type :

e Plans « un facteur a la fois » : Ce type de plan peut se révéler trés utile lorsqu’il
y & beaucoup de facteurs et que le phénomeéne est compliqué. On n’obtient aucune

interaction.

e Plans factoriels fractionnaires 27 : Ce type permet d’étudier beaucoup de fac-
teurs, si I'on sait bien les interpréter. On peut détecter les interactions entre les

facteurs.

e Plans sursaturés : Sont des plans qui prennent en compte un grand nombre de

facteurs et qui ne demandent que quelques essais.

e Plans factoriels complets 2 a deux niveaux : Ces plans sont gourmands en
essais dés que I'on dépasse trois facteurs. Ils peuvent servir & faire des criblages mais

aussi & faire de la modélisation.
1.4.2 Plans de modélisation

e Plans factoriels complets a trois niveaux : Ces plans peuvent étre utilisés
pour la modélisation mais comme il n’y a que deux niveaux par facteur, on ne peut

qu’employer des modeles du premier degré avec interaction.
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e Plan non conventionnel : c’est tout plan qui s’écarte des plans classiques.

1°" cas : un plan factoriel classique a ses points expérimentaux aux sommets du domaine
d’étude. Il se peut qu'au cours de l'expérimentation les niveaux prévus n’aient pas été
respectés et que les points d’expériences soient décalés par rapport aux sommets. Le réalisé
est un plan non conventionnel.

2ieme

cas : un plan classique posséde un nombre précis d’essais a réaliser. L’ensemble

des essais réels est un plan non conventionnel.

o Plans composites : permettent une modélisation du second degré. Elle comprend

un plan factoriel, un plan en étoile et des points centraux.

e Plans de Doehlert : Ces plans ont été imaginés pour interpréter les réponses

obtenues avec un modéle du second degré tout en effectuant un minimum d’essais.

e Plans de Box-Behnken : Ces plans permettent de modéliser les réponses avec un

modéle du second degré tout en respectant certains critéres d’optimalité.

e Plans de Roquemore : Ces plans ne nécessitent que peu d’essais pour obtenir un

modéle du second degré. Ils tentent de respecter plusieurs critéres d’optimalités.

e Plans D-optimaux : Ces plans permettent de tenir compte de nombreuses con-

traintes. Ils assurent la précision sur les coefficients du modele.

1.4.3 Plans de mélanges

Les plans de mélanges sont de plans que l'on utilise lorsqu’on étudie des produits
composés de plusieurs constituants, 'objectif est de trouver la loi qui réagit une ou plusieurs

réponses en fonction de la composition du mélange.

1.5 Ftapes d’une étude par les plans d’expériences

1.5.1 Choix de la réponse et les facteurs d’étude

L’é¢tude doit avant tout avoir un but précis[l]: minimiser un cott de fabrication et

chercher les parameétres influents . A ce niveau, il est important de rassembler 'ensemble
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Ot ag, a1, az,. .. sont les coefficients du polynome.

Les termes produits de type par exemple a;j - T; - T; correspondent aux interactions.

1.5.2.1 Matrice d’ezpériences

La représentation géométrique d’un plan d’expérience est commode pour imaginer la
position des points expérimentaux dans le domaine d’étude. Mais elle ne peut plus étre em-
ployée dés que le nombre de facteurs est supérieur & trois. Pour les espaces multidimension-
nels, nous adopterons une représentation en forme de tableau ou matrice d’expériences. La
matrice d’expériences £ comprend une premiére colonne qui identifie les essais, les colonnes
suivantes indiquent les cordonnées des points expérimentaux prévues. Son avantage est

d’étre utilisable quelque soit le nombre de facteurs.
1.5.2.2 Matrice des effets

La matrice des essais & réaliser pour obtenir le plan d’expérience optimal se déduit
en fait des critéres permettant d’obtenir les coefficients avec le maximum de précision. Le
systéme d’équations & résoudre doit présenter des coefficients devant les inconnues (qui sont
les coefficients du modele & déterminer) pouvant se mettre sous la forme d’une matrice

nommeée matrice des effets notée X .
1.5.2.5 Matrices d’information et de dispersion

On appelle matrice d’information la matrice XX et si elle est inversible, son inverse

est appelée matrice de dispersion (X*X)71L.
1.5.3 Les expériences a réaliser

La méthode des plans d’expériences peut étre comparée 4 la méthodologie traditionnelle
dite de "variation facteur par facteur". Pour étudier I'influence des deux facteurs sur une

réponse, on peut adopter deux stratégies expérimentales pour la conception des essais.
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Figure 1.5 : Le choix des expériences & réaliser.

Selon la méthode traditionnelle, on bloque le facteur A au centre du domaine de variation
et on fait varier le facteur B aux deux extrémités de son domaine: on obtient les mesures
M1 et M2. Avec le facteur A on réalise la méme opération pour obtenir les points M3 et
M4. Dans cette méthode, 1’effet de B sera mesuré a partir des mesures M1 et M2 et celui
de A a partir des mesures M3 et M4. Donc pour chaque facteur la moitié des mesures
seulement est utilisée pour rendre compte d’un effet.

La méthode des plans d’expériences consistera & réaliser 4 essais aux extrémités du
domaine expérimental. L'effet de A apparait comme la différence entre la moyenne %

et la moyenne % Le méme raisonnement s’applique pour effet de B.

Remarque 1 [1/L’effet de A peut étre décrit autrement en écrivant | ‘expression sous la

forme sutvante :

Y2+4Y4 Y14Y3
2 2
4-Y Y2-Y

b4

Effetde A =

Le terme %

est le demi-effet de A quand B est au niveau haut (c’est-a-dire la demi-
variation de la réponse quand A passe du niveau bas A; au niveau haut As). De méme le

terme %

est le demi-effet de A quand B est au niveau bas.
Dans cette deuxiéme stratégie toutes les mesures sont utilisées pour le calcul d’un effet.
On comprend donc que la précision obtenue sera supérieure avec la méthode de plans

d’expériences. Un autre avantage de la méthode des plans réside dans un nombre beaucoup

[\
(8]



plus faible d’expériences & réaliser que dans la méthode traditionnelle quand le nombre de
facteurs augmente.
Il reste néanmoins & connaitre la méthode générale pour trouver les "bonnes" expériences

& réaliser. La méthode dépend du modéle mathématique choisi.

1.5.4 Reéalisation des essais

Un soin tout particulier doit étre apporté a I'exécution des essais. Si on ne réalise pas
personnellement les essais, il faut notamment vérifier que les facteurs controlables mais non
étudiés soient bien fixés & des valeurs précises. De méme si un des facteurs étudiés est un
composé chimique, il est bien sir préférable de ne pas avoir a changer de lot de matiére

premiere durant I’ensemble de I'expérimentation.
1.5.5 Interprétation des résultats des essais

Comme premiére approche, le plan d’expérience peut étre concu comme un moyen
de savoir quels sont les facteurs ou les interactions qui ont une influence statistiquement
significative sur la réponse étudiée ?

L’exploitation des résultats expérimentaux est souvent assez rapide, surtout avec un
logiciel ! Le principe de l'exploitation est simple : il consiste & calculer les coefficients du
modele polynomial plus la valeur absolue du coefficient est élevée plus le terme correspon-
dant (facteur simple ou interaction) sera influent sur la réponse étudiée. La difficulté est
plutét de pouvoir distinguer une véritable influence et le role de lincertitude entachant
inévitablement toute mesure.

En conclusion de I’étude on fournit la liste des facteurs influents la plupart du temps
I'expression du modéle en ne retenant que les coefficients jugés statistiquement significatifs.

Il est bon de signaler que le modéle obtenu ne peut &tre utilisé qu’a lintérieur du
domaine d’étude (d’ou l'utilité d’une étude préalable correcte ...) : toute extrapolation est
trés risquée car elle pourrait apporter des résultats bien différents de ceux attendus. On ne
signalera jamais assez que le modeéle fourni n’a pas de signification physique et ne saurait
étre assimilé & une loi physique.

Une derniére étape obligatoire avant 'utilisation du modéle en production sera de tester
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par une expérience au centre du domaine expérimental si la valeur prédite par le modele
est proche de la valeur expérimentale. En effet les modeéles des plans d’expériences facto-
riels étudiés ne prennent pas en compte une courbure possible au centre du domaine mais
considérent uniquement un comportement linéaire. Si la vérification n’est pas concluante il

importe d’envisager des modeles plus compliqués (modeéles avec termes du second degré).

1.6 Calcul des coefficients du modéle

Dans une étude expérimentale quand on cherche & relier une grandeur physique y et
une grandeur physique x, on utilise souvent une technique de régression linéaire de y par

rapport & & qui consiste & définir une relation du type[l] :
y=az+b (1.5)

On cherche les valeurs des parameétres a et b de fagon que la droite passe au mieux par
I’ensemble des points expérimentaux. On utilise une méthode dite "des moindres carrés"
qui minimise la somme des carrés des résidus e; . Le résidu e; se définit comme ’écart
entre la valeur expérimentale y; obtenue pour une valeur x; et la valeur calculée & partir du
modéle §; soit :

e =Yi — Ui (1.6)

Les plans d’expériences exigent 1'utilisation de la technique de régression multilinéaire
pour déterminer les coefficients d’un modeéle polynomial.

Pour effectuer le calcul il faut évidemment un nombre d’expériences au moins égal au
nombre de coefficients (nombre d’inconnues). L’objectif est de trouver un ensemble de
p coefficients qui résout le mieux possible le systéme d’équations, on cherche le jeu des
coefficients qui minimise la somme des carrés des écarts. C’est 'hypothése des moindres
carrés. La somme des carrés des écarts s’écrit sous forme matricielle ele, cette somme sera

minimale par rapport aux coefficients si :

Oete

Cette relation matricielle représente p équations, une par coefficient. L’hypothese des

moindres carrés apporte donc les p équations dont on a besoin.



Pour trouver les coefficients, il suffit de résoudre le systéme suivant de p + N équations
a4 p+ N inconnues :
y=Xa+e
_y (1.8)
ee __
% =0

Avec X matrice des effets.

Dans lequel :
ee = (y—Xa)(y-— Xa)

= (' -—a’X") (y - Xa)

yiy — a’ Xty — v'Xa+d' Xt Xa

Le second et le troisiéme terme sont des scalaires, nous pouvons donc écrire :
at Xty = v'Xa

Alors :
ele = yty — 2atXty +atX*Xa
En prenant la dérivée de la fonction ete par rapport au vecteur a :

Octe

EZ— = 0—2Xfy+2XtXa=0

= X'Xa= Xy

La matrice X*X est une matrice carrée symeétrique appelée matrice d’information, si

son déterminant est différent de zéro nous pouvons trouver son inverse, d’ou la formule :
N -1 v
a=(X'X)" X'y (1.9)

Cette relation est fondamentale et nous I’utiliserons constamment par la suite, elle est
valable pour tous les modeéles polynomiaux quelque soit leur degré et quelque soit le nom-
bre de coefficient. Le jeu des coefficients ainsi obtenu est utilisé pour écrire le modele

mathématique qui permet de calculer les réponses dans tout le domaine d’étude.

5

= Xa (1.10)



Les réponses ainsi calculées & I’aide des coefficients des moindres carrés sont souvent
appelées les réponses prédites, elles sont trés utiles pour faire des prévisions, tracer les
diagrammes d’isoréponses, chercher des optimums ou des valeurs bien précises. C'est un

précieux outil de prévision.

1.7  Propriétés statistiques pour les coefficients calculés

1.7.1 L’espérance et la variance mathématique

D’aprés la formule (1.9), le vecteur & est en fonction de Y, puisque y est de na-
ture aléatoire alors @ est aléatoire, donc on peut calculer son espérance et sa variance
mathématique[13].

Nous avons alors :
o F(a) =FE(a)+ E(e).
e var (a) =62 = (Xf‘X)_l war (e).

Remarque 2 Selon I’hypothése des moindres carrées, l'erreur e est distribuée suivant la
loi normale N (0,0?).

1.7.2 Fonction de variance

L’incertitude sur les coefficients estimés du modéle se reporte naturellement sur les
valeurs du modele lui-méme, par la relation fondamentale 7= X.a [3].

Ainsi pour un point u quelconque du domaine d’étude possible le modele prend la valeur:
Yu = fx (2u) .G (1.11)

On suppose ici que le placement des points d’expériences n’introduit pas d’erreur, donc

fx (zy) est une grandeur constante. Ainsi la variance du modele au point w :

i = fx ()" 62 fx (20) (1.12)

D’ou finalement :

5% =% fx (@) (XX) ™1 fx (2u) (1.13)
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A la différence de la variance des coefficients, la variance de modale varie dans le domaine
d’étude et est donc une fonction des k facteurs.

On définit la fonction de variance d2 au point u, comme suit :
di = & () = . fx ()t (XPX) 7 fx () (1.14)

Et par conséquent :

4 =50 dl (1.15)

Enfin, on peut déduire la notion de fonction d’erreur de prédiction au point wu,

comme étant la racine carrée de la fonction de variance.

Gy = V& =/ Fx @) . (XX) I (a0). (L.16)

On constate ainsi que la fonction d’erreur de prédiction (pour un point u quelconque du

domaine d’étude) est un rapport d’écarts-types :
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CHAPITRE II

LES PLANS D-OPTIMAUX

Ce chapitre traite en général les plans D-optimaux, leurs intérét, leurs types et & la fin

les notions de critére.

2.1 Principe des plans D-Optimauz

Un plan D-optimal est un plan qui permet non seulement d’étudier les effets des dif-
férents facteurs mais aussi permet de représenter le phénomene par un modeéle mathéma-
tique quadratique, dela on peut effectuer une optimisation sans contrainte. Un plan est dit

D-optimal s’il minimise le critére :

critére — D = (XtX)—l‘

2.2  Quand utilise-t-on les plans D-optimauz ?

Les plans D-optimaux sont souvent utilisés lorsque le domaine expérimental n’est pas
entierement accessible. Il existe des contraintes qui interdisent 'accés & certaines régions
du domaine d’étude. Par exemple, il est impossible de réaliser certaines combinaisons de
niveaux par manque de matériel s’il existe des dangers liés au niveau des facteurs (explorer
la plus grande partie possible du domaine expérimental malgré les restrictions dues aux
contraintes).

Les plans D-optimaux sont aussi utilisés lorsqu’on veut diminuer le nombre des essais
d’un plan classique. On impose un nombre d’essais et l’algorithme de calcul des plans

conserve pour un modeéle donné les meilleurs points d’expériences.
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2.3 Exemple d’utilisation d’un plan D-optimal

Solent z1, 3 deux facteurs, pour démontrer 'approche D-optimale de fagon géométrique,
les deux facteurs sont étudiés sur trois niveaux, —1,0 et 1. L’ensemble candidat correspon-

dant est mentionné dans le tableau (2.1).

Nombre | 1 2 3 4 |56 7 |89

X1 -1(-1|-1[0]0|0] 1 |1]1

X2 -1/ 0|1 -1]|0(|1]-=1]0]1

Tableau 2.1 : Ensemble candidat & deux facteurs avec trois niveaux.

Si nous voulons afficher 1’ensemble candidat & la notation des matrices, la matrice £
doit contenir deux colonnes, une pour chaque facteur et N = 9 expériences. La figure (2.2)
montre les neuf candidats comme un terrain sur la zone expérimentale.

Compte tenu d’une conception avec seulement trois courses (n = 3), nous avons 9!/(3! *

6!) = 84 sous-ensembles possibles hors de cet ensemble de candidats. Dans cet exemple,

nous évaluons quatre conceptions possibles.

Figure 2.1 : Répartition des candidats sur la région expérimentale.

L’enquéte prend en considération deux facteurs avec trois niveaux et donc neuf points
candidats de la matrice et de les comparer en fonction des D-critéres. L’équation (*) montre
les quatre sous-ensembles sélectionnés dans la notation de la matrice et la figure 2.3 affiche

4.

la région expérimentale avec les candidats correspondants.
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Figure 2.2 : Répartition de la matrice du modéle.
Pour calculer l'optimalité de ces conceptions, nous devons choisir un modeéle linéaire

pour que l'exemple soit le plus simple possible :
Yy =Po+B121+ Poza+e (*)

En comparant les conceptions selon le D-critére, n’est possible que si nous calculons le

déterminant de la matrice d’information (X*X) pour chacun des quatre motifs.

Expérience | Déterminant
€N, 0
€N, 4
£NC3 9
£ Ne, 16

Tableau 2.2 : Les différents déterminants des expériences.

2.4 Notion de critére

Il était vu précédemment que la précision des coefficients, et donc la précision des

valeurs de la modélisation dépendaient uniquement [3]:

e De la valeur de la variance de régression 62 ;

e Du placement des points d’expériences (matrice d’expériences ¢) ;

e Du type de modele utilisé (matrice d’expériences &).
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Les valeurs mesurées de la réponse n’intervenant pas (la terme 62 n’étant pas pris en
compte), il est donc possible de fixer la précision des coefficients & uniquement par la
spécification de la matrice d’expériences § . Cette étape a donc lieu avant la réalisation des
expériences. Pour un type de modéle donné, on recherchera donc le placement optimal
des points d’expériences pour lequel erreur su sur les réponses prédites est la plus faible
possible. On gardera & l'esprit que dans tous les cas un critere d’optimalité ne s’applique

que pour une situation bien définie, c’est-a-dire pour laquelle on a fixé [3):
e Le nombre d’expériences du plan :
e Le modele d’interpolation choisi.

En réalité, il existe plusieurs types d’objectifs finaux recherchés qui s’avérent étre trés

proches dans leurs finalités. En particulier, on peut ainsi étre amené a (3):

Minimiser la somme des variances des coefficients :

e Minimiser la variance globale de tous les coefficients ;

Minimiser la plus grande variance de coefficient :

® ete.
2.4.1 Définition d’un critére

E étant 'ensemble des matrices d’expériences exactes constituées de N expériences,
un critere est une mesure C (¢) sur une matrice d’expériences & appartenant a E, cette
derniere prend des valeurs réelles ou booléennes (oui/non); dans le premier cas le critére est
dit quantitatif, dans le second qualitatif.

Pour un critére quantitatif, nous recherchons généralement la valeur la plus petite pos-

sible; dans certains cas cependant, nous sommes intéressés par la valeur la plus grande

[6].
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2.4.2 Remarques sur les critéres

Plusieurs auteurs ont montré que la limite du domaine de confiance des coefficients est

donnée par la relation[4] :

((l - d)t (XtX) (CL - &) = p32Fu,p,ddl (22)

est une estimation de la variance expérimentale.

F est la statistique correspond au test de ficher.

o  est le niveau de confiance choisi.

X est la matrice des effets.

p  est ombre de coefficients d’un modele mathématique.

a  est le vecteur calculé.

ddl est le nombre de degré de liberté associé a s2.

Ce domaine est un hyper ellipsoide dans I'espace des coefficients, centré sur le vecteur
calculé a. Avec un risque «, on peut dire, que les valeurs vraies des coefficients sont dans
cet hyper ellipsoide. Pour deux coefficients, I'hyper ellipsoide est représenté graphiquement

par :

Figure 2.3 : Ellipsoide de confiance

2.4.2.1 Volume

CN1/2
Le volume de lellipsoide est égal & 7 (A \g)Y? = 7 (det (X'X) 1) , ce dernier est

lié au déterminant de la matrice de dispersion (X tX)_l. Plus le volume sera petit, plus

32



I'hyper ellipsoide tend vers un point et plus on se rapprochera de la solution vraie A.

2.4.2.2 Forme

Lorsque la forme est trés allongge, il existe alors une grande disparité sur la précision
des coefficients. Si A\; = As l'ellipsoide devient une hyper sphere, et donc tous les coefficients

sont déterminés avec la méme précision.
2.4.2.8 Orientation

Si les axes principaux de Phyper ellipsoide sont paralléles aux axes des coefficients
alors la valeur calculée d’un coefficient sera indépendante des valeurs calculées des autres
coefficients. Cet hyper ellipsorde représente les performances des ensembles d’observations
pour un modeéle donné.

D’aprés la formule (2.2), I'hyper ellipsoide dépend de la matrice de (X*X), donc les

critéres sont fondés sur les matrices d’information (X*X) et de dispersion (XtXx )—l.
2.4.3 Critéres d’optimalité

I existe aujourd’hui de nombreux critéres d’optimalité. 1l serait difficile d’étre ex-
haustif, mais on essaiera toutefois d’en présenter une liste suffisamment conséquente pour
bien apprécier la variété des choix possibles. Aprés une présentation générale et un certain
apercu geéométrique d’un certain type de critére, on les exposera tout en les partitionnant
en quatre classes [7]:

- Classe 1 : critére pour l’estimation de parametre et leur fonction.
- Classe 2 : critére dans I’espace des observations.

- Classe 3 : critére pour la discrimination des modéles.

- Classe 4 : critére d’erreur quadratique moyenne.

Les principaux criteres d’optimalités sont [4]:
2.4.8.1 Critere A

Une matrice d’experiences est dite A-optimale si elle conduit a la trace minimale de

(Xtx)-1.
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2.4.8.2 Chritere D

Le critere-D est défini par :
D (&) = |(X'x)7} (2.5)

Une matrice d’experiences ¢*P est dite D-optimale si elle conduit au déterminant

minimal pour sa matrice de dispersion.

&P = argeez min D () (2.6)

2.4.8.8 Efficacité-D

Lz . P N . 3 - 2
L’efficacité de la matrice d’expériences ¢! par rapport a la matrice d’expériences ¢* est
définie par :

+ -1
Eff-D(&¢) = <%> o

| X555 |
= .100 2.7
<|Xlel> =

2.4.3.4 Critere E

Une matrice d’experiences est dite E-optimale si sa valeur propre maximale de (Xtx)—!
est la plus faible possible .

2.4.8.5 Critére G

Ce critére prend en compte la plus grande valeur sur tout le domaine expérimental y,

de la fonction de variance d?(y,,) engendré par la matrice En-

Umaz (En) = max(d2(yu)) (2.8)
ueyx

La meilleure matrice d’expériences vis & vis de ce critére étant celle qui a la plus petite
valeur :

Y G . .
v =ar 8¢ yez MiN dnga ()

(2.9)
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2.4.8.6  Efficacité-G

L’efficacité-G de la matrice d’expériences ¢2 par rapport & la matrice d’expériences ¢!
est définie par :

-1
Bff — @ (£4,8%) = [%J 100 (2.10)

Avee : diay (51) < dmaz (52) .
2.4.8.7 Critére M
le critére- M permet de tenir compte de la qualité d’information apportée par I’expérience.

Ce critére est indépendant du nombre des essais du plan d’expériences.

On appelle matrice des moments M , la matrice définie par :

XtX
M(¢y) = (2.11)
Pour une matrice d’expériences ¢ N € 5, le critére-M est défini par :
XoxX
M (En) =M (Ey)] = I—NT| (2.12)
Une matrice d’experiences £*M est dite M-optimale si :
& = argecz max M () (2.13)

2.4.83.8 Efficacité-M

Solent M) et My deux matrices des moments associés & deux matrices d’expériences ¢*
et £2 constituées respectivement de N; et Ny expériences.

Lefficacité &' par rapport & ¢2 est définie par :

Eff - M(¢,¢) = (—“')W 100
a M (E)l)

2.4.8.9  Critére-R (Critére de redondance)

Pour une matrice d’expériences & N> le critére-R est défini par :

R(En) =N (2.15)
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La minimisation de ce critére n’est pas une fin en soi. Il s’agit plutdt de rechercher le

nombre minimal d’expériences permettant d’atteindre les objectifs fixés par 'expérimentateur.
2.4.8.10 Efficacité-R
Soit £y, € Eet & No € Z, telles que N; < N, Alors, Defficacité-R de la matrice

d’expériences ¢ N, Vis-a-vis de la matrice d’expériences &N, est définie par :

N,
Eff —R(&y,,&n,) = E1.100 (2.16)

Plus Eff — R est faible, meilleure est la matrice d’expériences & Np bar rapport 4 la
matrice d’expériences ¢ Na» Suivant ce critére.

Lefficacité-R de £ par rapport & la matrice d’expériences optimale-R &R est
Eff —R(eF y) = %.100 (2.17)
Avec p = nombre de coefficients du modéle, i.e. nombre minimal d’expériences.
Diou :
g*R = gp (2.18)
2.4.8.11 Critére d’orthogonalité

Une matrice d’expériences est orthogonale si elle permet d’obtenir des estimations des
coeficients indépendants. Cela se caractérise par des axes de Pellipsoide paralléles aux axes
des coeficients. Cette propriété est obtenue quand (X*X)~! est diagonale donc quand les

covariances des coefficients sont nulles.
2.4.8.12  Critére de Presque Orthogonalité

Sila matrice (X*X)~1 obtenue en retirant sa premiére ligne et sa premiére colonne est

diagonale, le critére de presque orthogonalité est respecté.
2.4.8.18 Critére d’iso variation par rotation

On désire que les réponses calculées avec le modele issu du plan d’expériences aient
une erreur de prévision identique pour des points situés a la méme distance du centre du

domaine d’étude. Dans ce cas on parle de plan iso variant par rotation.
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2.4.8.14 Autres critéres

Il existe de nombreux autres critéres d’optimalités, souvent dérivés de ceux présentés
précédemment. Dans tous les cas, ils se basent sur des considérations de précision des

coefficients de modeéle ou bien des valeurs estimées par ce modeéle.
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CHAPITRE III

CONSTRUCTION ALGORITHMIQUE DES PLANS
D-OPTIMAUX PAR LES ALGORITHMES D’ECHANGES

La recherche du meilleur plan n’est pas une méthode exacte, mais plutdt une procédure
algorithmique utilisant certaines stratégies, pour cela il existe un grand nombre d’algorithmes
pour la génération des matrices d’expériences qui utilisent le critére D-optimal. Dans ce
chapitre nous allons présenter ces algorithmes et les appliquer sur la fabrication pharma-
ceutique d’un médicament avec une comparaison entre eux.

Qu’est ce qu’un algorithme d’échange ?

Un algorithme d’échange consiste a sélectionner les matrices £* optimales par un échange
d’un ou plusieurs points de plan de départ généré et répéter cette procédure d’échange
Jjusqu’a trouver la meilleure matrice selon les critéres D-optimale.

Les algorithmes peuvent étre dévisés en deux groupes [10]:

- Le premier sert a ajouter ou supprimer les points d’une maniére séquentielle.

- Le second consiste & réaliser un échange par un ajout et une suppression simultanée
des points.

Dans les algorithmes d’échanges, on peut traiter deux cas : le 1" cas est une recherche
épuisante qui évite les points doubles dans le plan donc on travaille qu’avec (N —n) points
candidats et le 2°*™¢ c’est une recherche non épuisante ot la sélection d’une expérience

est deux fois possible donc on travaille avec les N point candidats.

3.1 Les Algorithmes avec points candidats

Ils réduisent le domaine d’intérét a un sous ensemble fini de points, cette discrétisation
du domaine définit le sous ensemble de point que I’expérimentateur est prét a réaliser. Clest

dans ce dernier qu’on trouve la matrice d’expérience a suivre si elle existe.
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Ces algorithmes sont une succession de remplacement des mauvais points de la matrice
par les bons points pris parmi les points candidats (on dit qu'un point x(;) est mauvais, et
le point z() est bon si le point z(;) entraine un déterminant de la matrice de dispersion
plus élevé que celui obtenu avec le point n;(j)) . A chaque étape on observe la diminution
du déterminant de la matrice de dispersion.

Pour augmenter la probabilité d’atteindre la solution optimale, il est conseillé d’effectuer
plusieurs essais en changeant la matrice de départ 5,(10). Cette derniére est choisie aléatoire-
ment parmi les points candidats ou fixée par I’expérimentateur a condition que la matrice
de dispersion existe ou que le déterminant de la matrice d’information soit posftif.

La principale différence entre les algorithmes suivants est le processus des échanges de

points que l'on rencontre & chaque itération :

3.1.1 Algorithme DETMAX (Mitchell 1974)

Cet algorithme a été publié par Mitchell en 1974 et est un exemple typique de I'algorithme
de catégorie 1, avec une matrice de départ aléatoire de n points. L’algorithme cherche a
améliorer le déterminant de la matrice d’information en ajoutant ou en supprimant un point.
L'expérience d’ajouter z() est celui avec la plus grande variance de prédiction d(z(). Cette
expérience conduit & 'augmentation du déterminant. Le résultat d’un tel procédé d’échange
est un déterminant qui est supérieur ou égal au précédent. Il comporte deux étapes pour

effectuer ’échange :
e Ajouter un point z(7) qui maximise le déterminant.
e Supprimer le point Z(;) qui entraine la diminution minimale.

Les itérations s’arrétent a partir du moment ot le critére choisi n’augmente plus pour

Pexcursion maximum[10].

Remarque 3 Pour gagner du temps pendant les calculs, on évalue le déterminant associe.

a chagque échange par le calcul de la fonction de variance d (¢,,,z) en chaque point candidat.

Théoréme 4 [5/Les matrices d’informations (Xf',‘.Xn)(t) et (sz“.Xﬂ,H)(tH) sont liées

ar la relation suivant aprés l'ajout de ’expérience § qui provoque ’augmentation mazimale
p P ] 74 J qutp q
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du déterminant :
t+1 t 3 ;
(1 Xon2) Y = (8. 20) D 4 £ (29) 1 (2) (3.1)
De méme les déterminants sont liés par :

|4 1 X | = X2, |

1+d (gn, xm)j (3.2)

Avec :
. . -1 .
d (gna®) = 1 (aD). (X£.X) D) 7 (=) (3.3)
Apres la supperssion de ’expérience i qui provogue la diminution minimale du déterminant,

les matrices d’informations (XfH_l.XnH)(tH) et (Xf;,.Xn)(tH) sont liées par la relation:
(K8 X0) ™ = (X X))~ £ (m9) (0 54
De méme les déterminants sont liés par :
125, Xa| 42 = | X2 g1 Xa| Y 5 1= d (s, 50)| (3.5)

Awvec :
-1
d (£n+l7w(7})) = ft (7'(1)) . ((X:,+1'Xn+1)(t+1)> f ("L('l)) (36)

Preuve. D’aprés l’ajout de la ligne 21) & la matrice d’ezpérience X, , on trouve une

matrice a n + 1 lignes donc :

Xn
Xn+1 = )
ft (w(]))
Alors :
t —
t X, Xn
X77,+1'Xn+1 = ) - )
FE)] @)
[ t ) o
= X f z\J )
( ) f (m(J))

= X:Xn+f (:u(j)> S (a:(j)>

40



D’ot la formule (3.1) .D’apreés cette derniére on a :

Kt = (5201 (59 ()

p¢+.f(mug.ft(xug.((xguxnyw) ] (xt.x,)®

I

Donc :

b5 A | [Ip+f(m<j>) St (=9). (X;.Xn)(t))_l].(X;.Xn)‘t)

| (x2.x) @) |,

n

D’apres (3.3) on trouve :
X Xoa| = | X0 O[B4 7 (a9) (£, 29) 1 (a)
-(f( )£ ()"
(f)| H_r +f( ( ')>.ft <$(j))}
(( )1 (=)
<t)‘ HI ( I(J)) f( (n) 7t (m(j))]
(( ) (=)
(X)) | |1+ e (6n,2)] -1
(Xt X, (t)| . ’1 +d (gn,w(ﬂ))‘ L

- [exia ] foens)

Dot la formule (3.2). ®m

On fait la méme chose pour montrer les formules (3.4) et (3.5).
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Cet algorithme serait l’algorithme de Wynn-Mitchell de 1972, mais il a modifié en 1974
cette approche pour obtenir une plus grande flexibilité. Dans ce cas, une excursion signifie
que le plan de n+1 points ne doit pas &tre réduit immédiatement & un plan de n points, mais
peut devenir un modeéle & n+2 points. Par conséquent, le remplacement de plus d’un point
dans le plan de départ peut étre possible au cours d’une itération. La limite des excursions
est définie par Mitchell (1974) pour étre k = 6. En considérant un plan avec n meilleurs
points actuels, ’algorithme ajoute ou supprime jusqu’a ce que la limite de déplacement soit
atteinte. La taille du plan créé varie de n — k & n + k. Si aucune amélioration dans le
déterminant n’est trouvée au cours de cette excursion, tous les plans créés sont enregistrés
dans une liste F" qui contient les plans d’échec. Cet ensemble F' est utilisé pour la prochaine
excursion olt I’on considére deux régles diftérentes définies par Mitchell, soit D le plan actuel,

a tout moment au cours d’une excursion, les régles a utiliser sont les suivantes([15]:

1. Sile nombre de points dans D est supérieur & n, il faut soustraire un point si D n’est

pas dans F' et ajouter un point autrement.

2. Si le nombre de points dans D est inférieur & n, ajouter un point si D n’est pas dans

F et soustraire une autre point.

L’algorithme suivant montre que l'utilisation de ces régles d’excursions et la visualisation

de flux de l'algorithme avec une notion de programmation simple et abstraite.

Remarque 5 Si 'ensemble F est vide, [’algorithme ajoute simplement et soustrait des
points, tels que décrit dans le premier paragraphe. Considérant les plans d’échecs des itéra-
trons précédentes, [’algorithme procéde toujours dans le sens d’un plan & n points dans F,
qui a déja conduit a l’échec, puis il change de direction (Mitchell 1974). Si une excursion
améliore le plan, les plans d’échec dans F sont supprimés et un nouveau départ est effectué

(d’Aguiar et al. 1995, Mitchell 1974).



Algorithm 6 [10]

Générer un plan aléatoire avec un nombre de points n désiré ;

Tant que la limite de déplacement n’est pas atteinte faire

Si le nombre de candidats (N — n )est égale au nombre de points souhaités n alors
|ajouter ou supprimer un point aléatoirement ;

Si non Si le nombre de candidat (N —n ) est supérieur aux nombres de points
souhaités n alors

Si le nouveaux plan n’est pas & l'intérieur de ’ensemble de plan d’échec alors

[supprimer le point candidat dont sa variance de prédiction est la plus petite ;

Si non

lajouter le point candidat dont sa variance de prédiction est plus grande ;
Si non Si le nombre de candidats (N —n ) est inférieur au nombre de points

souhaités n alors
Si le nouveaux plan n’est pas & l'intérieur de ’ensemble de plan d’échec alors

|ajouter le point candidat dont sa variance de prédiction est plus grande ;

Si non

|supprimer le point candidat dont sa variance de prédiction est la plus petite ;
Siil n y a aucune amélioration sur le déterminant alors
|sauvegarder le plan dans la liste d’échec ;

Si non

|garder la liste d’échec ;

Algorithme 3.1 : Algorithme DETMAX (Mitchell-1974).

3.1.2 Algorithme de FEDOROV 1972

C’est un algorithme d’échange simultané qui garde toujours la taille 7 du plan désiré
sans excursion. Aprés la génération d’un plan de départ aléatoire, I’algorithme sélectionne
un point ;) du plan et il doit étre éliminé par un point 20) de I’ensemble candidat. La
procédure d’ajout et la suppression d’un point est faite en une seule étape et peut étre

démontrée par l'utilisation de la matrice d’information. En référence a ’équation (3.1) et
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(3.4), un échange est une addition et une soustraction simultanée d’un point[10].

Théoréme 7 [5/Les matrices d’informations (X,’;.X.n,) (t+1) o (Xf;,.Xn_)(t) sont liées par la

relation :

(X5.5) " = (2 2X0) 4 £ () 71 (200) = £ (a) F* (29 (3.7)

De méme pour les déterminants :

|t 9| = | (2. x0) (69,29, 29| (3.8)

Awvec :
B (6069m5) = 4(60,57) - (a(80,500) 1 (80,59) (6059, 2))
—d (57(79, xm) (3.9)
d(ef,a?) = gt (;L-U)).((X,g.xn)“")"l.f (=9)) (3.10)
d(,09) = £ @) (X)) f (o) (3.11)
d(&0a029) = 1 (a9) . ((K8X)") 7 (oi0) (3.12)

L’idée de base de 'algorithme de Fedorov est de calculer la valeur de A pour tous les
couples possibles (rc(i), rc(-j)) et sélectionner I'une avec la plus grande valeur. Le point T(5)
est pris & partir d’une sélection et () peut étre soit pris & partir des points restants qu’on
appelle une recherche épuisante qui évite les points doubles dans le plan n* (N — n) ou bien
avec une recherche non épuisante, la sélection d’une expérience deux fois est possible n *
(N —1). Comme P’équation (3.8) montre, les points avec la plus haute A-valeurs augmentent
la valeur du déterminant. De plus si plus un couple avec la méme A-valeur est trouvé,
'algorithme choisit parmi eux d’une maniére aléatoire[11].

Tandis que si un couple avec un effet A-valeur positif est trouvé, 'algorithme change
les points et met & jour la matrice d’information et de dispersion. Parfois, on se trouve
devant un couple qui augmente le déterminant mais pas d’une maniére significative. Pour
cela Fedorov a défini une valeur seuil €feq, si le maximum A-valeur est plus petit que ¢ fed

alors on arréte I’échange.En général on prend comme €fqq la valeur 107%(Aguitar et All).

44



Algorithm 8 [10]

Générer un plan aléatoire avec un nombre de points désiré n ;

Tant que des couples avec A positive sont trouvés alors

Pour ¢ =1 a n faire

Calculer la variance de prédiction d <§ff ), m(i)> pour le point d’appui z(;de plan ;
Pour j =1 a N faire

Calculer la variance de prédiction d ( $f ) , m(j)) pour le point d’appui z\) ;
Calculer la fonction de prédiction d (gﬁf ) 2, :v(i)) pour le couple (z(;,2\)) ;

Calculer la fonction A ( ff), m(j),x(i)) pour le couple (:c(i), :c(j)) :

Vérifier si le delta est maximum et enregistrer le couple ;

Si le maximum des deltas est positif alors

Si plus qu’un couple avec le méme delta maximal alors

| Sélectionner aléatoirement un couple ;

Changer le point ;) sélectionné par 2\

Mettre & jour la matrice d’information et la matrice de dispersion ;

Réinitialiser delta maximal ;

Algorithme 3.2 : Algorithme de Fedorov (1972).
3.1.3 Algorithme de Fedorov Modifié

Cook et Nachtsheim 1980 font une comparaison de différents algorithmes pour con-
struire des plans D-optimaux exacts et ils ont inventé un algorithme propre en fonction
de lalgorithme de Fedorov. Ce dernier détermine la valeur de A pour tous les couples
d’échanges possibles pendant une itération mais n’utilise qu’une seule valeur pour effectuer
un échange. Ce calcul est couteux lors de son utilisation . Avec la version modifiée par Cook
et Nachtsheim, chaque itération de l’algorithme de Fedorov est décomposée en n étapes,
une pour chaque point d’appui dans le plan au début de I'itération. Avec une matrice de
conception d’un ordre aléatoire, l’algorithme commence avec le premier point d’appui T(s)

et calcule les A-valeurs pour tous les couples possibles avec ce point d’appui. Aprés avoir
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trouvé le meilleur échange de ce point, le plan est mis & jour et le point d’appui prochain
est proposé pour un échange. Ce comportement est visualisé dans lalgorithme (3.3).

La différence entre les deux approches peut &tre montré par ’exemple suivant : consid-
érons un plan souhaité avec n = 5 points et un ensemble de candidats N = 20 expériences,
n* N = 100 couples possibles peuvent &tre proposés pour un échange. A chaque itération
de l'algorithme de Fedorov on calcule ces 100 valeurs de A pour tous les couples possibles
et on utilise un seul d’entre eux pour réaliser I’échange. En revanche, la version modifiée de
lalgorithme commence par le premier point de plan et on ne calcule que 20 A-valeurs pour
les couples possibles y compris ce point. Aprés cela, un échange est effectué et la matrice
de dispersion doit étre mise a jour. L’algorithme se poursuit avec le point du plan suivant
et on calcule & nouveau les 20 valeurs du A. En général, a la fois lalgorithme calcule les
100 valeurs au cours d’une itération, la version d’échange calcule jusqu’ & 5 points au cours
de cette procédure.

Une étude réalisée par Cook et Nachtsheim montre que I’approche modifiée est peut

étre deux fois plus vite que l'algorithme de Fedorov[10].
Algorithm 9 [10]

Générer un plan aléatoire avec un nombre de points désiré n ;

Tant que des couples avec A positif sont trouvés alors

Pour i =1 a n faire

Calculer la variance de prédiction d (gS), m(i)) pour le point d’appui z(; ;

Pour j =1 & N faire

Calculer la variance de prédiction d (g&?), m(j)) pour le point () ;

Calculer la fonction de prédiction d (&(f) j (), m(i)) pour le couple (m(i), z(j)) :

Calculer la fonction A (g,(f), a(), rz;(i)) pour le couple (:c(i), ."c(j)) ;

Sélectionner le couple avec un delta maximal ;

Si le maximum des deltas est positif alors

Si plus qu’un couple avec le méme delta maximal alors

| Sélectionner aléatoirement un couple ;
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Changer le point T(;) sélectionné par 2\ .
Mettre a jour la matrice d’information et la matrice de dispersion ;

Réinitialiser delta maximal ;

Algorithme 3.3 : Algorithme de Fedorov modifié par Cook & Nachtsheim (1980).
3.1.4 Algorithme k-échange

Au cours d’une comparaison de 'algorithme de Fedorov et ’algorithme de Mitchell,
Johnson et Nachtsheim 1983 ont montré que les points sélectionnés par I’algorithme de
suppression de Fedorov ne sont normalement pas les uns avec la, plus faible variance de
prédiction, mais la fréquence des rangs de points supprimés pourrait étre caractérisée comme
biaisé en faveur des rangs de la variance inferieures. Simplement dit, au lieu de considérer
tous les points candidats du plan ou seulement 1’un avec la plus petite variance de prédiction,
un ensemble de k points ayant la plus faible variance devait &tre sélectionnés. Similaire a
l'algorithme de Fedorov modifié, une itération est maintenant décomposée en k étapes. A
Pintérieur de chacune des ces k étapes les A-valeurs sont calculées et le couple correspondant
serait échangé si le déterminant augmente.

La similitude avec les algorithmes précédemment décrits peuvent reconnue si nous
définissons k-valeurs. Avec k = 1 I’algorithme est de Mitchell et k& = 7 il devient celui
de Fedorov modifié.

La sélection des k-valeurs est difficile et dans la, plupart des cas dépendent de probléme
proposé. Une valeur commune qui est également suggéré par Johnson et Natchtsheim, est
k =3 ou k = 4. Meyer et Nachtsheim 1995 plus tard ont conseillé de sélectionner la valeur
tel que[10]:

k< —

Considérons I'exemple avec n = 5 et N = 20, le k-échange accélére le processus de
sélection en réduisant le nombre compté pour le calcul de A. Similaire a la procédure de
Fedorov modifiée, chaque itération de ’algorithme de base Fedorov est décomposé en A-

calculs pour chaque point de plan. Mais en fonction de k-valeurs définis, 'algorithme tient
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compte que certains points de plan. Avec k = 3 ’algorithme k-échange calcule trois fois les
20 A-valeur et effectue jusqu’a trois échanges.

Cette approche a une plus grande efficacité de calcul par rapport & la procédure de
Fedorov modifiée. En particulier pour les données de taille n grande, la définition de k-
échange a un impact. La quantité du plan n’est pas toujours aussi bonne que celle de
Ialgorithme de Fedorov normale, mais en ce qui concerne le temps de calcul nécessaire,

Ialgorithme donne de bons résultats[10)].
Algorithm 10 /[10]

Générer un plan aléatoire avec un nombre de points désiré n ;

Tant que des couples avec A positive sont trouvés alors

Calculer la variance de prédiction d (.g“,(f) , :v(i)) pour tous les points de plan ;
Sélectionner k points de plan avec la variance de prédiction la plus faible ;
Pour i =1 a k faire

Calculer la variance de prédiction d (Sg ), 33(1')) pour le point z(; ;

Pour j =1 a N faire

Calculer la variance de prédiction d ( ,(f), m(j)) pour le point z{) ;
Calculer la fonction de prédiction d (57(,?), al ),.'c(,;)> pour le couple (m(i), rc(-j)) :
Calculer la fonction A (&,(f),n:(j),a;(,;)) pour le couple (rc(z-), rc(j)) :
Sélectionner le couple avec un delta maximal ;

Si le maximum des deltas est positif alors

Si plus qu’un couple avec le méme delta maximal alors

| Sélectionner aléatoirement un couple ;

Changer le point x(;) sélectionné par 2\,

Mettre & jour la matrice d’information et la matrice de dispersion ;

Réinitialiser delta maximal ;

Algorithme 3.4 : Algorithme k-échange (Johnson & Nachisheim (1980)).
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3.1.5 Algorithme kl-échange

C’est une modification de 'algorithme de Fedorov et donc un type du groupe 2 développé
par Atkinson et Donev en 1989, cet algorithme permet de réduire la liste des points d’appuis
et d’échanges avant de calculer la valeur A pour tous les couples possibles. L’utilisation du
k points ayant la plus faible variance de prédiction est similaire 4 la procédure de k-échange.
En plus de cela, nous ne considérons que les | candidats avec la plus grande variance de
prédiction entre les points d’appuis. En définissant k = n et [ = N , cet algorithme est la
procédure de Fedorov. A I'initialisation normale de ’algorithme avec k < n et [ < N réduit
la quantité de calculer A et d’accélérer l’algorithme. Comme Palgorithme de Fedorov, le
kl-échange sélectionne les points dont la valeur A est la plus grande et effectue un seul
échange, nous devons observer que les kl procédures s’appuient sur ’algorithme de Fedorov
et n’effectue pas I’échange multiple au cours d’une itération. Seule la notion de choisir le
point & de la plus faible variance de prédiction est similaire & l'algorithme de k-échange.

Atkinson et Donev 1989 ont défini deux modifications de cet algorithme : la premiére
est semblable & I'idée de base de lalgorithme de Fedorov modifié par Cook et Nashtcheim
et réalise plus d’un échange au cours de chaque itération. Avec la sélection de | = 1, cela a
changé kl-échange et devient soit ’algorithme de Fedorov modifie avec k = n ou k-échange
avec k < n. La seconde modification modifie les critéres de sélection pour les points k et [.
Au lieu d’un choix dépend de la variance, I’algorithme sélectionne de fagon aléatoire parmi
les points de plan et les points d’appuis.

Dans lalgorithme (3.5), la version de base est montrée sans aucune modification. Par
rapport & l'algorithme de Fedorov, le kl-échange réduit la quantité de calcul de A entre
chaque itération. Pour notre exemple n = 5, N = 20,k = [ = 3 conduit au calcul de
seulement k#/ = 3%3 = 9 valeurs de A. En comparaison avec les 100 couples de 'algorithme
de Fedorov, cette approche kl accélére le calcul d’une maniére efficace. Certes nous devons
observer que la quantité d’itérations effectué¢ dans kl échange peut étre plus élevée par ce
que tous les couples sont pris en considération pour un échange, mais en général I’algorithme
kl échange crée des modeles trés rapides et dans la plupart des cas donnent des résultats

acceptables compte tenu de la D-optimalité[10].
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Algorithm 11 /10]

Générer un plan aléatoire avec un nombre de points désiré n ;

Tant que des couples avec A positif sont trouvés alors

Calculer la variance de prédiction d (5,(f ), rc(i)) pour tous les points de plan ;
Sélectionner £ points de plan avec la variance de prédiction la plus faible ;
Sélectionner [ points de plan avec la variance de prédiction la plus grande ;

Pour i =1 a k faire

Calculer la variance de prédiction d <§,(f) , :v(i)) pour le point z(;) ;

Pour j =1 al faire

Calculer la variance de prédiction d (éf), m(j)) pour le point d’appui () ;
Calculer la fonction de prédiction d (ﬁq(f ), 2z, .7;(7;)> pour le couple (z(;), 2l )
Calculer la fonction A (ﬁgf),m(-j),w(i)) pour le couple (z(;y,z)) ;

Vérifier si le delta est le maximum et enregistrer le couple ;

Si le maximum des deltas est positif alors

Si plus qu’un couple avec le méme delta maximal alors
| Sélectionner aléatoirement un couple ;

Changer le point @(;) sélectionné par 20

Mettre a jour la matrice d’information et la matrice de dispersion ;

Réinitialiser delta maximal ;

Algorithme 3.5 : Algorithme kl-échange (Atkinson & Donev (1989)).

3.1.6 Algorithme kl-échange modifié

Une modification de I’algorithme kl-échange est développée. Le changement dans
'algorithme est d’étendre la valeur k si les k points sélectionnés ont la méme variance de
prédiction et d’un analogue (k -+ 1)*™¢ valeurs existent. En utilisant une sélection aléatoire
si plus de k candidats ont la méme variance, alors elle peut aussi étre une solution, mais elle
n’est pas aussi inflable. La deuxiéme modification tente d’empécher I’algorithme kl-échange

de ’échange de certains couples qui ne sont pas les meilleurs choix en réduisant la liste des
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points d’appuis.Commencant par [ = N points dans ’ensemble de points d’appuis possi-
bles, I'algorithme supprime les points en fonction de critéres différents. En régle générale,
un échange ne doit étre effectué si la variance de prédiction d <§£f), :Zi(j)> du point de support
20) est supérieure & la variance de prédiction d <§7(f ), rc(,;)> du point de conception z(;) sup-
primé. Un deuxiéme critére de réduire la liste des points de support est développé dépend
de la variance moyenne de la prédiction a partir de la derniére itération. Seuls les points
d’appuis avec une variance plus élevée de prédiction que la variance moyenne est prise en
compte. Dans ce cas, la variance moyenne de prédiction est calculée avec ’emploi de tous
les candidats possibles. Si l’algorithme méne & une valeur maximale parmi ces meilleurs
points d’appuis possibles, le support restant des points est vérifie. Cet algorithme trouve
des difficultés pour comparer les approches précédentes parce que le montant du point de
conception et de soutien compte pour un échange est dépendant de probléme. Nous ne
faisons pas valeurs pour [ et k et les critéres pour la sélection des points peuvent changer
au cours du processus, mais en général, la modification kl-échange est comparable avec
kl-échange normal. Les calculs doivent un peu plus de temps parce que nous changeons
parfois les critéres de la variance et on calcule le meilleur échange. Mais dans ’ensemble,
l'algorithme est comparable au kl-échange normal. Compte tenu de la qualité des mo-
tifs générés, cet algorithme conduit aux meilleurs résultats dans la plupart des cas, vaut
également la procédure k-échange.

Bien sfir, les résultats n’ont pas la méme qualité que les dessins créés avec 1’Algorithme

de Fedorov, mais avec un temps de calcul recevable, nous créons une bonne D-optimalité.
Algorithm 12 [10]

Générer un plan aléatoire avec un nombre de points désiré n ;

Tant que des couples avec A positive sont trouvés alors

Calculer la variance de prédiction d (&({ ), m(i)) pour tous les points de plan ;
Si plus de & points de plan ont la méme faible variance de prédiction alors

|étant donné k;
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sélectionner k points de conception avec la plus basse variance de prédiction ;
calculer la variance de prédiction d (551), .’c(~7)> pour tous les points d’appuis ;
calculer la variance moyenne de prédiction sur 'ensemble des points candidats ;

Sélectionner | points d’appuis avec une plus grande variance de prédiction que

la moyenne valeur ;

Pour i =1 a k faire

Calculer la variance de prédiction d (59) ; az(i)) pour ce point de conception ;
Pour j =1 a [ faire

calculer la variance de prédiction d (gﬁf ), rc(j)> pour ce point d’appui ;

Si la variance du point d’appui est supérieure & la variance du point de

conception alors

calculer la fonction de prédiction d (_7({5), 2\, m(i)) pour ce couple ;

calculer la fonction delta A (§$f ), 2\, .7;(,;)> pour ce couple ;

Si delta maximal est négatif alors
Sélectionner N — [ points d’appui qui n’ont pas été vérifiés ;
Pour i =1 & k faire
calculer la variance de prédiction d <£(nf ), rc(,;)) pour ce point de conception;
Pour j =14 N — [ faire
calculer la variance de prédiction d ( S), a:(j)) pour ce point d’appui ;

calculer la fonction de variance d < ,(f), a9, :cm) pour ce couple ;

calculer la fonction delta A (5$f ), 2z, .'c(z-)) pour ce couple ;

Si delta maximal est positif alors

Si plus qu’un couple avec le méme delta maximal alors
| Sélectionner aléatoirement un couple ;

Changer le point @(;) sélectionné par ()

Mettre & jour la matrice d’information et la matrice de dispersion ;

Réinitialiser delta maximal ;

Algorithme 3.6 : Algorithme kl-échange modifié.
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3.1.7  Algorithme FDOP (Yonchev)

Suivant I’échange proposé par FEDOROV on remarque que le point choisi n’est pas
toujours le point ayant la fonction de variance la plus élevée car il cherche le meilleur
couple. Pour cette raison Yonchev évite la premiére étape en ajoutant aléatoirement M

points candidats pour en extraire par la suite successivement les M mauvais points[3].

o gﬁf) (ajout de M points) — gffjj}

o &S_ﬁ} (Suppression séquentielles de M points donnant la diminution minimale ) —

t+2
£ara),

Le critére d’arrét est le nombre maxi d’excursion n’ayant pas modifié la structure de £
L’expérience montre que prendre mazi < 4 suffit pour obtenir des résultats comparables a
ceux obtenus par les algorithmes de Mitchell et Fedorov.

L’amélioration des temps de calcul dépend du choix de M. Plus M est petit, plus le
traitement d’un lot est rapide, mais plus il y a de lot & traiter.

L’¢tude de l'influence de M montre que les meilleurs résultats sont obtenus pour des
valeurs de M comprises dans l'intervalle [p/2, 3p] ot p est le nombre de parameétre du modéle.

Pour cet algorithme, nous notons X ,(Ci)j : la matrice du modeéle comportant k expériences
testées durant ’excursion longue ¢ et ’excursion courte j.

D’ou I'algorithme proposé par Yonchev :
Algorithm 13 /5]

Initialiser la matrice de départ X,SO)O

Tant que (nombre d’excursion < mazi) alors

Initialiser des lots

Créer R lots contenant aléatoirement A points de la liste des expériences candidates.
Exécution courte

Pour j =1 a R lots faire

Calculer le déterminant et la matrice de dispersion de X,(f)o

Ajouter les M points du j*™€ lot — Xﬂ_‘é\,,
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Caractériser la nouvelle matrice
Calculer le déterminant et la matrice de dispersion
Eliminer les M points mauvais
Tant que (nombre de points dans la matrice > n) alors
Calculer les variances de prédiction
Le point dont la variance de prédiction est minimale est retiré de la matrice.
Validation d’une excursion courte
si (| (xixa) | < |(x2.%,) ")) alors
[Xét)o — x93

Validation d’une excursion

si (| (etxn) ) < | (8. X) ) alors
[Incrémenter le nombre d’excursions

Sinon

|Le nombre d’excursions = 0

Algorithme 3.7 : Algorithme de FDOP.

3.2 Application des algorithmes d’échanges sur la fabrica-
tion pharmaceutique d’un médicament bien protégé

3.2.1 Préparation de ’experimentation

Une société pharmaceutique fabrique un médicament trés actif, mais malheureuse-
ment sensible & la température et & ’humidité. Pour augmenter la durée de conservation,
on ajoute un desséchant au conditionnement du médicament. Un technicien est chargé
d’optimiser la quantité de desséchant qu’il faut introduire. Le matériel dont il dispose pour
réaliser son étude lui impose des contraintes. Toutes les combinaisons de niveaux ne sont
pas possibles. Il ne peut pas, non plus, faire trop d’essais car la fabrication attend des
résultats pour démarrer. Pour surmonter toutes ces contraintes, il choisit de conduire ses

expériences selon un plan D-optimal.
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3.2.2 Description des contraintes

Le médicament & étudier se décompose et perd son activité & la fois sous I'influence de la
chaleur mais aussi sous l'influence de ’humidité. Ces deux facteurs ont des actions néfastes
qui parfois se renforcent et qui parfois s’annihilent 'une l’autres suivant les conditions de
conservation. Le médicament doit &tre étudié entre 30° & 50° pour la température et entre
50% et 90% pour I’humidité. Le technicien posséde deux étuves pour réaliser ces essais. La
premiére étuve couvre les températures de 30° & 40° et les humidités de 50% & 90%. Le
second couvre les températures de 40° & 50° et les humidités de 50% & 80%. Il n’est pas
possible d’atteindre 90% d’humidité avec cette derniere étuve.

Le meédicament se décompose en une substance facile & déterminer et & doser. Cette
substance n’est pas toxique, mais elle est inerte. La disparition du médicament principal

diminue P’activité thérapeutique du produit vendu et c’est ce qu’il faut éviter.
3.2.3 Choix des facteurs

Le technicien retient 3 facteurs :
1¢7 . La température en °C
2ieme . Le pourcentage d’humidité

3me . La masse de desséchant en g

3.2.4 Domaine d’étude

Le tableau suivant indique les niveaux hauts et bas de chaque facteur. On sait que le

point 50° et 90% d’humidité ne peut pas étres réalisé avec le matériel disponible.

Facteur Niveau -1 Niveau 0 Niveau +1
Température (1) 30°C 40°C 50°C
Humidité (2) 50% 70% 90%
Desséchant (3) 1lg 2g 3g

Tableau 3.1 : Un médicament bien protégé. Domaine d’étude.
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3.2.5 Choix des réponses

La réponse choisie par le technicien est la masse de la substance issue de la décompo-
sition du médicament. Cette substance est facile & isoler et peser avec une bonne précision.
Etant donné la complexité des processus de dégradation du médicament, les modéles
des réponses ne sont pas probablement de premier degré. Il faut envisager des modelés du

second degré.
3.2.6 Choix du plan expérimental

Le domaine d’étude est tronqué puisqu’il n’est pas possible de réaliser tous les points
d’expériences. Le technicien décide de couvrir le domaine accessible avec un grand nombre

de points d’expériences et d’utiliser ’algorithme D-optimal pour choisir les plus pertinents.

-1 ] [3 +RE -

femparatuns {1}

Figure 3.1 : Disposition des 23 points d’experiences candidats pour un niveau du facteur 3.

Comme il y a trois niveaux pour ce facteur, il y a 69 points candidats.

Le technicien attribue trois niveaux au facteur 3 (masse de desséchant) sur le
quel ne pése aucune contrainte experimentale. Les facteurs 1 et 2 auront les niveaux
—1,-0.5,0,40.5,+1 & chaque fois que cela sera possible. Pour un niveau du facteur 3
les points d’expériences candidats seront disposés comme I'indique la figure précédente. Il y
a 23 points d’expériences candidats par niveau du facteur 3. Il y a donc tout N = 69 essais
possibles. Mais, comme le travail doit &tre réalisé le plus vite possible, le technicien fait
tourner l'algorithme de calcul des plans D-optimaux afin de choisir les expériences les plus
favorables a ’établissement du modeéle du second degré. Ce modele est le modéle complet

qui possede dix coeflicients. Le technicien demande douze points d’expériences donc n = 12.
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Pour déterminer la matrice d’expérience X, on va utiliser les algorithmes précédents

et puis on calcule le déterminant de (X*X) dont les résultats sont dans le tableau (3.2).

ALGORITHMES | det (X'X)

DETMAX 430988.5030
FEDOROV 656099.9986
FEDOROV MODIFIE | 598181.8757

K-ECHANGE 549042.0004
KL-ECHANGE 542666.4617
FDOP 591258.8599

Tableau 3.2 : Le déterminant de (X tX ) suivant les algorithme .

Dans cet exemple on remarque que par l'algorithme de Fedorov on trouve le déterminant

trés élevé d’ou 'optimalité.
3.3 Comparaison entre les algorithmes d’échanges

En régle générale, une comparaison des algorithmes qui doit étre fait en fonction de
deux critéres principaux :

Le temps de calcul utilisé pour créer un plan D-optimal, et le second est la qualité
de la conception. Dans cette analyse on va comparer les algorithmes suivant application
précédente, nous utilisons la D-optimalité ot son analogue, le facteur déterminant pour
évaluer les plans optimaux.

La base des données fournies dans ce travail est une analyse des six algorithmes mis en
ceuvre avec MAPEL. Pendant le déroulement du programme pour calculer le déterminant

et le temps de calcul est mesurée, les données recueillies peuvent &tre trouvés dans le tableau

(3.3).
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ALGORITHMES det (X'X ) | Temps d’exécution / s
DETMAX 430988.5030 12.3
FEDOROV 656099.9986 287.2
FEDOROV MODIFIE | 598181.8757 100.7
K-ECHANGE 549042.0004 55.3
KL-ECHANGE 542666.4617 15.6
FDOP 591258.8599 34.5

Tableau 3.3 : Comparaison des algorithmes d’échanges.

L’algorithme de Fedorov, par exemple, calcule la valeur pour tous les couples possibles et
n’effectue qu’un seul échange en fonction de ces données, avec un grand nombre de facteurs,
cette approche est tres cotiteuse. La modification qui était faite par Cook & Nachtsheim
(1980) permet de réduire le nombre de calcul de chaque échange. Le temps de calcul moyen
utilisé pour l'algorithme Fedorov modifié peut étre rapide jusqu’a 50% que I’algorithme
normale, surtout avec beaucoup de données, la différence entre les deux algorithmes devient
évidente.

D’autres algorithmes comme le k-échange par Johnson & Nachtsheim (1983) ou ki-
échange sont beaucoup plus rapide dans la création des plans D-optimaux et peut étre
utilisés pour un trés grand nombre de facteurs.

Le k-échange est trois fois plus rapide que la procédure de Fedorov. L’algorithme de
Mitchell ou I'algorithme DETMAX a un temps de calcul qui est comparable & la k-échange
normal. Certes, un algorithme rapide n’est pas utile si le plan créé n’a pas le choix de qualité
ou de D-optimalité. Par conséquent, nous devons comparer les algorithmes en fonction du
temps utilisé et la qualité de la conception créée.

Tous les algorithmes peuvent piéger dans un optimum dit local et arréter le processus
d’échange, méme si la meilleure conception n’est pas encore trouvée. Avec un nombre
croissant de facteurs ou termes de modéle la plupart des plans D-optimaux sont différents
meéme si elles reposent sur le méme algorithme.

Le Fedorov et Fedorov modifié créent normalement les meilleurs plans, mais en général,

la sélection du meilleur algorithme est dépendante de probléme. Les meilleures conceptions
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sont créées avec le Fedorov ou Fedorov modifié, mais I’algorithme de Wynn-Mitchell doit
étre utilisé si une génération rapide est plus importante.

Par contre, lalgorithme de FDOP est meilleur que FEDORV, FEDOROV modifié et
k-échange par rapport au temps d’excursion et si on compare par rapport au déterminant

on trouve qu'il est aussi meilleur que celui de MITCHELL , k-échange et le kl-échange.
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CHAPITRE IV

CONSTRUCTION ALGORITHMIQUE DES PLANS
D-OPTIMAUX PAR DEPLACEMENT

Avec le temps, de nouvelles méthodes sont découvertes pour construire les plans D-
optimaux apres les algorithmes d’échanges dont le principe est d’utiliser les matrices proches
de l'optimalité (c.a.d. une matrice déja générée par un algorithme d’échange) comme une
solution de départ (réalisable). Dans ce chapitre on va présenter trois méthodes qui sont

les plus utilisables.

4.1 Les algorithmes sans point candidat

Ils utilisent le domaine expérimental dans sa totalité. Les points testés sont générés
aléatoirement au cours de la recherche qui est effectuée de plus en plus finement jusqu’a la

précision recherchée.
4.1.1 Algorithme de DONEV (Donev et Atkinson)

Cet algorithme propose un moyen d’améliorer des matrices quasi optimales, obtenues
par exemple par les algorithmes d’échanges. Il explore les alentours de chacun des points
de la matrice, afin d’obtenir une solution plus performante en occupant des positions plus
précises.

A partir d’'une matrice proche de 'optimalité ils réalisent une amélioration de la position
des points sans bouleverser la configuration.

Ils effectuent sur chacun des points de la matrice des variations pour déterminer lesquels
des n points doivent étre modifié et dans quelle direction. Le principe de cet algorithme con-
siste & evaluer la variation du déterminant de la matrice d’information en faisant varier une
coordonnée d’un point de la matrice, ce qui revient & perturber la matrice d’expérience en

modifiant une valeur et en évaluant les effets sur le déterminant de la matrice d’information(5].
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Exemple 14 Dans le cas ot notre domaine est défini par deuz variables indépendantes,
soit x; le point qui nous désirons faire varier. Nous testerons les quatre points A, B, C
et D tels qu’ils sont représentés sur le schéma. Le point x; est déplacé sur la position qui

donne le plus grand déterminant de (X*X).

X2
+ C
A (i1 + o, z42)
8 A B (zj1 — o, z42)
(v k\ S
* o C (i1, %i2 + @)
D {(zq, 2 — a)
o {) D

Figure 4.1 : Déplacements de Donev en 2 dimensions.

L’algorithme calcule ainsi (2.k) déplacements et donc (2.k) fonctions « delta » par étape.

Nous pouvons encore réduire le temps de calcgl en utilisant une méthode rapide pour
recalculer les termes de (X*X )_1 :

L’algorithme proposé par Donev et Atkinson, trés performant sur des matrices proches

de 'optimalité-D, est le suivant :
Algorithm 15 [5]

Choix d’une amplitude de déplacement «
Calculer la matrice (X*X)

Tant que (@ > amin) alors

Ama.x =0
Essayer pour tous les points
Pour i =1 & n faire
Essayer tous les changements sur les axes
Pour j =1 a nombre de variables indépendantes faire

Essayer sens négatif puis positif
Y E
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Pour sens = —1 puis + 1 faire

D = (dy,ds,...,d,) avec d; = sens et dp, = 0 (pour m # j)
Calculer le nouveau point =’ = x; + «.D

Calculer la fonction delta de Fedorov : A

Si (A > Amax) alors

2’ est le changement sélectionné

I Amax = A
Changement ou convergence
Si (Amax > 1) alors
Effectuer le meilleur changement sélectionné

Calculer de la nouvelle matrice (X*X )_1

Sinon

le = /2
Algorithme 4.1 : Algorithme de DONEV.
4.1.2 Algorithme de FDOP modifié

Cette méthode est basée sur le principe de Yonchev et inspirée des méthodes & déplace-
ments aléatoires. Elle provoque des perturbations sur une partie des points pour détecter

si une modification aléatoire peut améliorer la solution[5].

Algorithm 16 [5]

Initialiserde la matrice de départ X,(ll)0

Tant que (nombre d’excutions < 4) alors

Créer R lots contenant M numéros de points.
Excursion courte

Pour j =1 4 R lots faire

(t)0

Matrice de dispersion de la matrice actuelle — Xp

Genérer les M nouveaux points

Pour i=14a M faire



| = numéro du i*™ point dans le 54 lot

D = choix du déplacement unitaire est aléatoire
Tppt = 2y + @D

Eliminer les M mauvais points

Tant que (¢ # 0) alors

Matrice de dispersion de la nouvelle matrice — XT(BL]I

Caculer les variances de prédiction d (2,,4;)

Eliminer le point ayant la variance de prédiction minimale

1=3—1

Validation d’une excursion courte

si (| (x5.%a)"°| < | (x2.X) ] alors
i t X0 _ (i

Validation d’une excursion

Si (‘(X%.Xn)(t_l)o\ < }(X];.Xn)(t)o}) alors

|Incrémenter nombre d’excursions

Sinon

|nombre d’excursions =0

Algorithme 4.2 : Algorithme de FDOP modifié.

4.2 Les algorithmes Méta-heuristiques

Une méthode approchée ou heuristique est un algorithme qui a pour but de trouver une

solution réalisable sans garantie d’optimalité[16].

4.2.1 La méthode du recuit simulé

Cette technique provient de I’observation de la formation d’une structure cristalline quand
un métal refroidit. Le recuit simulé est une technique permettant de trouver au bout d’un
temps raisonnable une solution pour des problémes de complexité élevées, elle est considérée
comme une technique stochastique et ne garantie pas de solution optimale.

Les premiers algorithmes, leurs objectif est de positionner une série de points les uns
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par rapport aux autres dans le domaine expérimental en fonction du modéle par contre cet
algorithme permet une convergence rapide dés que la correspondance a été obtenue et aussi
elle conduit & la meilleure matrice d’expériencel[5].

Le principe de cette méthode est que chaque point de la matrice est perturbé par des
déplacements aléatoires. Si un déplacement améliore le déterminant il est accepté. En
revanche s’il n’entraine pas d’amélioration il n’est pas rejeté et il est accepté avec une
probabilité P particuliére.

Récuit simulé donne trés souvent les résultats corrects et la matrice est trés proche

de la D-optimalité.
Algorithm 17 /5]

Générer n points aléatoires, choix de « et ¢
. e |
Calculer la matrice (X*X)

Tant que (Amplitude des déplacements > 0.001) alors

Tant que (nombre de boucles < 3% n ) alors
Déterminant actuel et matrice inverse

Modification successives des points

Pour i =1 a n faire

Tant que (Nbreconvergence < 3) alors

Tant que ( les déplacements testés < 20) alors
Choix d’un déplacement aléatoire D

' =x;+a.D

A=1+d()—d(x;) —d(2)*d(z;) + d? (¢, z;)
Si (A >0) alors

| Probabilité = 1

Sinon

|Probabilité = exp (A/c)

Si (Probabilité > valeur aléatoire) alors

|Le changement effectué
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Si (la moyenne du déterminant reste constante) alors
[Incrémenter (Nbreconvergence)

Sinon

| L[ [Vbreconvergence = 0

Tester le Pourcentage de changement accepté

De 0% & 20% : Température fortement augmentée (cx3)
De 20% & 40% : Température augmentée (c 2)

De 40% & 60% : Amplitude des déplacements réduite (a/2)

De 60% & 80% : Température réduite (c/2)

De 80% & 100% : Température fortement réduite (c/3)

Algorithme 4.3 : Algorithme du Recuit Simulé.

4.8 Application des algorithmes sur l’étude explosive

Un explosif ne doit pas présenter de risque d’explosion en cas de choc accidentel. Il
doit pouvoir étre transporté et conservé en toute sécurité. Mais les moyens mis en ceuvre
pour le rendre sur ne doivent pas diminuer sa puissance explosive. Le formulateur doit
trouver le meilleur compromis entre sécurité et efficacité. Clest I'un de ses soucis majeurs.
Les compositions explosives ont été classées en plusieurs catégories dont la plus recher-
ché est MDEPS ( matiére détonante extrémement peu sensible ). De telles compositions
sont obtenues en associant judicieusement des composés actifs. L’objectif de 1'étude est de
trouver une composition moins sensible que la composition H6 réputée trop sensible. Une
composition est sensible si elle présente des risques élévés d’explosion spontanée lorsqu’elle
est soumise & des agressions telles qu’une variation de température ou un léger choc. Les
essais sur les matiéres explosives demandent une préparation précise et une organisation
sans failles. Les compositions sont délicates a réaliser et elles nécessitent des protocoles de
fabrication longs et rigoureux. Les compagnes d’évaluation des propriétés explosives et les
mesures mettent en ceuvre d’importants moyens. Le nombre des expériences doit étre limité
au strict nécessaire. L'économie d’un seul essai entraine un gain de temps et une économie

appréciable. C’est I'une des situations ou les plans D-optimaux sont précieux.
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4.3.1 Description de la composition explosive

La composition H6 contient quatre constituants

- L’aluminium.

- RDX, explosif trés réactif.

- La cire.

- Un explosif fusible, le TNT (trinitrotoluéne).

Cette composition est satisfaisante comme explosif, mais elle ne passe pas les tests perme-
ttant de la classer en MDEPS. Pour diminuer la sensibilité du produit, les expérimentateurs
explorent plusieurs voies :

- Un meilleur équilibre entre les proportions des trois premiers constituants, I’aluminium,
Pexplosif RDX et la cire.

- Le remplacement du RDX, explosif réputé trop sensible, par le couple HMX/ONTA
qui ’est beaucoup moins.

- L’utilisation d’un nouvel explosif fusible, le TNMA 3 la place du TNT.

4.3.2 Choix des facteurs

Les pyrotechniciens retiennent quatre facteurs :
Facteur 1 : la proportion d’aluminium ;

Facteur 2 : le rapport HMX sur ONTA ;
Facteur 3 : la proportion de cire ;

Facteur 4 : le type d’explosif fusible.
4.3.3 Domaine d’étude

Le tableau (4.1) indique les niveaux haut et bas de chaque facteur.

66



Facteur Niveau -1 Niveau +1

Aluminium (1) 8% 20%
Rapport HMX sur ONTA (2) 0/100 50/50
Cire (3) 4% 10%
Explosif fusible (4) TNMA TNT

Tableau 4.1 : Une étude explosive. Domaine d’étude.
4.3.4 Choix des réponses

Deux réponses sont choisies par les responsables de I’étude :

e La vitesse de détonation en métres par seconde. Cette grandeur caractérise la force

explosive du produit. On vise une vitesse de détonation d’au moins 7400m /s.

o Le coefficient de sensibilité qui caractérise la susceptibilité du produit aux sollicitations

extérieures. Cette sensibilité doit étre faible, inférieure & 95 si possible.
4.3.5 Choix du plan expérimental

Il y a trois facteurs continus et un facteur discontinu. Les expérimentateurs pensent
que les réponses suivent une loi du second degré pour les facteurs continus. Il faut donc
choisir un plan permettent d’obtenir ce modele. Un plan de Doehlert leur semble approprié.
Treize essais doivent étre envisagés pour ces trois facteurs.

Quant au facteur discontinu (type d’explosif fusible), il n’a que deux niveaux.

Le plan complet entraine la réalisation de 26 essais. C’est beaucoup trop. Les expéri-
mentateurs décident donc de choisir un petit nombre d’essais parmi les 26 possibles. Ce
choix est réalisé grace au critére de D-optimalite, qui oblige & choisir, avant les essais, un

modéle mathématique.
4.3.6 Modele postulé

Les expérimentateurs adoptent un modéle du second degré pour les trois facteurs conti-

nus. Ils n’envisagent pas d’interaction entre ces facteurs. Le modéle posséde donc un terme
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constant, des termes du premier degré et des termes du second degré. Il n’y a pas de termes
rectangles.

Le facteur discontinu ne prend que deux niveaux. On le modélise avec un terme du
premier degré et on ne prévoit pas d’interaction entre ce facteur et les trois autres.

Le modéle & priori est le méme pour les deux réponses, vitesse de détonation et sensi-

bilité. Le modeéle est le suivant :
Yy =ag+ a1z + a2 + azx3 + aszy + aul‘% + ageal + a33$§ +e

Il y a huit coefficients & déterminer. Si 'on veut ménager quelques degrés de liberté
pour évaluer le résidu, on réalisera entre 10 et 12 expériences, soit moins de la moitié du

plan prévu initialement.
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Essai n° | Aluminium (1) | HMX sur ONTA (2) | Cire (3) | Explosif fusible (4)
1 0 0 0 -1
2 +1 0 0 —1
3 +0.5 +0.866 0 -1
4 -0.5 +0.866 0 =1
5 -1 0 0 =l
6 —0.5 —0.866 0 =1
7 +0.5 —0.866 0 -1
8 +0.5 +0.289 +0.816 -1
9 -0.5 +0.289 +0.816 =]
10 0 +0.577 +0.866 —1
11 +0.5 —0.289 —-0.816 =
12 —-0.5 -0.289 —-0.816 -1
13 0 +0.577 -0.816 -1
14 0 0 0 +1
15 +1 0 0 +1
16 +0.5 +0.866 0 1
17 -0.5 +0.866 0 +1
18 -1 0 0 #1
19 -0.5 —0.866 0 +1
20 +0.5 —0.866 0 +1
21 +0.5 +0.289 +0.816 +1
22 -0.5 +0.289 +0.816 +1
23 0 —0.577 +0.816 +1
24 +0.5 —-0.289 —-0.816 1
25 -0.5 —0.289 —0.816 1
26 0 +0.577 —0.816 1

Tableau 4.2 : Une étude explosive. Points candidats du projet initial.
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4.3.7 Calcul du plan D-optimal

Les expérimentateurs possédent un logiciel de plan d’expériences pourvu de I’algorithme
de calcul des plans D-optimaux. Ils commencent par entrer les 26 points candidats indiqués
par le tableau (4.2) . Ils indiquent ensuite au logiciel, le modéle qu’ils ont retenu et ils lancent
l'algorithme de calcul en imposant un nombre de n = 12 expériences. Apres plusieurs
passages, ils retiennent les expériences données par la machine et écrivent le tableau (4.3).
C’est le plan D-optimal qui vas étre réalisé. Ces douze essais permettant de déterminer les
huit coefficients du modéle, on va utiliser les algorithmes précédents et puis on calcule le

déterminant de (X*X) dont les résultats sont dans le tableau (4.3).

ALGORITHMES | det (XtX)

DONEV 7109.512325

FDOP modifié 8545.111665

Tableau 4.3 : Le déterminant de (X'X) suivant les algorithmes .

4.4  Comparaison des algorithmes

Les algorithmes qui sont traités dans ce chapitre obligent d’effectuer plusieurs fois la
méme recherche pour augmenter la probabilité d’obtenir la solution idéale. Nous effec-
tuons donc pour toutes les méthodes 10 fois la méme recherche et comparons les meilleures
solutions obtenues.

En pratique, il est impossible de considérer I'infinité des niveaux donc dans tous les cas
nous accepterons une incertitude relative sur la position d’un point expérimental de l’ordre
de 0.005.

Le tableau suivant montre les différents déterminants calculés par les algorithmes ainsi

que leurs temps d’excusions.

ALGORITHMES | det (X’X) | Temps d’exécution / s

DONEV 7109.512325 18.8

FDOP modifié 8545.111665 12.3

Tableau 4.4 : Comparaison des algorithmes.
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CHAPITRE V

LES NOUVELLES PROPOSITIONS

Ce chapitre traite un nouveau algorithme qui est une modification de I’algorithme
de Donev avec une comparaison entre les deux algorithmes et terminant le travail par une

proposition des étapes pour construire I’algorithme de colonie de fourmis dans le cas des

plans D-optimaux.

5.1 L’algorithme de DONEV modifié
5.1.1 Principe de P’algorithme

Donev modifié propose un moyen d’améliorer I’algorithme de Donev & partir d’une
matrice presque optimale ot il fait des déplacements. Cet algorithme déplace le 1°" point de
la matrice aprés avoir choisi le meilleur point du plan tout en utilisant la fonction de Fedorov
A et on répéte cette procédure plusieurs fois et & la fin on fait I’échange. Puis on répéte la
méme procédure pour le point suivant, a la fin on obtient une matrice d’expériences dont

le déterminant est meilleur que le préceédent d’ou I'optimalité.

5.1.2 Algorithme proposé

Choix d’un amplitude de déplacement o
Calculer la matrice (X*X)

Pour i =1 a n faire
=1

Amax =0
Initialiser «
Tant que (o > amin) alors

Essayer tous les changements sur les axes

Pour j =1 & nombre de variables indépendantes faire



- Donev : améliore de fagon significative les solutions obtenues par 'algorithme
d’échange. Cependant la convergence vers la solution finale peut s’avérer parfois trés longue.
- Fdop modifié : utilisant des déplacements aléatoires proposer pour un faible
cout en temps de calcul des solutions trés proche de la solution optimale. N’est utilisable
que par ce qu’il est possible de hiérarchiser les points de la matrice (le déterminant de la
nouvelle matrice peut étre calculé rapidement) il n’existe pas de telles possibilités pour les

autres critéres.
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Essayer sens négatif puis positif

Pour sens = —1 puis + 1 faire

D = (dy,da,...,dn) avec d; = sens et dp, = 0 (pour m # j)
Calculer le nouveau point Tg =4+ . D

Calculer la fonction delta de Fedorov : A (i, q)

Si (A (i,q) > Amax) alors

x4 est le changement sélectionné e

L L Amax =A (i, Q)

Si (Amax > 1) alors

la =«
Sinon
la=a/2

Si (A(4,8) = Amax) alors

f==

Changement ou convergence
Si (Amax > 1) alors

Effectuer le meilleur changement sélectionné

Calculer la nouvelle matrice (XX ) -1

Algorithme 5.1 : Algorithme de DONEV modifié.

5.1.3 Etude comparative entre ’algorithme de Donev et Donev modifié

Les expérimentations ont été réalisées sur un PC équipé d’un processeur Pentium 3,1333
MHz avec une mémoire de 4 GB de RAM sous Windows 7. Les algorithmes sont im-
plémentés en Maple. Les programmes prennent comme données d’entrée des matrices

d’expériences contenant des points et doivent étre changées & la fin de l'algorithme pour

arriver a ’optimalité.
5.1.3.1  Instances numériques utilisées.

Un ensemble d’instances aléatoires a été élaboré. Cing instances de problémes-tests

ont été générées de maniere aléatoire.
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Le nombre de facteurs considéré dans ces instances est 2, 3,4, 5, 6.

5.1.8.2 Résultats de la résolution

Une étude statistique des résultats générés est effectuée pour déterminer la performance
des deux méthodes de résolution. A I'instant initial, on démarre avec une matrice presque

optimale ensuite on fait le déplacement par une amplitude précise (0.05).

5.1.8.8 Chritéres de validité du modéle

Deux critéres de comparaisons sont utilisés :
e Le temps d’exécution

Il est représenté dans un repére orthonormé dont 1’abscisse est le nombre d’itérations
et 'ordonnée est le temps d’exécution. A chaque fois qu’on augmente le nombre d’itérations
le temps d’exécution augmente et il n y a pas une grande différence de temps d’exécution
entre les deux algorithmes.

Les résultats de nos différents essais, et les comportements des deux méthodes de réso-

lution sont représentés dans les graphes ci-dessous.
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Figure 5.1 : Courbes comparatives par rapport au temps d’exécution.

e La valeur du déterminant

Elle est représentée dans un repére orthonormé dont I’abscisse est le nombre d’itérations

et I'ordonnée est la valeur du déterminant. On remarque que la valeur du déterminant de

Donev modifié est plus meilleure que celle de Donev et on voit la différence deés la premiére

itération.

Ces résultats sont regroupés dans le graphique ci-dessous :
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Figure 5.2 : Courbes comparatives par rapport aux déterminants.

5.2  Proposition d’un algorithme de Colonie de Fourmis (OCF)
5.2.1 Principe de ’algorithme

Cet algorithme est une méta heuristique dont le comportement est inspiré de celui des
fourmiéres réelles, il s’inspire d’une expérience mené en 1989 par Goss et Al, des fourmis
avalent été mis en contact avec une source de nourriture reliée a la fourmiere par un pont
ayant deux branches de longueur différentes aprés une durée de temps elle trouve le plus

court chemin.

Figure 5.3 : Représentation de systéme Fourmi.

Cette derniére partage des informations a ’aide d’une substance chimique appelé phéromone.

Elles disposent par terre une certaine quantité lorsqu’elles se déplacent et puis les autres
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suivent le chemin ou il y a plus de phéromone. Comme la phéromone s’évapore avec le
temps alors sur le long chemin sa trace disparait.

Des fourmis qui vont se déplacer a la recherche de solutions et qui vont sécréter des
phéromones pour indiquer & leurs congénéres si un chemin est intéressant ou non. Si un
chemin se retrouve fortement phéromoné, cela signifiera que beaucoup de fourmis I’ont jugé
comme faisant partie d’une solution intéressante et que les fourmis suivantes devront la
considérer avec intérét.

Un risque apparait lorsqu’un chemin non optimal est marqué. En effet, les fourmis
qui s’en trouveront & proximité seront tentées d’y passer augmentant encore le niveau
de phéromone de ce chemin, pour diminuer le risque d’enfoncer la colonie dans un min-
imum local du probléme, on pourra prendre soin de diminuer automatiquement le niveau
de phéromone de tout le systéme, pour réhausser l'intérét des autres chemins qui pourraient
faire partie de la solution optimale. Ce parametre, correspondant au taux d’évaporation
des phéromones, est I’'un des paramétres principaux de algorithme.

AE poasibiag

T
A i Pl ah g

Pgestil cugrant

Figure 5.4 : Graphe qui montre la quantité du phéromone posé par

les fourmis sur chaque chemin.

De la méme maniére, aucun chemin ne devra étre inondé de phéromones et aucun chemin
ne devra étre totalement invisible, on pourra donc aussi contrdler le niveau de phéromone
de chaque chemin pour le maintenir entre des bornes minimum et maximum. Un chemin
inondé de phéromones masquerait tous les autres & proximité et un chemin ot il n y apasde
phéromones ne serait jamais choisi par une fourmi, en conséquence nous devons conserver
ces chemins avec des valeurs raisonnables. Ces bornes min et max sont aussi des parametres

de I'algorithme [16]...[22].
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5.2.2 L’utilisation de l’algorithme de colonies de fourmis dans les plans D-
optimaux

A partir de la matrice des algorithmes d’échanges, on essaye d’appliquer 1’algorithme
de colonie de fourmis avec un déplacement et un échange au méme temps. On positionne
sur chaque sommet une fourmi qui va se déplacer et choisir son chemin aléatoirement au
début et elle posent une quantité du phéromone et avec le temps cette quantité change car
une fois que la fourmi passe elle laisse la phéromone d’ot le changement de quantité et puis
les autres qui arrivent choisissent le chemin qui contient beaucoup de phéromone et c’est
celui qui représente le plus court chemin d’oit la solution presque optimale. En revanche les
autres sommets non choisis on les met dans une liste tabou afin de les comparer avec les

autres pour ne pas tomber dans le minimum local.
5.2.2.1 Les étapes de l’algorithme

1°7¢ étape : Positionner une fourmi sur chaque sommet.

2'*me étape : Initialiser la phéromone 7 = A.

3ime gtape : Prendre la matrice d’expérience obtenue par les algorithmes d’échanges et
faire un déplacement pour le 1" point dont la fourmi part au point qui a A,z

4%me gtape : Construire une liste taboue L qui contient les sommets non choisis et de
les comparer avec les autres points choisis & chaque itération pour éviter le minimum local.

Gieme étape : Passer au point qui a Ay, et refaire N, déplacements mais suivant une

probabilité p;; qui dépend de la phéromone A , la visibilité o et B qui sont des paramétres
limités et la variance de prédiction d;, d; .

6%™me gtape : Si le test d’arrét est atteint alors faire le changement du mauvais point
par le bon sinon retourner & I’étape précédente.

7®me gtape : Passer au point suivant de la matrice et réappliquer les étapes précédentes.
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CONCLUSION GENERALE

Les plans D-optimaux sont des plans trés utilisés par les expérimentateurs car ces
derniers leurs permettent d’optimiser leurs expériences. Pour trouver la matrice optimale
dans ces plans, on a utilisé dans ce travail les algorithmes d’échanges : DETMAX, FE-
DOROV, FEDOROV MODIFIE, K-ECHANGE, KL-ECHANGE, KL-ECHANGE MOD-
IFIE, FDOP dont leur principe est de faire changer les mauvais points par les bons en
utilisant les variances de prédiction. Aussi on a utilisé les algorithmes de déplacements :
FDOP MODIFIE, DONEV qui ont pour principe de déplacer les points du plan suivant

avec un pas précis afin d’arriver au bon point pour faire I’échange.

Nous avons programmé tous ces algorithmes avec le logiciel MAPLE afin de nous aider
a faire une comparaison entre eux par rapport au déterminant et au temps d’exécution. On
remarque que le meilleur algorithme est celui de Fedorov par rapport au déterminant, et par
rapport au temps on préfere Detmax, mais pour les algorithmes de déplacements on utilise
les matrices presque optimales obtenues par les algorithmes d’échanges et on constate que

Fdop est le meilleur.

En revanche, on a fait une modification sur 1’algorithme de Donev et cela nous a donné
de trés bons résultats ainsi nous proposons une amélioration de I’algorithme de colonie de

fourmis dans le cas des plans D-optimaux.

Comme tout travail scientifique, des perspectives sont proposées afin d’améliorer 'étude
faite dans ce mémoire pour 'algorithme de colonie de fourmis, & trouver la probabilité du

choix du déplacement.
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Les Programmes Sur MAPLE

Ces algorithmes sont codés et exécutés sur un PC équipé d’un processeur Pentium
3,1333 MHz avec une mémoire de 4 GB de RAM sous Windows 7. Les algorithmes sont

implémentés en Maple.

I. Les programmes de I’application du chapitre 3

> restart:

> with(LinearAlgebra):

> with(linalg):

> for i from 1 by 1 to 23 do x[iJ[4]:=-1; end do:

> for i from 24 by 1 to 46 do x[i][4):=0; end do:

> for i from 47 by 1 to 69 do x[i][4]:=1; end do:

> forifrom 1 by 1to5 do x[i][3]:=-1; x[i+23][3]:=-1; x[i+46][3]:=-1; end do:

> for i from 6 by 1 to 10 do x][i][3]:=-0.5; x[i+23][3]:=-0.5; x[i-+46][3]:=-0.5; end do:

> for i from 11 by 1 to 15 do x[i][3]:=0; x[i+23](3]:=0; x[i+46][3]:=0; end do:

> for i from 16 by 1 to 20 do x][i][3]:=0.5; x[i+23][3]:=0.5; x[i+46][3]:=0.5; end do:

> for i from 21 by 1 to 23 do x([i][3]:=1; x[i+23][3]:=1; x[i+46][3]:=1; end do:

> for i in {1,6,11,16,21,24,29,34,39,44,47,52,57,62,67} do x]i][2]:=-1; x[i-+1][2]:=-0.5;
x[i+2](2):=0; x[i+3][2]:=0.5; x[i+4][2]:=-1; end do:

> for i from 1 by 1 to 69 do

> xili= <1 il 20] il 311x(114] | (i) GBI Gefli2]) * i)

(] 31l 1)1 e 21) 21 el 31) ~21 o [4]) 25+

> end do:

> n:=69; N:=12; p:=10;

> 8= {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20,21,22,23,24,25,26,27,

28,29,30,31,32,33,34,35,36,37,38,39,40,41,42,43,44,45,46,47,48,49,50,51,52,53,

54,55,56,57,58,59,60,61,62,63,64,65,66,67,68,69};

> Xi= <seq(x[i],i=S)>:

> SB:= {12,13,16,17,18,19,24,58,60,61,65,69};
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> 8H = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,14,15,20,21,22,23,25,26,27,28,29,30,31,32,33,34,
35,36,37,38,39,40,41,42,43,44,45,46,47,48,49,50,51,52,53,54,55,56,57,59,62,63,64,
66,67,68};

> Xi= <seq(x[i],i=SB)>:

> det:= det(multiply(transpose(X),X));

> wi=det:

> pas:i=1:

> delta :=10:
L’algorithme de Detmax

> for t from 1 by 1 while (pas > 0) do

> v:=-100000:

> foriin SH do

> di:=multiply (x[i], inverse(multiply (transpose(X),X)) x[i] ):
> if (di>v) then bon:=i: v:=di: end if: end do:

> SB := {op(SB),bon}; SH := SH minus {bon};

> Xi= <seq(x[i],i=SB)>:

> v:=100000:

> for j in SB do

> dir=multiply (x[j], inverse(multiply(transpose(X),X)) ,x[j] ):
> if (di<v) then mauv:=j: v:=di: end if: end do:

> SB := SB minus {mauv}; SH := {op(SH),mauv};

> Xi= <seq(x[i],i=SB)> ;

> with(linalg):

> det:= det(multiply(transpose(X),X));

> pas:=det-w;

> if (pas>0) then w:=det: end if
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L’algorithme de Fedorov

> for t from 1 by 1 while ( delta > 0 ) do
> for jin SH do
> dj:=multiply(x[j], inverse(multiply (transpose(X),X)) <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>