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Résumé :

Dans ce manuscrit, nous avons considéré un systéme de file d’attente avec arrivées par blocs
de taille fixe k ou il a été question de faire une analyse mathématique sur le comportement
décisionnel des clients a leurs arrivées au systéme a I'aide de la théorie des jeux. Nous avons
imposé une certaine structure récompense-colit (R,C) et calculer les mesures de
performances dans les deux cas : observable (ol les clients sont totalement informés de I'état
actuel du systéme) et inobservable (ou les clients n’ont aucune information sur I'état du

systéeme), afin de déterminer I’équilibre de Nash qui permettra aux clients de Maximiser leurs
profits.

Abstract :

In this manuscript, we considered a queue system with fixed-size block arrivals where it was
discussed to make a mathematical analysis of the decision-making behaviour of customers
when they arrived at the system using the theory games. We have imposed a certain reward-
cost structure (R, C) and calculate performance measures in both cases: observable (where
customers are fully aware of the current state of the system) and unobservable (where
customers have no no information on the state of the system), to determine the Nash
equilibrium that will allow customers to Maximize their profits.




Table des matiéres

TableAN A6 SYIIBOIES v sususissisisssamsissssinssamsmnsnsssaserssanemersnsarsras emsrsssess saxsss sy s AR RRISEHSHHESSARNSR 5SSO B e mans 8
TLigte s FIONMEE cxmomvcommmmessumoomusssmmmmssmamssisisnsmmesmesoss sesomsrmys s S A A RS B S NSRS Ss 10
It O G BB . cuerssssssrrssss ssmmarrsmsismsnsssasssssn rmvenssnansosnns semermmsus ngris 3R i N S RS S 11
1 Notions d’éléments de a thEOrie de JEUX......cuvvrerrereereeirereees e e 13
1.1 A st RN TR L T 5000 00504503503 o e e 5 SR AR AR 14
1.1.1 JOUBULS ettt e e et 14
1.1.2 Quelques exemples de jeux les plus FAMILIETS ......ovevveeeereeeeeeeeeeeeeeeses oo 14
1.1.2.1  Le dilemme du PriSONMIET......ceeeueeeruereriiesieieseseseeeeeeeeseesesessesesessses s s sees e 14

1.1.2.2  Le jeu de pierre-papier-CiSEaUX. .. .vuuuereurreririereeeeeeeeeesesesessssesessssssssesssseesessesese e 14

1.1.3 La rationalité des JOUBULS ........evreeirurueueeieeeteeiee et ese e s e e e 14
1.1.4 T T S 14
1.1.5 L atdI68 [ ol oo s e e e g T 15

1.2 MOdElSAtion dES JEUX ....c.cueueuiuerrcrireerirereereseee e sateseaesssssee s es e eeesesreseeeseness e s eseseseaes 15
1.2.1 Jeux sous forme normale (forme Stratégique) ..........oveueureeerereeeeeeeeeeeeeeeeeeeereeeseneesanns 15
1.2.2 Jeux sous forme extensive (AEVEIOPPEER) .....cureuerueueeriuiereereeeeee et seeereseeeeeeenees e seseesseenes 16

1.3 Classification dES JEUX ....c.uveieiririerirreieire et eae et et ese st e s s e seesesae s e e enenessenesesnsseas 17
1.3.1 SEION P OB cissussisisiniuarsssansssensarsarvemsarsensansmsss sssssmpssussssssbass sesmsessesiamsss sussssasasdisssssassnns 17
1.3.2 Selon les relations entre 165 JOUBUIS .......eueeveueeveueceieeceieie et et e e eee e eaeeeeseeseeeseseesens 17
1.3.3 Selon les gains des JOUCUTS .....c.cocvirrireeriieeerte ettt e e se s e e e e e en s 17
1.3.4 Bl o L A O oo memmmmmssvesoommrermam s s S S S s e 18

1.4 Jeux finis et JOUX INfINIS ...eovereereecreireee ettt se s e s es e se s ee s 18
1.5 LeS JEUX SYMELIIQUES ....vveuiuerrieeaceiririreseesese e e seesese e ssseesassesessesessneseseesenesesseesesssesesesseeens 18
1.6 Concept de SOIULION .....coueireeeeieirieiete ettt e st esae e se e sre e e e s e s e e s eseeesseesseeseens 18
1.6.1 Equilibre de Nash ..o e 18
1.6.2 EQUIlIDre de PArEt0.ssssssissssnsmrinsasssesssnrsassssmanssseserssseensssonsssstass ssss smessassmassians 19

LT IDOIMMBATION ruurnsssunanussssasosnaseesssasssisssis coni nibani anasmnssmemmmmss sms wrs sy sy st smesss o samtess s s s 19
1.7.1 Stratégie strictement dOMINEE ........ccecerueeeeueeeeieiieseceeeeee e eseeeeeaeeeeeeeeeeeeesreseeesesseeeaes 19
1.7:2 Stratégie faiblement dOMINEE ........c.ccoeeuerierierire et e e e e e 20
1.7.3 Equilibre en stratégie dOminNante ............cveuveererereueueneeeieeces e etsnseeee s e seseseensnens 20

1.8 JOUX 8 QEUX JOUBUES wuusisicissiicsanessansarnssmonsasnessrasasarersensenssssessss emusns ssuss sesbss sassasasasssskesssssssins 20
1.8.1 JEUBE TABLPICIEIS cvvcsanussusssisussnsinsnnasanssmensneenmasasrnsserntossmrs sxusunssesossesessssh onsmsssssasasssssassbssss 20
1.8.2 JOUX DI ICICS o snesssunsssamssneniussotsanssnmsasnssomasmansarsesnsesossesaemmsessustbsssssssssssas s mnensspsss 21

1 c (4 <1 UV N — 21

2 Processus stochastiques et files d’attente MarkOVIENNES............euevveueeeeereeeeerseeeeeesseeseesssesseens 23




2.1 Processus STOCRASLIQUES ....cuiuiuiesssseisssssssesrarmraessseseasasssssssssssasasasssssssessssssesasssessassssasssssns 23

2.1.1 Processus de COMPLAZE. .....ccucsisisisasssasesesmrerrsrsesrossasreassensssnsssasmsssssnssssesnesenssessossesens 23
2.1.2 Processus de POISSOMN........ucivescurerereenneseieenriessesesesssssensssssessessssensnsssesssessnssenssssessssens 24
2.13 L0i d’un processus de POISSOMN.....c.uuueueeuereueesiieiececeeeeeseeeeeseeeesessssesessssesssessseesseeseses 24
2.1.4 L0l €XPONENLIEIIE ......vveiineiicceeeer ettt et es e e ee st et 25
2.1.5 Processus de Poisson et 10i €XpONentielle ............cueueuiveeereeeeeeeeeeereeseseeseeeeeeeeeeoseesons 25
2.2 Chaine de MarkoV & temps dISCTEL .......c.vurueerueereiereeeenseeeeeesesseseese s eees oo 25
2.3 Chaines de MarkoV & temps CONtINU........c.eveveeevesceereeeeeseseeesssesee e ses s es e 25
2.4 Processus de NAiSSANCE €t € MOTL ....c.evvereeeeeeeeeieeeeeeeeeeseeseseee e e e s esee s 26
2.5 L8 fHl68 A BUEIEE: coxsnisacssssvissssnsisaisinnsmansennse vansommesess srams sasssssas enssss s s g s eamssasssssetinnsneme, 27
2.5.1 L& Processus d’ITIVEE ......cccusiuisircscnssenmieissnnsessessssssssessseesassssssssssssssssssssesessssssseas 27
252 L ROMPE: Q8 SOUVICE . cassrsssrsssssnissussosssss cisanmnsnmomemenvers suss sxssessasmssesssavEssassssssstss passrsess s 27
2.53 Structure et discipline de 1a fille ......ouveieeiiieeeeccccece e 28
2.5.4 Notation de Kendall............cocoeveirerirererenreeeieeeeeeesseeeses s esesee s esessesesesese e ee s sees e 29
2.6 Les files d’attente MarkOVIENNES ... coueueverrereererereeesesieseeeeseseeeesseesssssssesesesess s s sseese s 29
2.7 Analyse mathEMatiQUe.........ceceeeeerrrereireiesetecsiete et e et ses s s eses s e se e e ee e s e 29
2.8 Caractéristiques d’un systéme de file d’attente........ceerrureeriiereeereeeseeeeeseeeseseseeseseeesennns 29
2.8.1 Formule de LI ...covusiimiiimmsmmnmsmnmsimmersmnesmranersasisensssonsnssassasnsssssssssassensassessavssasasass 30
2.9  Description du MOGEIE M/M/T .....oueuvueueueerererereteteeeisseesesieeeeseeeesesseessssesessrese e sess 30
2.9.1 Caractéristiques de 1a file M/M/T ....oucoeeeereucueeeeeeeeceeecie e et ee e e 30
I8 GBI oo o B n s ma s eI SERF B 32
Quelques modeles de files d’attente Markoviennes via la théorie des jeuX.........oocoeeuevererrrrereenn.. 33
3.1 Lafile d’attente M/M/1 Simple et ODSETVADIE .........c.cvevvevereeieieeeeeereneeeeeeeeeeeeeeeeene e 33
3.1.1 Le Modele deSCriPif ........ccviueeeiieirice sttt ene e e se e eessae s 33
3.1.2 Le jeu associé & € MOARLE ........ceerireereceieeeseee ettt e s es e e seesesses e e s eeesees 33
3.2 File d’attente M/M/1 simple et NON ObSEIVADIE..........c.ceueeueeeeeeereeeeeeeeeeeeee e e eeeeee e 34
3.3 File d’attente M/M/1 avec possibilité d’iNSPECtion ..........e.eeeeveeeeeeeereereseereeeeeereseeeesesesens 34
3.3.1 i MBS ABSOIIPUIT :cnsues cuosissmsmsmsamsmininsssmsininnmmememssamssrensseoommssms s ey SRR EERES 34
3.4 File d’attente M/M/1 avec panne du SEIVEUT ............ccveueeeereeereeeeeeseeeseseseseseessesesseseeesessens 35
3.4.1 Description du MOAEIE .......couiuiiiiceiriiiieieeesieie et s et en e e s e eee e s 35
3:4.2 Modélisation s0us fOrme d™Um JEU .....coveveruierierireerisee s et e se e e s 36
3.43 L5 TCEIEH il JOU ucusssssisssisinmsmsansmanemmamanssvsseorsnsxssmmnmsnesesavsssassssassnsossasasshssasssase ossmsssnns 36
3.5  La file d’attente M/M/1 QVEC VACAINCES «....cuvrreereruereeeiessessasseesseneesasssesssesssesesessseesssssseas 37
3.5.1 L OGS . vennmemmssmessmmmsmmsssomms st SR ih A S mmmmmsismemms e e ¥ SRR A RS 37
352 Le jeu assoCi€ & €8 MOGRIE ......ccoveeueuieriiieeeeeee ettt et e e e eee e en e s s ee s 37
3.6  File d’attente M/M/1 avec controle du SErVICE. ... .uuiviriuirererereereeeeeeeeeseseeseseseesesessssseenns 38




3.6.1 Le0dele deSOIPEE icusovsmmsimmmnsmioassmismemnasescommmnrevasnsasssunssrsssmmmsss sssssssssssssssssss 38

3.6.2 Le Jeu assoCi€ .......ccoeeveeiververrenrereeeesisese s 8 TS G o N e SR RO T 39
3.7 File d’attente M/M/1 Partitionnee ..........coeeureererucuerererensisssssssesesseseecssseeessessesssssssessssssssesens 39
3.7.1 1.8 TOIOURIE woo serssmmumanssnsassisessss iusmastshknssensnnnnesrenmmmesnes snssusse sesmy s A8 RN AH Y S SNSRI 39
3.8 Etude d’une file d’attente M/M/1 avec temps d’inStallation ...........eeveeeveveveeeeeeeeeoesosinnns 40
3.8.1 Description du MOAEIE ........cvveeirieieiirieieeeceteee et eees e et e e 40
3.8.2 LeS r€gles et JOUX ASSOCIES ......veueureeerereirietereseetre ettt seeeeaeeeseeeeseese e s eee e s e s s 40
3.8.3 Equilibre dans le cas complétement 0bServable .............cocveceeereeeeeeeerereeeseseesseeenennn. 41
3.8.4 Le cas presque 0bSErvable........ocvvueeurieririeirieie et ses e s ee s 43
3.8.5 Equilibre en stratégies mixtes pour les cas non observables ..........c.oveveeevereeeerenrnnn, 44
3.8.5.1  Cas presque NOM ODSEIVADIE ....ccvurueueserececeiseiete et e e eees e e 44
3.8.5.2  Le cas totalement N0N ODSEIVADIE ..........evevereceeeererererceeee e ee e e s e seee s 48

3.9  Concurrence entre deux serveurs dans une file d’attente Markovienne .................ovovovevn... 48
3.9.1 Le modéle mathématiqUe ..........c.eeerirueeueeieieseecteeccec et ee et eaeseee e e s eseeseneeenens 48
3.9.2 L& Jeu du MOGRIE .......uuiueiirieceeeet ettt st s et s e s e e e e neanaes 49
3.10  Concurrence entre s serveurs dans une file d’attente MarkOVienne ...........oooevevevevevevenenenn. 49
3.10.1  Modélisation SOUS fOrme de JEU ..uiurrrruirereeeieeieeeeese st e seeeseeeseeseeseeees s e eessesesesae e 49
FAY  COURIIION cxnurmssnsausvussssssmnuems dinsinsms s immsissmms mmman sevmese e mesAn S RS RS2SRRSR g NS R 50
4 Analyse de la décision des clients dans une file d’attente aves arrivées par bloc (Mk/M/1)....... 51
4.1  Etude d’une file d’attente M2/M/L......cccceverrereieierieeceiisee e eseesseese e e eseres e eses s 52
4.1.1 Lie mollEle deSeTiBIIE o« sunomssmsmussninsssiosmmnimsoms s in s iinissmsonsmmesomeommes e s 52
4.1.2 Etude de la file M2/M/1 dans le cas 0bServable............c.cveeeevueeeeeeeeeeeeeesesseessnenenns 52
4.1.2.1  Caractéristiques du SYSTEIME. .......e.euerererureieirereseeeeesesieeesessae e e eees e eseeseeeseseseeseseaes 52
4.1.2.1.1 Les mesures de performances du SYStEME .........c.c.euevererereereeeereeessresessssssensnns 55
4.1.2.2 Le jeu assoCi€ & C& MOURLE .........cceeurueererereeirecreieeeeeeeteeeseeeseeesseeaeeesesseseesssesesnas 56
4123 ROFOMABIANL OO omnsommmmumsmmmsconmssmmimmnmmmmme iy st sesmmmet e sas 57
4.1.3 Etude d’une file d’attente M2/M/1 dans le cas non observable .........c.cccoevevsevrerennn.. 58
4.1.3.1  Caractéristiques U SYSEEIME. .......couvueeeruereererereeissesiesessseesesseeseseeseseseesessesssssessssensanns 58
4.1.3.1.1 Le nombre moyen de clients dans € SYStEME .........cceueueeeereuereerreereenereeereresenanns 61
4.1.3.1.2 Le temps moyen de séjour dans 1€ SYStEME ........cceueevrueeeeeeeeereeeeeeeesreeeeesesrenenns 62
4.1.3.2  Le jeu assoCi€ & € MOTRIE .......evevueeereurereeecrceieeee ettt e et s eneeseeee e es e e e sesans 62
4.1.3.3  Recherche d’équilibre de Nash ........cceccuiueerereeeciiece et e e eren e ns 63

4.2 Etude générale sur le modele MK/M/1 .....c.coueueeeeiieeieeeeeeee e eeeeese e eese e sn e esesesee s 64
4.2.1 K TR, v emnamoseme s PRI 5 sty 64
4.2.1.1  CaractériStiques AU SYSLEIME. .......evuevererreeirereereeesiesecseeteseeseetssesseseseesesseseeseesessssensaens 64




4.2.1.3  Détermination d’équilibre de Nash ..........cceveveveerverreeereeeeeeeeeeee e oo oo 68

422 A TH0E DY EIVAINES 1vsswwusns consusins susimssisuossss.asinanssamosisomsvrs sumecns s et srmsmRS R 48 8 B SRR 69
4.2.2.1 Caractéristiques du SYStEME......eeuruererererereeesitisieeseeeeeseeeeeeeeeeeeesesese s sesesssess e see s 69
4.2.2.1.1 La fonction génératrice des probabilités stationnaires.............ooeveeveeeverrereesnnn. 70

4.2.2.1.2  Les mesures de performances du SYStEME ........ceeeveueereereeseersreresssesesesessese s, 72

4.2.2.2  Le jeu attribué & Ce MOGRIE.....cevueeeerereeeeeieee et seee e e 74
4.2.2.3 Recherche d’équilibre de Nash .........c.eveveueuieeereeereeeeeeeeeee oo 74

4.3 Les atouts et inconvénients du modéle Mk/M/1 pour les clients dans les deux cas d’un point
e WU COOTMIMIEIS suxwusnessnsins vosissssmassassss Nasissssssins ioas anssmrmmare meses s bRy RSSO SRS F s 75
4.3.1 Lt s ODSOIVAING. «. vosssssnssss sosusssssmensismssnssonshonnio smssenmonsmny s sasmesssssss asps ssn eSO RE SRR RS RS 75
432 L O IO VDI, s cucousmmnsnmsssusssssumasmions s mmna s mesem e AR SR SRS R T 76
4.3.3 Analyse d’information révél€e par & SErVEUr.........uo.ceveveeeeeeeeeeeeeeeeeseeeee e eeeesoans 76

4.4 CONCIUSION .uvovevitiettiitt ettt st et ee e et e e e e e s e s s st seeeeesesas 76

5 ConcClusion GENETALE .........courueererireeiriee ettt e e s e e e e e s et es et eeese e 77
BIDHOBT QPRIC v vinvinsusmsinsiasesniasansninsamn msassarsammsmensssse oyos s vess o s s ssms EsRES S A8 A 9SS KBS S i 78




Tableau de symboles

symboles | significations
] L'ensemble des joueurs
S; L’ensemble des actions du joueur i
U; La fonction d’utilité du joueur i
N(t) Le nombre de clients dans le systéme a l'instant t
B (t) La probabilité d’avoir n clients dans le systéme a l'instant t
A Le taux d’arrivée des clients
u Le taux de service
1//1 Le temps moyen d’inter-arrivées
1/‘“ Le temps moyen de service
Ty La durée entre deux événements consécutifs
FIFO | Premier arrivé, premier a quitter
LIFO Dernier arrivée, premier a quitter
FCFS | Premier arrivé, premier servi
LCFS | Dernier arrivé, premier servi

L'intensité du trafic

Le nombre de serveurs

Loi exponentielle

Loi générale

Loi constante (déterministe)

Loi d’Erlang d’ordre k

Loi hyper exponentielle

Le nombre moyen de clients dans le systéme

Le nombre moyen de clients dans la file

Le temps moyen de séjour dans le systéme

Le temps moyen de séjour dans la file

Le nombre de clients dans la file

La récompense d’un client aprés son service

Le colt d’attente par unité de temps

Le colt fixe d’entrée dans le systéme

Le colt d’inspection

La probabilité d’inspection

La probabilité de quitter sans inspecter

La probabilité de rejoindre la file sans I'inspecter

Le taux d’entrée

Le gain d’un client qui quitte sans inspecter

Le gain d’un client qui inspecte la file et rejoint

Le gain d’un client qui rejoint sans inspecter

Le taux de panne

Le taux de réparation

w:UQ""\..QSuUQmNQUo;U:UD%ﬁ:UQZQg S,.Qb‘b‘;;.:g-q TN |w o

La compensation en cas de panne

S
o

La limite d’entrée dans le systéme ou seuil




100

L’état du serveur

a(i) La part du marché de chaque serveur
Un Le taux faible de service
W Le taux élevé de service
k La taille du groupe

L'action choisi par le joueur i




Liste des figures

Figure 1.2-1

Figure 1.2-2 :

Figure 2.4-1
Figure 2.5-1
Figure 2.9-1
Figure 3.4-1

Figure 3.8-1 :
Figure 3.8-2 :

Figure 3.8-3
Figure 4.1-1
Figure 4.1-2

Figure 4.1-3 :
Figure 4.1-4 :

Figure 4.2-1

: forme stratégique du jeu de pierre-papier-ciseaux

le jeu pierre-papier-ciseaux sous forme extensive

: graphe du processus de naissance et de mort

: systeme de file d'attente

: graphe de transition de la file M /M /1

: graphe de transition d'une file d'attente M/M/1 avec panne
la file d'attente M/M /1 avec temps d'intallation

: graphe de transition de la file M2/M /1 observable

file d’attente M/M /1 observable temps d'installation et structure _
: file d'attente MM1 presque observable avec temps d'installation___

: forme extensive du jeu associé au modeéle M2/M/1 observable
modele M2/M/1 observable et avec récompense-coiit(R,C)
file d'attente M2/M/1 non observable

: graphe de transition de la file Mk /M /1 observable

16
16
26
27
30

36

40
42
45
53

57

58
59
64




Introduction générale

L'origine des études sur les phénoménes d’attente remonte aux années “1909-1920" avec les
travaux de lingénieur danois Anger Krarup Erlang (1878-1929) concernant le réseau
téléphonique de Copenhague. A partir des années 1930, la théorie des files d’attente adopte
un langage de plus en plus mathématique qui a été développée notamment grace aux
contributions de Palm, Kolmogorov, Khintchine, Pollaczek, .... Et fait actuellement toujours
I'objet de nombreuses publications scientifiques. Cette théorie s’est ensuite étendue 3 de
nombreux champs d’applications comme la gestion de stocks, les télécommunications en
général, la fiabilité des systémes complexes, les réseaux téléphoniques, la modélisation des
systémes de production, ... .

Les files d’attente peuvent étre considérées comme un phénoméne caractéristique de la vie
de tous les jours, un outil d’analyse et de modélisation. L’étude mathématique des
phénomeénes d’attente constitue un champ d’application des processus stochastiques. Il y a
file d’attente chaque fois que certaines entités appelées “clients” se présentent d’une
maniere aléatoire a des “stations” afin de recevoir un service dont la durée est généralement
aléatoire.

Les problémes liés a I'attente dans un centre de service sont rencontrés partout et a tout
moment dans notre société. D’amples exemples en découlent :

v' Attente & un guichet (caisse dans un supermarché, administration)
v' Trafic urbain ou aérien

V' Circulation de piéces dans un atelier

v' Réseaux téléphoniques

V" Programmes dans un systéme informatique

Cependant, nous assistons dans ces derniéres décennies d une tendance visant 3 étudier les
systemes de files d’attente d’'un point de vue économique. Une certaine structure
récompense-coiit (R, C) est imposée sur les systémes d’attente reflétant le désir du service
par les clients et leurs mécontentements d’attente.

Il est également accordé aux clients de prendre des décisions concernant leurs actions dans le
systeme. lls ont le pouvoir de décider s'il est nécessaire de rejoindre ou de quitter le systeme
dans le but de maximiser leurs profits espérés. Compte tenu du fait que les autres clients ont
le méme but, la décision prise par un client influe sur la décision des clients potentiels. Nous
assistons alors a une situation de jeu entre les clients.

Sachant que I'objectif des clients est de maximiser leurs gains, ces derniers se posent la
question suivante : quand est ce que je dois rejoindre le systéme ou bien quitter ?

Il existe généralement deux cas :

- Le cas observable : dans lequel les clients observent la longueur de la file avant de
prendre leurs décisions.




- Lecas non observable : ou les clients n’ont aucune information sur la taille du systéme.

La notion de théorie des jeux en files d’attente markoviennes a été initié par P.Naor (1969)
[29] qui étudia une file d'attente M/M/1 avec une structure récompense-coiit en supposant
que les paramétres de service sont parfaitement connus et que I'actuelle information sur I'état
du systeme est annoncée. Edelson et Hildebrand (1975) [16] ont étudié la version non
observable de Naor dans laquelle les clients ne connaissent pas la longueur de la file 3 leurs
arrivées. De nombreux articles font suite aux travaux de Naor (1969) et étudient le réle de la
fourniture d’information dans d’autres modeles de files d’attente [7], [9], [15],[18], [20], [21],
[34), ...

Dans la file observable, les clients décident de rejoindre la file si la longueur de celle-ci est
inférieure a un certain nombre seuil n, et décident de quitter sinon. Lorsque la file n’est pas
observable, les clients entreront alors avec une probabilité p.

Ce manuscrit est composé de quatre chapitres partitionnés comme suit :

- Le premier chapitre est consacré a l'introduction et la présentation de quelques
éléments de base de la théorie des jeux,

- Quant au deuxiéme chapitre, il est consacré a la présentation des quelques notions de
la théorie des files d’attente que nous utiliserons dans les chapitres suivants,

- Le troisieme chapitre touchant la partie clé de ce manuscrit donne quelques modeles
de files d’attente via la théorie des jeux,

- Et enfin le dernier chapitre ou I’'on trouve notre apport est consacré a I'étude des

modeéles markoviens avec arrivées par groupe de taille fixe, ol nous avons considéré
en premier lieu le modeéle M2 /M /1 avec structure récompense-coiit en déterminant
le régime transitoire et le régime stationnaire afin de calculer les paramétres de
performances dans les deux cas (observable et non observable).
Et ensuite faire une généralisation de I'étude sur le modéle M*¥/M/1, k > 2, ol nous
avons fait une analyse mathématique comme dans le modéle précédent qui a été
cléturé par une bréve explication sur les avantages et les inconvénients des deux cas
en matiere de prise de décision.




I Notions d’éléments de la théorie de
jeux

Historiquement, la théorie des jeux est née a la frontiére des mathématiques et de I’économie,
et s’est ensuite développée dans ces deux domaines tout en trouvant d’autres champs
d’applications notamment en biologie (dynamique des populations), et plus récemment en
informatique (cryptographie, théorie algorithmique des jeux, vérification de preuve,...).La
théorie des jeux peut étre définie comme I'étude mathématique des interactions stratégiques
entre plusieurs agents rationnels (preneurs de décision).

En effet, dans la vie contemporaine, des preneurs de décision (hommes politiques,
consommateurs, producteurs, comités d’entreprises, citoyens, ..) ont a faire un choix parmi
plusieurs actions possibles.

Dans un grand nombre de problémes décisionnels, les deux premiers aspects suivants sont au
moins présents :

- ily a au moins deux preneurs de décision,

- il'y a une interaction entre les décisions dans le sens ol I'issue finale pour un des
preneurs de décision dépend non seulement de I'action qu’il a choisie, mais aussi des
actions choisies par d’autres décideurs.

- llyaun ou plusieurs éléments d’incertitude.

Un des buts de la théorie des jeux est d’abord de créer des modéles mathématiques de bases.
Ces modeles essaient de synthétiser tous les éléments essentiels pour décrire I'interaction,
puis d’introduire des concepts de solutions pour décrire les issues possibles d’un jeu, et enfin
d’appliquer ces outils pour mieux comprendre les phénoménes sociaux.

Notre objectif dans ce chapitre n’est pas de donner un état d’art exhaustif sur la théorie de
jeux, nous voulons juste introduire quelques concepts qui nous seront utiles dans la suite de
ce manuscrit.




1.1 Qu’est-ce qu’un jeu ?

Un jeu est une situation ol des joueurs sont conduits a faire des choix stratégiques parmi un
certain nombre d’actions possibles et dans un cadre défini a 'avance qui seront les régles du
jeu. Le résultat de ces choix constituant une issue du jeu a laquelle est associé un gain(ou
payement), positif ou négatif pour chacun des participants.

1.1.1 Joueurs

Un joueur est un acteur qui devra au cours d’un jeu prendre une ou plusieurs décisions. Il peut
étre une personne, un groupe de personnes, une société, une région, un parti politique, un
pays ou méme la nature. Si dans un jeu, il y a N joueurs (N > 2) qui participent au jeu, on
noteraparJ = {1,2,3,...., N} 'ensemble des joueurs.

1.1.2 Quelques exemples de jeux les plus familiers

Nous pouvons citer :

1.1.2.1 Le dilemme du prisonnier
Ce jeuest un exemple trés célébre dans la théorie de jeux, il s’explique par :
Une mise en scéne deux individus séparément aprés avoir été pris en flagrant délit
d’infraction. De plus, la police les soupgonne d’avoir commis un crime mais ne peut pas le
prouver. Pour ce fait, la police propose a chaque prisonnier de dénoncer son acolyte (afin de
pouvoir I'inculper du crime), la police promet que :

e  Siun prisonnier est le seul a avoir dénoncé I'autre, il sera immédiatement libéré et

I'autre sera condamné a 5 ans de prisons.
e Siles deux prisonniers gardent le silence, chacun sera condamné & 1 an de prison.
® En cas de dénonciation mutuelle, chacun sera condamné d 4 ans de prison.

1.1.2.2 Le jeu de pierre-papier-ciseaux

Le jeu de pierre-papier-ciseaux est aussi un jeu trés connu, il met en scéne deux individus qui
choisissent simultanément un élément dans I'ensemble {pierre, papier, ciseaux}. S'ils ont
choisi le méme élément, alors le jeu est nul ; dans le cas échéant, papier gagne sur pierre,
pierre gagne sur ciseaux et ciseaux gagne sur papier.

1.1.3 La rationalité des joueurs

Pour la rationalité des joueurs ; nous faisons recours a la rationalité parfaite qui est la capacité
de compréhension du jeu, de calcul et de raisonnement par induction 3 rebours (backward
induction). Et également a la connaissance commune du jeu qui s’explique par :

« Chaque joueur comprend le jeu et il sait que les autres comprennent aussi le jeu et il sait
qu’ils savent qu’il comprend le jeu et il sait qu’ils savent qu’il sait qu’ils com prennent le jeu »
[30], etc.

1.1.4 Les stratégies
> Stratégies pures

Une stratégie pure d’un joueur i est un plan d’action qui prescrit une action de ce joueur a
chaque fois qu’il est susceptible de jouer. On not par S; 'ensemble des stratégies pures du




joueur i et par s; € S; une stratégie pure de ce joueur et |S;| = m; le nombre de stratégie du
joueur i.

> Stratégies mixtes
Une stratégie mixte dans un jeu fini (ie |S;| = m; < +0) est une distribution de probabilités
a définie sur 'ensemble des stratégies pures du joueur i. On notera par:
m;

A’l’m: {a = (all aZJ ...,a'mi) € Rmi’z a] = 1 ’ a] —>" 0 ’V] = 1' mi (1'1)
=1

L'ensemble des stratégies mixtes du joueur i € J ou a; est la probabilité que le joueur i joue
sa stratégie s; € S;.

1.1.5 L’utilité (le gain)

C’est une fonction attribuée a chaque joueur et représentant son gain. Elle est aussi utilisée
pour définir les préférences des joueurs. La fonction d’utilité est plus élevée pour un choix de
décision donné si le joueur préfére cette décision par rapport 3 une autre.

Pouri € ] ={1,2, ..., N}, on associe une fonction d’utilité U; définie sur 'ensemble

S= H;LlS,- — R des issues possibles du jeu :

N
Ui : I_—IS] - R
J=1

s €S- Ui(s)
1.2 Modélisation des jeux

Les jeux peuvent étre modélisés sous plusieurs formes représentatives. Nous distinguons deux
formes de représentations des jeux [6]. Les jeux sous forme normale et les jeux sous forme
extensive.

1.2.1 Jeux sous forme normale (forme stratégique)

Un jeu sous forme normale, également connu sous forme stratégique est la représentation la
plus familiére des interactions stratégiques dans la théorie des jeux. Cette représentation est
donnée par:

v Unensemble ] = {1, 2, ..., N} des joueurs

v" Pour chaque joueur i, un ensemble de stratégie S; pour chaquei € ]

v" Pour chaque joueur i, une fonction d’utilité U; = ]—[53’=1 S;j = R qui a chaque
ensemble de stratégies, associe le gain du joueur i [24].

Ce qui nous permet d’écrire un jeu sous forme stratégique de la maniére suivante :
<] {Si}ie {Ui}iey > (1.2)

La représentation sous forme normale du jeu pierre-papier-ciseaux est la suivante :




A - pierre papier ciseaux
pierre (0,0) (-1, +1) (+1,-1)
Papier (+1,-1) (0, 0) (-1, +1)
ciseaux (-1, +1) (+1,-1) (0, 0)

Figure 1.2-1 : forme stratégique du jeu de pierre-papier-ciseaux

1.2.2 Jeux sous forme extensive (développée)

Un jeu sous forme extensive est défini par :

v" Unensemble fini ] = {1,2, ..., N} des joueurs

v Un ensemble fini qui est composé de nceuds et d’'un ensemble de branches
représentant les alternatives a chaque coup.

v" Une fonction de nommage qui indique a chaque noeud quel est le joueur qui doit jouer

v" Une fonction de gains qui associe a chaque nceud terminal un vecteur de nombre
représentant les gains de chacun des joueurs

v Une partition de nceuds en un ensemble d’information représentant les croyances des
joueurs.

La figure ci-dessous donne un exemple illustratif du jeu pierre-papier-ciseaux sous forme
extensive

Joueur 1

pierre ciseau papier
papier _ pier
pierre /ciséaux Plerre /ciseaux

0,0)
(1,-1) (-1,1)
(L) (00) -1

(0,0) (1,-1) (-1,1)

Figure 1.2-2 : le jeu pierre-papier-ciseaux sous forme extensive




1.3 Classification des jeux
Il existe plusieurs classifications de jeux dont nous définirons quelques catégories.

1.3.1 Selon ’ordre

e Jeux statique

Les jeux statiques sont les jeux les plus simples que I'on peut rencontrer en théorie de jeux et
se définissent par un choix simultané des actions des joueurs en recevant ensuite leurs gains
respectifs [6]. La représentation adéquate de ce jeu est la forme normale.

e Jeux séquentiels

Un jeu est dit séquentiel lorsque les joueurs interviennent les uns aprés les autres. La
représentation la plus adéquate est la forme extensive [14].

1.3.2 Selon les relations entre les joueurs
L'une des caractéristiques fondamentales de la théorie des jeux est que le sort de chaque
participant dépend non seulement des décisions qu’il prend, mais également des décisions
prises par d'autres participants. Le choix optimal pour un joueur dépend donc généralement
des choix des autres joueurs. Il convient alors de distinguer deux grandes familles de jeux a
savoir : les jeux coopératifs et les jeux non coopératifs.

e Jeux coopératifs

Un jeu est dit coopératif (ou coalitionnel) lorsque les joueurs peuvent passer entre eux des
accords qui les lient de maniére contraignante (contrats, lois, sanctions, ...). On dit alors qu’ils
forment une coalition dont les dont les membres agissent de concert [6].

e Jeux non coopératifs

Contrairement aux jeux coopératifs, un jeu est non coopératif lorsque chaque joueur cherche
a maximiser son gain en tenant compte de la stratégie des autres. Donc il est impossible de
former des coalitions.

1.3.3 Selon les gains des joueurs
Dans ce paragraphe, nous nous intéresserons aux jeux non coopératifs, qui se divisent en deux
grandes familles également, a savoir : les jeux 3 somme nulle et les jeux 3 somme non nulle.

e Jeux a somme nulle

Les jeux a somme nulle sont les jeux ol la somme des fonctions de paiement des joueurs est
nulle. Dans ce type de jeu, les intéréts des joueurs opposés, donc le conflit est total et il n'ya
pas de coopération possible.

e Jeux a somme non nulle

Un jeu a somme non nulle se définit comme étant un jeu ot au moins pour une situation de
jeu, la somme des gains des joueurs n’est pas nulle.




1.3.4 Selon I’information
Nous distinguons :

e Les jeux a information parfaite

Ce sont des jeux dans lesquels les joueurs accomplissent des actions les uns apres les autres,
dans un ordre prédéterminé en connaissant a tout instant les actions déja choisies (les actions
passées des autres joueurs).

e Les jeux a information imparfaite

Un jeu est a information imparfaite si I'arbre de jeu comporte au moins un nceud ol un joueur
n’observe pas toutes les actions passées.

e Jeux a information compléte

Un jeu est a information compléte si tous les joueurs ont une connaissance parfaite de la
structure du jeu [28], c’est-a-dire 'ensemble des joueurs, les préférences des joueurs, les
régles du jeu et le type d’information de chaque joueur et I'histoire du jeu.

e Jeux a information incompléte

C’est un jeu ol au moins un des joueurs ne connait pas parfaitement la structure du jeu.

1.4 Jeux finis et jeux infinis

Un jeu est fini si 'ensemble des stratégies de chaque joueur est fini. En d’autres termes un jeu
estfinisi Vi€ J,l'ensemble S; contient un nombre fini de stratégies.

Ce qui nous permet de dire qu’un jeu est infini s’il existe au moins un i € | tel que 'ensemble
S; est infini.

1.5 Les jeux symétriques
Un jeu est dit symétrique si tous les joueurs ont les mémes stratégies et les mémes gains.

1.6 Concept de solution

L’analyse d’un jeu permet de prédire I'équilibre qui émergera si les joueurs sont rationnels.
Un équilibre est un état ou une situation dans laquelle aucun joueur ne souhaite modifier son
comportement un fois connu le comportement des autres joueurs. Parmi les résultats
possibles, nous devons déterminer ceux auxquels le jeu peut aboutir : les résultats du jeu.

La solution idéale correspond a un équilibre unique et nous pouvons dans ce cas prédire la
solution précise de cette situation conflictuelle. Néanmoins, on a souvent des équilibres
multiples, et parfois il n’existe méme pas d’équilibre. Nous donnerons quelques exemples
d’équilibre dans les paragraphes qui suivent.

1.6.1 Equilibre de Nash

L’équilibre de Nash doit son nom au mathématicien et économiste américain John F Nash qui
a introduit ce concept en 1950. Cette notion d’équilibre désigne une situation ol chacun des




joueurs maximise ses gains. Il décrit également une issue du jeu dans laquelle aucun joueur
ne souhaite modifier sa stratégie compte tenu de la stratégie de chacun de ses rivaux.

e Equilibre de Nash en stratégie pure

Une situation s™ = {s7, 53, ..., Sy} € S est un équilibre de Nash en stratégies pures du jeu (1.2)
si:

Ui(S;= ,Sii) = Ui(Si ,S:i),VSi ESi , Vi 6] (13)
Avec

S—i = (81,52, 5 Si—1, Si41s oo ee, SN)

Autrement dit, un équilibre de Nash correspond a une situation ol aucun joueur n’a intérét a
dévier unilatéralement de la situation d’équilibre.

e Equilibre de Nash en stratégies

Un équilibre de Nash en stratégies mixtes pour le jeu (1.2) est un ensemble de stratégies
mixtes a * tel que :

Ui(a; ,aZ;) = Ui(e;,a;) ,Va €Ay, ,Vie] (1.4))

Avec
m;
Ami:. {a = (al,az, ....,ami) ele,a] 2 O,Vj = ]-'m iza] = 1}
j=1

Ainsi, tout équilibre de Nash en stratégies pures est aussi un équilibre de Nash en stratégies
mixtes. Etil a été démontré que tout jeu fini admet au moins un équilibre de Nash en stratégies
mixtes.

1.6.2 Equilibre de Pareto

Onditque$ € S est un équilibre de Pareto du jeu (1.2) si pour n’importe quelle situation § e S,
le systeme d’inégalités suivant est vérifié :

U;i(8:) = Ui(8;) , dont au moins une est stricte V i €] [12]

1.7 Dominance
1.7.1 Stratégie strictement dominée

Etant donné le jeu (1.2), une stratégie s; € S; du joueur i est dite strictement dominée s’il existe
si'€ S telle que :

VsieS,Ui(si,sq) < Ui(si',s.) (1.5)

Ce qui nous permet de dire que s; est strictement dominée par s;’ ou que s;' domine
strictement s;.




1.7.2 Stratégie faiblement dominée

Une stratégie s; € S; du joueur i est dite faiblement dominée si :
3si'e S, telle que V s;,U(s;,s;) < Ui ,s2)
1.7.3 Equilibre en stratégie dominante

Une stratégie s; € S est strictement dominante si elle domine toutes les autres stratégies [8].
Formellement,

Vie],Vsi'eS;,U(si,sq) > U(si,s) (1.6)
Une conséquence quasi-immédiate de la définition est :

Proposition 1.7.1 [8] : Si une stratégie s;€S; est strictement dominante, alors elle est
unique a avoir cette propriété.

Si un joueur a une stratégie dominante, on peut alors penser que cette stratégie constitue un
bon choix. Pour chaque choix des autres, elle donne le meilleur gain possible.

1.8 Jeux a deux joueurs

Les jeux a deux joueurs ou duels regroupent la plus grandes partie des jeux courants, comme
les échecs, les dames, ou encore les deux équipes. Nous définissons ce jeu comme étant un
cas particulier du jeu défini par la relation (1.2) lorsque I'ensemble des joueurs est réduit a
deux (N = {1,2}) et chacun des joueurs a un nombre fini de stratégies.

Dans ce qui suit, nous présenterons les principaux résultats concernant les jeux a deux
joueurs ; ces derniers comportent deux catégories a savoir : jeux finis @ somme nulle et
somme non nulle.

1.8.1 Jeux matriciels

Un jeu matriciel est un jeu fini a deux joueurs a somme nulle. Il est dit matriciel car il peut &tre
complétement identifié par la matrice de gains d’un des joueurs. Ce jeu est représenté comme
suit :

J=<31152;A> (1.7)
Avec:
% S1 = {X1,%2,..,%Xm,} est 'ensemble des stratégies du joueur P,
% S2 = {¥1,Y2,,Ym,} est l'ensemble des stratégies du joueur P,
* A= (ay),i=1my,j=1,m;: (ay) est le gain du premier joueur quand

il joue sa tratégie x; € Sy et le deuxieme joueur sa stratégie y; € S,




e Concept de solution

Le concept d'équilibre de Nash dans les jeux a deux joueurs & somme nulle correspond au
point selle donné par la définition suivante :

Définition 1.8.1 :

On appelle point selle ou équilibre de Nash, un couple (x;.,y;.)eS; X S, telle que:

aj j« < Qi jx < ai*jVi= 1,m1,j = 1,m2
1.8.2 Jeux bi-matriciels

Un jeu a deux joueurs a somme nulle peut é&tre représenté par deux my X m, -matrices A et
H, ou A est la matrice de gains du joueur (P;), et H la matrice de gains du joueur (P2). Pour
les deux matrices, les lignes correspondent aux stratégies pures de (P1) etles colonnes a celles
de (P;) d’ol I'appellation de jeu bi-matriciel.

Lorsque les deux joueurs choisissent leurs stratégies pures x; € S; et Yj € S, la situation qui
en résulte est décrite par le couple (x;,y; ). Un tel jeu est représenté de la maniére suivante :

(72=<Sl ISZIAJH> (1-8)
Avec

% S1 et S, définies dans le jeu (1.7)
% Aestla matrice de gains du joueur (P1) définie par la relation suivante :

A=(ay) olu(ay) =Us(x;,y;), Vi=1Lmy,j=1,m,

% H est la matrice de gains du joueur (P,) définie par :
H = (h-ij) ou (hij) = Uz(xi,J’j) , Vi=1my,j=1m;
e Concept de solution

Définition 1.8.2 : une situation (x;, ,y;.)€e S1 X S, esten équilibre de Nash du jeu bi-matriciel
(1.8) si:

Qi j* = a,-j*,Vi = 1,m1

N

hi* J* = hi* j:vj = 1'm

1.9 Conclusion :

Ce chapitre a été consacré a la présentation des notions de base de la théorie de jeux qui nous
seront utiles pour les chapitres qui suivent. Dans le chapitre 2, nous donnerons quelques




rappels sur les processus stochastiques et les files d’attente Markoviennes afin de mieux
comprendre les analyses des systémes d’attentes que nous avons abordées dans ce travail.




2 Processus  stochastiques et files
d’attente Markoviennes

L'évaluation de performances des systémes est un domaine qui prend de plus en plus
d'importance. Etant donné que les paramétres de performances sur le systéme réel ne
peuvent étre mesurés directement, il s’agit donc de proposer un formalisme mathématique
permettant de le décrire au mieux. D’ ou I'importance de I'étape de modélisation.

Nous présenterons briévement quelques définitions et principaux résultats sur les processus
stochastiques et les files d’attentes. Nous parlerons en particulier des files d’attente
Markoviennes et nous nous attarderons également sur I’analyse du modéle M /M /1.

2.1 Processus stochastiques
On peut définir un processus stochastique comme étant une famille de variables aléatoires
(v-a) {X;,t e T} indexées par le temps t ou T est un ensemble (dénombrable ou non) et
X(t) représente I'état du processus [13]. Les mots « processus » et « stochastique » signifient
respectivement « fonction », « aléatoire ». Alors qu’une variable aléatoire X associe a chaque
w € ) une réalisation, un processus stochastique {X;, t € T} associe a chaque w une fonction
(ou trajectoire) donnée par :

X: T—-E

t = X(w)

Ou E est I'espace d’arrivées des variables aléatoires X, appelé également espace d’états du
processus.

2.1.1 Processus de comptage
Soit N(t) le nombre d’événements se produisant dans lintervalle de temps [0,t] en
supposant que N(0) = 0. Nous cherchons 3 déterminer la distribution de cette valeur
aléatoire discréete.
Soit  (Sn)n,. le temps d’occurrence du n iéme événement, le processus {N(t),t = 0} est
appelé processus de comptage associe a (Sp)n,. Si ses réalisations sont des fonctions en
escalier non décroissantes [25].
Tout processus de comptage vérifié les deux propriétés suivantes :

v’ pourt = 0,le nombre N(t) est a valeurs entiéres positives,

v N(u +t) — N(u) représente le nombre d'événements se produisant dans

l'intervalle semi-ouvert lu,u + t]




Voici quelques exemples ol I'on s’intéresse au comptage du nombre d’occurrences d’un
événement :

= [es appels téléphoniques a un standard,

= |es prises de poissons d’un pécheur,

= Naissances d’individus,

= Arrivées de clients dans un guichet,

= [’occurrence d’accidents dans une entreprise,
= le nombre d’étudiants présents dans une salle,
= Pannes de machines dans une usine... .

2.1.2 Processus de Poisson
Un processus de comptage {N(t),t = 0} tel que N(0) = 0 est un processus de Poisson s'il

satisfait aux trois conditions suivantes [2] :

v" N(t) est homogéne dans le temps : i.e. le nombre d’événements se produisant dans
un intervalle de temps [0 , t] ne dépend que de t. Autrement dit :

P(N(s+t)—N(s) = k) = P(N(t) = k) = P(t)

v N(t) est a accroissements indépendants : i.e. le nombre d’événements se produisant
dans des intervalles de temps disjoints sont indépendants :

P(N(s+t)—N(s) =k,N(s)=j) =P(N(s+t) —N(s) = k) * P(N(s) = )
= Py(t) * P;(t)

v La probabilité que deux événements ou plus se produisent dans un petit intervalle (At)
est négligeable par rapport a la probabilité qu’il n’y ait qu’un seul événement. i.e. :

o(At) (k> 2)
P (At) = S AAt + o(At) k=1
1—AAt+ o(At) (k=0)

Le coefficient A est appelé intensité du processus de Poisson.

2.1.3 Loi d’un processus de Poisson
La distribution de probabilités d’'un processus de comptage N(t) satisfaisant aux trois
conditions précédentes est donné par :

(At)*
k!

P(N(t) = k) = Pk(t) = -t

* e

Dont I'espérance et la variance sont données par :

EIN®)] = At etvar[N@®)] = At




2.1.4 Loi exponentielle

Une variable aléatoire T a valeurs dans R, suit la loi exponentielle de paramétre 1 > 0 si sa
fonction de densité est donnée par: f(t) = Ae.

Sa fonction de répartition sera alors donnée par : F(t) =1 —e % , son espérance est :
E(T) = %; et sa variance est var (T) = 712-

NB : /a loi exponentielle est caractérisée par la propriété d’absence de mémoire que I'on

exprime formellement par :
Vs,t=20;P(T>t+s|T>s)=P(T>t)

2.1.5 Processus de Poisson et loi exponentielle

Soit {N(t); t = 0} un processus de Poisson de paramétre A et T, la durée entre I'avant dernier
et le dernier événement (i.e. (n — 1)iéme et n iéme événement). Nous avons les deux
théorémes suivants :

Théoréme 2.1.1. [2] : les temps d’attentes T, d’un processus de Poisson de paramétre A sont
des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (iid) suivant une loi
exponentielle de parametre A.

Théoréme 2.1.2.[2] : un processus de comptage {N(t); t = 0} est un processus de Poisson de
parameétre A si les intervalles de temps entre deux événements consécutifs sont des variables
aléatoires iid obéissant a la méme loi exponentielle de paramétre A.

2.2 Chaine de Markov a temps discret

On considére un processus stochastique {X,},.ny @ espace d’état discret et a temps discret. E
est I'espace d’état, il peut étre de dimension finie ou infinie (mais dénombrable car
discret).{Xn}nen €St une chaine de Markov a temps discret s’il vérifie la propriété de Markov
suivante [5] :

P[Xn1 =jlXn =1, Xp_1 = in_q, oo e Xo =io] = P[Xn4q = jlXn = 1]

Pour tout n = 0 et pour tout état j,i,i,_4, ..., i €E.

Autrement dit, une chaine de Markov est un processus stochastique dont la dépendance au
passé est résumée par la seule observation présente.

Une chaine de Markov a temps discret est dite homogéne (dans le temps) si pour toute paire
d’états (i,)) et tout instant n :

P[Xp =j|Xn-1 =il = P[Xpsr = jlXpsr—1 = i Vk=0[31]

2.3 Chaines de Markov a temps continu

On considere un processus stochastique {X(t)};s, @ espace d’état discret et a temps continu.
E est I'espace d’état, il peut étre de dimension finie ou infinie mais dénombrable (car discret).
{X (t)}:20 est une chaine de Markov & temps continu si et seulement si [5]:

P[X(tn) = ]lX(t —1) e P ‘X(to) = io] = P[X(tn) :jlx(tn—l) = ip_1,

VnetV to <t1 < "'tn




Une chaine de Markov a temps continu est homogéne si :
PX(t +5) =jlX(s) = i] = P[X(t) = jIX(0) = {]

2.4 Processus de naissance et de mort

Utilisés plus particulierement en biologie, démographie, physique, sociologie, pour rendre
compte de I'évolution de la taille d’'une population, les processus de naissance et de mort
sont des chaines de Markov a temps continu dont I'espace des états est E et A sa matrice
génératrice telles que les seules transitions non négligeables possibles de i soit vers i+1
ou vers (i — 1) [11], et dont la matrice A = (a;;); jey Verifie :

a;; =0sili—jl =2

On note par:
Ai = a4, i=0,1,2,.. letauxdenaissance al’état i
Ui = aj j—q, i=0,1,2,.. letauxdemortal'étati (notonsque u, = 0)

Nous obtenons ainsi :
a;i = —Ai_ﬂi i=012,..
Les files d’attente de type Markovien (M|M) sont des cas particuliers trés importants des
processus de naissance et de mort.
La matrice génératrice de la chaine est comme suit :

\

—AO /‘lo 0 O 0
W —Ai— 4, 0 0

\. . ..../

Le graphe représentatif de ce processus est donné par la figure suivante :

Figure 2.4-1 : graphe du processus de naissance et de mort




2.5 Les files d’attente

Les files d’attente peuvent étre considérées comme un phénoméne caractéristique de la vie
contempo 1e. Elles sont rencontrées dans divers domaines d’activités comme :

Les guichets de poste, le trafic routier, les centrales téléphoniques, les ateliers de réparation,
etc. I'étude mathématique de ces phénomeénes constitue un champ d’application important
des processus stochastiques.

Un phénomene d’attente peut &tre décrit comme un systéme ol certaines unités appelées
« clients » désirent recevoir un service a un guichet et peuvent avoir 3 attendre que d’autres
clients soient servis.

Afin de spécifier complétement une file d’attente, nous devons donner ses caractéristiques 3
savoir : le processus d’arrivée des clients, le temps de service ainsi que la structure et la

discipline de service de la file d’attente.

2.5.1 Le processus d’arrivée

L'arrivée des clients dans une station sera décrite a I'aide d’un processus stochastique de
comptage {Ni};>g -

Soit A, la variable aléatoire mesurant I'instant d’arrivée du n*™¢ client dans le systéme avec
Ao = 0. Soit T, la variable aléatoire mesurant le temps séparant I'arrivée du (n — 1)%me
client et du n*®™¢ client, alors on aura alors : T.=A4,—A,_1.

Nous représentons un systéme de file d’attente par ce schéma ci-dessous :

File d’attente (buffer)

Serveur

Arrivée des clients Départ des clients _

4

A 4

A

Systéeme d’attente

Figure 2.5-1 : systéme de file d'attente

2.5.2 Le temps de service

Soit Dy, la variable aléatoire mesurant I'instant de départ du n®®™¢ client du systéme et soit B,
la variable aléatoire mesurant le temps de service du n**™¢ client (le temps séparant le début
de la fin du service).

Un instant de départ correspond toujours a une fin de service, mais ne correspond pas
forcément a un début de service. Il se peut en effet qu’un client qui quitte la station laisse
celle-ci vide. Le serveur est alors inoccupé jusqu’a I'arrivée d’un nouveau client.




Nous considérerons des stations dont les temps de service consécutifs sont décrits par les
variables aléatoires {By},»1 indépendantes et identiquement distribuées (iid). Si nous notons

2 . g 1 g
le taux de service par y, alors la durée moyenne de service est " Et notons également que la
distribution du temps de service la plus simple & étudier (et donc la plus couramment
employée) est la distribution exponentielle. Cependant, la propriété de « sans mémoire » de

cette loi fait que celle-ci n’est pas généralement trés réaliste pour modéliser les phénoménes
réels. On est souvent obligé de recourir & d’autres distributions de service.

2.5.3 Structure et discipline de la file
> Nombre de serveurs

Une station peut disposer d’un ou de plusieurs serveurs en paralléle. Soit s le nombre de
serveurs. Dés qu’un client arrive a la station, soit il y a un serveur libre et ce client entre
instantanément en service, ou soit tous les serveurs sont occupés et le client se place
automatiquement dans le buffer en attendant Ia libération d’un serveur.

Pour définir une station multiserveur, il faut définir la distribution de service de chacun des
serveurs. La plupart du temps, les serveurs sont supposés identiques (ils posseédent donc la
méme distribution) et indépendants les uns des autres.

> La capacité de la file
La capacité de la file a accueillir des clients en attente de service peut é&tre finie ou infinie. Soit
K la capacité de la file (incluant le ou les clients en service). Dans une file a capacité illimitée,
nous avons K = +oo. Lorsque la capacité de la file est limitée et qu’un client trouve cette
derniére pleine, alors ce client sera perdu.
> Discipline de service
La discipline de service détermine 'ordre dans lequel les clients sont rangés dans la file et y
sont retirés pour recevoir un service. Les disciplines les plus courants sont [32] :
= FIFO (First In First Out) ou FCFS (First Come First Served) : c’est la file standard dans
laquelle les clients sont servis selon leur ordre d’arrivée. Notons que les disciplines
FIFO et FCFS ne sont pas équivalentes lorsque la file contient plusieurs serveurs. Dans
la premiére, le premier client arrivé sera le premier & quitter la file, tandis que dans la
deuxieme, il sera le premier a commencer son service. Rien n’empéche alors qu’un
client qui commence son service apreés lui, chez un autre serveur, termine avant lui.
= LIFO (Last In First Out) ou LCFS (Last In First Served) ou DAPS (Dernier Arrivé Premier
Servi) : cela correspond a une pile, dans laquelle le dernier client arrivé (donc posé sur
la pile) sera le premier traité (retiré de la pile). A nouveau, les disciplines LIFO et LCFS
ne sont équivalentes que pour une file mono-serveur.
= RANDOM (aléatoire) : le prochain client qui servi est choisi aléatoirement dans la file
d’attente.
= ROUN-ROBIN (cyclique) : tous les clients de la file d’attente entrent en service a tour
de rdle, effectuent un quantum Q de leur temps de service et sont replacés dans la file
jusqu’a ce que leur service soit totalement accompli. Cette discipline de service a été
introduite afin de modéliser des systémes informatiques.




= PS (Processor Sharing) : c’est le cas limite de la discipline ROUND-ROBIN lorsque le
quantum de temps Q tend vers 0. Tous les clients sont servis en méme temps avec une
vitesse inversement proportionnelle au nombre de clients simultanément présents. Si

le taux de service est égal a p et qu’a un instant donné, il y a n clients a la station, tous

les clients sont donc simultanément servis avec un taux %

Remarque : dire que les n clients sont servis simultanément ne signifie absolument pas qu’ils
seront libérés simultanément.

2.5.4 Notation de Kendall

La plupart des files d’attente peuvent étre classifiées par une séquence de 6 symboles appelée
notation de Kendall. Ces symboles sont rangés dans 'ordre suivant :
A/B/C/D/E/F Tels que:
A :indique la distribution des temps d’inter-arrivées des clients
B : la distribution des temps de service
C:le nombre de serveurs
D : la capacité du systéeme
E : la capacité de la source
F : la discipline de la file
Les lois des deux premiers symboles (A et B) sont données par :
v M:loi exponentielle (Markovienne)
v' G : loi générale
v" D : loi constante (déterministe)
v Ey :loid'Erlang d'ordre k
v Hy, : loi hyper exponentielle
Lorsque la capacité du systeme et de la source sont infinies et la discipline est FIFO, on se
contente alors des trois premiers symboles.

2.6 Les files d’attente Markoviennes

Les files d’attente markoviennes sont celles pour lesquelles les inter-arrivées et les durées de
service sont exponentielles. Celles-ci sont caractérisées par le fait que le processus N(t);sq
qui représente le nombre de clients dans le systéme a I'instant t est de naissance et de mort.
Leur notation de Kendall sera de la forme M/M/ ...(M comme markovien).

2.7 Analyse mathématique

Nous nous intéressons en premier lieu au nombre de clients N(t) se trouvant dans le systéme
a linstant t et soit B,(t) = P[N(t) = n] les probabilités d’états définissant le régime
transitoire du processus {N(t),t = 0}.

Le régime stationnaire du processus stochastique {N;,t = 0} défini par les distributions
stationnaires de ce processus est : B, = girg Bt} = gl)rg P[N(t) = n] n=10,1,2,..

2.8 Caractéristiques d’un systéme de file d’attente
Nous pouvons obtenir d’autres caractéristiques du systéme a partir de la distribution
stationnaire du processus {N(t),t = 0) telles que :

e L :lenombre moyen de clients dans le systéme

e L,:le nombre moyen de clients dans la file d'attente

e W :le temps moyen de séjour d'un client dans le systéme




e W, : le temps moyen de séjour d'unclient dans la file d'attente.

2.8.1 Formule de Little

Le nombre moyen de clients dans le systéme est donné par :

L=EWN) = Z nB, (2.1)
n=0

Nous pouvons également écrire le nombre moyen de clients dans la file d’attente par :

Ly =E(N,) = X(n — P, (2.2)

Avec N, le nombre de clients dans la file d’attente.

Pour trouver W et I, nous faisons recours aux formules de Little données par le théoréme
suivant, plus précisément pour le modéle M/M/ 1.

Théoréme 2.8.1: [33]

. ., 1 .
Soient A le taux d’arrivée et ’ le temps moyen de service, on aura alors :

= AW
Ly = AW,
L=1 +/1
T B
W=W,+1/u

2.9 Description du modéele M/M/1

Considérons un systéme de file d’attente de capacité infinie et d’'un unique serveur. La
discipline de service de la file est FIFO. Le processus d’arrivée des clients est de Poisson de
taux A (ce qui veut dire que les inter-arrivées sont exponentielles de paramétre A), et le temps
de service d’un client est une variable aléatoire ayant une distribution exponentielle de taux
u. Ce systeme est connu sous le nom d’une file d’attente M/M/1

2.9.1 Caractéristiques de la file M/M/1

Soit {N(t),t = 0} le processus de naissance et de mort qui représente le nombre de clients
dans le systéme a l'instant t > 0 et P, ses probabilités d’états. Cette file est caractérisée par
le graphe de transition suivant :

1 A A A A A A
. AN S m
u # I u Iz u u
Figure 2.9-1 : graphe de transition de la file M/M /1

Les équations d’équilibre (équations de Kolmogorov) de ce systéme sont données comme
suit :




A
APy = uPy mPlzﬁ*Po pourn =20

A+ WPy = APy + uP,q pourn=1
A+ WP, = AP,_1 + UPpyq pour n=>1
En raisonnant par récurrence, on obtient :
Py= G Py

En posant p = %et en se servant du fait que les B, définissent une distribution de probabilité,

on peut alors écrire : Y75, B, = 1. Ce qui nous permet d’obtenir la probabilité P, = 1 — p.
D’ou I'expression finale des probabilités d’états est donnée par :

B = p*(1-p) (2:3)
Le nombre moyen de clients dans le systéme

Il s’écrit de la maniére suivante :

+00 +00
L= ) nhy= ) n(1-p)p"
n=0 n=0

+00
={L=p) Z np"
n=0

D’out L=, (2.4)

Le nombre moyen de clients dans la file

Il est également donné par:
+00
Ly = Z(n 1),
n=1
p? 22

MWD TR @

Le temps moyen de séjour dans le systéme

En utilisant les formules de Little, on obtient :
L A

1
W=7 u—21 1 u—2




Le temps moyen de séjour dans la file

De méme comme le précédent, le temps moyen de séjour dans la file peut &tre déterminé en
utilisant les formules de Little :

R N TR R
m=—-L— 2.7)
pp =2

2.10 Conclusion

Ce chapitre a été consacré a l'introduction de quelques notions de bases des processus
stochastiques qui gouvernent certains modeéles d’attente, 3 savoir les files d’attente
Markoviennes et nous nous sommes intéressés en particulier au modéle M/M/1.




3 Quelques modeles de files d’attente
Markoviennes via la théorie des jeux

En ce qui concerne I'application de la théorie des jeux en files d’attente Markoviennes, nous
distinguons deux types de travaux :

% Des travaux considérant que les joueurs sont les serveurs, ol les jeux sont simultanés
et non-coopératifs,

% Des travaux considérant que les joueurs sont les clients, ol les jeux sont considérés
séquentiels et non-coopératifs.

Le premier travail réalisé concernant ce théme a été effectué en 1969 par P. Naor sur un
modele M/M/1 ou il étudia le comportement des clients dans une station de péage [29].
Depuis ce, plusieurs travaux ont vu le jour [31], [9], [15], [10], [34], [21], [7], [16], [18], [20],
[22], ....

Ce chapitre consistera a présenter quelques modeéles de files d’attente markoviennes via la
théorie des jeux. Dans un premier temps, nous présenterons des modéles de jeux entre les
clients et dans un second temps, par ceux ou les joueurs sont les serveurs.

3.1 La file d’attente M/M/1 simple et observable

Cette littérature remonte a Naor (1969) qui suppose que les paramétres de service sont
connus et que I'actuelle « information sur I'état » est annoncée.

3.1.1 Le modele descriptif

Considérons une fille d’attente M/M/1/FIFO ou les clients arrivent selon un processus de
Poisson de taux 4, le service est considéré exponentiel de taux p.

Chaque client entrant dans le systéeme paye un coit fixe 8 d’entrée 3 la file, encourt également
un codt C par unité de temps aussi longtemps qu’il reste dans le systéme et regoit en retour
une récompense R une fois servi [29].

ATarrivée d’un client, s’il trouve n clients dans le systéme, alors sa durée moyenne de séjour
sera égale a la somme des n durées de séjour des clients qui le précédent plus (+) la durée

e . a ; P n+1
de séjour de lui-méme. Cette durée est donnée par : =

3.1.2 Le jeu associ€ a ce modele

Nous pouvons modéliser cette situation comme étant un jeu entre les clients. Chaque client
observe a son arrivée la longueur de la file et sélectionne une alternative sur deux : soit
« entrer », soit « quitter » pour de bon. Dés qu’un client i arrive dans le systéme et trouve n
clients, sa fonction de gain sera :




U = (R—@—e)j 3.1)

1 sileclientientre

Avecj = {0 si le client i quitte

Cette fonction est la méme pour tous les joueurs. On peut alors dire que ce jeu est symétrique.

Supposons qu’il n’existe pas de colit pour un client qui ne rejoint pas la file d’attente, mais si
un client décide d’entrer, alors il ne pourra plus revenir sur sa décision.

L'objectif était de trouver une taillen,, telle qu’au moment d’arrivée d’un client, si (t) < n,,
alors le client rejoint la file, sinon il quitte, sachant que {N(t), t = 0} représente le nombre de
clients dans le systéme a l'instant ¢.

3.2 File d’attente M/M/1 simple et non observable

Edelson et Hildebrand (1975) [16] ont étudié la version inobservable de Naor [29], dans
laquelle les clients prennent leurs décisions sans observer I'état du systéme.

Chaque client (joueur) a deux stratégies : {entrer, quitter}. La fonction d’utilité d’un client i
est U;(gq,p) donnée lorsque ce client utilise les stratégies mixtes (q,1 — q) et les autres
utilisent les stratégies mixtes(p, 1 — p). Cette fonction est donnée par :

UGa,p) = (R~ ) (3.2)

K —pi

L'objectif était de trouver I'équilibre de Nash en stratégies mixtes.

3.3 File d’attente M/M/1 avec possibilité d’inspection

Apres les travaux de Naor [29], Edelson et Hildebrand [14], un autre type de travaux qui
consiste a généraliser les travaux précédents du fait qu’il englobe les deux situations
(observable et non observable) a vu le jour [20].

3.3.1 Le modg¢le descriptif

Soit une file d’attente M/M/1, ol les clients arrivent suivant un processus poissonnien de taux
A et le service est exponentiel de tauxu.

A la question traditionnelle de rejoindre ou de quitter Ia file, nous ajoutons une troisieme
option dans laquelle les clients peuvent inspecter la longueur de la file et décider ensuite de
rejoindre ou de quitter.

Notons par C,, > 0 le colt d’attente par unité de temps, C; = 0 le colt d’inspection. Aprés
étre servis, les clients regoivent une récompense R > 0.

Supposons que chaque client inspecte la file avec une probabilité P;, quitte la file sans
I'inspecter avec une probabilité Pg, et rejoint la file sans I'inspecter avec une probabilité

P] == 1 = Pl = PB s
Le taux d’entrée sera alors :

2 _{(I—PB)A sin<mn,
e P, sin=n,

34




L'objectif d’un client étant de maximiser son gain, il sera alors nécessaire de calculer son
bénéfice. Notons par :

Ug : la fonction d'utilité d'un client pour le cas de quitter sans inspecter la file
Uj : la fonction d'utilité d'un client pour le cas de rejoindre la file sans l'inspecter
U; : pour le cas d'inspection

Ainsi on aura :

Uy =10 (3.3)
ne—1

U= Y R~ f“i("u—“% ¢ @
n=0

U = Z B.(R - E”l(n#—“—z) (3.5)
n=0

L'objectif de ce travail était de trouver les stratégies mixtes qui correspondent aux probabilités
PBI PI’ P]

Remarque 3.4.1:

Lorsqu’un client décide d’inspecter la file, alors nous nous retrouvons dans un jeu similaire &
celui défini par Naor, et si le client décide de ne pas inspecter la file, alors nous revenons dans
le jeu défini par Edelson et Hildebrand.

3.4 File d’attente M/M/1 avec panne du serveur

Un autre type de systéme d’attente réalisé par 0. Bountali et A. Economou [7] voit le jour
en étudiant le comportement des clients dans une file d’attente M/M/1 avec des retraits
complets en cas de catastrophe (panne du serveur).

3.4.1 Description du modéle

Considérons une file d’attente a serveur unique avec un espace d’attente infini (capacité de la
file), dans laquelle les clients arrivent selon un processus de Poisson de taux A. Les exigences
de service des clients successifs sont indépendantes et distribuées exponentiellement avec un
taux u. Le systeme est sujet a des catastrophes (pannes du serveur) selon un processus de
Poisson de taux €.

En cas de panne du serveur, tous les clients sont contraints d’abandonner le systéeme
prématurément sans étre servis. Le systéme est alors rendu inopérant et un processus de
réparation est activé. La durée de réparation est distribuée de maniére exponentielle de taux
n et au cours de la réparation, les arrivées ne sont pas acceptées. Supposons enfin que les
temps d’inter-arrivées, de service, d’inter-catastrophes et de réparation sont mutuellement
indépendants.

Nous représentons I'état du systéme a l'instant t par le couple (N(t),1(t)) ou N(t) est le
nombre de clients dans le systéme a l'instant t et I(t) I'état du serveur qui prend les valeurs
1 si le systeme est en fonctionnement et 0 si le systéme est en réparation.




Notons bien qu’a chaque fois que I(t) = 0, alors N(t) doit nécessairement étre égal a zéro.
Le graphe de transition de ce modéle est donné par la figure suivante :

A A A A A
—_— — e
(0,1) (1,1) @21) . e m1) e
A u u u U u

0,0)

4

Figure 3.4-1: graphe de transition d'une file d'attente M/M /1 avec panne
du serveur

3.4.2 Modélisation sous forme d’un jeu
Etant donné que I'ensemble des joueurs sont les clients, chaque joueur a pour alternatives :
®  Soit rejoindre la file (r)
= Soit quitter (q)
Les fonctions de gains des clients des joueurs different selon I'information disposée. Ces
fonctions sont données explicitement dans la section qui suit.

3.4.3 Les régles du jeu

Nous nous intéressons au comportement des clients (joueurs) quand ils ont la possibilité de
décider s’ils vont s’inscrire ou non. Nous modélisons ce cadre de décision en supposant que
chaque client recoit soit une récompense de R, unités pour avoir terminé son service, soit
une compensation de Rf unités au cas ou il serait contraint d’abandonner le systéeme en
raison d’une défaillance. De plus, un client doit payer un montant de C unités par unité de
temps aussi longtemps qu’il reste dans le systéme (en file d’attente ou dans I'espace de
service).

Nous supposons également que les clients sont neutres en matiére de risque et souhaitent
maximiser leurs bénéfices nets. Enfin, leurs décisions sont présumées irrévocables, c’est-a-
dire que ni la renonciation, ni les nouvelles tentatives de réprimande des clients ne sont
autorisées. Etant donné que tous les clients sont supposés indiscernables, nous pouvons
considérer cette situation comme un jeu symétrique entre eux.

Deux cas se présentent en ce qui concerne le niveau d’information disponible pour les clients
a leurs arrivées, avant que leurs décisions ne soient prises : le cas observable et le cas non
observable.

s Cas observable

Sans cette section, nous étudions le modéle supposant que le client qui trouve le serveur actif
observe le nombre de clients N(t) dans le systeme avant de décider d’entrer ou non.




Chaque joueur a pour alternatives : soit « entrer » ou soit « quitter ».
Le bénéfice net escompté d’un client qui observe n clients dans le systéme a son arrivée et
décide d'y entrer est donné par :

U U C 1
Usps = R 14 Re[1— ] ——[1 - "1l n>0 3.6
Telle que :
(M :l_ F "1 est la probabilité d'etre servi;
1 U " ,
z [1- (,u = f)”+ ] estle temps moyen d'attente

Les auteurs ont trouvé I'équilibre de Nash pour ce jeu.
% Cas non observable

Nous tournons maintenant notre intérét pour le cas non observable, dans lequel les clients ne
connaissent que les valeurs des paramétres du systéme, et des paramétres économiques
Rs, Ry et C. Mais n’observent pas I'état du systéme a leurs arrivées (c’est-a-dire N(t). Dans
ce cas, la fonction d’utilité d’un client est alors :

Unons(1,8) = ) Prns (e, 1). Uoss () (3.7
k=0

Avec Ppops(k, 1): la probabilité qu'il ait k clients dans le systéme lorsque le serveur
est actif.

I s’agit donc de chercher I'équilibre en stratégies mixtes tel qu’un client qui arrive entre avec
la probabilitéP,.

3.5 La file d’attente M/M/1 avec vacances

Tout comme dans les modéles précédents, I’objectif visé dans ce modeéle est la maximisation
du bien étre individuel et social des clients et également la détermination d’un meilleur taux
d’entrée dans le systéme [18].

3.5.1 Le modele

Considérons une file d’attente M/M/1/FIFO dans laquelle le service s’arréte en I'absence des
clients et n’est repris que lorsque de la file d’attente atteint une longueur critique "N"
donnée.sauf indication contraire, supposons que N > 1, sinon cela devient une file d’attente
normale. Nous pouvons dire que le serveur fait usage a la "N-politique".

3.5.2 Le jeu associé a ce modéle
Chaque client regoit une récompense de R unités pour un service rendu et un co(t d’attente
de C unités de temps pour le séjour effectué dans le systéme. On note alors par :




W : le temps moyen d'attente dans le systéme
W' : le temps moyen d'attente conditionnelle.
Nous pouvons associer deux différents jeux a ce systéme selon I'information dont on dispose.

«» Cas non observable
Les clients qui arrivent n’observent pas la longueur de la file. De toute évidence, toute
négligence (quitter) est toujours une stratégie en équilibre de Nash (avec N > 1). Si tous les
clients choisissent de quitter, alors le serveur ne reviendra jamais en fonction, donc 1 = 0 est
toujours un taux d’équilibre. Lorsqu’un client utilise les stratégies mixtes (g,1 — q) et les
autres les stratégies (p, 1 — p), alors la fonction d’utilité d’un client est :

U(q,p) =qR—-C.W) (3.8)

L’objectif est de trouver I'équilibre en stratégies mixtes, un taux d’entrée optimal et le "N" qui
optimise le bien-étre social.

% Cas observable
Les clients arrivant observent I'état du systéme et la fonction, et la fonction d’utilité d’un client
i qui décide d’entrer dans la file sachant qu’il est précédé par n clients dans le systéme est
donnée par:

Up=(R-cC.wh) (3.9)

On cherche dans ce cas I'équilibre en stratégies pures, en déterminant le seuil des stratégies,
ensuite déterminer le taux d’entrée optimal et le nombre N-optimal.

3.6 File d’attente M/M/1 avec contrdle du service
L'étude de ce modéle s’est portée sur un systéme de file d’attente M/M/1/FIFO et réalisée
par A.Burnetas et Yiannis [34].

3.6.1 Le mode¢le descriptif

Dans ce modéle, nous considérons un systéme de file d’attente M/M/1 avec une politique de
service de seuil B dans lequel tous les clients arrivent selon un processus de Poisson de taux A.
A I'arrivée d’un client, s'il trouve que le serveur es libre, il I'occupe immédiatement et quitte
le systéme une fis servi. Sinon si celui-ci est occupé, ce client entre et attend son tour, et ne
quittera le systéme qu’aprés étre servi.

Lorsque le nombre de clients dans le systéme est inférieur au seuil B, le serveur travaille avec
un débit faible uj, et il est commuté a un débit élevé y; lorsque le nombre de clients est

5a , " A
supérieur ou égala B avec 5 < 1.
1

Les clients sont supposés identiques, et décident de quitter ou de rejoindre la file & leurs
arrivées. Nous disons alors que le serveur adopte la politique (B, up, i;). Il existe une
récompense de R unités pour chaque client servi et un co(it d’attente de € unités par unité
de temps aussi longtemps qu’il reste dans le systéme.




3.6.2 Le jeu associé

Etant donné que I'ensemble des joueurs constitue les clients, chaque joueur a deux
alternatives : soit rejoindre la fle, soit quitter.

Chaque client est informé de la politique du serveur dés son arrivée, par contre il ignore le
nombre de clients dans le systéme.

Notons par U(gq, p) le bénéfice obtenu par un client en utilisant les stratégies mixtes q tandis
que les autres utilisent les stratégies mixtes p.

Les clients entrent dans le systéme suivant un processus de Poisson de taux Ao = Ap.
L'équilibre en taux d’entrée est : A; = Ap, ol p, est une stratégie d’équilibre symétrique.
La fonction d’utilité d’un client est donnée par :

U(q,p) = q(R — CW(p)) (3.10)

Avec W (Ap) :le temps moyen de séjour d’un client dans le systéme.
Nous nous intéressons a trouver un équilibre pour les clients, et un taux d’entrée optimal dans
les deux cas de la politique du service.

3.7 File d’attente M/M/1 partitionnée

Ce travail dont I'objectif est d’examiner le comportement des clients aux différents niveaux
d’informations concernant I'état du systéme a été réalisé par A. Economou et S. kanta ou
ils ont étudiaient une file d’attente M/M/1/FIFO partitionnée [15].

3.7.1 Le modele

Considérons une file d’attente M/M/1 ou les clients arrivent suivant un processus de Poisson
de taux A. Les temps de services des clients sont supposés étre des variables aléatoires
exponentielles identiquement distribuées de taux p indépendant du processus d’arrivée.

Notons par p=% U'intensité du trafic du systéme. LUespace du systéme est divisé

(partitionné) en compartiments de capacité finie de "a" clients.

Nous sommes intéressés par le comportement des clients quand ils peuvent décider de
rejoindre ou de rechigner (quitter) lors de leurs arrivées. Supposons qu’il existe une
récompense de R unités pour chaque client qui achéve son service. Il existe également un
codt d’attente de C unités par unité de temps tant que ce client reste dans le systéme (en
file d’attente ou dans I'espace de service).

Les clients sont supposés neutres en termes de risque, ce qui signifie que leurs objectifs est
de maximiser leurs bénéfices nets.

Les clients ont des informations partielles sur le nombre de clients présents dans le systéme.
De ce fait, nous pouvons ainsi considérer deux cas d’informations pour les clients.

1¢ cas : le numéro du compartiment connu

Les clients observent le numéro du compartiment dans lequel ils vont entrer, mais pas les
positions qu’ils contiennent. Plus précisément s'il existe n clients dans le systéme avant

i % . - P & 7] n
I'arrivée d’un client, alors son information sera le numéro du compartiment i = [-‘;] + 1 dans

lequel il entre s'il décide de rejoindre le systéme. La fonction d’utilité d’un tel client peut étre
donnée par :

39




(0,0)

UN =R —%{E[NIN e{i—Da,i—Da+1,..,ia—1}] + 1} (3.11)

2¢me eqs : la position du compartiment

Les clients observent la position du compartiment dans lequel ils vont entrer mais ne sont pas
informés du numéro du compartiment. L'information d’un client entrant lorsqu’il y a
n clients dans le systéme est la position : i = (n mod a) + 1.

L’objectif est de chercher les équilibres de Nash dans chaque cas.

3.8 Etude d’une file d’attente M/M/1 avec temps d’installation

L’objectif du travail étudié par A.Burnetas et A. Economou est de trouver les équilibres de
Nash en étudiant plusieurs cas, selon I'observation du systéme par les clients [9].

3.8.1 Description du modéle

Considérons une file d’attente markovienne a serveur unique avec un espace d’attente infini
sous la discipline FIFO, ou les clients arrivent selon un processus de Poisson de taux A. Les
durées de service sont des variables aléatoires distribuées de maniére exponentielle avec un
taux u et le serveur s’arréte lorsqu’il n’y a plus de clients a la fin d’un service.

Apres 'arrét du serveur, il ne peut plus étre activé tant qu’un client ne se présente et qu’un
processus d'installation n’a commencé dans lequel le temps d’installation est exponentiel de
taux 6. Pendant l'installation, les clients continuent d’arriver. Finalement, nous supposons
que les temps entre les arrivées, les temps de service et les temps d’établissement sont
mutuellement indépendants.

Nous représentons I'état du systeme par la paire (N(t),1(t)) qui est une chaine de Markov
bidimensionnelle a temps continu et a espace d’'état E = {(n,i),0<i < 1,n =i} ou N(t)
est le nombre de clients dans le systeme a linstant ¢ et I(t) I’état du serveur. Le graphe de
transition de ce modele est donné par la figure suivante.

(1,1 21D, e (n, 1) (n +1,1
e T g 2 —
Ar H A A {k
U 0 g 0 0
—_— USSR,
__z——b (1,0) —-——r’ (2,0) —-—A-.—b ...... _——A——» (n, 0) 2 (TL + 1,0) 1

Figure 3.8-1 : la file d'attente M /M /1 avec temps d'intallation

3.8.2 Les régles et jeux associ€s
Nous nous intéressons au comportement des clients lorsqu'’ils ont le choix entre rejoindre ou
bien quitter le systéme au moment de leurs arrivées.




Considérons que chaque client regoit une récompense de R unités aprés I'achévement du
service et il existe également un colt d’attente de C unités par unité de temps quand ils se
trouvent dans le systéme. L’ensemble des clients étant les joueurs ont les stratégies suivantes :
soit entrer , soit quitter lors de leurs arrivées.

Ce jeu est symétrique et chaque client a pour objectif de maximiser son gain. On suppose que

R > ; - 5 ¥
d’attente pour le client qui trouve le systéme vide sinon ce dernier n’entrera pas dans le
systeéme.

Enfin, les décisions des clients sont irrévocables, ce qui signifie que les tentatives de
représailles et d’attitude réprimée ne sont pas autorisées. Nous distinguons quatre cas selon

I'information disposée aux clients a I'instant de leurs arrivées :

cette condition stipule que la récompense du service est supérieure au co(t

cas complétement observable: les clients observent N(t) et I(t),

cas presque observable: les clients observent N (t)seulement,

cas presque non observable: les clients n'observentque I(t),

cas completement non observable: les clients n'observent pas l'étatdu systéme

VVVY

3.8.3 Equilibre dans le cas complétement observable
Dans le scénario entiérement observable qui suppose que les clients observent non seulement
I'état du serveur, mais également le nombre exact de clients dans le systéme. Le temps moyen

de séjour d’un client qui décide de rejoindre le systéme a I'état (n,i) est donné par : nTH +
= Et le bénéfice escompté d’un client est :

6
U=[R—c(”:1—i;1)]j (3.12)

foiae i {1 si le client entre
VECT =10 sile client quitte

Lorsque ce bénéfice est positif, le client préfére donc entrer et reste indifférent lorsque cette
valeur est nulle, mais nous supposons qu’il préfére entrer. Dans ce dernier cas, un client qui
arrive décide de rejoindre le systéme si et seulement si :

Ru p(1-1)

n+1< T (3.13)

Par conséquent, nous énongons le résultat suivant :

théoreme 3.9.1 [9]
Dans une file d’attente M/M/1 entiérement observable avec temps de configuration, il existe

S e e avec

Tel que la stratégie « entrer » si N(t) < n, (I (t)), et « quitter » autrement est I'unique
équilibre en stratégie pure, de plus, elle est toujours une stratégie dominante.




Nous nous retrouvons avec un systéme qui est une chaine de Markov similaire a la précédente
mais a espace d’état restreint :

§=((m0),0<n<n,(0)+1)VU((n,1),1<n<n.(1)+1. Lorsque les clients suivent
les seuils de stratégies définis ci-dessus. Le graphe de transition est le suivant :

—A , _2A A A A
1) @D = e . ®OD @@ +11) e XA S m—
U u )i u u
K 0 ] 6 0
0,0 1,0 20Y sl wses —> (1:(0),1) ———p (n.(0) +1,0)
(0,0) T’ 1,0) 7 (2,0) —A—P 2 2

Figure 3.8-2: file d'attente M/M /1 observable temps d'installation et structure
récompense colit

propdsition 3.9.1 [9] :
Dans une file d’attente M/M/1 avec temps d’installation, tel que o + 1 # p ou les clients

suivent la politique du seuil (n.(0),n.(1)) avec p =% eto = les probabilités

stationnaires (P(n,i); (n,i) € E) sont données comme suit : e
P(L1) = [p(1-a§(1-p) B (l—p)l(l—d) i (T:E)l(?—_mp i S~ i I
P(n,0) = %* o™ xP(1,1), n=0,1,2,..,n.00)
P(n,(0)+1,0) = : x gme(0+1 4 p(1,1)
1-p)
P(n,1) = e (e™—-p™M) +P(1,1) n=1,2,..,n.(0)
P(n,1) = == (me(O+1 — pre(0+1) 4 pn-—ne(0)-1 4 p(1,1) (3.19)
Avec n=n,(0)+1,..,n,(1)+1; p =§ B =;%5

Ce qui signifie que lorsqu’un client arrive, la probabilité qu’il trouve le systéme a I'état
(n.(0) + 1,0) ou bien n,(1) + 1,1) et quitter est égale a P(n.(0) + 1,0) + P(n.(1) + 1,1)

Le bénéfice social par unité de temps lorsque tous les clients suivent la politique du seuil
(n.(0),n.(1)) est égal a:

ne(0)+1 ne(1)+1
Us = RA(1 — P(n(0) + 1,0) — P(n. (D) + 1,1)) - C Z nP(n,0) + Z nP(n,1
n=0 n=1

(3.15)




Ces probabilités nous seront utiles pour les calculs concernant le cas presque observable.

3.8.4 Le cas presque observable
Nous examinons maintenant le cas presque observable dans lequel les clients qui arrivent

observent uniquement le nombre de clients dans le systeme. Ensuite le temps de séjour

’ . . B 5 7 +1 II o/n
moyen d’un client qui trouve n clients dans le systéeme est donné par : nT + ;/"%—/—)

Ou IIy/y(o/n) est la probabilité qu’un client entrant trouve le serveur a Iétat

0 (inactif),étant donné qu’il y'a n clients dans le systéme. Par conséquent, le bénéfice

attendu d’un tel client s’il décide d’entrer est égal a :
u 6

R (3.16)

Nous recherchons des stratégies d’équilibre de type seuil. Par conséquent, nous devons
calculer I1, ;i (0/n) lorsque tous les clients suivent la méme stratégie de seuil. Supposons que
tous les clients utilisent le méme seuil n,. La distribution stationnaire de la chaine de Markov
correspondante provient de la proposition précédente avec n,(0) = n,(1) = n,. Ainsi, les
probabilités incorporées 1, /y(0/n) sont égales :

AP (n, 0) _
AP(m,0) + AP(n,1) * 1g0qy

m,y(o/n) = n=0,1,2,..,n,+1

OU 1{n2yy est la fonction indicatrice de 'ensemble {1, 2, ... }. En utilisant les valeurs de P(n, i)
trouvées en (3.14), on obtient :

A+6 -
My (o/n) =[1 +m(1—(;) W, ol n

Autrement dit :
T ©/ng + 1) = [L+o—220 (1 - Byney 4 I

— _E_ne+1 -1
= [{ kg L 1]

Nous introduisons la fonction f(x,n) dans le bénéfice et la probabilité IT;,y(o/n. + 1)

,NOUS aurons :

Cn+1) C Ax+6 P _
f(x,n) =R-— T‘— -6—[1 + m(l = (;) )] avec XE[O,].],Tl = 0,1,

Ce qui nous permettra de prouver I'existence des stratégies de seuil d’équilibre et en déduire
les seuils correspondants. Soient

@) =Ff,n), L&) =Ff0n), a=012..

Il est facile de voir que :




fu(0)=f£,(0) =R —-i——g— > 0, en outre,
lim f;(n) = lim f;(n) = —o0

n—oco n—00

Par conséquent, il existe ny tel que :

fu(0), fuy(1), ., fy(M) 2 0 et fy(ny +1) < 0

La fonction f (x, n) augmente clairement par rapporta x pour chaque n fixé ; ainsi, fy(n) <
fum);n=01,2,.... En particulier, f, (ny + 1) < O tantque f,(0) > 0. Il existe donc n, <
ny tel que :

filn)) >0et fi(n, +1),..., fi(ny), fu(ny +1) < 0

Nous pouvons maintenant établir I'existence de politiques de seuil d’équilibre dans le cas
presque observable. Nous avons le théoréme suivant :

Théoréme 3.9.2 [9]:

Dans une file d’attente M/M/1 presque observable avec temps d’installation, toutes les
stratégies  pures K entrer si N(t) < n, et quitter autrement »,  pour n, =
Ny, Ny, -, Ny Sont des stratégies d’équilibre.

Preuve [9]: Considérons un client marqué a son arrivée et supposons que tous les autres clients
suivent  la méme  stratégie de  seuil "observer N(t), entrer si N(t) <
ne et quitter autrement” pour un certain n, fixe avec n.e{n;,ny,4, ... , Ny}

Si ce client trouve n clients dans le systéme avec n < n, et décide d’entrer, le bénéfice cet
escompté de ce client sera égal a :

Cln+1) ¢ A+0
——M——[l*‘m(l—(g—)nl‘l =fu(m)>0

R 2 -

Donc dans ce cas, le client préfére entrer car il aura un gain égal 3 zéro(0) s'il quitte. Si ce
client trouve n = n, + 1 clients et décide d’entrer, son revenu sera :

Cn.+2) C 0 Ping+1y1-1
R—'—#——g[l“*'m(l—(;) Dt =filne+1)<0

Donc ce dernier quittera.

3.8.5 Equilibre en stratégies mixtes pour les cas non observables

Dans cette section, nous nous intéresserons aux cas non observables dans lesquels les clients
n’observent pas le nombre de clients dans le systéme. Nous prouverons également qu’il existe
I'équilibre en stratégies mixtes.

3.8.5.1  Cas presque non observable
Nous commengons par le cas presque non observable dans lequel les clients qui arrivent
n’observent que I’état du serveur a leurs arrivées.




Une stratégie mixte pour un client est spécifiée par un vecteur (q(O),q(l)) ouq(i) est la
probabilité de rejoindre le systéme lorsque le serveur est a I'état i (i = 0,1). Le taux d’entrée
devient donc A(i) = Aq(i).

Soit (P (n,0): (n,i) € S), les distributions stationnaires correspondantes au systéme lorsque
le serveur est a I'état i. Le graphe de transition de ce cas est alors donné par :

Aq(1) Aq(D) e Aq(D) Aq(1)
Wy —e gyt A, Dy 2D,
AR T “u U —
U 0 0 6 o
OO OO @ > COL@™ 7 i@ @O ot LY 20

Figure 3.8-3 : file d'attente M /M /1 presque observable avec temps d'installation

Pour obtenir les probabilités stationnaires P(n,i), nous procédons comme dans la

proposition suivante. Nous notons par: p(0) = 51(70)- ; p(D) = % ; 0(0) = 1('10(%)6

Proposition 3.9.2 [9] : Prenons une file d’attente M/M/1 avec temps d’installation et o (0) #
p(1) dans laquelle les clients observent I'état i du serveur a leurs arrivées et entrent avec la
probabilité q(i), c’est-a-dire qu’ils suivent la politique (q(0),q(1)). Le systéme est stable si
et seulementsi: p(1) <1

Dans ce cas, les probabilités stationnaires P,,(n,i) : (n,i)e S sont:

(1-a(0)(A - p(1))
1-p()+p(0)

(1 =0 @) (1 = p(1))-p(0)
(1-p +p().(c(0) - p(D))’

Nous considérons maintenant un client qui trouve le serveur a I'état i, son temps moyen de

séjour sera : % + % ou E[N/i] estle nombre moyen de clients dans le systéme lors

d’une arrivée, étant donné que le serveur est trouvé a I'état i. Le bénéfice attendu d’un tel
client qui décide d’entrer est :

C(E[N/i]+1) Cc(1-1)
R — -
U 6

P,(n0)= *a(0)"; n=0,1.2.. (3.17)

P,(n1) = @O = (p(D™; n=12.. (3.18)

Nous devons calculer E[N/i] lorsque tous les clients suivent la méme stratégie mixte, par
exemple (q(0), q(1)) et supposons que le systéme soit stable dans le cadre de cette stratégie,
Cest-a-dire 1q(1) <u. Ensuite la probabilité ITy,(n/i) qu'une arrivée trouve
n clients dans le systéme étant donné que le serveur se trouve a I'état i est égalea:




P(n,i).A()) P(n,i)
Yo P, D.A0) X P(k,i)

A partir de laquelle on aura

My, (n/i) =

[ee]

E[N/i] = Z nily ;1 (n/i)

k=1

En utilisant les probabilités stationnaires (3.17) et (3.18) dans Iy /1 (n/1), on obtient :

0
E[N/0] = 1—‘_’%—20—)
[N /1] = 2D !

T-p()  1=0(0)

D’ou le résultat suivant

Théoreme 3.9.3 [9] : Dans une file d’attente M/M/1 presque non observable avec temps
d’installation et A < p, il existe un unique équilibre en stratégie mixte (q.(0),q.(1)),
observer I(t) et entrer avec la probabilité q,(I(t)).

Le vecteur (q.(0), g.(1) est donné comme suit :
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(qe(O),qe(l))=J 11 C (:(,1+0)+c C(A+6) c
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Preuve : [9]

Prenons I'exemple d’un client qui trouve le serveur a I'état 0 a son arrivée. S'il décide d’entrer,
alors son bénéfice net escompté est :

_dw/o+1 ¢ € €, @+ ¢
U 6 u(l-000) 6 ué 0

Nous avons ainsi deux cas par rapport a cela :

Cc(A+6) +

= < 7
Casa: + <R pr: 5

Dans ce cas, si tous les clients qui trouvent le systéme vide entrent avec une probabilité
q.(0) = 1, le client qui arrive et entre obtiendra un gain négatif. Par conséquent, g,(0) = 1
n’est pas un équilibre.

De méme, si tous les clients utilisent q,.(0) = 0, alors le client qui arrive et décide d’entrer

aura un gain positif, ainsi g,.(0) =0 ne peut non plus faire partie d’un équilibre. Par
ueR

conséquent, il existe un unique équilibre g,(0) = = (— — u — @) satisfaisant :

R—- g(l_%u(:)ﬂt_e) —g— = 0 pour lequel les clients sont |nd|fferent entre « entrer et quitter ».
A+6

Cash: C( D +I<R

Dans ce cas, pour chaque stratégie des autres clients, un client qui arrive aura un bénéfice
positif s’il décide d’entrer. Par conséquent, g, (0) = 1.




3.8.5.2  Le cas totalement non observable

Nous considérons enfin le cas totalement non observable dans lequel les clients n’observent
pas du tout I'état du systéme (ni le nombre de clients, ni I’état du serveur). Une stratégie mixte
d’un client est spécifiée par la probabilité g d’entrée. Les distributions stationnaires sont
données par la proposition (3.9.2) en prenant q(0) = q(1) = g. Nous avons le théoréme
suivant :

Théoréme 3.9.4 [9] :
Dans une file d’attente M/M/1 entiérement non observable avec temps d’installation et

A < p Il existe un unique équilibre en stratégie mixte “entrer avec la probabilité q," ol
q. est donnée par :

1 c R C+C C C
—-u—.— 5 E — -—,-— ja—
A C (u 0'u—2 9)
qe= R_'é‘
1 R ¢ +
— 00
, e(ﬂ_l1 7

Considérons un client qui arrive et décide d’entrer, son avantage net est :
C C
R —;(E[N] +1) _E'Pr(l =0)

Ou Nest le nombre de clients dans le systeme et I I'état du serveur. En utilisant la proposition
(3.9.2), nous obtiendrons :

p o
E = e ——— = =1-
[N] 1——p+1—a et B.[I = 0] p
p) 1
Avecp=—uﬂ,0'=1qzu

Par conséquent, le bénéfice net sera :

C c

u-Aqg 6

3.9 Concurrence entre deux serveurs dans une file d’attente

Markovienne
Apres les travaux considérant que les joueurs sont les clients, un autre type de travail est celui
qui considére que les joueurs sont les serveurs. Dans ce travail, nous étudierons la
concurrence entre deux serveurs dans une file d’attente Markovienne en déterminant les
meilleurs taux de service fournis par chaque serveur. Ce travail a été réalisé par
E.Kalai et M. Kamien [22].

3.9.1 Le modé¢le mathématique
Considérons une file d’attente Markovienne a deux serveurs et a espace d’attente infini dans
laquelle les clients arrivent selon un processus de Poisson de taux A et les services sont




exponentielles de taux p, et u, pour les serveurs 1 et 2 respectivement. L’objectif de chaque
serveur est de maximiser son gain.

Chaque serveur regoit un colit de R unités pour chaque service rendu. Lorsqu’un client arrive
et trouve les deux serveurs libres, il se dirige alors vers 'un d’entre eux d’une maniere
équiprobable, et s'il trouve un serveur libre et 'autre occupé, alors il se dirigera vers le serveur
libre.

3.9.2 Le jeu du mod¢le

Nous pouvons modéliser cette situation par un jeu sous forme normale tel que :

» L’ensemble des joueurs sont les deux serveurs
> Les stratégies des serveurs sont les taux de services a fournir, chaque serveur choisit
une stratégie p; ,i = 1,2

Le jeu est donné sous la forme suivante :

< I {ti}ie (Ui (Uas 12) }ier >

Avec

J =1{1,2}:'ensembledes joueurs

Y; : la stratégie du joueur i

Ui (g, 42) : la fonction d'utilité du joueur i qui est donnée comme suit :

RAa;(py, p2) — CQpuy)  siopg +pp > 4

Ou a;(uq, ;) est la part du marché de chaque serveur.

Chaque serveur essaie de maximiser son gain. Les deux serveurs choisissent le taux de service
a fournir d’une maniére simultanée. La question qui se pose est la suivante :

Quelle est la meilleure stratégie a jouer de fagcon a maximiser le gain d’un serveur ?

Le probléme consiste a déterminer I'équilibre de Nash pour ce jeu. Les stratégies qui procurent
un équilibre de Nash aprés résolution sont :

Uy = Uy = Uc avec Uc une valeur a déterminer.

3.10 Concurrence entre s serveurs dans une file d’attente

Markovienne

Le travail de E.Kalai et M.Kamien a été généralisé par V.Kinching ,S.Choi et
M. Huang en maintenant les mémes régles, mais en considérant plusieurs serveurs [10]. Le
modele considéré est : M/M/s/FIFO.

3.10.1 Modélisation sous forme de jeu
Le jeu donné par :
< ]! {Ili}ieh {Ui (ﬂl: Uy eey ﬂs)}iel >

Avec
] =1{1,2,...,5} : 'ensemble des joueurs (s serveurs)




{ui}ier = {1, U, ..., us} U'ensemble des stratégies de chaque serveur

U;(ua, Pz, .o, 1is) ¢ la fonction d'utilité du joueur i par unité de temps

L)
RAa;(uy, 1y, ., ps) St Zuj > 2
=1
Ry; — C(uy) sinon

Ui (I‘llt Hz) -y H—s) =

Ou

a;(Uy, Uy, .-, ls) est la part du marché de chaque serveur.
De méme, les stratégies qui procurent un équilibre de Nash apreés résolution du jeu sont :
Uy = Py =, ...,= Us = U, telle que p, est a déterminer.

3.11 Conclusion

Ce chapitre a été consacré a la présentation des différents modeéles d’attente Markoviens avec
des structures récompense-colit.

Ces travaux ont pour objectif d’étudier le comportement des clients au moment de leurs
arrivées au systéme en déterminant les stratégies suivies par les clients pour pouvoir
maximiser leurs gains pour les jeux entre les clients ; et d’étudier également la concurrence
entre les serveurs, en déterminant le meilleur taux de service a fournir par chaque serveur, en
se basant sur le taux des autres pour les jeux entre les serveurs.

Notons que ces modeles étudiés considérent que les clients arrivent individuellement. Nous
proposons dans le chapitre suivant I'analyse des modeles d’attente Markoviens avec arrivées
par groupe de taille fixe, via la théorie des jeux.




4 Analyse de la décision des clients dans
une file d’attente avec arrivées par bloc

(M*/M/1)

Dans les études sur les problemes classiques de files d’attente, les auteurs ont considéré que
les clients arrivaient individuellement. Cependant, les clients arrivent par groupes de taille fixe
ou généralement de taille aléatoire dans maintes situations réelles que nous pouvons
représenter par des modeéles d’attente avec arrivées par groupes (autrement appelée file
d’attente par lot dans le cas d’un atelier de fabrication des piéces ou par bloc).

L'objectif de I'étude de ces systémes est de modéliser des phénomeénes réels (comme les
systémes informatiques, centres de fabrication des piéces) afin d’obtenir des informations sur
leurs comportements. Parmi les auteurs qui ont fait des études sur les caractéristiques des
systemes d’attente avec arrivées par groupe (ou par lot), nous pouvons citer
Leeh.W [26], Arrun. B et Gautan. C[3], Medhi.]J[27], S. Ziani [35], Haridass et
Arumuganathan [19], Abolnikou L et Dschalalow [1], Baruah M, Madan K

and Eldabi[4], Khalaf F, Madann C et Luckas[23], etc. Ces auteurs considérent dans ces
travaux, des groupes de taille aléatoire X.

Nous proposons dans ce chapitre une nouvelle étude mathématique des systemes d’attentes
consistant a étudier des modéles d’attente avec arrivées par groupes de taille fixe k et avec la
structure de récompense-coit (R,C). Nous déterminerons dans un premier temps les
caractéristiques des modeles considérés a savoir les paramétres de performances, puis
ensuite les meilleures décisions a prendre par les clients afin de maximiser leurs gains, tout en
se basant sur I'information disposée. Pour cela, nous étudierons un cas particulier en fixant
notre k = 2 (M?/M /1), puis nous généraliserons les résultats obtenus au modeéle M¥/M/1
afin de dégager quelques avantages et inconvénients par le biais des jeux.




4.1 Etude d’une file d’attente M2 /M /1

4.1.1 Le modele descriptif

Considérons une file d’attente M%/M/1/FIF0, a espace d’attente infini ou les clients arrivent
par groupes de deux selon un processus de Poisson de taux 1. Le temps de service est une
variable aléatoire distribuée de maniére exponentielle de taux u. Notons que les temps de
service et des inter-arrivées sont mutuellement indépendants et supposons que chaque client
recoit une récompense de R unités a la fin de son service. Il existe également un cofit de
C unités par unité de temps aussi longtemps que le client reste dans le systeme (dans la file
ou bien en service). Le bénéfice d’un client qui ne rejoint pas la file est nul. Nous pouvons
décrire notre systéme par le processus {N(t),t = 0}.

Les clients arrivant par groupes de deux sont placés dans la file d’'une maniére aléatoire. pour
cela, supposons de plus que lorsqu’un groupe de deux clients arrive, chaque client peut passer

— . 3C %5 s
avant I'autre avec une probabilité > Supposons aussique R — % > 0; cependant, la décision

d’un client est supposée irrévocable et les clients sont supposés identiques en matiére de
décision. lls prennent leurs décisions au moment de leurs arrivées dans le but de maximiser
leurs gains.

Comme l'indique le titre, I'objectif de ce travail est de déterminer les meilleures décisions 3
prendre par les clients au moment de leurs arrivées au systéme. Pour cela, il est nécessaire de
faire une analyse mathématique compléte du modeéle M?/M/1 afin de déterminer les
caractéristiques intervenant lors de la prise de décisions a savoir : le nombre moyen de clients
(L) dans le systéme et dans la file, le temps moyen de séjour dans le systéme selon le cas qui se
présente. Nous considérons dans ce modéle les deux cas suivants : le cas observable et le
cas non observable.

4.1.2 Etude de la file M2 /M/1 dans le cas observable

Dans ce cas, les clients sont totalement informés de la taille du systéme au moment de leurs
arrivées. Donc ils prendront leurs décisions a travers cette information afin de maximiser leurs
gains.

4.1.2.1 Caractéristiques du systéme

Dans cette section, nous déterminerons quelques mesures de performances du modeéle
M?/M /1 a savoir : le nombre moyen de clients ainsi que le temps de séjour dans le
systéme. Par conséquent, la détermination du graphe de transition nous permettra d’écrire
les équations d’états d’équilibre (équations de Kolmogorov). Ce graphe est donné comme
suit :




Figure 4.1-1 : graphe de transition de la file M* /M /1 observable

Les équations de Kolmogorov correspondantes sont :

APy = uPy pourn=0 (1)
A+ WP, = uPp, pourn=1 2)
A+ WP, = uP; + AP, pourn = 2 3)
(A+wPB, = uPpyq + AP,_, pourn=2 (4)
;.[o:() P‘n = 1 (5)

OUPR, =[N(t) =n],Vt =0 sont les probabilités d'états du systéme.
Afin de calculer les parametres cités ci-dessus, nous allons introduire la fonction génératrice
de la distribution stationnaire.

% La fonction génératrice de la distribution stationnaire

Elle s’écrit de la maniére suivante :

f@=) P (1)
n=0

En multipliant chaque membre des équations (1), (3), (4) par Z™ et en faisant la sommation '
terme a terme, nous obtiendrons :

APZO+ (A + WP Z  + (A + p) Z B, Z™ = uP, Z° + uP,Z*

n22

+ Z(ﬂPnH + AP35 )Z"

nz2

e APy + A+ WP Z+ (A +u) [Z B,Z™ - P, —Plz] =uP, +uP,Z + "Z P+ AZZZ By 2%

n=0 n=2 n=2

En faisant le changement de variable suivant:

j=n+1 ®»n=j—1onauraalors:
u .
APy + (A +DPZ — (A + WPy — (A + WP,Z + A+ f (Z) = uP, + uP,2 —-Z-z P2z +12°f (2)
=3
© APy + AP,Z + pP,Z — APy — pPy — AP, Z — pP, Z + (A + n)f (2)
= uP, + uP,Z + gf(z) — %[P0 + PZ + P,22] + AZ2f (2)




& ~uPy+ (At 1f(2) = WPy +UPZ + 2 f () = LBy = uPy — uPyZ + AZ2f(2)
& QW@ -ph =L@+ 12 @) - LR,

o Ol a2~ 12

u Z
= f(2)=P0(”—E)(A+#)Z—y—AZ3
B Zp—p
o ) =P, [(/1+u)Z—u —] (4.2)

Pour trouver P,, nous devons calculer f(1) = 1. On aura :

Zp—p ]:1

f=1w= ;i_rgf(z) :?—IEPO [(A+u)Z—,u-—AZ3

P
© fO)=-k=1
,u—2/1_1_2
Lo

& P, = (4.3)

2 . R . .
En posant p = 27’1 B u= —p’-l, nous pouvons dire que ce systéme est ergodique si : 271 < 1.

Par conséquent, I'équation (4.2) deviendra alors :

21 2525
fl2) = (1—7) Z(_Zpiwl)—%l—lp
©  f@=201-p) :Azp_ 2 207 + ,1pzi 21— )lpZ3]
©  f@=20-p) :A(Zp_ 2. 127 + pr— 2= pZ3)]
e  f@=201-p) EZH;:;—,JZB]
2(1-—p)(Z—1). __20-p)

A f@=

20 -D+pZA-2)A+2) 2-pZ(1+2) Gt

D’ol I'expression finale de la fonction génératrice de la distribution stationnaire est :

2(1—p)

f(@ Y

(4.5)

Ainsi, il nous sera facile de calculer nos différents paramétres a travers cette expression finale

de f(2).
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4.1.2.1.1 Les mesures de performances du systéme
Dans cette section, nous allons donner les expressions mathématiques du nombre moyen de
clients dans le systéme ainsi que le temps moyen de séjour d’un client.

< Le nombre moyen de clients dans le systéme
Nous le noterons par L et il est donné par I’expression suivante :
L =|f'(2lz=1
Calculons alors la dérivée de f(z).

—2(1—p)(—p —2pZ)

'@ =—G o7 =77

Pour Z = 1, on obtiendra :

—2A-p)(=3p) _6p(1—p) __ 3p
(2 —2p)? 4(1-p)* 2(1-p)

flfa)y=

22
En remplagant p par —»onaura:

22
, 3 " 31
f(1)—§*(1_2_1)_”(”_2/1) (4.6)
U K
D’ol I'expression finale du nombre moyen de clients dans le systéme est :
L= 3 4.7

% Le temps moyen de séjour dans le systéme
Le temps moyen de séjour dans le systéme est obtenu en faisant recours aux formules de
Little. Il est noté par W et donné par :

L
" taux d'arrivée

Et notre taux d’entrée dans ce cas n’est autre que 21. D’ou :

31
L = 3
21 21 2(u—22)
Enfin
W = i 4.8
T 2u—4A (4:8)

Il est aussi possible de calculer avec les formules de Little le nombre moyen de clients ainsi
que le temps moyen de séjour dans la file d’attente.

U1
Ul




4.1.2.2 Le jeu associ€ a ce modele

Les clients observent la longueur de la file 3 leurs arrivées avant de prendre une décision qui
leur permettra de maximiser leurs gains. Cette situation peut étre modélisée comme étant un
jeu symétrique entre deux clients qui arrivent. Chaque client a deux alternatives : soit « entrer
(E) soit quitter (Q) » et ils prennent la décision d’entrer ou de quitter d’une maniére
simultanée. L’expression de ce jeu est la suivante :

d =<J.{Si}ie {Ui}iey > (4.9)
Avec
J ={1,2}l'ensemble des joueurs (le groupe des 2 clients qui arrivent au systéme
Si = {51(t), 5,(t), 53(t)} les stratégies du client i V ie{1,2}

entrer SiN({t)<n

. . vn=201,2,....
quitter sinon

Ol 5,(£) = {

s (t) = entrer et s5(t) = quitter

Ui(si, s-y): la fonction de gain de chaque client i (i = 1,2). Cette fonction est la méme
pour les deux clients, car nous sommes dans le cadre d’un jeu symétrique.

Lorsque les deux clients arrivent et trouvent n clients dans le systeme, le temps moyen de
s. " P ——3 n+1 . A " n+2 ,.
séjour d'unclienti (i = 1,2) sera :T si ce client passe en premier et >3 s’il passe en second

de maniére équiprobable. Chaque client aura alors un gain R — C%l avec une probabilité de

1 ,. . . n+2 P 1 ,.
> s'il passe en premier et un gain de R — CT avec une probabilité de = s’il passe en second.

D’ou le bénéfice de chaque client est :

n+1 1 n+2 1 2n+3

Ul-(E,E)zR—C( AR

Soit z;e {0,1} la valeur caractérisant I'action du joueur i (i = {1,2}), elle est donnée par :

1 sile joueurientre ,
a0 {0 si le joueur i quitte vie{la])
Donc I'utilité de chaque joueur sera :
2n+1+42z +z
U(EE)=R-C 2 L2 siledeux clients entrent
Ui(E,E)=10 si les deux clients quittent

Nous pouvons représenter ce jeu sous la forme extensive suivante :




Client1

E Q
Client2 < & P
E Q E Q
w=c21 L i ©,0)
, u 0,R—-C—)
1% Vs H
n+1 n+2
R ) (R—C%—Z—,R—anl)

Figure 4.1-2 : forme extensive du jeu associé au modéle M?/M /1 observable

4.1.2.3 Résolution du jeu

Sachant que les clients ont pour but de maximiser leurs gains, un client décidera alors de
rejoindre le systéme s'il aura un gain positif. Supposons de plus que les clients préférent
rejoindre le systéme méme s’ils auront un bénéfice nul, cela refléte leur désir d’étre servis.
Nous pouvons alors écrire la fonction de gain si tous les deux clients entrent comme suit :

2n+3
U,(E,E) =0 :)R——C(———zzo
2u

B 2uR—-C(2n+3)=0

2uR

53 2n+3<—

C
2uR —3C 2uR — 3C
& e & e

2n < C PpPn< °C

Nous savons de plus que n ne prend que des valeurs entiéres, alors on aura :

U(EE)20 = ns 2]

R 3
Posons n, = [ﬂ? = -2-]

Ce résultat nous permet d’énoncer le théoréme suivant :

Théoréeme 4.1.2

Dans une file M?*/M/1/FIFO observable dans laquelle les clients ne quittent le systéme

qu’apres leurs services telle que 2A < y, il existe un seuil n, = [E >

i 5] tel qu’un groupe de




deux clients qui arrivent et trouvent n clients en un instant t , les stratégies "entrer sin <
ne" et "quitter autrement” procurent un équilibre de Nash en stratégies pures.

Preuve :
Supposons deux nombre n, et n, tels que n; < n, et n, > n, et considérons I'arrivée de deux
clients. Supposons que ces deux clients trouvent n, clients dans le systéme, leur gain espéré

s’ils décident de rejoindre le systéme sera alors R — C (Z—IZLQ = 0 pour chacun des deux. Par

conséquent, ces deux clients vont préférer rejoindre le systéme car un client qui quitte aura un
bénéfice inférieur ou égal au bénéfice de celui qui décide d’enter.

Autrement, si ces deux clients trouvent n, clients dans le systéme et décident de quitter, ils
auront alors un gain nul pour chacun. Par contre si un client décide d’entrer, son gain sera

R _ Cn2+1

< 0. Donc ce client n’a aucun intérét a rejoindre le systéme.

Le graphe de transition deviendra alors :

Figure 4.1-3 : modéle M?/M /1 observable et avec récompense-coiit(R, C)

4.1.3 Etude d’une file d’attente M2 /M/1 dans le cas non observable

Dans ce présent cas, les clients n"ont aucune information sur la longueur de la file 3 leurs
arrivées.

4.1.3.1 Caractéristiques du systéme

Afin de déterminer le nombre moyen de clients ainsi que le temps moyen de séjour dans le
systéme par le biais de la fonction génératrice de la distribution stationnaire, nous
représenterons d’abord ce systéme par un graphe de transition. Ce systéme est équivaut a un
systtme MX/M/1, ol X est une variable aléatoire de loi binomiale (2,p) ou p est la
probabilité qu’un client entre. Donc P[X = i] = C} p* (1 — p)*™! V ie{0,1,2}. Ce qui permet
d’écrire :

PX=0)=CQp°1-p)*"=(1-p)?
PX=1)= Cp* (1 -p)>t=2p(1—p)
P(X=2)=C;p*(1—-p)? 2= p?

Le graphe de transition sera comme suit :
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Figure 4.1-4 : file d'attente M?/M /1 non observable

Les équations d’états d’équilibre de ce systéme sont données par :

(@*A+2p(1 —p)DP, = uP; & Ap(2—p)Py = pP; pourn =0 @®

(Ap(2 —p) + PPy = uP, + 2p(1 — p)AP, pourn =1 (2)
(Ap(2 —p) + WP, = pPpyy + Ap*Pyy + 2p(1 — p)AP,_; pourn=2 (3)
YnoB=1 4

Nous introduisons la fonction génératrice de la distribution stationnaire f(z) = X.,.50 B,Z™.
Ensuite, en multipliant chaque membre des équations (1), (2), (3) par Z™ et en sommant terme
a terme, on obtient alors :

p(2—p)PZ° + (Ap(2—p) + WP Z* + (Ap(2 —p) + u)z P,Z™ = pPZ° + (uP, + 2p(1 — p)AR,)Z* +

n22

B PaaZ 307 ) PaZ"+2p(1 DAY PyyZ”

n22 nz2 n22

© p2-p)P + (pQ2—p) + WP Z+ (Ap(2—p) + 1)

Z B.Z" — Py — Plz] = uP, + (uP, + 2p(1 — P)AP)Z + %Z Poys 2™ +

nz0 n22

Ap222 z Py_yZ™2 + 2p(1 — p)AZ Z P,_,Z"1

n22 n22

Posonsj=n+1 ®»n=j—1 onauraalors:

p(2—p)Py+ Ap(2—p) + WPLZ+ (Ap(2—p) + f(2) — (Ap(2 —p) + WP, — (Ap(2 —p) + P)P,Z = pP; +

(P, + 2p(1 —p)APY)Z + EIS gt Py —P,Z—P,Z%| + AP2Z?f(2) + 2p(1 — p)AZ| ) P;Z/ — P,
Z Y J
Jj=20 Jj=0




© p(2—p)f (@) + uf (2) — uPy = uP; + pP,Z + 2p(1 — p)APZ + %‘f (2) - %Po — uPy —uP,Z + AP?Z*f(2) +
2p(1—-p)AZf(2z) — 2p(1 — p)AZP,
W U
© WpQ2-p)f@)+uf(z) —uP, = Ef {Z) ~ ZPo +AP?Z%f(2) + 2p(1 — p)AZf (2)

K 1
© @ |ap@2 ~p) + p =5 = AP22% = 2p(1 - p)AZ] = uP, — L Py
_u

H~7
& f(@) =P
@ -p) +u—4- P22z — 2p(1 - p)az

Zp—p ]
Ap(2 —p)Z + Zp — u— AP2Z3 — 22Z%2(1 — p)

& i) =B, | (4.10)

Pour déterminer Py, il suffit de calculer f(1) = 1 = %HI} f(2).0Onaura:

F@ =Py <. |
“Vp(2—-p)Z +Zy — p— 2P273 — 21Z%2(1 —p)
& limf(z) = lim P, [ i ]
Z-1 MWQR—-p)Z+Zy—p—AP2Z3 - 22Z2(1 —p)
= lim P, =
z-1" °Ap(2 — p) + u — 3AP2Z2% — 4ApZ + 4AP2Z
=P H
921p — AP2 + p — 3AP% — 4]p + 4AP?
2 K —24p
= =1 P=
“u—2ip ° u
Ce qui nous donne :
2Ap
Pp=1- _Il_ (4.11)

R . . 22
Le systeme est ergodique si Z—f- <1.

22, 22, v g .
Posons p = Tp B U= Tp ,on peut donc écrire f(z) sous la forme suivante :

2ApZ  2Ap
_(1_ 2% P b
F@ = (1~ u) 2ApZ_22p o, "
Wp(2 = p)Z + =25~ 28— Ap273 — 24p22 (1~ p)
2pZ 22
= )( ) pp)
B fla=
lp(Z—p)Z+ZA—pZ——Z—}£—APZZ3—ZApZz(l—p)

p




B f(2)= £
Ap(Z—p)Z+%@—m—AP2Z3—2/1p22(1—-p)
B f(z) = 7 _2p
p(2—-p)+=£L= = — P2Z3 - 2pZ?(1 —p)
_ 2p(1-p)(Z—-1)
= ) ~ ppZ(2—p) + 2pZ — 2p — pP2Z? — 2ppZ2(1 — p)
B 2(1-p)(Z—-1)
 pZ(2—p)+2Z—2—ppZ3® — 2pZ%(1 - p)
3 21-p)(Z-1)
- Z(p(2—p) +2) — ppZ3 —2pZ2(1 —p) — 2
_ 20-p)Z-1)
Z(Z—l)—ppZ(Z—pTTZ)(Z—l)
2(1-p)(Z—1)
C@-1 |2 - ppz (z———)]
Enfin
21 ==
f(z) = d-p) (4.12)

(1257

4.1.3.1.1 Le nombre moyen de clients dans le systéme
Le nombre moyen de clients dans le systeme est la dérivée de f au point Z = 1. Il est noté

par L.

= |f'(2)]z=1. Pour cela, nous allons calculer f’(z) en premier lieu.

2(1-p)(2pPZ—p(p-2))
fe) == ppz(z-222)]2

Calculons maintenant f'(1):

; 2(1-p)(2pp—p(p—2))
1) =
S [2-pp(3)1*

_20-p@+2) _p+2)
1 =~pg)* 2(1-p)

D’ou




_p(p+2)

=T

2Ap
En remplagant p par R onaura:

22p
u P2 app+2)

L = =
2(1_2)43) u—22p
u
Finalement,
Ap(p + 2)
L= e .
e (4.13)

4.1.3.1.2 Le temps moyen de séjour dans le systéme
De méme que le précédent, ce temps est obtenu en utilisant les formules de Little. Il est noté
par W et donné par :

L

W = —————— . or notre taux d’entrée est 2Ap. Donc on aura :
taux drarrivée
Ap(p +/12) e
— 2
W = U p P

22p  2(u—22p)
Notre temps moyen de séjour sera enfin

_ pt+2
W = m (4.14)
4.1.3.2 Le jeu associ€é a ce modele
Dans le cas non observable, les clients ne sont pas informés de la taille du systéme au moment
de leurs arrivées. lls ignorent également si c’est bénéfique pour eux de rejoindre le systéme
ou de quitter. Chaque client entre dans le systéme avec une probabilité p vue ci-dessus qui
sera déterminée par la suite.
Nous remarquons ici que l'interaction n’existe pas seulement entre deux joueurs, mais entre
une infinité de clients puisque chaque client prend une décision en fonction d’une infinité de
clients. Cette situation peut &tre modélisée par un jeu sous forme normale qui est donné par :

d <I.{Si}ies {Ui}iey > (4.15)
Avec
J:U'ensemble des joueurs qui sont les clients
S; = {E, Q}:'ensemble des stratégies de chaque joueur
U;(p): la fonction de gain de chaque joueur qui est donnée par:

Ui(p) = p(R—CW)

p+2
2(u—24p)

OorW =




Dot Uy(p) =p(R-C2) 416

4.1.3.3 Recherche d’équilibre de Nash

Si le gain moyen des clients est positif ou nul lorsqu’on remplace la valeur de ppar 1 dans la
fonction d'utilité des clients, alors tous les clients rejoindrons le systéme sinon le gain moyen
d’un client sera négatif. Mais cela n’équivaut pas a dire forcement qu’un client aura un gain

. E , - 3C
négatif lorsqu’il entre dans le systéme car nous avons la condition R > 25+ pour cela, les

clients entrent dans le systéme avec un probabilité p. L’objectif est de trouver une stratégie
mixte de sécurité p, telle que chaque client rejoigne le systéme avec la probabilité p,.
Supposons qu’un client est indifférent entre rejoindre et quitter le systéme s’il obtiendra un
bénéfice nul en entrant. Mais il préfére entrer, on aura alors :

p+2
U =0 pb R-C—0mm— =
) 20u— 27p)
i 2Ry — 4RAp — Cp — 2C = 0
_2Ru-2C

PP ERiprC 17

Ce qui nous permet d’énoncer le résultat suivant :
Théoréme 4.1.3 :
Dans une file d’attente M? /M /1 inobservable dans laquelle les clients qui adhérent le systéme

ne peuvent le quitter qu’apreés la fin de leurs services, telle que 2Ap < p, il existe un équilibre
en stratégies mixtes « entrer avec la probabilité p, » telle que :

_ 3C
1 Si Re [2[1_"4‘1{100[
Pe =3 2Ru—-2C _
Rip+Cc  Cmom

Preuve :

Lorsque Re [Z:'%M,oo[, c’est-a-dire p = 1, tous les clients préférent donc entrer dans le

3
2u—44

systeme car U(1) = R — > 0, donc aucun client n’a intérét a quitter le systéme sinon

son gain sera nul.

3 = _me 3 o
< 0 c’est-a-dire R < ——, donc la stratégie « entrer avec
2u—41 2u—4

la probabilité 1 » n’est pas un équilibre de Nash, alors on supposera que tous les clients
rejoignent le systéme avec la probabilité p,. Le gain espéré par un client est alors :

_ - De+2
U(pe) - p (R C 2([1—211’9)
dévie unilatéralement et choisit une probabilité p d'entrée telle que p # p,, son gain sera

e+2
alors U(pe,p) =p (R —-C 2(:—;1;99)
stratégie.

Supposons a présent que R —

= 0, soit alors un des deux clients qui arrivent au systéme et qui

= 0,donc ce client n’a aucun intérét @ modifier sa




L'objectif dans cette section était de déterminer les équilibres de Nash que les clients peuvent
suivre afin de maximiser leurs gains dans un systéme M2/M/1 selon I'information. Nous
passerons maintenant a la généralisation de I'étude précédente dans la section suivante.

4.2 Etude générale sur le modele M*/M /1

Dans la section précédente, nous avons considéré que les clients arrivaient au systéme par
groupe de deux. A présent, nous généraliserons cette notion dans cette section en supposant
qu’a un instant ¢, il y a k clients qui arrivent au systéme. Le modéle sera alors noté par
M¥*/M/1/FIFO.
Nous garderons la méme structure de récompense-coiit (R,C) définie dans le modéle
précédent, et les mémes hypothéses en effectuant les changements suivants :

® Supposons que lorsqu’un bloc de k clients arrivent, chaque client du groupe peut etre

classé dans la i®™¢ place avec une probabilité ;1;
¢ k+1 - . .
e Supposons enfin que R — CT} > 0,qui stipule que les gains moyens d’un groupe de

k clients qui décident de rejoindre la file lorsque celle-ci est vide sont positifs. Par
analogie au modéle M2/M /1, nous définirons le jeu correspondant 3 ce modele en
fonction de I'information disposée aux clients. Deux cas se présentent également : le
cas observable et le cas non observable.

4.2.1 Cas observable

Notons que les k clients observent d’abord la taille du systéme avant de prendre une
décision.

4.2.1.1 Caractéristiques du systéme
Afin de déterminer les mesures de performances du systéme, nous avons établi le graphe de
transition suivant :

Figure 4.2-1 : graphe de transition de Ia file M* /M /1 observable




Nous aurons les équations d’états d’équilibre suivantes :

APy = uP; pourn=0 (1)

A+ WP, = uPyyq pourn<k (2)
A+ whB, =APy_ + uPyiq pourn=>k (3)
n=oPn =1 4

La fonction génératrice de la distribution stationnaire est : f(z) = Yo, P,Z"

En multipliant par Z™ les équations 1, 2, 3 et en faisant la sommation termes a termes, nous
trouverons :

k-1 oo k-1

o0} co
APy ZO + (A + ) Z BZ"+ (A + ) Z P,Z" = uP,Z%+ Z PoiZ™+u Z P Z"+ 2 Z Po_i Z"
n=1 n=k n=1 n=k n=k

fee]

=4 AP0+(A+#)ZP7IZH=#P1+#an+lzn+lzp—an

n=1 n=1 n=k

=4 APy + (A + p)[Xreo PuZ™ — Py =uP1+§Z$f=1Pn+1Z"+1 + AZ* Yoy Ppoy 2™

Enposantj=n+1 ®»n=j—1onaura:
u U
A+ Wf(z) — pPy = pPy +-Z-f(Z)—§Po—#P1+AZ"f(Z)
K k] _ Ky _ _ Kk
> f@)|A+p—5=22"] = uPo—5Po = Py (u—7)
= [ |22+ pz - p— 12" = Po(Zu—w
D’ou

Zp—p

f(2) =Py * (4.18)

Pour déterminer Py, on calcule f(1) =1 & Lin}f(z) =1, on aura donc :

: . Zp—p o 7

%‘l‘}f(z)‘%‘—EI}PO*AZ+yZ—u—AZk+1‘?E}P"*/Hu—z(kﬂ)zk
. _ u R

= Br@=bFor —mrn - oty

7N _#_Ak: _A_k

D’ou PO_—ll 1 p (4.19)

En posant p = lﬂ—k, alors le systeme sera ergodique si Ak < u

La fonction génératrice sera alors :

u(Z - 1)
uZ -1 —-21Z(Zk - 1)

Zp—p
AZ + Zp — u — AZk+1

f@=0-p)= =1-p)=




uZ—1) __kd-p)

f(Z) = (1 - p) (Z 1) lZ(Z 1) Zk 1Z] U— AZ?:() VA
_ p(l-p)
= f(Z) = m (4-19)

4.2.1.1.1 Les mesures de performances du systéme

Il s’agit de calculer le nombre moyen de clients dans le systéme ainsi que le temps moyen de
séjour d’un client dans le systéme.

#% Le nombre moyen de clients dans le systéme

Il est noté par L et est obtenu en calculant la dérivée de la fonction génératrice au point

z=1.0naura:
= nBy =l fDlaes
n=0

Ona:

1
@ = Lm’i)——] WL =)+ [ AZZM]

k k
d , .
o () = p(1 = p) * (~D[( = AJ_ZZJ)"Z] . (—A)ZJZH
= J:

wQa-p)yf, jzi
(# 121—121)2

B = f@) =

Aupoint Z = 1,on aura:

1+k
d . )_ﬂlk(l—l))( 2 )_lk(u-—lk)(k+ 1) Ak(k+1)
T TR T e Y P> Rk T o o
D’ou le nombre moyen de clients dans le systéme sera :
_ k(k +1)
RETET) (4.20)




#* Le temps moyen de séjour dans le systéme

Obtenu par le biais des formules de Little, le temps moyen de séjour dans le systeme est donné
par I'expression suivante :

Ae(k + 1)
L L =R k+1
 taux d'arrivée  lk ik 2(u— k) (4.21)

Il est aussi possible de calculer d’autres mesures de performances tels que : le nombre moyen
de clients dans la file d’attente et le temps moyen de séjour dans la file d’attente. lls sont
donnés par :

Ak _ Ak(k+1) Ak

S kT Ty T, Ry
vyl el 1
4 uo 2u—-2k) p

Dans la section suivante nous modéliserons notre étude générale sous forme d’un jeu, puis

(4.22)

(4.23)

nous déterminerons le nombre seuil afin de trouver I'équilibre de Nash.

4.2.1.2 Le jeu associé

Sachant qu'il existe une récompense R pour un client servi et un coiit d’attente C, nous
pouvons alors modéliser cette situation par un jeu symétrique entre k clients qui arrivent au
méme moment dans le systéme. Les clients étant informés de I’état du systeme, il leur revient
alors de prendre la décision d’entrer ou de quitter en fonction de cette information et d’une
maniére simultanée. Ce jeu peut s’écrire de la maniére suivante :

d =<].{Si}ie; {Ui}iey > (4.24)
ou
] =1{1,2,...,k} est l'ensembledes joueurs qui est constitué des k clients
{5} = {51(t),52(t), 53(2)} est 'ensemble des stratégies de chaque clients
Avec

entrer (E)siN(t) <n

quitter (Q) sinon vn=01.2,..

5,(t) = {

s52(t) = entrer (E) et s5(t) = quitter (Q)

Ui(si,s-;) : est la fonction d'utilité de chaque client i ,ie{1,2, ..., k} quisera déterminer
ci-dessous.

Le bénéfice moyen de chaque client lorsqu’un groupe de k clients arrivent et observent
n clients dans le systéme et décident ensuite d’entrer est donné par :

n+11 n+21 n+k1)

Ui(E,...,E)=R—C( B




ou;lc- est la probabilité d'entrée de chaque client

k
U,(E,..,E) = R — C(k_luz(" +1)
i=1

k
! :
- - gz in 1)

Avec Z{-‘;li = Ltk terme générale d'unesuite arithmétique ; on aura alors :
1 1+ k)k
Ui(E, w,E) =R — C(E<kn +——E—)
n 1+k
=R-C (— + ——)
Ko 2u
. 2Zn+1+k
d'ou Ui(E,..,E)=R—-C (T) (4.25)

En se basant sur le cas particulier M2/M /1, notons par z;e{0,1} la valeur caractérisant ’action
du joueur i, ie] donnée par :

avec i€ |

_ {1 si le joueur i entre
i

~ |0 sile joueuri quitte
Enfin, la fonction de gain de chaque client sera :
2n+1+ Yk .z ,
== Siz; =
Ui(si,s-y) = 21 '

0 SiZi=O

4.2.1.3 Détermination d’équilibre de Nash

Dans cette section, nous allons résoudre le jeu (4.22) sachant que I'objectif des clients est de
maximiser leurs gains, donc un client décidera de rejoindre le systéme s’il aura un bénéfice
positif. Supposons que tous les clients rejoignent le systéme méme si leurs gains sont nuls.
Alors on aura :

2Zn+1+k
——
2p
B 2uUR > C(2n+1+k)
- k
<2/1R C(A+k)

U;(E,..,E) >0 R—C

B2n < C
2UR—C(1 + k
Bn< = ZC( ) (4.26)

Puisque n ne prend que des valeurs entiéres, nous pouvons donc écrire :




< 2UR  k+ 1] 427
=120 T2 (4.27)
Posons n, = -Zf —5;5-1], ce qui nous permet de généraliser le théoréme précédent par ce

résultat qui suit :

Théoréme 4.2.1
Dans une file d’attente markovienne avec arrivées par bloc de taille k (M*/M/1/FIF0)

observable dans laquelle un groupe de k clients qui entrent dans le systéme ne peuvent le

quitter qu’apres leurs services telle que kA < p, il existe un seuil n, = % - %] tel que les

stratégies « entrer si n < n, et quitter autrement » procurent un équilibre de Nash en
stratégies pures (Avec n le nombre de clients dans le systéme a I'instant t)

Preuve :

Considérons l'arrivée de k clients et trouvent n, clients dans le systéme tels que n, < n,. Si

3 N s 3 2n,+1+k

ces clients entrent dans le systéme, alors chacun des clients aura un gain R — C —1-2—“— > 0.
Donc aucun client n’a intérét a quitter sinon son gain sera nul.

Supposons maintenant une taille n, du systéme telle que n, > n,, alors aucun client n’a

s s AL T N ; . 2n,+1+k
intérét a rejoindre le systéme car il aura un gain R — C ———< 0.

4.2.2 Cas non observable

Contrairement au cas observable, les clients ne sont pas informés de la taille du systéme. Du
coup, ils entreront au systéme avec une certaine probabilité p qui satisfait certaines conditions
que nous déterminerons par la suite afin de trouver I’équilibre de Nash.

Nous déterminerons aussi les mesures de performances du systéme qui nous seront utile pour
la détermination de la fonction de gain des clients.

4.2.2.1 Caractéristiques du systéme

Comme dans le cas particulier précédent (M?/M/1 non observable) ol le nombre de
clients qui entrent dans le systéme était une variable aléatoire suivant la loi binomiale (2, p),
nous considérons cette fois ci que cette variable suit la méme loi mais de paramétre (k,p).
Soit X cette variable aléatoire, on aura donc :

X~Bk,p) ePX=0)=Cp' (1-p)" avecie{0,1,2...,k}
Notons par a; cette probabilité, on aura donc :
a;=Clpt(1—p)t  avecie{0,1,2...,k}

Les équations de Kolmogorov correspondantes a ce systéme en se basant sur le cas particulier
précédent sont :




(pourn =0 AY¥ a;Py=puP; 1)
pourn=1 (AX¥  a;+p)P, = uP, + Aa,Py (2)

k n
{pourn=1 (lZai+u>Pn=uPn+1+AZP_iai 3)

R=1 &

n=0

\

Sous la condition Z{-‘zl a; = 1, ce systéme est équivaut alors, en ne prenant que les équations
(1) et (3) au systéme suivant :

k
pourn=20 (AZai—a(,)Po:uPl

i=0
k n
pourn =1 (A(Zai—ao)+u)Pn=,uPn+1+lZP_iai
i=0 i=1
pourn =20 A1 = ay)Py, = uP;

n
pourn =1 (A = ap) +WB, = uPyiq + AZ P,_;a;
i=1

Donc nous pouvons enfin écrire les équations d’états d’équilibre comme suit :

(pourn =0 APy = uP; + Aa,yP,

n
pourn =1 A+ wPB, = uPyq + Az P,_;a;
i=0

ZPn=1
\

Afin de trouver le nombre de clients ainsi que le temps le temps moyen de séjour dans le
systéme, nous allons introduire la fonction génératrice de la distribution stationnaire.

. (4.28)

4.2.2.1.1 La fonction génératrice des probabilités stationnaires

Il est nécessaire d'introduire deux fonctions génératrices afin de pouvoir résoudre ce systéme.
Soient f(z) = X o B 2™ et A(z) = Xooa,Z™

En multipliant chaque c6té des équations du systéme (4.22) par Z" et en faisant la sommation
termes a termes, on aura :

[0} n
APZO + (A + 1) Z P,Z™ = uP,Z° + Aa,PyZ° + “Z PpoiZ™ + 2 z Z P,_a; 2"

n21 n21 n=1i=0

o] n
= AP0+(A+[1)|:ZPnZn—PO:| zuP1+Aa0P0+%ZPn+1Zn+1+ AZZP _iaiZn

n=0 nz1 n=1 i=0




En faisant le changement de variable j =n+1 »n=j—1onaura:

o AZP,,Z" +uZPnZ"—uP0 = uP, + AayP, +§-[ P.Z" - P, —Plz] +
n=0

n=0 n=0
© n
AZZ n_lalZ —Aaopo

n=0 i=0

00

n
© Af @) + 1f (2) — uPo = WPy + AagPy + £ (z) - =Py — Py ”ZZ Py_ya; Z" —

n=0 i=0

Aag P,

© A @) +uf @) - Py = L1 () - L Py ”Z ZP 4z

n=0 i=0

Onaaussi:

00 n
ZZPn_lal = PyaogZ® + PyayZt + PyagZ? + Pya,Z? + - +ZP_LalZ +-

n=0 i=0 i=0
= aogZ°(PyZ® + PyZ* + -+ B Z" + ) + a, ZY (PyZ° + P, 21 + - +
BZ™ + )+t anZ™((PoZ° + Py ZY + -+ + ByZ™ 4 -2 + oo

= f(z).z a,Z" = f(2).A(2)

Donc on aura :

M (@) + uf(2) = uPy = 21 (2) = 5 Po + A (). A(2)

A f(Z)[/1+#—g-—-lA(z)] =;1P(,——%P0 = uP, (1_1)

Z
D’ou
uo (1-3)
f@) = ———
u(1-7)+2(1-4@)
e f@= #h(Z — 1) (4.29)

w(Z -1 +1z2(1- A(2))
Pour calculer P,, notons bien que ‘lzlrr{ A@)=EX) et f) =1 ‘lZlIT} f(z) =1,onaura
donc:

UPy(Z —1) KPy

) = @D+ Z(—4@) = E®

=1




u — Akp
u

B uPy=p—2ikp B P,=

Ak
b Py=1- —#3 (4.30)

y! N— 5 . .
En posant p = —Z’i on aura Py = 1 — p. Donc la stabilité du systéme existe si : p = _1_23 <1

Onsait que A(2) = X2, a;Z" = 32, Cp p' (1 — p)*~! = (pZ + 1 — p)*
D’ou la fonction génératrice sera :

HPo(Z — 1) _ HPy(Z — 1)
pZ-D+2Z[1 - pZ+1-p)X] u(Z—1)+AZ-2Z(pZ+ 1 - p)*

f@= (4.31)

Pour trouver le nombre moyen de clients dans le systéme, on dérive la fonction f(2).0na:

Fi(z)= uPo[u(Z—-1)+lZ(1—(pZ+1-—p)k))]—uPo(Z-1)[u+l—(l(pz+1—p)k)+lkpz(pz+1—p)k'1))]
= [W(Z—1)+AZ-22 (pZ+1-p)1] 2

uZ—u+AZ—AZ(pZ+1—p)")—uZ+u—-AZ+/1+/l(Z—-1)((pZ+1—p)k)+kpZ(pZ+l—p)k_l))

= 1hy 2%
[MZ -1+ AZ—-AZ(pZ+1—-p)"]

A=Az +1-p)) + 2kpz(Z - 1) (pZ + 1 — p)k_l)] (4.32)

Izbf'(Z)-_—ﬂPo[ [u(Z—1)+AZ - 2Z(pZ + 1 —p)k] 2

4.2.2.1.2 Les mesures de performances du systéme

% Le nombre moyen de clients dans le systéme

Il est obtenu en calculant |f'(2)]|z=1. Ce qui équivaut a calculer .lzm{ f'(2), onaura:
-

lim f'(z) = lim p, |- 2@+ 1= 7)) + UpZ(Z = DpZ +1—p)*™)
Zl_r,rllf Z _z!)rllupo [u(z—1)+u_M(pZ+1_p)k]2

Soient :

N(z) = 2-A(pz + 1 -p)*) + 2kpz(Zz - 1)(pZ + 1 — p)¥ 1)

N(@2) =2-2pZ +1-p)") + 2kpZ2(pZ + 1 — p)* L — akpzZ(pZ + 1 — p)k~1 et

D(z) = [u(Z — 1) + AZ — AZ(pZ + 1 — p)¥] 2

Donc en dérivant N et D, on aura :

N'(z) = —Apk(pZ + 1 — p)*~* + 22kpZ (pZ + 1 — p)*~ + Ap2Z%k(k — 1)(pZ + 1 — p)*~2
—Akp(pZ + 1 —p)k~1 — 2p?Zk(k — 1)(pZ + 1 — p)k—2

N'(2) = =2apk(pZ + 1 — p)*~* + 2AkpZ(pZ + 1 — p)*~* + Ap?kZ(k — 1)(Z — 1)(PZ + 1 — p)*-2

N"(2) = —2Ap*k(k — 1)(pZ + 1 — p)*% + 22kp(pZ + 1 — p)*~1 + 22p*Zk(k— 1D)(pZ +1— p)k_z +




p2kZk(k — 1)(PZ + 1 — p)*~2 + Ap3Z%k(k — 1) (k — 2) (pZ + 1 — p)*~3 — Ap2k(k — 1)(pZ + 1 — p)*~2
—Ap*Zk(k — 1) (k — 2)(pZ + 1 — p)*=3
N"(2) = Ap?k(k — 1)(4Z — 3)((PZ + 1 — p)*2 + 2AkpZ(pZ + 1 — p)*! + Ap3Zk(k — 1) (k — 2)(Z — 1)

*
®0Z +1-p)

D'(z) =2[u+A—A@Z +1-p)* - akpZ(pZ + 1 —p)*[u(Z — 1) + 1Z
—AZ(pZ +1 - p)*]

D"(2) = 2[2dpk(pZ + 1 — p)*~* = AkZp*(pZ + 1 — p)* 2] [u(Z — 1) + AZ — AZ(pZ + 1 — p)¥] +

2[u+2A— AZ + 1 - p)* — AkpZ(Z + 1 — py[u+ A — A(pZ + 1 — p)*
— AkpZ(pZ + 1 — p)*-1]

En remplagant Z par 1 dans N”et D", on aura :
N"(1) = Ap*k(k — 1) + 22kp = 2kp((k — Dp +2) et D"(1) = 2(u — Akp)?. D'ol

N"(z)  Akp((k—Dp +2)
D7(z) "0 2(u— akpy?

lim f'(z) = lim pPy

Or on sait que P, = 1—p=1—A—E‘E)-O— or EXX) =kp donc Py = 1——%

G T e Akp((k-1)p+2) _ Akp((k—1)p+2)
Dot £ = G — die) 2(u-Akp)?  2(u-1kp)

Enfin,

_Akp((k—1Dp+2)

L= 4.33
2(u=7kp) Lot
# Le temps moyen de séjour dans le systéme
Il est obtenu en utilisant les formules de Little. On a :
Akp((k— Dp + 2)
W = L L 2(u— Akp) _(k—-l)p+2
 taux d'arrivée  kp Akp ~ 2(u— Akp)
Enfin,
k—Dp+2
W=—or—"—— 4.34
204 2kp) S
# Le nombre moyen de clients dans la file
Toujours avec les formules de Little, on aura :
k— 2
Ly=L—p= Akp((k—Dp +2)  Akp (4.35)

2(p — Akp) [l




% Le temps moyen de séjour dans la file

Il est donné par I'expression suivante :

quw_l_(k—l)p+2 1

R 2= k) & (4.36)

4.2.2.2 Le jeu attribué a ce modeéle

En gardant les mémes paramétre de récompense-coiit (R, C), nous pouvons modéliser cette
situation comme un jeu entre les clients, étant donné que chaque client prend sa décision en
fonction d’une infinité de clients. Ce jeu est donné par :

d =<].ASi}iey {Uiliey > (4.37)
Ou
] =1{1.2, .., k} est l'ensemble des joueurs (les clients)
S; = {E, Q} est I'ensembledes stratégies de chaque joueur

U;(p) = p(R — CW) est la fonction de gain d'un client i.

_ (k=D)p+2 , n—— .
Comme W = 2 GiD) alors la fonction d’utilité sera :
k—Dp+2
; =p|R-C————F— .38
U;(p) p( C 2(i= 7kp) (4.38)

4.2.2.3 Recherche d’équilibre de Nash

Notre objectif est de trouver un équilibre de Nash en stratégies mixtes vu que les clients ne
sont pas au courant de I’état du systéme au moment de leurs arrivées. Donc si

U(p) = 0 pour p = 1, tous les clients ont donc intérét a rejoindre le systéme, sinon le gain
moyen d’un client sera négatif. Mais cela n’est pas valable dans le cas ou les clients entrent
dans le systéeme étant donné celui-ci est vide, car ils auront un gain moyen positif.

Un client est indifférent entre « entrer ou quitter » si son gain est nul en rejoignant le systéme.
Nous aurons alors :

(k—1Dp+2

U(p)=0 = R—Cm

=0 » 2uR — 2AkpR = C(k— 1)p + 2C

2uR — 2C
22kR+ C(k— 1)

= p(C(k—1)+ 24kR) =2uR—2C ®p =

Notons

_ 2uR-2C
Pe = 0kR+ Clk— 1)

(4.39)
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D’ou le résultat suivant :

Théoréme 4.2.2 :

Dans une file d’attente M*/M /1 inobservable dans laquelle les clients ne peuvent plus
revenir sur leurs décision une fois accédés dans le systéme telle que Ak < p, il existe un
équilibre de Nash en stratégies mixtes « entrer avec la probabilité p, » telle que :

( . e |Gt D
——— OO
. si Re 2= k)
Fe 2uR — 2C _
(27kR + C(k — 1) stnon
Preuve :
Si Re _C 2((:—:3(—), 00[, tous les clients préférent rejoindre le systéme car U(1) =R — CE%% >0.

Donc aucun client n’a intérét a rechigner sinon il aura un gain nul.

Supposons a présent que U(1) < 0. Si tous les clients utilisent la stratégie mixte (p,,1 — pe) , un
(k—1)p,+2
2(u—2kp,)
clients dans le systéme et supposons qu’un seul client parmi eux choisit une probabilité d’entrée P11 F
Pe, SON gain sera alors :

client qui rejoint le systéme aura alors un gain R — C = 0. Supposons une arrivée de k

k—1p, +2
U(Pe:P1)=P1<R—C( Jpe + )=0

Z(Au - ;{kpe)

Donc ce client n’a aucun intérét a dévier unilatéralement.

4.3 Les atouts et inconvénients du modele M*/M /1 pour les
clients dans les deux cas d’un point de vue économique

Dans cette section, nous parlerons des intéréts et des inconvénients du modeéle d’attente avec
arrivées par bloc de taille fixe d’'un point de vue économique en attribuant au systéme une
certaine structure récompense-colt (R, C) dans les cas observable et inobservable.

4.3.1 Le cas observable

Les clients observent la taille de la file a leurs arrivées avant de prendre une quelconque

décision. lls leurs incombent de ne pas rejoindre le systéme lorsque le nombre de clients qui

’ N - v " 2UR k+1] . 5 ;s
Sy trouvent a leurs arrivées est superieur a n, = ?—-2—- sinon ils auront un bénéfice

négatif. L’avantage pour les clients est la réduction du risque de perte car ils ont I'information
totale sur I'état du systéeme. Par contre, les clients seront trés méfiants lorsque le nombre de
clients dépasse le seuil n,, par conséquent ils n’entrerons pas dans le systéme méme s'ils ont
envies d'y accéder.




4.3.2 Le cas inobservable

Dans ce présent cas, les clients n’ont aucune information sur I'état du systéme a leurs arrivées,
donc ils accéderont au systéme avec la probabilité p,. L’avantage est que malgré I'absence
d’information, les clients auront au moins un bénéfice nul lorsqu’ils rejoignent le systéme avec
la probabilité p,. Par contre, un client peut décider de ne pas rejoindre le systéme alors que
celui-ci est vide.

4.3.3 Analyse d’information révélée par le serveur

Cette section est consacrée a une synthése des deux cas lorsque le serveur a la possibilité de
divulguer ou non lI'information sur I'état du systéme.

Apres nos études sur le modéle M* /M /1 avec une structure récompense colit, nous pouvons
dire que I'avantage pour le serveur lorsqu’il donne I'information sur I'état actuel du systéme
est que les clients vont entrer dans le systéme tant que sa taille n’atteint pas le nombre seuil.
Par contre nous remarquerons une perte de clients lorsque le nombre de clients dans le
systéeme dépasse le seuil n,.

En effet, lorsque ne serveur ne donne pas d’information sur I'état actuel du systéme, les clients
qui arrivent peuvent adhérer le systéme bien que sa taille soit trés grande. Par contre il peut
y avoir des pertes de clients étant donné que le systéme soit vide car ils ne sont pas informés
de I'état du systéme.

4.4 Conclusion

Ce chapitre a été consacré a une étude du modeéle M* /M /1 avec une structure récompense-
colit (R, C) en commengant par le car particulier (pour k = 2) ol nous avons en premier lieu
déterminé les caractéristiques du systéme et les équilibres de Nash dans les cas observable et
non observable afin de donner les conditions d’entrée des clients dans le systéme pour
pouvoir maximiser leurs profits. Et nous avons également élaboré quelques atouts et
inconvénients pour les clients ainsi que le serveur lorsqu'’il a état de droit sur la divulgation de
I'information sur I'état du systéme.




5 Conclusion générale

Dans ce manuscrit, aprés avoir défini un jeu, donner quelques exemples de jeux, donner
quelques concepts de solution a savoir les équilibres de Nash, donné également quelques
notions sur les files d’attente d’'une maniére générale et les files d’attente markoviennes en
particulier, il a été présenté quelques modeles de files d’attente markoviennes via la théorie
des jeux ou il a été constaté que si les clients a leurs arrivées observent I'état du systéme (le
nombre de clients présents dans le systéme a leurs arrivées), ils rejoindront le systéme si le
nombre de clients s’y trouvant est inférieur ou égal & un certain nombre seuil n, qui peut &tre
déterminé par les calculs. Dans le cas échéant, si les clients n’ont pas la possibilité d’observer
I'état du systéme a leurs arrivées, ils entreront au systéme avec une certaine probabilité De
afin de maximiser leurs profits respectifs. Cette partie a été cléturée par un modéle de jeu
entre les serveurs dans lequel chaque serveur cherche & maximiser son gain en fournissant un
meilleur taux de service.

Notre travail réalisé sur les files d’attente circule dans le chapitre 4 ot nous avons considéré
un systéeme d’attente avec arrivées par bloc de taille fixe k en imposant une certaine structure
de récompense-colt (R, C). Les clients décident a leurs arrivées d’adhérer le systéme ou de
rechigner afin de maximiser leurs profits nets selon I'information qu’ils ont sur le systéme.
Apres avoir déterminé les caractéristiques du systéme dans les deux cas (observable et
inobservable), nous avons déterminé les équilibres de Nash correspondant aux deux cas
d’information ou il a été question de trouver le nombre seuil dans le cas observable et la
probabilité d’entrée dans le cas inobservable. Et enfin nous avons pu élaborer quelques
avantages et inconvénients des deux cas dans la mesure ou le serveur a la possibilité de
divulguer ou non l'information sur I'état du systéme.

Il est éventuellement possible d’étendre cette étude sur d’autres modeéles de files d’attente
markoviennes (comme par exemple une file avec s serveurs) toujours dans le cadre des jeux
ou bien dans les modéles d’attente non-markoviens.
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