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RESUME

Le but de ce travail est 'obtention des théorémes central limite pour les sommes des
variables aléatoires modifiées, indépendantes et identiquement distribuées dans le cas
ou les moments d'ordre deux n'existent pas .

La premiere modification 1égere pour des fonctions d'influence, sur I'ensemble des
variables aléatoires permet la résolution du probléme de la convergence asymptotique
normale pour les sommes totalement et partiellement modifiées.

La fonction de répartition des variables aléatoires a été remplacée par la distribution
empirique dans le but d'avoir la version empirique .

Une lourde modification pour des fonctions d'influence consiste a exprimer les
transformations faites sur la suite des variables aléatoires, et 1'ensemble des paramétres
utilisées pour une convergence vers la loi normale centrée et réduite.

Lors de l'application des fonctions d'influence le conformément asymptotique
normale peut étre obtenu, beaucoup de facteurs ont apportés le choix de ces fonctions.
Des fonctions d'influence différentes impliquent des vitesses de convergence différentes
pour cela il est avantageux d'utiliser celles qui donnent la plus grande vitesse de
convergence, en trouvant une borne inférieure et supérieure pour l'erreur uniforme dans
le théoréme central limite.

La notion du principe d'invariance fait partie de notre étude car elle fortifie celle de
la convergence finie dimensionnelle. Nos résultats peuvent étre généralisés, en ajoutant
une condition qui va permettre de recouvrir l'ensemble des résultats obtenus.
L'interét que présente ce théoréme et I'ensemble des modifications faites confirment

l'efficacité de cette approche.



ABSTRACT

The aim of this work is to obtain the central limit theorem of modifying the
summands of sums of independant, identically distributed random variables when they
fail to have second or even first moments.

The first intermediate modification for a large of functions called influence functions
will be used for solving the convergence asymptotic normal, for totally and partially
modified sums. The distribution of random variables is replaced by the empirical
distribution in order to obtain the empirical version.

A heavy modification consists to express the different tranformations mades for a
sequense of random variables, and parameters used for the normal center reduce
convergence.

The asymptotically normal limits may be obtained, when we applied influence
functions, many factors are allows the choice of this functions. A different influence
functions imply different rates of convergence, it's conceited to use which give a large
rate of convergence, we find a upper and lower bounds for the uniform error in the
central limit theorem.

The notion of invariance principle is examine because she fortify the convergenve of
the finite dimensional distributions. Our results can be obtained by add another
condition in order to cover a set of results obtained. The advantage of this theorem and

the different modifications used confirmed the efficiency of this approach.
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Introduction

Il n’est plus & démontrer 'importance du calcul des probabilités dans beaucoup
de domaines, tels que 1’économie, la médecine, la biologie, les sciences humaines y
compris les sciences politiques et dans des domaines nouveaux comme ceux qu’ouvrent
les problémes d’ Auto-organisation et de "I'intelligence artificielle". Il devient nécessaire
d’étudier le calcul des probabilités avec rigueur en utilisant les concepts mathématiques

les plus modernes et les plus opérationnels .

La théorie des probabilités est une théorie mathématique du domaine des sciences
dites exactes, neutres, abstraites, universelles, et pourtant les concepts probabilistes
représentent des expériences concrétes. La démarche de construction de ces concepts
est matérialiste et permet une pésentation pédagogique de type FREINET: On observe
une réalité, puis on ’examine pour essayer de résoudre le probléme concret posé par

cette réalité .

Le théoréme central limite est I'un des résultats les plus importants dit "pilier" de
la théorie des probabilités. De fagon informelle, ce théoréme donne une estimation trés
précise de 'erreur que 'on commet en approchant I'espérance mathématique par la

moyenne empirique.

Ce phénomeéne a d’abord été observé par Gauss qui ’appelait loi des erreurs; mais
ce dernier n’en a pas donné de démonstration rigoureuse. La preuve du théoréme a été

apportée par Moivre Laplace ; le théoréme porte donc parfois leurs noms.

Pour que ce théoréme soit applicable il faut y imposer certaines conditions. Consid-

érons tout d’abord une suite de variables aléatoires indépendantes X7, Xs, .., d’espérance

E(X) = p < oo, et de variance Var (X) = 0 < oo, chacune ayant la méme loi de

probabilité, alors:




ieSi S, =X,
=1
— E
Sn (5,) o, N (0,1)
\/ Var (S,)

Désormais, la condition de variance finie de la distribution est également une con-

dition suffisante, mais non nécessaire de convergence vers la loi normale.

Il est clair, cependant, que la distribution des variables aléatoires que ’on somme
ne doit pas étre trop "large". Un exemple de loi large est fourni par la loi de Cauchy
(ou loi lorentzienne), dont tous les moments sont infinis, en fait la densité d’une loi de

cauchy est définie sur R telle que:

1
f(-”f):m

+0o0
Notons que EX = [ 1 de diverge.

Si 'on somme un nombre N de telles variables, cette somme est encore distribuée
selon une loi lorentzienne, ce que ’on peut facilement vérifier en utilisant les fonctions
caractéristiques correspondantes. Si grand que soit N, il n’y a jamais tendance vers la

loi normale.

En fait, on peut identifier précisément les fonctions f (x)qui appartiennent au "do-

maine d’attraction" de la loi normale par le critére suivant :

Une distribution qui décroit comme x~2 pour x grand appartient au domaine
d’attra-ction de la loi normale, bien que sa variance soit infinie, et toutes les distribu-
tions décroissant plus vite qu’en x 3pour z grand appartiennent également au bassin

d’attra-ction de la gaussienne, qui est ainsi extrémement vaste.

A cause de termes de grandes valeurs, LEVY [2] a montré qu’on ne peut pas obtenir
la convergence vers la loi normale pour les "sommes des variables aléatoires". D’autres
travaux qui ont été établis dans le but d’obtenir des théorémes central limite méme si

I’espérance et la variance n’existent pas ont été réalisés d’abord par HAHN et KUELBS
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[7], qui ont modifiés ’ensemble des termes. Cette modification a été faite par la fonction
tronquée suivante:

Ty (x) = =l (|2| <1)

D’aprés HAHN, KUELBS et WEINER  [1] 'ensemble des variables aléatoires peut

étre aussi modifié par la fonction censurée telle que:

Ci(z) = (lz[At)sgn (z)

= ol (|z| <t)+tl(|Jz| > t)

Pour cela et en continuant ces travaux , une nouvelle version du théoréme central
limite est obtenue en modifiant les sommes des variables aléatoires. Notre but dans
cette thése est donc de prolonger la notion de la limite centrale, tout en modifiant les

variables aléatoires pour des fonctions H,(z) appelées fonctions d’influence telles que:

Ty (z) < Hy (z) < Gy (x)

Pour simplifier ce point de vue on va essayer de répondre a la question suivante:

\ R Hi( Xi)— .
Quelles seront :y,, & centrer, 0, & réduire pour que Mtend vers une loi normale
n

centrée réduite N (0,1) .

Dans ce mémoire, nous nous intéressons donc a étudier le théoréme central limite par
rapport aux différentes modications faites sur les variables aléatoires . Les premiers
résultats ont fait I'objet de plusieurs articles dans lesquels les auteurs ont obtenus
des résultats importants dans un domaine qui s’avére intéressant du point de vue
théorique et méme pratique; la notion de la vitesse de convergence ainsi que du principe

d’invariance font partie de notre étude.

Le premier chapitre est consacré a donner les notions de base pour n’importe quelle
étude probabiliste tout en utilisant le langage de la théorie de la mesure, une in-
troduction a la théorie des probabilités a été décrite , ainsi que des définitions, des
interprétations, des théorémes utilisés tout au long de ce mémoire. On s’interesse aux
différents types de convergence en exprimant une relation d’inclusion entre eux , une

autre partie va illustrer 'intérét que présente le théoréeme central limite aussi bien dans
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la pratique que dans le domaine théorique. Nous présenterons au deuxieéme chapitre des
applications du théoréme pour les méthodes inductives reliées en incluant un modéle

économique.

Le troisiéme chapitre exprime 1’état de ce théoréme en cas d’une modification légere
dite intermédiaire, en paralléle la version empirique, qui va permettre de remplacer la

distribution de la variable aléatoire par celle empirique.

D’autre part une modification lourde des variables aléatoires va nous conduire a la
convergence vers la distribution normale, nous étudierons aussi le niveau de la vitesse

de convergence en terme central limite, c’est ce qu’on va voir au quatriéme chapitre.

Dans le cinquiéme chapitre et dans le but de fortifier la notion de la convergence
asymptotique normale vers celle du principe d’invariance, beaucoup de résultats ont
été obtenus dans ce sens. Notons aussi qu’une généralisation des résultats précédents

a été décrite .
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CHAPITRE 1

GENERALITES SUR LA THEORIE DE LA MESURE ET

PROBABILITES

1.1 Introduction

En général on ne peut pas espérer mesurer toute les parties. Il convient donc de
limiter la théorie & des parties suffisamment réguliéres, pour étre mesurables et le choix
des parties mesurables est en principe un préalable a toute définition d’une mesure.
En fait on peut distinguer deux types d’utilisateurs de la théorie de la mesure : les
probabilistes qui vont utiliser cette notion de mesurabilité pour pouvoir, en changeant
I’ensemble des parties considérées comme mesurables, modéliser certaines notions de la
théorie des probabilités, ainsi que les analystes qui travaillent essentiellement avec la
mesure de Lebesgue (qui correspond a la notion de longueur, d’aire, de volume, etc...)
et souhaitent pouvoir mesurer le plus de parties possibles.

Dans cette section nous donnons l’ensemble des notions utilisées tout au long
de ce mémoire, en commencant par des rappels sur la théorie de la mesure tout en
introduisant la relation entre la mesure et la probabilité, nous faisons une présentation
de la convergence des variables aléatoires qui sera un préliminaire pour entamer la

notion du théoréme central limite.

1.2 Rappels de mesure

Intuitivement le probléme de la mesure est le suivant :

Etant donné un ensemble X, définir pour toute partie A de X, ou du moins pour
certaines d’entre elles, un nombre m(A) (sa mesure) qui permette d’estimer la grandeur
de cette partie.

On exige naturellement de cette définition qu’elle vérifie I'additivité c’est-a-dire
que pour A et B parties disjointes on demande m(A U B) = m(A) + m(B). Cette

propriété se généralise immeédiatement par récurrence a ’additivité finie.
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L’exemple le plus simple est fourni par le cardinal (ou nombre d’éléments) :
m(A) = #A. Un autre exemple, lorsque X = R est fourni par la longueur qui permet
de mesurer les intervalles.

Plus généralement, lorsque X est un espace euclidien de dimension 2 (resp.3) 'aire
(resp.le volume) donne encore un exemple de mesure.

Le premier exemple montre 1'utilité d’accepter la valeur 400 si 'on veut mesurer
toutes les parties de X (lorsque X est infini).Le deuxiéme exemple montre qu’en général
la mesure n’est définie a priori que sur certaines parties.

En dimension 1 cela n’est pas trop génant car les intervalles sont les parties de
R les plus fréquemment considérées. En dimension supérieure le probléme est plus
intéressant (et plus délicat).

En effet la définition de I’aire passe en général par le choix d’un carrée unité (d’aire
1) puis, par différentes opérations, on détermine 'aire des rectangles, des triangles,
des polygones et de figures de plus en plus complexes en utilisant I’additivité (finie ou
méme dénombrable). On peut faire une remarque analogue pour les volumes.

Soit une expérience aléatoire décrite par la donnée d'un espace ) (aussi appelé
espace des "épreuves" ) dont les éléments notés w ( appelé "issues" ), sont les résultats

possibles de ’expérience.

Soit Fune partie ou sous-ensemble de ). Les w sont des événements particuliers :
élémentaires ou atomiques. Cependant ils ne font pas nécessairement partie de F. A
priori, on pourrait ainsi considérer ’ensemble P(£)) de toutes les parties de 2 comme
ensemble des événements aléatoires possibles dans (2.

Pour pouvoir envisager de parler de mesure dans un référentiel ) donné il est

indispensable d’en préciser les parties mesurables.

Définition 1.1. [17]on appelle algébre sur 2 une famille F de parties de Q vérifiant:
1. Q e F.
2. L’union finie d’éléments de F est un élément de F.

3. VB e F,onaB°eF.

Remarque 1.2. notons que si pour (2) on a l'union infinie on parle de la o—algébre.

Les éléments de F sont appelés ensembles mesurables, et le couple (2, F) est appelé
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espace mesurable.
Définition 1.3. [17]Soit (2, F) un espace mesurable et B € F.On appelle fonction
indicatrice de B ’application

Ig : Q) — R telle que

Définition 1.4. [17]soit (1, F1) et (9, F2) deux espaces mesurables et
[, F) — (Q2, F2)

une application .On dit que f est mesurable si : VB € Qy on a f~1(B) € Q.

Notons qu’une mesure est une fonction qui peut associe une «longueur», un «vol-
ume» ou encore une «probabilité » a certaines parties d’'un ensemble donné. Il s’agit
d’un important concept en analyse et en théorie des probabilités. Formellement, une
mesure u est une fonction qui associe a chaque élément S d’une o-algebre donnée
une valeur u(S), qui est un réel positif ou infini dont certaines propriétés doivent étre

vérifiées .

1.2.1 Mesure de Lebesgue

Définition 1.5. [17]Soit (2, F) wun espace mesurable. On appelle mesure sur (€2, F)

une application p : F — Ry vérifiant:

1. p(¢) =0.

2. pour toute famille dénombrable ou finie on a p (U wy) = > p(wy)

Le triplet(Q2, F, p) est appelé "espace mesuré”.

Remarque 1.6. On désigne par B (R)la tribu borélienne de R (c’est la tribu engendrée

par la topologie usuelle qui est définie par la famille des intervalles ouverts ).



15

Propriétés vraies presque partout
On utilise 'expression "presque partout" pour indiquer qu'une propriété est vraie

sauf sur un ensemble de mesure nulle.

Définition 1.7. Soit (2, F, pu) un espace mesuré et B C Q) , on dit que B est de mesure

nulle si:

u(B) =0.
Définition 1.8. [17/soit f une fonction mesurable de signe quelconque, on dit que f

est intégrable si [ |f|dp est fini.

1.2.2 mesure de probabilité

Définition 1.9. [18/Soit (2, F) un espace mesurable , on peut définir une mesure de

probabilité P sur (Q, F) telle que P est une fonction définie de F dans R qui vérifie
1. P(A)>0V Ae F.
2. P(Q) =1

3. P est o—additive i.e ¥V A; € F, A; dijoints on a P (loleAi) => P(4).
= i=1

1.3 Variable aléatoire réelle

Etant donné ’ensemble des nombres réels que ’on munit de la tribu des boréliens ,

on appelle variable aléatoire réelle X une application mesurable de €2 dans R :
(€, F) =5 (R, B(R)) tel que VA € B(R); X~ (4) € F.
On appelle fonction de répartition ’application de R dans R :
Fx(z)=P(X<z)=Pwe: X(w) <uz).

Pour qu’une fonction F' de R a valeurs dans [0, 1] soit la fonction de répartition de
la loi de probabilité P d’une variable aléatoire X il faut et il suffit que la fonction F
soit monotone croissante et continue & gauche sur R et admette les limites respectives

Oet1len-c0et+oo.
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Remarque 1.10. La probabilité d’un intervalle se calcule alors simplement:
P( [a.b]) = F (b) — F(a)
Espérance d’'une variable aléatoire

Soit X une variable aléatoire sur (2, F, P), 'espérance d’une variable aléatoire si

elle existe est définie par:
EX = [X (w)dP (w)
Q

Notons que :
1. {X(w)dP(w) < 0 <:>£]X(w)\dp(w) < 00.
2. Si X >0 .p.p sur A alors, [XdP > 0.En particulier EX > 0.
A
3. S51iX;> Xy ppsur A= ledP > fngP.En particulier £X; > EX,.
A A
Variance d’une variable aléatoire

E(X?) mesure la grandeur absolue moyenne de X. Ce nombre est d’autant plus
grand que la loi de probabilité de X, est plus concentrée sur les grandes valeurs > 0 ou
< 0 de X, c’est plutot \/m qu’il faudrait considérer, puisque ceci s’exprime dans
la méme unité que X.

La variance d’une variable aléatoire si elle existe :
Var(X) = B(X?) — (BE(X))* = o
o > 0 s’appelle I’écart type de X.

Remarque 1.11. Notons que la loi d’une variable aléatoire est caractérisée par :
1. sa fonction de répartition

2. sa fonction caractéristique :

u€ER — ¢y (u) = E (™).

1.4 Théorémes de convergences

Ce sont des théorémes qui donnent des conditions suffisantes pour avoir:

1m</ﬁw):/mmﬁMx
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Ceci permet de calculer des intégrales et simplifie I’étude des fonctions définies

par des intégrales.

L’intérét des théoremes de convergences n’est pas seulement pratique mais aussi
théorique car ils rentrent dans la justification du théoréme de Fubini(voir par la suite)

et des propriétes des fonctions définies par des intégrales et des espaces LP.
Remarque 1.12. LF(Q, F,pu) = {f : Q@ — R/ [ mesurable et [ ||’ dp < oo} .

Théoréme de la convergence dominée(ou de Lebesgue)

soit (f,,) une suite de fonctions intégrables qui converge presque partout vers f, et g

une fonction intégrable telle que | f,| < g, alors f est intégrable et lim [ f,dv = [ fdx.

Espace produit , théoréme de Fubini

Ici on donne la définition d’un espace produit puis le théoréme de Fubini

qui justifie 'intégration par rapport a I'une de variables puis 'autre.

Définition 1.13. Soit (4, F1, 1) et (Qa, Fa, piy) deux espaces mesurés .
On note Q=8 xQy
FixFo={B1 X By: By € Fy et By € F» } ,ensembles des rectangles.
By x By ={(z,y): v € By ety € By}.

On appelle espace mesurable produit (€2, F), I'espace dont F est la tribu engendrée
par Fi x Fa sur 2.

Théoréme 1.14. (Fubini) Soit (21, F1, py) et (Qa, Fo, p1y) deux espaces mesurés, et

(Q, F, ) Uespace mesuré produit, et soit f une fonction intégrable. On a:

Jo F@wydn=fo, (Jo, £ (.9)dm) dp,
= fg L <fg ) f(zy) dﬂ2> dpy .

Pour une initiation en probabilité nous commencons par deux inégalités tres clas-

siques du calcul des probabilités ; elles sont d’usage fréquent.
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Inégalités de Markov et Bienaymé Tchebychev
Tout d’abord l'inégalité de Markov dont la démonstration est trés simple.
Proposition 1.15. [22/Soit X une v.a.r. positive et intégrable. Alors

Va > 0,aP(X > a) < E[X].

La démonstration de cette inégalité est élémentaire. Il suffit de remarquer que,
comme X est une v.a.r. positive:

X =XIxcqg+ Xlx>q > Xlx>q 2 alx>q.

Et d’utiliser la croissance de 'éspérance pour obtenir E[X] > aE[Ix>,] = aP(X >
a).

L’inégalité ci-dessus est vraie pour a = 0 mais ne présente dans ce cas aucun intérét.

Remarque 1.16. [22/Notons que si X est une v.a.r positive et r > 0, alors X (w) > a
si et seulement si X" (w) > a”, et ce pour tout a > 0. En particulier, si X est une v.a.r

positive qui posséde un moment d’ordre r, on a:

Va > 0,a"P(X >a)=a"P(X" >a") < E[X"] .

Cette remarque trés simple conduit & une seconde inégalité connue sous le nom

d’inégalité de BienayméTchebychev.

Proposition 1.17. [13/Soient a > 0 et X une v.a.r. de carré intégrable. Alors:
P(IX - BX]| > a) < 5.
11 suffit d’appliquer la remarque précédente a la variable Y = | X — E[X]| avec r = 2.
En effet pour tout a > 0 :
a*P(Y >a) < E[Y? =V[X].

Remarque 1.18. Ces inégalités sont valables indépendamment de la loi de la v.a.r
X. 1l n’est donc pas trés surprenant quelles ne soient pas extrémement précises comme
on peut s’en convaincre sur l'exemple suivant: Soient X de loi uniforme sur [0,1]
(f(x) =1 sixz € [0,1]) et a = 1; E[X] = 1/2 et donc linégalité de Markov donne
0=P(X >1) <1/2, qui n'est pas optimal !
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Convergence des suites de variables aléatoires

Soit { X }une suite de variables aléatoires sur (2, F, P) .Nous allons nous intéresser
a la convergence d’une suite de v.a.r (X,),en. Nous devons préciser en quel sens on

doit comprendre cette convergence.
Convergence dans LP

Définition 1.19. Soit X, X; ,X,,...X,, € L?, on dit que X,, converge vers X dans
LPsi et seulement si:

X5 — X][, =0

n——aoo
Il existe différentes notions de convergence pour les suite des variables aléatoires
réelles. Définissons un autre mode de convergence : la convergence en probabilité.

Convergence en probabilité

Définition 1.20. Soit {X,,} une suite de variable aléatoire réel, définies sur le méme

espace de probabilité (Q, F, P), on dit que X,, converge en probabilité vers la v.a X si:

lim P (| X, — X|>¢)=0quand n — oo

n—=ao

Remarque 1.21. [20] Un moyen d’établir la convergence en probabilité consiste a
montrer que, pour un r > 0, E[|X,, — X|"] converge vers 0 et d’utiliser l'inégalité de
Markov puisque:

Ve >0 P(|X, — X| > ¢) < X=X
Convergence presque siire

Définition 1.22. Soit{ X,,} une suite de variables aléatoires sur un espace de prob-
abilité (2, F, P), on dit que X,, converge presque sirement vers X si et seulement

Si:

n—~oo

P{weQ/ lim Xn(w):X(w)}:l

1.e. l’ensemble des points de divergence est de probabilité nulle.

Ce type de convergence permet d’enoncer la loi forte des grands nombres.
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Loi forte des grands nombres

Imaginons un instant que I’on lance une piéce non truquée un grand nombre de fois,
disons n fois. On note P, le nombre de fois ou « pile » est apparu. Intuitivement, si n
est grand la fréquence d’apparition de pile, P, /n, va étre proche de 1/2. Le théoréme

suivant, la loi forte des grands nombres, confirme cette intuition.

Théoréme 1.23. Soit (X,,), . une suite de v.a.r indépendantes, de méme loi, et
définies sur le méme espace de probabilité (2, F, P), tel que E(X;) < oo. On note,
pour tout n > 1

S, =X1+Xo+ ... + X,,. Alors avec p = F [X4]

S, P-s
T —— i, quand n — 00

Convergence faible
Soit Cj, (S) I'ensemble des fonctions continues et bornées sur I’espace métrique (S, d)

et soit 7 une o—algebre des ouverts de S, et {P,}une suite de mesure de probabilité

sur (S, 7) et P une mesure sur (5, 7) .

Définition 1.24. On dit que P, converge faiblement vers P, (P,, = P) si et seulement
si¥N fe Cy(9)
lim [ fdP,=[ fdP.

Nous avons vu au paragraphe précédent deux types de convergence pour les suites de
v.a.r : la convergence dans LP et la convergence en probabilité. Toutefois pour énoncer
le théoréme central limite nous aurons besoin d’une notion plus faible de convergence,

car elle permet d’approximer la fonction de répartition de X,, par celle de X.
Convergence en distribution

Définition 1.25. La suite X,, converge en loi vers la variable aléatoire X , si:

PXn:>PX

i.e:VfG Ob(S),ffdPXn%ffdPX
S S
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Remarque 1.26. Pour ce type de convergence, les variables aléatoires peuvent étre

définies sur des espaces de probabilité différents, puisque les v.a. n’interviennent qu’au

travers d’espérances.

Théoréme 1.27. Soient (X,)nen une suite de v.a.r et X une autre v.a.r. Alors les

propositions sutvantes sont équivalentes :
e X, converge en loi vers X.
o Pourtoutt € R,p (1) — ¢, (7).
e Pour tout x € R, Fx, () — Fx (z).

Quelques Propriétés sur la convergence des suites de variables

aléatoires
Le schéma suivant va illustrer les différentes implications entre ces types de

convergences [3] :

moyenne d'ordre

p Convergence en Convergence en
probabilité distribution

Presque sar

FIGUREL.1.Différentes implications entre les types de convergence

Proposition 1.28. [3/5i X, L. X et Y, -5 0,alors

X, +v, 2 x

Et
X,Y, 250
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En simulation, la situation typique est celle ol on exécute un tres grand nombre de
fois une boucle, en calculant & chaque passage des réalisations de variables aléatoires
indépendantes. Le résultat attendu est en général ’estimation d’une espérance. Pas
plus en simulation qu’en physique ou en biologie on ne donnera un résultat sans indi-
cation sur sa précision. C’est le théoréme central limite qui permet de calculer cette

précision.

e Application a la statistique mathématique

Ce théoreme de probabilité possede une interprétation en statistique mathématique.
Cette derniére associe une loi de probabilité & une population. Chaque élément extrait
de la population est donc considéré comme une variable aléatoire et, en réunissant
un nombre n de ces variables supposées indépendantes, on obtient un échantillon. La
somme de ces variables aléatoires divisée par n donne une nouvelle variable nommée la
moyenne empirique. Celle-ci, une fois réduite, tend vers une variable normale réduite

lorsque n tend vers 'infini.

e Intérét du théoréme central limite

Générer une distribution d’échantillonnage pour chaque probléme posé, serait long
et fastidieux. Les propriétés des distributions d’échantillonnage sont a l'origine d’un
théoréme important en statistique : le théoréme central limite qui énonce que pour une
population dont la moyenne est p et I'écart type o, la distribution d’échantillonnage
de la moyenne, réalisée a partir d’échantillons de taille n, a les propriétés suivantes :

1. La moyenne de la distribution d’échantillonnage est égale & la moyenne des
moyennes (établie & partir des mesures individuelles).

2 . L’écart type de la distribution d’échantillonnage : C’est 'erreur standard de la
moyenne (Standard Error of the Mean : SEM).

3 . La distribution d’échantillonnage est toujours symétrique autour de sa moyenne.

4 . Si la distribution dans la population est normale, alors la distribution d’échanti-
llonnage est également normale. Cependant, lorsque la taille des échantillons est suff-
isamment grande, alors la distribution d’échantillonnage tend vers une distribution

normale indépendamment du type de distribution initiale.
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On peut parfois lire dans la presse générale que la courbe en cloche représente la loi
du hasard, ce qui n’a pas grande signification. Le succeés sans égal de la loi de Gauss est
la conséquence directe du théoréme central limite et il est renforcé par la commodité

relative d’utilisation de cette loi.

En elle-méme, la convergence vers la loi normale de nombreuses sommes de variables
aléatoires lorsque leur nombre tend vers 'infini n’intéresse que le mathématicien. Pour
le praticien, il est intéressant de s’arréter un peu avant la limite : la somme d’un
grand nombre de ces variables est presque gaussienne, ce qui fournit une approximation

souvent plus facilement utilisable que la loi exacte.

En s’éloignant encore plus de la théorie, on peut dire que bon nombre de phénomeénes
naturels sont dus a la superposition de causes nombreuses, plus ou moins indépen-
dantes. Il en résulte que la loi normale les représente de maniére raisonnablement
efficace.

A Tinverse, on peut dire qu’aucun phénomeéne concret n’est vraiment gaussien car

il ne peut dépasser certaines limites (en particulier s’il est a valeurs positives).

Dans les applications pratiques, ce théoréme permet en particulier de remplacer une
somme de variables aléatoires en nombre assez grand mais fini par une approximation
normale, généralement plus facile & manipuler. Il est donc intéressant de voir comment

la somme s’approche de la limite.

Une somme de variables continues est une variable continue( v.a prenant ses valeurs
sous forme d’intervalles) dont on peut comparer la densité de probabilité a celle de la

limite normale.

Avec une somme de variables discrétes(v.a prenant des valeurs dispersées), il est
parfois commode de définir une pseudo-densité de probabilité mais 1’outil le plus effi-
cace est la fonction de probabilité représentée par un diagramme en batons. On peut
constater graphiquement une certaine cohérence entre les deux diagrammes, difficile a
interpréter. Dans ce cas, il est plus efficace de comparer les fonctions de répartition.

D’autre part, 'approximation normale est particuliérement efficace au voisinage
des valeurs centrales. Certains disent méme qu’en matiére de convergence vers la loi

normale, I'infini commence souvent & six.
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La précision se dégrade a mesure qu’on s’éloigne de ces valeurs centrales. C’est
particulierement vrai pour une somme de variables positives par nature : la loi normale
fait toujours apparaitre des valeurs négatives avec des probabilités faibles mais non
nulles. Méme si c’est moins choquant, cela reste vrai en toutes circonstances : alors
que toute grandeur physique est nécessairement bornée, la loi normale qui couvre un
intervalle infini n’est qu'une approximation utile.

Enfin, pour un nombre donné de termes de la somme, "approximation normale est
d’autant meilleure que la distribution est plus symétrique.

A titre d’exemple pour les paramétres (u,0) = (0,1),(0,5),(0,0.5),(1,1) nous

avons respectivement la fonction densité et celle de distribution.

0.8]

0.6

FIGUREL.2, 1.3.Fonctions densité et répartition pour les différentes parametres
Dans le but d’obtenir la convergence vers la loi normale énoncons le théoréme suivant:
Théoréme central limite de Liapounov

Théoréme 1.29. [3/S0it X1, Xna, Xngy ceeveveenenn , X, une suite de variables aléatoires,

indépendantes pour toute n fixé, telles que :



1. E(Xu)=0
2. Var (ZXm> =1
i=1

3. S E (| Xu)?—0
=1

Alors

zn:Xm- L, N(0,1).

i=1
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CHAPITRE 2

APPLICATIONS DU THEOREME CENTRAL LIMITE

2.1 Introduction

Une des notions les plus importantes en probabilité est celle de variable aléatoire qui
est une application qui a un résultat possible de I’expérience associe une valeur. Une
variable aléatoire va donc prendre telle ou telle valeur suivant le résultat obtenu; et
ce ne sont pas les valeurs possibles de la variable, ni la valeur qu’elle prend une fois
que 'on connait le résultat de I’expérience qui sont aléatoires, mais la valeur qu’elle va
prendre avant d’avoir effectué I'expérience. Les variables aléatoires furent introduites
a origine pour représenter un gain.

La somme des probabilités de toutes les valeurs possibles d’une variable aléatoire
valant un, ces probabilités sont en quelque sorte réparties sur ces différentes valeurs.
On peut représenter cette répartition par un diagramme en batons. Toute relation qui
établit une correspondance entre les valeurs prises par une variable et leur probabilité
s’appelle une loi (ou distribution) de probabilité. Il y a plusieurs lois discrétes im-
portantes, telles que la loi uniforme discréte, la loi binomiale, la loi de Poisson, la loi
géométrique, en parallele on peut trouver des lois continues telles que loi exponentielle,

la loi normale. etc....

Loi normale

La loi normale (de Gauss ou Laplace-Gauss) est la loi de distribution d’un
processus qui est le résultat de la somme de plusieurs variables aléatoires,
indépendantes et de méme loi (effets additifs). Elle a la forme d’une cloche

symétrique de part et d’autre de la moyenne.

C’est la loi de convergence centrale qui fait que dés qu’il y a une force ou un facteur
systématique conjugué avec une multitude de facteurs aléatoires additifs on a une

distribution en cloche ou normale. Le facteur systématique explique la concentration
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des observations au centre de la distribution tandis que les facteurs aléatoires expliquent

la symétrie de part et d’autre du centre.

La loi normale constitue le modele central de la théorie des erreurs de mesure et
d’échantillonnage qui fait qu’en mesurant une méme quantité plusieurs fois, on commet
des erreurs diis a des facteurs aléatoires divers et les résultats de mesure suivent la loi
normale.

On dit que la variable aléatoire X suit une loi normale de moyenne u ,et de variance

o2 si sa loi de probabilité admet une fonction densité définie par:

fx (x) = e 2 xeR

e Portrait-robot de la distribution gaussienne

Une distribution gaussienne est entiérement caractérisée par la donnée de sa moye-
nne 4 et de son écart-type o ce qui la rend tres simple d’emploi. Sa forme est « en
cloche ». La courbe est symétrique par rapport & une valeur centrale, que 1’on note
i ce qui signifie qu’exactement 50% des résultats possibles sont supérieurs a p et 50%
inférieurs & p qui est la médiane de la distribution, cette valeur est également celle
pour laquelle la gaussienne atteint sa valeur maximale :y est donc le résultat le plus

probable.

A mesure qu’on séloigne de la moyenne, la gaussienne diminue, ce qui signifie que
les valeurs correspondantes sont de moins en moins probables. La distribution des
résultats autour de la valeur centrale est caractérisée par une quantité appelée «écart-
type», notée o : plus 'écart-type est petit, plus la distribution est «piquée» autour de
la valeur moyenne p, c’est a dire que les résultats les plus probables sont trés proches
de cette valeur. Au contraire, plus I’écart-type est grand, plus la distribution est large,
ce qui signifie que les résultats sont trés dispersés.

Cependant si ’on exprime ’écart entre les valeurs de = et de p en unité donnée par
la valeur de I’écart-type, nous retrouvons le comportement universel de la loi gaussienne
: 68% des valeurs de x — p sont comprises entre =10 et 99% sont entre £2,60. La
distribution gaussienne décroit tres vite et les valeurs situées a plusieurs écarts-types

sont trés improbables.
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e Gaussiennes et mesures physiques

La physique des particules ne fait pas exception a la régle : ici comme ailleurs, les
distributions gaussiennes sont omniprésentes. Prenons 1’exemple suivant (volontaire-
ment simplifié) : un groupe de physiciens cherche a tester une prédiction théorique en
mesurant une certaine quantité N par exemple le nombre moyen de fois ou la désinté-
gration d’une particule d’un certain type est observée en vingt-quatre heures dans leur
détecteur

Apres quelques jours d’expérience, leur analyse produit les résultats suivants :

- La théorie prédit une valeur Ny = 100 pour la quantité V.

- La mesure donne N = 124.

- L’erreur statistique sur la mesure d N est de 'ordre de 5.

- Si on reproduisait la méme expérience un grand nombre de fois, I’histogramme

des résultats aurait la forme d’une gaussienne.

Calculons le nombre séparant la mesure N de la valeur attendue Ny(identifiée a la
moyenne /. de la gaussienne), I’écart-type de cette distribution étant donné par 'erreur
statistique : ¢ = dN. On trouve alors que N et Ny présentent une différence de 4,8 o,
i.e.N — Ny = 4,80. Le désaccord entre la prédiction et I’expérience est manifeste. C’est
soit la signature d’un effet nouveau non pris en compte dans le calcul théorique, soit
le signe que 'expérience n’a pas été bien réalisée. Cet exemple montre I'importance
de l'erreur sur une mesure. L’estimation correcte de cette derniére est la seule maniére
de rendre un résultat crédible. Pour s’en convaincre, comparons deux cas de figure

présentés dans le tableau ci-apres :

TABLEAU 2.1.Valeurs issues de ’analyse pour deux échantillons

Valeurs issus de I’analyse | Scénario 1 | Scénario 2

Ny 100 100
N 200 105
ON 80 1

(N — Ny) /6N 1.25 5
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Dans le scénario 1, N et Ny sont séparés de 1.25 o alors que dans le scénario 2,
I’écart est de 50.

Ainsi, bien que la valeur mesurée dans le scénario 1 soit beaucoup plus éloignée
de la valeur attendue que dans le scénario 2, la prise en compte des erreurs dans la
comparaison inverse complétement la tendance.Le scénariol est compatible avec la
théorie tandis que le scénario 2 la réfute.

Nous avons jusqu’a présent insisté sur 'importance de la loi gaussienne, car elle
décrit souvent de fagon satisfaisante la distribution statistique d’un vaste ensemble de
résultats expérimentaux. Mais n’allez pas en conclure que toute donnée expérimentale
suit cette loi de probabilité. Il en existe bien d’autres ! Par exemple, I'instant (aléatoire)
de désintégration d’'un atome radioactif suit une loi exponentielle . De méme, les
situations o on ne dispose que de peu d’événements (faible statistique) sont soumises

a une troisieme distribution de probabilités, appelée loi de Poisson.

2.2 Théoréme central limite et méthodes inductives reliées

Une fagon de nommer le théoréme central limite est de I'appeler "le théoréme de
la distribution asymptotique de 'estimateur de la tendance centrale". Par limite, on
entend ’hypothése ot le nombre d’éléments serait trés grand, qu’on appelle maintenant
une hypothése asymptotique (n >> ); par central, on entend I’estimateur de la tendance

centrale le plus usuel, la moyenne.

Le noeud de ce théoréme est de supposer que l’on ignore la distribution de la
population entiére. Par contre, le théoréeme postule que la population a bien une
valeur moyenne et une variance. Ces postulats sont trés naturels et trés généraux; on

peut s’attendre a ce qu’ils soient vrais de notre population mystére.

la puissance de ce théoréme provient du fait que ces postulats de bases sont trés
peu contraignants : peu importe le type de population et la facon dont se répartissent

ses scores, la moyenne obtenue d’un échantillon sera normalement distribuée.

Grace au théoreme central limite, nous sommes en mesure de faire un test sans

utiliser le postulat que la population est normalement distribuée.
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Bien que les choses s’améliorent, il reste encore un postulat qui est génant, celui
qui dit que la variance de la population d’ou est extrait I’échantillon est connu.

Bien entendu, si la variance est réellement connue, ceci signifie que la moyenne réelle
de la population est aussi connue, dans les faits, nous sommes contraints d’utiliser la

variance non biaisée de 1’échantillon.

Dans I’étude empirique, le phénoméne peut étre par exemple I’évolution du prix

d’un actif financier, et la variable aléatoire X la rentabilité logarithmique.

2.2.1 Modéle économique

L’un des enjeux de I’économie est le passage de comportements microéconomiques & une
modélisation macroéconomique par agrégation. Ainsi, pour ce faire, les économistes
sont souvent confrontés a la méme problématique : connaissant la loi de probabilité Py
d’événements statistiquement indépendants x;, que peut-on dire de la loi de probabilité

Pg,, de la somme suivante :

N
Sy = ZXi , pour N grand.
i=1

Depuis le début du X I Xéme siécle, on avait cru posséder avec le théoréme central
limite usuel une réponse quasi universelle a cette question : la distribution Ps,tend
vers une loi normale. Mais on sait, depuis les travaux de Paul Lévy dans les années 30,
que la réponse dépend du type de loi Py, étroite ou large. En outre, on s’est progres-
sivement rendu compte que les processus obéissant & des lois larges, qui échappent donc
au théoreme central limite usuel, sont nombreux (diffusion de micelles géantes, bat-
tements cardiaques, systémes chaotiques), importants et fondamentalement différents
des processus obéissant a des lois étroites.

Dans cette section, nous rappellerons tout d’abord dans un premier temps le théo-
reme central limite classique concernant les lois étroites. Puis, dans un second temps,
nous réexaminerons ce théoréme et ses conclusions lorsque ’on considére cette fois-ci

des sommes de variables aléatoires & queues épaisses possédant une variance infinie.
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e (Cas des lois étroites

Les lois étroites sont les distributions Py qui décroissent assez rapidement pour x
grand pour que leur variance et leur moyenne existent. Dans ces conditions, d’apres
le théoréme central limite usuel (Laplace, 1812), la loi Ps,, tend pour N grand vers
une loi normale dont l'espérance vaut :FE(Sy) = N.E(X). Ainsi, le hasard se traduit
par des fluctuations petites de Sy autour d’une valeur bien définie. On parle donc de
hasard "bénin". La plupart des lois de probabilité utilisées a ce jour en économie sont

des lois étroites : loi de Poisson, loi binomiale, loi exponentielle, etc...

Comportement asymptotique de la somme de lois dites larges

Les lois larges sont les distributions Py qui décroissent si lentement & grand x que
leur variance ou méme leur valeur moyenne divergent. Pour étudier la nouvelle portée
du théoréme centrale limite lorsque ’on relache ’hypothése de variance finie, il nous
faut tout d’abord étudier une nouvelle famille de lois, & savoir les lois dites stables. La
distribution d’une variable aléatoire X donnée est dite stable si elle satisfait ’égalité
suivante :

Cle -+ CQXQ = b(Cl,Cg)X + &(01,02>

Ver,co € R, et des réels a et b convenablement choisis en fonction de X, X5, X

id.

Ainsi, si I'on considére une somme S,, de variables aléatoires stables, indépendantes

et identiquement distribuées, alors il existe des réels a,, et b, tels que :

que 'on peut réecrire :

b, ' (Sy —an,) =X

Par conséquent, si une distribution est stable, elle est la limite d’une somme de vari-
ables iid. La question qui se pose & ce moment- 1a est de savoir s’il existe d’autres dis-
tributions limites possibles pour la somme de variables aléatoires iid. On montre alors
que les distributions stables sont les seules limites possibles. Du fait de I'importance

théorique de ces distributions, il apparait nécessaire de les caractériser de facon plus
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précise. Méme s’il n’est pas possible de les exprimer analytiquement,on peut montrer

que leur fonction caractéristique vérifie :

oy (t) = Eexp{iXt} = exp{ivt — c|t|” (1 —ifBsgn (t) z (t.a))},t € R
Ou v est un réel ;¢ > 0, € ]0,2] et 5 € [—1,1] et

2 (to) = tan (52), st #1

Zhnft, sia=1

a, dans l’expression précédente, s’appelle I'exposant caractéristique, la distribu-
tion correspondante étant qualifiée d’a-stable. Ce parameétre détermine les propriétés
principales de la distribution comme les moments

v est un parametre de localisation.

[ caractérise ’asymétrie de la distribution, le cas symétrique étant obtenu pour une
valeur de 3 égale a zéro.

Dans le cas ou a = 2 et telle que py (t) = exp{—ct?}on retrouve la loi gaussienne
qui est la loi limite d'une somme de variables aléatoires iid possédant une variance
finie.

Une fois déterminé les limites possibles pour la somme de variables aléatoires iid,
essayons désormais de caractériser plus précisément la loi de la somme de variables
aléatoires iid dont la distribution possede une queue épaisse, a savoir des lois dites
larges.

Un résultat important a été obtenu par le mathématicien francais Paul Lévy : c’est
le théoréme central limite généralisé. Il traite un important cas particulier de lois
larges, a savoir celui des distributions qui décroissent asymptotiquement comme des

lois de puissance :

—
it pour x 00

De plus, on peut montrer que les sommes X croissent comme

SN ~ ]\[é
c’est-a-dire que, dans le cas a < 1 et E(z) infini, elles croissent plus vite que le

nombre N de termes. On montre par ailleurs que les sommes Sy sont dominées par le

terme le plus grand qu’elles contiennent :
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SN ~ Xmax

Ainsi, une quantité "microscopique" X,,.x a une influence "macroscopique". Par
conséquent, méme si N est grand, Sy fluctue autant qu’un terme micro X;, qui lui-
méme fluctue considérablement puisque sa variance est infinie.

Les fluctuations de Sy sont tellement grandes que, si Sy est une quantité observ-
able, on ne peut attendre aucune reproductibilité entre deux mesures successives. On
parle ici de hasard "sauvage" (B.Mandelbrot) ou de "science des processus non repro-
ductibles". L’intérét des statistiques de Lévy est d’autoriser malgré tout des prédictions
précises pour des variables convenablement choisies : la démarche statistique demeure

opérationnelle méme pour les processus fortement non reproductibles.

2.3 Version pratique du théoréme central limite

L’interprétation de la probabilité d’un événement aléatoire est la valeur limite de
la fréquence avec laquelle 1’événement se réalise au cours d’'un nombre croissant de
répétitions de I'expérience. On peut dire que c’est une fiction qui peut résulter d’une
théorie.

Si X est une variable de Bernoulli , M, sera noté P, et on parlera de variable
aléatoire moyenne arithmétique proportion construite sur un échantillon de taille n.
Avec ces notations adaptées, p est une réalisation de P,.

Pour toute variable quantitative, la distribution limite (lorsque n croit indéfiniment)

de:

M, — E(M,)
Var(M,)

- A "a peu pres" une distribution d’une variable normale centrée réduite.

M, — E(M,)

Var(M,) ~ N(0.1)

Ou MnNN(E(X)’w%(X))

Notons qu’on désigne par assez grand trois cas :

1. Lorsque n est assez grand X est une variable normale. Alors le théoréme est vrai

pour tout n.
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2. X n’est ni normale ni de Bernoulli. Alors on considére que I'approximation est

valide si n > 30.

3. X est une variable de Bernoulli. Alors 'approximation est valide si np > 5 et

n(l—p)>5

La forme habillée du théoréme dans ce dernier cas :\/% ~ N(0,1)

Vaut bien une convention: la convention u,. "

-Soit X distribuée N(0, 1).

-Pour toute valeur « entre 0 et 1, u, est la valeur telle que P (X ¢ [—uq, us]) = a.
Notons que le calcul de u, connaissant «, ou l'inverse, se fait a laide d’une table

numérique :

Aire o2 Aire ¢/2

P PRI R R S N R R 2L T
u ’ u

o
o

FIGURE 2.1.Courbe représentatif de la loi normale

Le probléme sera donc de déterminer [a, b] tel que P (M, € [a,b]) =1 — «
Un tel intervalle s’appelle intervalle de Pari pour la variable aléatoire M,,
- de niveau 1 — «, au risque «

Pour o = 0, 3 et en supposant que les conditions de TCL sont vérifiées on aura :

Distribution de M,

FIGURE 2.2.Position del’intervalle [a,b] pour la distribution M,



Distribution de M,

FIGURE 2.3.Position de E(X)dans I'intervalle [a,b]

Les solutions sont multiples: choisir [a, b] centré en E(X) :

Distribution de M,

E(X)-c

FIGURE 2.4.Solutions au risque «

M, € [E(X)—c,B(X)+c] < M, — E(X) € [—cc].
M,—FE —c c
a(X>(X) < [a(xw a()ﬂ]
v Vo
€

M, —E(X
'P < o'(X)( )
vn

B

N

{wa s D 1 avee 2P0 | N0, 1),
N Vvn vn
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CHAPITRE 3

MODIFICATIONS INTERMEDIAIRES : THEOREME
CENTRAL LIMITE POUR LES SOMMES DE VARIABLES
ALEATOIRES TOTALEMENT ET PARTIELLEMENT

MODIFIEES

3.1 Introduction

Soit X7, Xo, ....... X, une suite de variables aléatoires, indépendantes, identiquement
distribuées sous

la seule réserve que X ait une moyenne ;. et une variance o2.

En deux mots, le
théoréeme central limite dit que pour de grands échantillons, la moyenne empirique,
considérée comme variable aléatoire, suit une loi presque normale. De plus, il ajoute
que cette loi peut devenir aussi proche d’une loi normale que 'on veut: il suffit pour

cela de considérer des échantillons de plus en plus grands.

L’un des problémes étudiés est le probléme de convergence vers la loi normale, sous
quelles conditions la convergence est réalisée si on a des termes de grandes valeurs et

comment peut on donc supprimer leur effets .

On va étudier dans ce chapitre la convergence vers la distribution normale avec

espérance et variance infinies, c’est en continuant les travaux de Hahn, Kuelbs, et

Wiener [14] qui ont montrés qu’on peut obtenir un TCL méme si EX? = co. Pour
obtenir des théorémes centrales limites on modifie les variables aléatoires par un certain
choix de fonction .

La premiére partie est consacrée pour la modification totale des termes, la deuxiéme

est pour la modification partielle, ainsi que leurs versions empiriques.

Une nouvelle version du théoréme central limite est donc obtenu en modifiant les

sommes des variables aléatoires tout en modifiant les variables aléatoires pour des
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fonctions Hy(x) appelées fonctions d’influence[6], telles que

Ti (x) < Hy (x) < Cy (2)

ou

Hy(x) =k (z) I (|| <t) 4 g¢ () L (|2 > 1)

dont

C1 > 0,05 < oo telles que

k(z)#0 pour z #0

|k (x)] < Cy|x| pour x assez large

lg: (2)| < Cst pour |z| >t

3.2 Cas des v. a totalement et partiellement modifiées

3.2.1 Théoréme central pour les sommes totalement modifiées

Soit {X;} une suite de variables aléatoires non dégénérées, i.i.d .

Soit {r,} une suite de nombres réels positifs, tel que r,, — oo mais > — 0 quand
n — 00 .

Le premier théoréme est obtenu en modifiant tous les termes de X;[11], cette mod-

ification va dependre de H;, ainsi que la suite r,, précédemment définie, c’est ce qu’on

appelle théoréme central limite pour les sommes des variables aléatoires modifiées.

Théoréme 3.1. [6/Soient :

Hy(z) =k @) I(|Jz| <t)+ g (z) I (x| >t) (3.2.1)
ol
k(x) # 0 pour x #0
k (x)] < Cy|z| pour z assez large, Cy > 0

lg: (x)] < Cot pour |z| > t,Cy < 00
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Avec  k(x) croissante, et
{rn},>15mn — 00, — — 0 (3.2.2)
= n

Soit la donnée d’une suite a,,a, — oo telles que

CL2 Tn

EHZ (X) = ="
" n

(3.2.3)

Si E |k(X)| < oo, supposons que E (k (X)) = 0.
Soit

Qp T'n

“H, (X;)—EH, (X
3, = 3 Hon (X0 = B, (X)
=1

Alors
M, 25 N(0,1)

Avant de démontrer ce théoréme on a besoin du lemme suivant :

Lemme 3.2. Soit H, définie comme (3.2.1) avec k (x) croissante, supposons que

E(k (X))2 = 00 et qu’il existe une suite a,, a, — 00 tel que EHgn (X) = a2 T
pour n suffisamment grand, alors
(EH,, (X))* = o (EH? (X)) (3.2.4)

Preuve. Notons que F (k (X))* = oo implique EH? (X) — oo quand n — oc.
1
Choisissons t,, = (FH2 (X))?avec p > 2.

On a t, — oo quand n — oo,et pour n grand ;

0 = (ﬁ)é (B2 (X))

Donc pour n trés grand
Heo, (X)I(IX| <tn) =k (X) I (IX] < an) T (| X] < tn) +
Gan (X) T (IX] > an) I (|X] < 1)
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=k(X)I(|X] <tn).
Notons que ;
EH,, (X) = B (H,, (X)1(|X] < t,)) + E (H,, (X) T(1X] > t.)
= E(k (X)I(X] <tn) + E(Ha, (X)I(|X]> 1))
En utilisant le fait que ,

(z+y)? < 202 + 29

(EH,, (X))* < 2(E (k(X) I (IX] < t2)))" +2(E (Ha, (X)L (|X]| > t.)))*
< 2k*(t,) +2EH? (X)EI(|X]|>t,) (d’apres I'inégalité de Cauchy
Schwarz et le fait que k est croissante. )
(BH,, (X))* < 2K (t,) +2BH; (X) P (|X| > t.)
Pour n grand |k (¢,)| < Cit,.
D’ou
(EH,, (X))* <2C32 +2EH? (X)P(|X]| > t,)
Donc

(EHa, (X))? 202 2
FHE (X) = EHZ (X) +2P (| X] > t,)

= 2027  +2P(|X|>t,) — 0 quand n — oo ; car

2—p<0ett, — o0.
De la (3.2.4) est vérifice.

On va ainsi démontrer le théoreme (3.1). O

Preuve. :Soit

n  Hap (Xi)—EHa, (X) _
M, =321, : aT)L N X — D i1 Vi

Vérifions les conditions du théoréme central limite de Liapounov

L B(Yy) = B (e L0, 10)

an \/ﬁ
= 1 . J—
o anmE (Ha" (XZ) E'Han (X))
=0

2. -Var (M,) =Var (E?:1 e (X;l?/%{an (X)>
= ﬁ‘/ar (>°r  H,, (X;) — EH,, (X))

= 2ie1 Var (Ha, (Xi) — EH,, (X))
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a5 Var (H,, (X;) — EH,, (X))

= a2 —Var (H,, (X))
- a%nrn (EHgn (X) - (EHlln (X))Q)

Si E (k(X))? < oo,alors EH? (X) < oo ; par hypothese E (K (X)) = 0, il vient:

Var (M,) = o (X)

Si E (k(X))? = 00, alors EH? (X) — oo quand n — o0, il vient en utilisant

le lemme (3.2) :

Var (M,) = 2~EH; (X) (1 — %) — 1 lorsque n — o0

Han X) EHan (X)
an+/Tn

';E|Ym’| =2 F

=1

n 3
1 N 3
> (72%) ElH., (X) - EH,, (X)

-
Il
—

V' B ((Ha, (X)) = BHy, (X)) |Ha, (X)) — BH,, (X))

I
NE

VRS

e

3

_

%

3

.

) B(H,, (X))~ EH,, (X))} |H,, (X)) + |EH,, (X)|

IN
b Il
s L
/
2
3
—_ —_
%
3

) var (Ha, (X)) [+ C) 0+ (Cr 4 Co)a)

VAN
M=
—
5
S

.

D"M

(C1+Cz)EH2 (X;)— (EH,, (Xi>)2

= a3 (Vi)
_ N\~2(C14Cy) Var( M) a3 ra
- ; a%(v7n)? g
_ 2n(C14+C2) Var( Mn)
_2 (Cﬁcf/)rjm”( M) s 0 carVar ( M,) — 1
n n——-:ao~o

Les conditions du théoréme sont vérifiées d’ou :

M, 25 N(0,1).

Dans le théoréme suivant, une partie des X; sera modifiées par les fonctions H, ().

x™| > ’XQ(”) ............

Arrangeons les X; par ordre décroissant [14]:
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3.2.2 Théoréme central limite pour les sommes partiellement modifiées

Théoréme 3.3.  Soit H; définie comme (3.2.1) , k croissante et soit {r, }satisfaisant

(3.2.2).

Supposons qu’il existe une suite a,,a, — oo tel que EH? (X) = @ T
an

suffisamment grand, alors:

Il existe une suite {1),,} avec %%

— 0 tel que:

Z?:[wnrn]—&-l k (X (n) ) + Ziﬁnrn] H, (X En)) — nEH,, (X) 5
(3.3.1)

Preuve. Ecrivons .5,, sous la forme suivante:

n H,, <X(n)) — EH,, (X) n K (X (n)) — H,, (X (n))

DY :
\/T—n ing’"n]“‘l an\/ﬁ

=1

Mn + On

Notons que M, -2+ N (0,1) d’apres le Théoreme (3.1).
Ainsi qu’en utilisant les propriétés de la convergence des suites des variables aléa-
toires, il suffit de montrer que:

o, 0

En fait on va montrer une assertion plus forte:
Ap = /70 Cr = 0.
Remarquons que
400 {5 () - (6} 0]
P {|A,] #0} < P{z e [{E (X ) = B, (X )} 0}
< P{H P[] 41 <0 {K (X f’“) i, (X 5’“) #0}
=P{3iz W]+ 1 {K (X ") - H, (X M)} 20

Notons que :

(1 (x1) - ()} p0—



ne se réalise que si g,,

{K (X §”>> _ [K (X E">> I ( x™| < an> + +Ga, (Xi ) ()XW

(X n)> I ( x| > an> > 0, il vient que ‘X ‘

)

Soit T,, = Z[(\X | > a,);on aura:

P {|A, y¢0}<P{az>[¢nrn]+1:

Notons que ‘X 1
D’ou

P {3 P> [, ra] +1: ’Xf’”

Avec T,, ~ B (n,G (a,))

Soit v, = %G‘s (a
P (T > 1p,rn)
<

<

)Xi(n) > an}
(0
> x> > x| =

} = P (¢, r, termes |X;| > ay,)
= P (T, > ,r)
, tel que G (a,) = p (| X;| > an) .

n) avec) < 0 < %

P (T, — ET,| > ¢,r, — ET,)
<o Zar T d’apreS I'inégalité de Chebyshev.

Notons que si T, ~ B (n, p) alors ;F (T,,) = np,Var (T,) = npq

D’ou

nG(

an)(1=G( an))

P (T, > ¢,r) <

(’d]n T'n—TLG( a”))Z
nG( an)(1-G( an))

n? TIJ"TT”—nG( an))2
nG(an)(1-G( an))
n?2 (G 5( an)—nG( an))2

nG( an)(1— G( an))
n2(G S ap) (1 —nG(
nG( an)(1-G( an))
n2G 29( ayp) (1 G 1= 5(an)
G729 (an)(1=G(an))
n (1-G 1= 5(an))’

~4(an))’

2

D’ow(3.3.1) est vérifice
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)]} 4o

> ay,.

— 0,quand n - 00 (0<1-25<1).

]

Notons que les théorémes(3.1) et (3.3) nécessitent d’avoir la condition (3.2.3) .Cette

condition aura toujours lieu dans le cas ol g; n’a pas de saut de haut en bas en t, de

plus pour toute H; tel que |k (z)| > Cs|x|, il existe ng (C3) tel que (3.2.3) peut étre

résolue pour tout n > ng (Cs) .

Proposition 3.4. Soit X wune variable aléatoire non dégénérée, et soit H, définie

comme (3.2.1).

(1) Si g n'a pas d

4 . a% Tn
tel que l’équation == =

(ii) Soit H, (z) =

e saut de haut en bas pour t grand ,

Cszl (x| <t) . Alors il existe:

il existe une suite a,, — 00

EH? (X) est vérifiée pour n suffisamment grand.
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ng = Ng (Cg) tel que “ G rn EH2 (X)) pour n > ng,de plus:
Si |Hy| > ‘Ht alors 2n'n EH2 (X), et a, > a, pourn > ny.
Preuve. Soient h(t) = %, C = max{C;Cy} ou C},Cy définient comme

Tn

(3.2.1) ;montrons qu’il existe une suite a,, tel que h (a,) = ™
On a:
| Hy (z) | <max{Cy Ca} (|Jz| At)

=C(|z| ANYT)
Et pour t grand

h(t) :E<H (X) ) < C’E <X2/\t2>

$2

= C?’F <(§)2 A 1) — 0,quand ¢t — oo (notons que % <1).
Choisissons t; telle que & (t;) > 0. Pour n suffisamment grand "> < h (t;) (puisque

o —s0).
Du fait que g; n’a pas de saut de haut en bas et h(t) — 0 impliquent P'existence
d’une suite a,tel que h (a,) = ™, de plus, puisque 0 < h(t) — 0 et ™ — 0, alors

a, — 00.

(71) Supposons que |H,;| > ’}NIt . Du fait que I’éspérance est une fonction croissante

EH? (X) _ EH} (X)
2 =

Vi (3.4.1)

Soit ¢ = sup, w > (0 puisque X est non dégénérée.

T'n

Puisque ™ — 0 il existe ng = no (C3) tel que ™ < ¢,V n >ng .

De (3.4.1) et pour n > ny il existe o tel que :

EHE, (X) _ EH?

o
2 = 2
t5 t5 n

Notons que & (t) et & (t) convergent vers zéro, il existe a, > to et G, > to tel que

hian) ==, h(d,) = .

n’ n

D’ou de (3.4.1) : a, > @, pour n > ny. a



44

3.3 Versions empiriques pour les sommes des v.a modifiées

Si les X; sont définies & partir d’'une distribution inconnue, il est important de savoir
si 'utilisation d’un estimateur empirique du niveau de modification a,, implique encore

le conformément asymptotique normal.

Dans cette partie remplacons la distribution F'(z) de X par la distribution em-
pirique £, (x) [11]définie par:

n

Fn(x):%ZI(Xigx)

i=1
Notons par E, I’éspérance pris par rapport a la distribution empirique .
Soient:

b = inf {t > 1 EkEX) It(Q‘XK 0)° 0} .

bo= inf {max{l X[} }.

1<

$2

6n:inf{t > b, 4+ 1 MS;}

3.3.1 TCL empirique pour les sommes totalement modifiées

Théoréme 3.5. Soit Hy,r,, définies respectivement comme (3.2.1),(3.2.2), et supposons
que:

- X symétrique non dégénérée.

- Hy(—x) =—H,;(x).

- H; est continue a droite.

- gy n'a pas de saut de haut en bas en t.

Alors:

"\ Ha, (X ;)
L EA— — ,
( T ) N (0,1)

i=1
La démonstration de ce théoréme[11] nécéssite 'utilisation des propriéteés de a,, qui

vont étre énoncées dans le lemme suivant :

Lemme 3.6. Soit H, définie comme (3.2.1), supposons que E (k (X))* = oo, alors avec

une probabilité egale a un (presque sire) on a :
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1. @, existe pourn > 1.

2. lim,, a, = oco,et

B, HZ (X)

3. i =z,
Preuve. Notons que O
1:
lim b, = b =inf {t > 1 t2E(k(X) T(|X]|< t)’>0}>1 (3.5.3)
De plus
Tim En Httz X)) _ 0 avec E,H? (X) > 0Vt > b, (3.5.4)

De (3.5.3) et (3.5.4) @, existe pour n > 1.

2-Pour montrer (2),supposons qu’il existe une sous suite {n’}tel que lim,, @, =
¥ < OO p.S
Soit

B, (X)
b +y +1)°

san(X)1(X [> b +3)

E(RCOT(IX 1< b+8)+ g0y (X)
(b +v +1)°

donc 6 >0et a, > b,y + 1 alors lim,a,, > lim b, + 1
dou v>0b+1 as.

Puisque le saut de haut en bas n’existe pas on a,

(X)) IC1X| < 0) +

e\ lge (X)) sgn(Xi) T(IXi| > 1)
iminf  inf Y~ -
n

bny1< t < bpty+1 =1

BOG) TOIXG L S b +3) + gy (X0)] son(X0)
n I(|X;| >b +1
> liminf ) ( ) (3.5.5)
n n (by +v +1)°

=1
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> 0 p.s.d’apres la loi forte des grands nombres.
puisque * — 0,pour n suffisamment grand ,” < §,donc d’apres définition de
Un, (3.5.5) implique que

a, > b + v+ 1.Contradiction avec le fait que lim,, a,, =y

D’ou
2
3- Montrons que %@nm =la
Soit
E,H? (X)
hy, (t) = ;2

On distingue deux cas
i) @, est un point de continuité.Alors par la définition méme de @, et que t < @,

on a:

: o _EHE (X))
lim hy, (t) = hy, (@) = ——5— > — (3.5.6)
t,/ an an n
d’autre part
hn (@) = limh, () < 2 (3.5.7)
t\, Gn n
De (3.5.6) et (3.5.7) :
"
hy (@) = 2
n (an) n

i1) @, est un point de discontinuité

Notons par A,, :I’ensemble de points de discontinuités

Sia, € A, ;
Lo > limh, (t) = hy (@) > limh, (t) > ==
t\, @n t,/ an

donc @, ¢ A, ; @, sera toujours un point de continuité et h, (@,) = *.D’ou (3)

est vérifiée .

Prouvons le théoreme (3.5)
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Preuve. Soit{Xj;,7 > 1} une suite de variables aléatoires i.i.d sur l'espace(2, F, P) .

Soit {e;,i > 1} une suite de variables aléatoires (Rademacher variables) indépen-
dantes sur l'espace (', F', P') qui vérifie:
P(ei=+4+1)=P(g=-1)=1

Définissons les espaces produits suivants :

Q"= x 0
F'=F&F
P'=P xP

Puisque X et H; (X) sont symétriques:
L(e1Hg, (X1),eiieinenn venHa, (X)) = L£(Hg, (X1), i H;, (X,)) (3.5.8)

-Si a} est définie comme @, mais en termes de { ¢;H; (X;) = 1,n}, alors

a, = a, a.s (3.5.9)

(3.5.8) et (3.5.9) implique
L(e1Hg, (X1) ;e venHa, (X0),an) = L(Hg, (X1) ;oo H;, (X,),a,)

() ()

-Soient E., Ex, E les espérances par rapport a P', P ,P”".

Ce qui donne

: —t2 D e Ha (X
Montrons que lim ¢ (t) = ¢ - (f)=e 2,00 G, (X) = i;—a’ = ’\l/(ﬁ ).
Soit:
M(w) =E. | exp it 3 g; (') Han (X))
(@) ( {z< ) et

r . Ha (X
= i£11 E. (exp zt{ gj (W) = \(/rTLJ) >
Du fait que P(g;=+41)=P(g;=—-1) =

M) = 11 (Sexp {it LG} 4 Lexp { it Lol X))

= 1II cos (t—?"( Xj))

j=1 n VTn
O o H 32, (X)) 2 H 2, (X)) an (X))
_ng(l—tﬁ—f—O(t W)) Caran—\/rn]—>0a.s.
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n 9 . )
o) = o i (1 55 ¢ o ()
J= n ™n 2 7y,
= Ylog (1- 2580 1o (P 2500))
2a2 ry a2
=1 " 2
n 9 n
_222 Ha;;n,(r J) + ZO <t2 Ha“g(TXJ))
Jj= " 7=1 n
Par le lemme (3.6) :
n 2
AQQ"( J) =1 p.s.
7j=1 an Tn

2
D’ou log (A, (w)) — _Tﬁ ceci implique que A, (w) — e 2

Les conditions du Théoréme Fubini sont vérifiées , alors:
1i711nE (exp {it > i %}) = liinEx (E6 exp {it > i %})
=limFEx(\,(w)) = Ex (lim A\, (w)), par le théoréme
de la convergence dominée puisque

2

Ao <let A, — ez

Dela: £ (2;;1 g—p) . N(0,1)

Ce qui implique
i=1

e(S ) v,

3.3.2 TCL empirique pour les sommes partiellement modifiées

Dans ce théoréme une partie de termes X; sera modifiée[11]. En donnant les mémes

hypotheses que (3.5)on aura :

Théoréme 3.7. Soit donc les mémes données que (3.5). Alors il existe une suite de

variables aléatoires {@Zn} déterminée a partir de { X1, Xg ........... X,} tel que:

wn Tn

n

— 0 a.s
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Et
n n b 7l (n)
S ek (X0) 2, (x0)
r 5=[$n ra]+1 J / j=1 J N0, 1)
An /Tn
Preuve. -Ecrivons
- (n) o] (n)
S k()Y (x )
]:[{/:7LTH]+1 j:1
=S X+ Y (R(x ) - (X))
=t j=[Pnra]+1
.Notons que par le théoréme (3.5) O

L (i I;;_(\/;])) L, N(0,1) (3.7.1)

J=1

Reste a montrer que

() (n)
nz K(X ! ) — Mo <X ! ) — 0,tout en utilisant la propriété sur la conver-
= [Fra] +1 S ’
I=¥YnTn

gence des suites de variables aléatoires .

On montre un résultat plus puissant

i (k <X ;@) - Ha, (X 5-”))) =50 (3.7.2)

j:[{/\)'nrn] +1

-Soit 0 <d < 1et ?Zn tel que

0
by rn _ (imxjwan)) .

7j=1

ol ) (x))e

' (e (o] 220 ))
3 E(x (n)> _ ‘gan <X 5n)>)
=7 el () (n) (
sgn (X )1 (]x,) > @)
\ # O Vs
{(x)1 (Je3] <5+
D’autre part : Sk (X §n)> _ . (X 571))‘ £ 0
j= @n"‘n +1
=[dura] sgn (X ;n))l ( ‘Xj(n) >5n)

= ‘Xj| >6H,V@n rn < j < n.



D’ou

P

E

=F

-
]{

2o () - (x

wn"'n +1

31

Jj=1

o~ N
T T

# {J<ni X >} > D)

I |X\>an)>1p rn}

i] !X ‘ > an) > @M%)

1-6
1(| x| >an)>
n

Remarquons que:

Do

a, — 00 = 1 M < oo tel que a,, > M,
D’ou

j:

[l >0)

hmzM < hmz I

Car an — 00 ; M peut tendre vers l'infini .

1-4
. D1 (| X, > dn) . noT
lim F —a - =F lim
Et
N

n

> (k)

7=[Pnrn] +1

De (3.7.1) et (3.7.2)

L

ZEL:[@" Tn]—‘rlk (X jn> + Y

1-6
)> — 0, quand n — o0

[7/} rn]
j=1

Et

= P(|X| > M) as.

(n)
Ha, (X))

Un \/Tn

lim P (|X|> M)=0.
M—o0

1-6
(x| >an>>

. N(0,1).
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CHAPITRE 4

MODIFICATIONS LOURDES

4.1 Introduction

Soit X1, Xo, ....... X, une suite de variables aléatoires non degénérées, indépendantes
et identiquement distribuées et soit {r,},-,une suite de nombres reéls telles que:

T — 00, — favec 0 <0 < 1.

Dans le but d’obtenir des théoremes central limite ot les moments d’ordre un et
deux sont infinies ,les variables aléatoires seront modifiées[22] par des fonctions H;

appelées fonctions d’influence tel que

Hy () = k(@) (|2 <)+ g0 (2) I (2] > ) (4.1.1)

ou

k(z) # 0 pour x # 0

|k (z)| < Cy|z| pour x assez grand ,C; > 0

lg: (x)| < Cyt pour |z| >t,Cy < o0

Prenons t comme niveau de modification , I’ensemble des variables aléatoires qui

sont inférieures a t seront remplacées par k (), et celles plus grandes que t par g; (z) .

On a vu au troisiéme chapitre le cas ou le nombre de termes modifiés par g;( z)
croit infiniment (rn — 00, 1t — 0) , une telle modification est appelée "modification

légere".
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Dans ce chapitre on va étudier le cas ou le nombre de termes modifiés par g;( =) est

une fraction (r, — 00,™ — 6,0 <0 < 1), c’est ce qu'on va appeler "modification

lourde".

4.2 TCL pour les sommes totalement modifiées

Théoréme 4.1. Soit:

-Hy; définie comme (4.1.1)
{7n},> telle que ™= decroissante, 7, — 00, "= — @ avec) < ¢ < 1. (4.2.1)

Supposons qu’il existe une suite {a, },>1, telle que pour n suffisamment grand

2

(i) 2 — EH? (X) . (4.2.2)
n
et
(17) EH, (X) — ¢, ¢ constante (4.2.3)
Alors

M :iHan (Xi)_EHan (X) AN(O 1)
! i=1 n v/ Tn 7

o n Ha,n (Xi)_EHlln (X) — n
Preuve. M, =3>"", P =2 i1 Yo

Vérifions les conditions[11] de Liapounov:

L. E<Ynz) = E <Ha” (Xi)_EHan (X)>

= o B (Ha, (X)) — EH,, (X))
=0
2. -Var (Mn) = Var (Z?:l e (X;l?/%{an (X)>
= 2 Var (L, Ha, (X)) — EH,, (X))
=750 Var (H,, (X;) — EH,, (X))
= 2 Var (H,, (X)) - EH,, (X))
= =—Var (H,, (X))
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Comme EH,, (X) — ¢ ,on peut prendre FH, (X) =0, il vient que

n—auoo

Var (M,) = 2-EH; (X)

2
an

=1
n n 3
3. LB Vul® = LB |Hen ()2l 0]
i=1 =1
n 3
_ 1 A 3
=3 (s4e) BlHa, (X0) - EH,, (X)

an \/Tn

> (
=3 (2 ) B ((H,, (X)) ~ EH,, (X)}|H,, (X)) ~ EH,, (X))
(

) B (H,, (X) — BH,, (X)) |H,, (X)| + |EH,, (X)|

<3 (i )3Var(Han(Xi)) (C1 + C) an + ]

- (%) EH (X;) = (EH,, (X))’

_ Z (C14+C2)+c Var( My) a2 ry,

2@z () n
_n [(C14+C2)+c |Var( My)

_ [(C14C2)+c] Var( My)

S — 0 ,carVar( M,) —1

Les conditions du théoréme sont vérifiées d’o:

M, 2 N(0,1)

]
La validité du théoréme peut étre obtenue en modifiant aussi une partie de termes

par H; (z). Soit donc le théoréme suivant :

Notons par :

G(z)=P(|X| > 2)
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4.3 TCL pour les sommes partiellement modifiées

Théoréme 4.2. Soient: - H; définie comme (4.1.1)
-rn définie comme (4.2.1)
Supposons qu’il existe une suite {a,},>1, telle que Jirgoan = a, et pour n suffisam-
ment grand (4.2.2) et (4.2.3) sont vérifiées.
Alors:

Sipea K (X ")+ SR, (X ) = nBH,, (X)
1= Tn (2 1= n 7 n D

o :
A< 1 s @G (a_) =40
A = 1 sinon

Preuve. Ecrivons .5,, sous la forme suivante:

w H, (X)) -EH, (X) o K(x®)-H, (x©
Sn:Z ( azx/ﬁ +i=[§}+1 ( >an\/ﬁ( >

=1

— M n + CTL

Notons que M, — N (0,1) d’apres le Théoreme (4.1).
Ainsi qu’en utilisant les propriétés de la convergence des suites des variables aléa-

toires, il suffit de montrer que

c,—0
En fait on va montrer une assertion plus forte:
Ay = a0, 0.
Remarquons que:
{14l # 0y = { [t { B (X ) = 1, (X )] #0
P (|4l # 0} < P{S i [{K (X ) = o, (X )} £ 0}

3

I
v,
—
L
Y
>~
=
2.
+
—_
—
=
7~ X
<
2
N—
|
éF



95

Notons que :

(i () s (x19)} 40—
e (59 o (0 2 (0] <) o ()1 )]} 4

ne se réalise que si g, (X )1 (|XM] > an) >0, il vient que ’X (r )‘ > Q.

K3 2

Soit T, = ZI(\X | > a,);on aura:

P {|A, |7£O}<P{E|z> ] + 1 ‘X( ™
Notons que X( " > XQ(n) > > x>
D’ou

P{a i > [\l +1: ‘X(”)

> an} = P (\r, termes | X;| > ay,)
= P (T, > Ary)
Avec T,, ~ B (n,G (a,)) ,tel que G (a,) = p (| Xi| > a,).
P (T, > Ar,) = P(T,, — ET,, > Ar,, — ET},)
< P(|T, — ET,| > \rn — ET})
< % d’apres 'inégalité de Chebyshev.
Notons que si T}, ~ B (n, p) alors ; E(T,,) = np,Var (T,) = npq
D’ou
nG( an)(1-G( an))
P(T, > \r,) < OrenGla)?
SiG(a~)#60onal=1et alors
P {|A,]| #0 nG( an)(1=G( an))
{| |7'é }— 2<m —G(a ))2
< Glan)(1-G(an)

- n(%fG( an))2
— 0 lorsque n — oo.

SiGa)=0, <1
D’ou

P{|A|¢O}<W—>Oquandn—>oo. O

4.4 Version empirique du Théoréme central limite

Dans le but d’obtenir la version empirique des théorémes précédents. Supposons que

EH(X)
$2

> ¢ pour un certain t >0.

Soit tozinf{t>0: EHAX) 29}.
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et

an:inf{tztoz%’;m<r_n}.

— n

Enoncgons le lemme suivant qui va servir a prouver la version empirique de

TCL:

Lemme 4.3. Soit H, définie comme (4.1.1) et supposons que E (k(X))* = co. Alors

presque strement on a:

1. @, existe pour n > 1.

3. Si "mest décroissante , alors G, converge vers a p.s.

Preuve. 1)-D’une part pour ¢t > t, w > 60> 0. [
D’autre part > — 6 et > > 0; et puisque lim %E(X) =0; 3t >ty tel que
EHtg(X) < %

D’ou @, existe et il suffit de la prendre inf {t >ty %E(X) < %’}
2) soit hy, (t) = w

EH?(X)<T_77.
t2 - 5

Pour t >t ,

Lorsque @,, est un point de continuité :

-a)lim A, (13) = h, (a,) = #ﬁ,f(x) > ™= ( par la définition méme de @,,et le fait
que t < an)t/an

D)limhy, (1) = hy (@) = 220 <5 ,)

De a et tk?an hn (@) = ™

3) tnest décroissante et %?(X) = o on peut dire que%j(m est décroissante

ceci implique que a,est croissante.

E, H2 (X)
De plus on a = — @, alors ———an——~>

a2
n az

— 6,donc nécessairement @, < oo .

Doua, — a
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Théoréme 4.4. Soit H; définie comme (4.1.1) , et supposons que Hy (—x) = Hy (x), et
que H; est continue a droite et g; n’a de saut de haut en bas en t

Soit r,, définie comme (4.2.1), X symétrique

Et

2
w > 0, alors

L(i%) L, N(0,1)

4.5 Vitesse de convergence

La vitesse de convergence représente la vitesse a laquelle les termes se rapprochent
de sa limite. Bien que cet ordre de grandeur de vitesse de convergence ne fournisse pas
d’information sur toute partie finie de I’ensemble des termes de la suite, ce concept a une
grande importance pratique lorsque nous travaillons avec une suite d’approximations
successives obtenues a partir d’'une méthode itérative, car en général peu d’itérations
sont nécessaires pour donner une valeur approchée intéressante lorsque la vitesse de
convergence est grande. Cela peut entrainer dans certains cas une différence de dix
voire un million d’itérations.

Récemment, un nombre important d’articles ont faits 'objet d’étudier la vitesse de
convergence pour les termes de grandes valeurs. Dans le cas des variables aléatoires iid,
des théorémes ont établis I’équivalence entre la convergence des séries pour les sommes

partielles S,, = > X} et l'existence des moments. Citons en exemple le théoréme de
=1

Spitzer [10] dont il a prouvé que la convergence de la série in_lP{ S — | > €}
pour tout € > 0 est équivalente a F' | X;| < oo, EX; = . "~

Le probléme de la vitesse de convergence pour le TCL est analytiquement plus
difficile que celui de la loi de grand nombre. Si EX; = 0, EX? = 1, les moments

existent et la vitesse de convergence est établie[9] en terme de borne supérieure:

‘p(%q)_@(x)

ou @ est la distibution normale.

Cepandant le TCL pour les variables aléatoires iid est connu équivalent a I’existence

du moment d’ordre deux .En fait il est conjecturé que la vitesse de convergence est
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établie si le moment d’ordre deux existe. Le premier résultat est fait par Spitzer[24]

ou il a montre que si EX; =0, EX? =1, alors la série:

= 1
> nt {P(Sn <0)— 5}
n=1

est convergente.

Bentkus et Gotze [18] ont obtenus la vitesse de convergence de ‘5;.—: tel que V,, =

1
(X% + ......X2)2 lorsque X; appartient au domaine d’attraction de la normale

Lors de ’application des fonctions d’influence on a vu que le conformément asymp-
totique normale peut étre obtenu, beaucoup de facteurs ont apportés le choix de ces
fonctions. Des fonctions d’influence différents impliquent des vitesses de convergence
différentes, il est donc avantageux d’utiliser celles qui donnent la plus grande vitesse
de convergence.

la vitesse de convergence est établie par le fait de trouver une borne inférieure et
supérieure pour lerreur uniforme dans le théoréme central limite[5]

Le but de cette section est de montrer que toutes les fonctions H; donnent la méme
vitesse de convergence[22]| dans le cas d’une variable aléatoire symétrique et dont les

v.a sont distribuées dont la queue varie réguliérement i.e:

P(|X|>1t)=ct™ pour t >t5,0 < A <2 (4.5.1)

Théoréme 4.5. soit H; définie comme (3.2.1) telles que Cs|z| < |k (x)] < Cy |z
,C1 > 0,03 < 00,50it {X; }une suite de variables aléatoires symétriques i.i.d , soit {r,}
vérifiant(3.2.2) Supposons que g n'a de saut de haut en bas pour t grand .Alors il

existe une suite a,, — oo telle que:

E, H2 (X)

10 B ey 00 _re
a? n
"\ H o, (X;) =2
2 swp P|[SEel <o) g <2y
—oo<r <00 7=1 "

3. toutes les fonctions H; ont la méme vitesse de convergence.

Pour démontrer ce théoréme on a besoin du théoréme de HALL (1982) qui a trouvé
les borne s supérieure et inférieure pour la vitesse de convergence des variables aléatoires

indépendantes sous forme d’un rang triangulé défini auparavant.
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Théoréme 4.6. (Hall 82) Soit {Z,;,1 < j < n < oco}ensemble de variables aléatoires
définies sous forme d’un rang triangulé (les variables aléatoires sont indépendantes sur

chaque ligne), avec la supposition que E Z,; = 0, ZEZ2 =1et max EZ?, — 0.
j=1

1< j<n n—-00

Supposons que Ve > 0, Z {EZ}1(|Zy;| > €)} — 0,Alors pour n grand,

dC4 > 0,C5 < oo,tel que Cyd,,; < sup P (ﬁ:an < x) — ¢ (v)] < C56,
o —c0<T<o0 j=1
:fi{EW (1251 > 1) }+Z {EZ1(1Zy] < 1)} + Z {EZ31(1 2] < 1)}‘
et
b= 5P 0] > 1)+ 55 (B2 (12 < 0) + |8 (B2,1 (7 < 1>}’

Pour le demontrer on a besom du lemme suivant

Lemme 4.7. Soit une variable aléatoire symétrique satisfaisant(4.5.1) , soit p un entier

paire , soit p, \ tel que m = m (p, \).et pourt > mty on a 1% (1 — (%)pi)‘) > 1. Alors

EXPI(|X] <t) =< tP~* pour t > mty .

Preuve. notons que p est paire et par intégale par partie on aura

t
EXPI(|X[<t)=—t" P(IX[>t)+ [py"~'p(IX] > y) dy
0

to t
=—t' P(IX|>t)+ [py" 'p(IX|>y)dy+ [py 'p(IX]|>y)dy
0 to

Sit >t O]

fpy” (X[ >y dy—fpy” Ley=dy

to to

t
=cp[ y" Ny

to

Y
_px(tp/\ to )

. e 1 p A
Smt.e—p%/\(l—(;) )‘1

-

sit>mtg= L >m=— — (to) s

i
to — t — m

() = (2 (- ) 2 e (- )

n a:

o

—tP P(|X|>t) = —ctP™ pourt >t
to
EXPI(IX|<t)=—t" P(IX|>t)+ [py*~'p (X[ >y)dy + ;25 (tp A tg”>
0
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to
< P+ [pyPip (1X] > y) dy + 5t
0

pour t >ty ,—ctP* + tjqp Yy Ip(|X]>y)dy <0

D’ou ’

EXPI(|X| <t) < 250

pout t > miy

EXPI(|X| <t)> —ctt™ + tjqp v (1X] > y) dy + ;E57 A (1 - (%)H>
0

= ct?™? (% (1 - (%)H> - 1) + zpy“p (IX] > y)dy

to

=ect ™+ [pyrlp(|X| > y)dy
0

> ectP~A

Alors pour t > mty ectt™* < EXPI(|X]| <t) < ]%tp_’\

On peut dire donc que EXPI (| X| <t) < t#=*

Démontrons le théoréme(4.5)

Preuve. Par la proposition (3.4) ; soit
H, (z) = CszI (|z| < t)

alors : Ing = ng (Cs) , ay, a, tel que pour n > ng

n
al = —FEH? (X) avec a, — o0
Tn '

a: = QE[:T(?” (X) avec a, — oo

Tn
et
ap > An
D’ou (1) est vérifiée .
Han (Xj) )_ ~ nay
Montrons que _offf@opz ( e < ¢ (7)| =< "
Soit Z,,; = Han(X)) o1 a H, (—x)=—-H, (z)et X est symétrique, Z,,; fonction
J an/rn n n J

impaire a puissance impaire ,d’ot

Ez =0
De plus
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— Han( X) n 1
|Znj| = | Tt | S oy < v o, O et alors [ Zy] — 0.
2 .
EZ?. =F (M) <1 — 0Oetalors max EZ2, — 0
J an Tn ™ pn—soo 1< j<n nj n——00
n H2 EH2 ( X, 2
PournznOZEZ ZE<ann >:n aaQnE‘ J):ZZEL:n:l
j:1 n 'n n 'n
1 EH 3 (X))
1. Montrons qu’il existe n; tel que pour n > ny,dp1 = 0, = n—_3% 5>

Puisque |Z,;| — 0.,3 ny/ pour n > ny, |Z,;| < l,et EZ}; = 0 pour r impair

En utilisant le théoréeme (4.6)

Z{E |Z"J|>1 }+Z{E |an|<1>}+

|aﬂ<nﬂ

avec

{E ‘Zm‘ > 1)} =0,
Jj=

{E I(|Zy] < 1)}‘ =0 et z {EZ}1(|1 2| < 1)} = ZlEZﬁ]
j=1 J=
Et
o1 = 2P (2] > 1)+ Y {EZLI(|Zo;| <1} + 2 {EZ3.1(|Z.;] <1)} avec
j=1 j=1

Y P (12l > 1) = 0.5 ABZLL (2] < 1)} = 06t 5 {BZ1 (120 < 1) =
J= J=
S EZ},
j=1
D’ou

L

le n n n n

= 0,

2. Montrons que sup P

—oo<r <00 7=1

o~ H oy (X)) _
(Z = x) ¢ (z)
Puisque les conditions du théoréme (4.6) sont vérifiées on a:

(iZWSx)—¢@>

=1

Cydp1 < sup P

—oo<xr<oo

S 05571

= 0y,

De plus 6,1 = 0, ,et alors sup p

—oo<z <00 j=1

(i%ﬁ%?Sw>—¢w>
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na;A

h

Hy(x) =k (2) I (lz] <) + g, () I (Jz] > 1)

3. Montrons que §,, < pour n >n

EH; (X) =EFEX)I(X] < an) + ga, (X) I (IX] > a0))"
< CAE (XU (|X| < an)) + CLa*EI (|X] > ay)
= C{E (XU (|X] <ay,)) +ClatP(|X| > ay)
= O X4 + CyalCa,> d’apres le lemme (4.7)
= CAXI 4 Clat

30 tel que pour n > n

FH in ( X]) < 51nafl_’\ _ 6171@7_L>\

on =1 e O - (4.5.2)
Pour n > n
EH§ (X)) _ Cea,*

0, =N o >n = (4.5.3)

De(4.5.2) et (4.5.3)

“A
n a,

O < 2 (4.5.4)

4. Montrons que les H; ont la méme vitesse de convergence, comparons la vitesse
de convergence induit par H, et par H, tel que H, = Csz (I |z| < t)

. _
Soit 8%, = n2A ) avee 32 = 25 (12, (X))

Pour n > n > nyg
0n = 7= B (C3 X (|X] < a,))

- _n 4~4—\
= == Csa,

2
n Tn

~—A
= Cgmr_%

De la pour n > n

b _ (a_n) -

on an

Pour a,, > mty, on aura:

a =B (H, (X))

n
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= 2 (B (K (X) ] (1X] < an)) + B (g2, (X)L (IX]| > a,))}
< 2 {CIE (X1 (|X| < ay)) + C3a2P (|1 X| > ay)}
= 2 {Cha ™ + Ca2 ™}

On peut dire donc qu’il 3C5 < 00 tel que pour n > 7n

Cs (CF + C3) (4.5.6)

C4C3 (4.5.7)

2 an(ri)

=2 (cm )

S <t

. . . ~ o . . ! N
Ce qui revient a dire que pour n > n 2= < 1 ceci implique que 0, et 6, ont méme
n

ordre, d’ou les fonctions H; ont méme vitesse de convergence.
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CHAPITRE 5

PRINCIPE D’INVARIANCE POUR LES SOMMES DES

VARIABLES ALEATOIRES MODIFIEES

5.1 Introduction

Les processus aléatoires décrivent I’évolution d’une grandeur aléatoire en fonction
du temps (ou de l'espace). Il existe de nombreuses applications des processus aléatoires
notamment en physique statistique (par exemple les transitions de phases), en biologie
(évolution, génétique et génétique des populations), médecine (croissance de tumeurs,
épidémie), et bien entendu les sciences de I'ingénieur .

L étude des processus aléatoires s’inseére dans la théorie des probabilités dont elle
constitue I'un des objectifs les plus profonds. Elle souléve des problémes mathématiques
intéressants et souvent tres difficiles. La loi d’un processus aléatoire est caractérisé par
la donnée des lois fini-dimensionnelles. En fait, on parle de la loi du processus {X;;t >
0} lorsque lon connait la loi du vecteur(Xy,, Xy,, ..., Xt,) le processus de Wiener ou
mouvement brownien est le plus célébre des processus a valeurs réelles. Sa découverte
est due a lobservation du biologiste Robert Brown en 1827, interessé par les fluctuations
aléatoires d’un grain de pollen dans un liquide qui sont perpétuellement en mouvement.
Le premier a avoir formalisé les propriétés du mouvement brownien n’est autre que A.
Einstein dans un article fondamental écrit en 1905. Ce processus posséde de nombreuses
propriétés mathématiques : accroissements indépendants et stationnaires, processus
gaussien, martingale, processus de Markov, équation de la diffusion. Cela explique que
I’on puisse | etudier tres en détails. Il intervient dans la modélisation de nombreux
phénomeénes comme une conséquence du théoréme de tendance vers la loi normale.

Les exemples importants sont en physique et en finance.

Dans le but de fortifier la notion de la limite centrale dans le cas ou la variance
n’existe pas, on va voir dans ce chapitre la notion du principe d’invariance pour les

sommes des variables aléatoires modifiées tout en gardant les conditions, les outils
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mathématiques, les étapes utilisées dans les chapitres qui précédent on va faire une
généralisation en élevant H; a la puissance 5 tel que g = g; p, q des entiers impairs.

Notons que pour aboutir a ce qu’on appelle principe d’invariance il faut passer par
la convergence finie dimensionnelle vers la loi normale centrée réduite, en quelque sorte
c’est le TCL, ainsi que prouver que la fonction est uniformément sérrée .

Notons a titre d’exemple que La notion du principe d’invariance a été déja établie
[15] dans le cas d’une suite de variables aléatoires i.i.d avec EX; = 0, EX? = 1, et que la
convergence faible aura lieu dans 1’espace de Holder [16] (espace de fonctions définient
sur Pespace métrique (X,d) qui vérifie la condition d’Holder suivante: 3 C, v > 0
, Coa e Rtel que Va,ye X |f(x)— f(y)| < Cd(x,y)”) en équivalence par I’

uniformément sérrée de la fonction et la convergence finie dimensionnelle.

Définition 5.1. [21/On appelle processus aléatoire a temps continu une famille {
Xyt € T} de variables aléatoires indicées par un paramétre réel positif. L’ensemble T
représente un intervalle de temps, et le plus souvent la demi-droite IR". Les variables

sont définies sur un méme espace probabilisé.

Pour une éventualité du hasard ! fixée, ’application qui & ¢ associe la valeur X;(w)
s’appelle une trajectoire du processus. Les trajectoires constituent généralement les
observations concrétes que ’on peut faire d’un processus. Par exemple, les journaux

publient chaque jour les trajectoires des valeurs boursiéres.

Définition 5.2. Un processus est a valeurs entiéres si X; € N, pour tout t > 0.
Les exemples de processus & valeurs entiéres sont les processus de Poisson, les

processus de renouvellement liés au comptage d’événements survenus au hasard.
Définition 5.3. Un processus est a valeurs réelles si X; € R.
Remarque 5.4. [3] la convergence en loi d’un processus aléatoire est équivalente o la

convergence en loi de tous les vecteurs de dimension finie extraits de ce processus.

Définition 5.5. [21]le mouvement brownien modélise un mouvement désordonné et
sans orientation privilégiée. Pour le mouvement brownien, le temps et [’espace seront de

dimensions continues. Un mouvement brownien standard {W;,t > 0} est un processus



66

stochastique adapté construit sur un espace probabilisé telles que:
1. Yw € Q,Wo (w) =0.

20 <ty <ty < .voriinnnn. < tr , les variables aléatoires Wy, — Wy, ...... Wi, —

Wy, sont indépendantes.

3. pours,t > 0 tel que s < t la variable aléatoire W;—Wd’espérance 0 et de variance
t — s est de distribution normale i.e Wy — Wy «~ N (0,t — s), la trajectoire Wy (w)

est continue.

Le théoreme de Lindeberg suivant illustre aussi la converge asymptotique normale.

Théoréme 5.6. [3] Soit X1, Xno, Xng, coeveveerennn , Xnk,,m > 1 une suite de variables
aléatoies sous forme d’un rang triangulé d’espérance nulle et soit S, = X,,1 + X2 +

........... + Xk, tel que

kn
os; = Var (Xy;) et supposons que o7, = 231 o2
J:
Supposons que pour chaque € > 0 :
kn
limo,2Y. [ | Xy[ldp=0
T =1 Xl >eon)
Alors
Sn
2n 2L N(0,1)
on

Comme cas particulier de ce théoréme, on retrouve également la convergence d’une
suite de loi binomiale vers la loi normale (théoréme de Bernoulli). Ce théoréme justifie
I'utilisation de la loi normale lorsqu’il y a répétition d’expériences identiques. Par
contre, ce théoréme reste strict sur les conditions d’applications. On considére souvent
que ce théoréme reste valable méme si les distributions individuelles sont différentes,
pour autant que la variance de chacun des termes individuels soit négligeable vis-a-vis
de la variance de la somme. C’est en fait un théoréme plus général du & Lindeberg.

La condition de Lindeberg exprime que les v.a % sont "uniformément petites"
avec une grande probabilité. Le résultat veut dire qu’a force d’ajouter de telles vari-
ables, on finit par obtenir une loi normale. Autrement dit, si une variable est la

résultante d’un grand nombre de causes, petites, a effet additif, cette variable suit une
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loi normale. C’est & cause de cette interprétation que la loi normale est trés souvent
employée comme modeéle (malheureusement pas toujours a raison).

Au point de vue processus, beaucoup de résultats ont une relation avec le Théoréme
central limite pour les processus stochastiques, d’importants résultats ont été déduit

des travaux de Kasahara et Watanabe [12].

5.2 Convergence vers le mouvement Brownien

Théoréme 5.7. [6]/soit B(t) un mouvement brownien standard ei soit f,, (n € N) une

fonction mesurable tel que:

1<ns

supposons qu’il existe une constante positive b,, b, — 0 telles que
1. sup,eq | fo (X)| < bn
2. VarM, (s) — s,Ys >0
Alors

M, () — B(.) (5.2.1)
Preuve. 1. Convergence finie dimensionnelle ]
Soit 0 <59 <57 < oiviinnnn, < s, < 1, définissons:

M, (Sj) = Z (fn (XZ) —Efn (Xz)> = ZYni-
1<ns; 1<ns;

Vérifions:

a) La convergence a une dimension, montrons que M, (s;) = N (0, s;)
On doit vérifie les conditions de convergence d’ordre triangulé en utilisant le
théoréme de Lindeberg.

Notons que Y,,; prend la forme suivante :
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) T (T Yons,

et que

E(Yo) =E(fu(Xi) = Efu(Xi)) =0

aij =Var (Yy) = E(Y?)

De (2) s «— Var (M, (s)) = [ns] EY2 = %nEYnQZ

[ns]

puisque — s,0n peut conclure que nEY?2 — 1, et qu’il existe ¢ > 1 tel que

InEY;| <c (5.2.2)

D’apré; Lindeberg montrons que:

1 ns;
lim —> / Y2 dp = 0
n—>oosj i

1(‘Yni|>5\/§)

lim L5 [ |Y[rdp — sij;fyym\“’f(yym\ > e,/5;) dp

n—-oo °J i:1(|Yn,i‘>5\/§)

N si;E (Vi I ([Yei| > /55))

ce passage est vérifié car
< %E |Yni|2 E (] (|Ym| > 8\/8_j)) I (\Ym| > 6\/8_j) prend les
valeurs 0 ou 1
< ¢ p (|Yai| > e,/5;)dapres 5.2.2
% 0
Et alors w — N (0,1) i.e M, (s;) — N (0,s;)
b) la convergence a deux dimensions
Pour j<l on a M, (s;) — M, (s;) = B(s;) — B (s;)
(My (s5) , My (s1) — My, (s5)) — (B (s;), B (s1) — B{(s;))
Soit h une fonction continue définie par h (z,y) = (z,z +y)
Appliquons le théoréme d’arrangement de continuité(mapping continuity), on aura
h (M (s;) , My (s1) — My (s5)) — h (B (s;) , B (s1) — B (s;))
Donc M, (s;) — M,, (s;) = B (s1) — B (s;)

2.  Montrons que la fonction est uniformément serrée
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a)p(B(1) # B(—1)) = 0(car la fonction est continue a gauche ).

b) vérifions qu’il existe une fonction F' continue croissante sur [0, 1], des constantes
v >0, a > 3 telles que:

E{|M, (s) = My (s1)[" | My (s2) = My (5)]"} < (F (52) = F (s1))™

Soit s1 < s < s9 , par hypotheése Var(M,(s)) — s, d’autre part de (5.2.2) on a
InEY?2| < ¢ Vn, 1.

Par indépendance:

- E Z Y,| E Z Yo,

[ns1]< i<[ns] [ns]< i<[ns2]

= ([ns] - [ns1])) ([nsa] — [ns]) (E (V,2))

On distingue deux cas :

o Sisy—s1 < L:ns]=[nsi] ou [ns] = [nsy).

Dot E {(M, (s) — M, (51))* (M, (s2) — M, (s))*} =0

e Sis,—s, >L=ns, —ns, >L = ns;—ns;+1>[ns,] — [ns,]

D’apres (5.2.2) : ( sy |- )
(TL82 n51+1)2

= (82—81-1-% 22

< (2(s2—51))°

=42 (59— 51)°

IA

N
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Pour que la fonction soit uniformément serrée il suffit de prendtre a =1, v = 2,

F(s) = 2es.

Notons que les théoremes décrits dans les chapitres précédents sont toujours utiles
soit pour la modification légere ou lourde pourvu qu’il reste a montrer pour le principe
d’invariance (convergence vers le mouvement brownien ) la notion d ’étroitement de la
fonction (tighteness) .

Notons qu’on ne va pas redémontrer totalement les théorémes mais seulement les
énoncer sous forme d’indications concernant les modifications faites pour aboutir aux

résultats.

5.3 Principe d’invariance pour les v.a totalement modifiées

Le premier principe d’invariance est obtenue en modifiant tout les termes, tout dépend

bien sur de H;, r,, ou r,, — 00,2 — 0
n

Théoréme 5.8. Soit H, définie comme (3.2.1) avec le fait que k croissante et soit

B =L oup et q sont des entiers impairs ,et a € R satisfaisant 0 < f < a ,s0it r,

s}

définie comme (3.2.2) , on suppose qu’il existe une suite {a,} tel que a, — oo tel que

a’® r,

EH (X) ==

n

.Si E |k(X)|° < oo, supposons que E (k(X))” = 0.

Soit
HP (Xi)—EHfB (X)
Mn — Qan an
(s) i;g s T
Alors
D
M, () — B(.)

ot B est le mouvement brownien standard.

Remarque 5.9. pour la démonstration de ce théoréme on a besoin du lemme énoncé

dans (3.2.1)  qui aura comme résultat en généralisant: (EHJ. (X))2 =0 (EH? (X)).
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Preuve. on doit vérifie les conditions du théoreme (5.7)

H 4y (z) (k(an)+Cs an)® _ (C1+C3)%a;
iep| fn ()] iellp S S | = s e pour n grand

(C14C2)°

Tn

< — 0 quand n — oo.

Montrons que VarM, (s) — s
5 (X)—EHP 5 (X)—EHP
VarM, (s) = Var ( > Hy (Xi)—BHa, (X)> = > (Va?“H"" (Xi)— o, (X)>

1< ns ai Vrn 1< ns ai Vrn
= el (B2 (x) - (B, (X))

On distingue deux cas

1. Si E(k (X))QB <oo= E(k (X))’B < 00, et par hypothese F (k (X))B =0

VarM,, (3) ~ MEHQB(X) _ _Insn EH2,B(X) _ MnEHﬁﬁ(X) o

a2 ry, an a2® rp n an no oAk, o

2. Si B (k (X)) = 00 = FH¥(X) — o0

(EHL, (X))2
EHZ? (X)

25
VarM, (s) = [ns] n oy (X) (1 —

n az® Ty,

) — s quand n — oo tout en

utilisant le lemme (3.2)

Il est aussi possible de modifier par g; une proportion de termes sans changer la

validité du principe d’invariance c’est ce qu’on va appliquer dans le théoréme suivant:

Théoréme 5.10. Soit H; définie comme (3.2.1) , k croissante et soit {r,}satisfaisant

(3.2.2) , et soit = § ot p et q sont des entiers impairs, et o € R satisfaisant 0 <

2
az™

6 < a, suppososons qu’il existe une suite a,,a, — oo telles que EHgf (X) = "=

pour n suffisamment grand,alors:

il existe une suite{1), } avec % — 0 telle que:

Zgﬁnr”w LB ( X E”)> b g ( D% 5n)> _

S [ns] EH? (X)) 5
n(s) = @ — B(s)

I'idée de la démonstration est de décomposer S, (s) sous forme:

7

ns] s, (x")-enf, (x)

STL (8) = Zz:l a® -

fns) o (x ) -, (X 7)
o /rn Zi:[wnrn]Jrl a%\/Tn
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— M, (s) + Cn (s)
11 suffit de montrer que sup |C,, ()| L, 0 en procédant le méme processus prouvé
0<s<1

dans (3.3)

Remarque 5.11. [11/En ajoutant la condition = § ol p et q sont des entiers impairs

, et a € R satisfaisant 0 < § < «, toutes les propositions , théorémes décrivent aux

chapitres 3 et 4 restent valables.



73

Conclusion

Nous nous sommes intéressés dans cette étude au théoréme central limite par rap-
port aux différentes modifications faites sur les variables aléatoires. Nous avons d’abord
essayé de faire le point sur ce qui a été fait dans ce domaine, puis nous nous sommes
orientés vers 1’étude de l'aspect de ce théoréme lorsque les moments n’existent pas
par rapport a deux types de modifications qui sont la modification intermédiaire et la

modification lourde.

Les résultats que nous avons obtenus sont intéressants du fait qu’en plus de I'obten-
tion de la convergence vers la loi normale pour les fonctions d’influence et leurs versions
.. . . ,
empiriques par rapport a ces deux types de modications, nous avons pu d’une part
obtenus la notion de la principe d’invariance qui illustre en plus du conformément
asymptotique normale, I’étroitement de la fonction, d’autre part on a étudie la vitesse
de convergence, en d’autre termes on a préciser les fonctions qui donnent la plus grande

vitesse de convergence .

On a pu aussi généraliser ’ensemble des théoremes et résultats trouvés dans un cas
plus large en ajoutant une condition trés forte qui va permettre de bien préciser le cas

d’obtention de ce fameux théoréeme, ainsi que ses différentes suites.

Bien que ces résultats et ceux qui ont été obtenus bien avant soient importants, reste
délicat de répondre aux nombreuses questions ou d’aborder les différents problémes que
présente ce théoréeme. En effet, on ne peut obtenir le principe d’invariance pour tous
les cas étudiés, et c’est difficile d’étudier la vitesse de convergence dans plusieurs cas .

De ce fait, le théoréeme central limite constitue la base de plusieurs études proba-
bilistes soit que dans la théorie que dans la pratique d’ou des perspectives de recherche
ont été ouverts, pourquoi pas trouver d’autres fonctions qui préservent toujours le

conformément asymptotique normale.



APPENDICE

LISTE DES SYMBOLES ET DES ABREVIATIONS

: loi binomiale de parameétre n et p

: espérance de X

: fonction de répartition de la variable aléatoire X
: fonction indicatrice

: la loi de la variable aléatoire X

: loi normale centrée et réduite

: théoréme central limite

: variance de X

: fonction densité

: indépendante,identiquement distribuée
. presque slirement

: signe de x

: variable aléatoire réelle

: minimum entre x et ¢

: convergence faible

: convergence en distribution

: convergence en probabilité

: fonction caractéristique de la variable aléatoire X
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