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Résumé

Ce meémoire traite de I'évaluation d’options sur actions européennes, sur base
du célebre modele de Black-Scholes-Merton.

La premiére partie du travail consiste en la résolution de I'équation de Black-
Scholes-Merton a deux dimensions, au moyen d’un schéma de résolution en
différences finies implémenté en Matlab. Un certain nombre de méthodes de
résolution sont ainsi comparées, avec au préalable une étude de convergence
complete.

Sur la base de ces résultats préliminaires, le schéma de résolution est ensuite
étendu au niveau tridimensionnel, c’est-a-dire a des options comportant deux
sous-jacents.

Abstract

This master’s thesis deals with the pricing of European options, on the basis of
the so-called Black-Scholes-Merton model.

The first part of this document consists in the resolution of the Black-Scholes-
Merton equation in two dimensions, throught a finite differences resolution scheme
implemented in Mtlab. Several resolution methods are compared, after a full survey
of their convergence properties.

On the basis of these preliminary results, the resolution scheme is extended of the
tri-dimensional level, that is, for options on two different underlyings.
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Introduction

L’histoire des options se confond, presque, avec ’histoire de ’humanité. Depuis la nuit
des temps, en effet, s’échangent des contrats permettant a leurs acquéreurs d’acheter (option
d’achat) ou bien de vendre (option de vente) un actif déterminé, & un prix dit d’exercice
et & une date future, préalablement fixés, moyennant le réglement immédiat, au vendeur du
contrat, d'une prime, dont le montant est, librement, débattu par les co-contractants.[1].

Avec le dévelppement des marchés financiers, I’étude des options devient un véritable
enjeu et n’a pas cessé de prendre de I'importance au cours des derniéres années.

Le but de ce projet est d’étudier un modeéle financier trés largement utilisé, celui de Black
et Scholes. Le concept fondamental est de mettre en rapport le prix implicite de I'option et
les variations de prix de l’actif sous-jacent.

Le terme de Black-Scholes est utilisé pour désigner deux concepts trés proches:

- Le modéle Black-Scholes est un modéle mathématique du marché pour une action
dans le prix de l'action est un processus stochastique.

- I’équation aux dérivées partielles de Black-Scholes est I’équation satisfaite par le prix
d’un dérivé d’une action.

Robert C.Merton a été le premier & publier un article développant ’aspect mathématique
d’un modeéle d’évaluation d’option en citant les travaux de Fischer Black et de Myron Scholes.
Robert Merton et Myron Scholes ont regu en 1997 le "prix Nobel d’économie" pour leurs
travaux. Fischer Black, décédé en 1995 et donc inéligible, a été cité comme contributeur.(3]..

Ce mémoire nous en propose une étude détaillée de la formule de Black-Scholes et sa
résolution par la méthode des différences finies dictée par l’enoncé. L’objectif du présent
travail est de comparer les différentes méthodes numériques d’un point de vue convergense
et rapidité de calcul et d’implémenter la résolution de cette équation dans le cas d’options
simples.

On étendra dans un premier temps I’étude & I’équation de Black-Scholes-Merton en deux
dimensions en introduisant des dividendes continus et on poursuivra avec le passage & deux
sous jacents, I’équation de Black-Scholes devient alors une équation & trois dimensions.

Ce mémoire est réalisé selon le plan suivant:

Commencant par une introduction

Le premier chapitre présentera de maniére succincte les généralités mathématiques et
financiéres indispensables & connaitre afin de comprendre les explications et processus con-
sidérés dans la suite de la thése.

Le deuxiéme chapitre est divisé en trois sections, dans la premiére section nous avons
présenté le modéle de base que nous allons utiliser tout au long de notre étude. La deuxiéme
section est consacrée au modeéles de Black-Scholes pour une option européenne, nous verrons
les hypothéses du modeéle puis nous présentons le modele de Black-Scholes-Merton. Dans
la troisiéme section, nous allons énoncer les différentes méthodes numériques financiéres, La
méthode des différences finies est la méthode proposée & la résolution de ’EDP de Black-

Scholes-Merton.

Le troisiéme chapitre est consacré a 1’étude de la résolution de 'EDP de Black-Scholes-
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Merton en deux et en trois dimensions par la méthode des différences finies, en utilisant les
divers schémas numeériques, ainsi que nous allons faire leurs implémetation par un outil de
calcul qui est le Matlab, il sera alors possibles de comparer les différentes solutions obtenus.
terminant par une conclusion.
Sans plus tarder, nous proposons donc au lecteur de se plonger dans les garnds principes
de la finance et surtout des mathématiques financiéres via ’exploration de ce mémoire traitant

de ce fameux modéle de Black-Scholes.
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1.1.4 Un produit dérivé:

Un produit dérivé est un produit (instrument financier), qui s’acheéte et se vend, et qui est
toujours bati sur la base d’un titre financier. Ce dernier est alors appelé "actif sous-jacent"
du produit dérivé. Ceux-ci peuvent donc étre des actions, des obligations, des devises, ... et
méme des produits dérivés. Le danger avec les produits dérivés est, a force de les superposer

de ne plus savoir exactement quels sont les sous-jacents.[15].

1.1.5 La volatilité:

La volatilité est représentée par ’écart type annualisé des rendements, déterminés & partir

des variations relatives des prix de I’actif support de l’option a savoir le sous-jacent.[1].

1.1.6 Un dividende:

Les dividendes sont des somme d’argents pergues par les détenteurs des actions & certains

instants, en général une & quatre fois par an.[5].

1.1.7 Les marchés financiers:

Le marché financier est le marché sur lequel sont émis et échangés les titres a moyen ou a
long terme, comme les actions et les obligations, & la différence du marché monétaire, ot sont
émis les titres & court ou trés court terme.

La loi définit le "marché financier" comme un lieu ot s’échangent des "instruments fi-
nanciers" , c’est & dire en particulier des actions et des obligations.

Les marchés financiers organisés ont I’objet d’une réglementation, et fonctionnent sous la
surveillance de ’autorité de régulation , I’Autorité des Marchés financiers.

Le marché des capitaux a long terme comprend trois marchés:

- les marchés primaires sur lesquels sont émis les titres.

- le marchés secondaires sur lesquels sont négociés les titres une fois qu’ils ont été émis.

- les marchés dérivés, avec un marché organisé et un marché de gré a gré.[16].

1.1.8 Les intervenants:

Nous pouvons déterminer trois gammes d’intervenants dans les marchés:

Les opérateurs en couverture ou "Hedgers":

Le role des Hedgers est d’utiliser des options ou d’autres contrats pour réduire leur exposition
au risque de variation de la valeur des actifs sous-jacents a ces contarts.

Les spéculateurs:

Ceux ci prennent des positions de pari proprement dites sur I’évolution future des sous-jacents.
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Les arbitragistes:

Dans cette catégorie, les protagonistes cherchent & profiter, en prennant position sur plusieurs

contrats ou actifs, des incohérences momentanées dans les cotations.[5].

1.2 Les options:

1.2.1 Définition:

Une option est un contart qui confére & son détenteur le droit d’acheter ou de vendre une
certaine quantité d’un actif sous jacents, & un prix prédéterminé et ce pendant une periode de
temps donnée. Un tel contrat represente un droit et non une obligation pour son détenteur.
En d’autre terme l'investisseur n’est pas contraint d’acheter ou de vendre ’actif sous-jacent,.
Pour une option européenne, la décision d’exercer ou de ne pas exercer ce droit aurra lieu &
I’échéance du contrat. Par contre, pour une option de type américaine, cette décision peut
avoir lieu & n'importe quel moment de la vie du contrat. La plupart des options standardisées

négociées, haujourd’huit, sur I’ensemble de la planéte sont les options américaines.[6].

1.2.2 Les composantes du prix d’une option:

La valeur de I'option est communément partagée en valeur intrinséque et valeur temps.[3].

La valeur intrinséque:

est la valeur qu’aurait I’option si le jour de I’échéance était le jour d’achat de ’option. Lorsque
le cours du sous-jacent est supérieur auprix d’exercice, la valeur intrinséque est égale au cours
du sous-jacent moins le prix d’exercice. Dans tous les autres cas, la valeur intrinséque est
égale & 0.

La valeur temps:

est en quelque sorte la valeur d’espoir de l'option. Il s’agit de la différence entre le prix de
I'option et sa valeur intrinséque. Cette valeur décroit avec le temps car au fur et 4 mesure
que ’échéance de l'option approche, incertitude sur le prix du sous-jacent disparait, donc
lespoir disparait. L’option est un "wastingasset", c’est-a-dire un actif qui se déprécie avec le

temps.

1.2.3 Les options vanilles:

Il existe deux types des options: les options d’achat (call), et les options de vente (put):
-Un call: est un contrat qui confére & son détenteur le droit d’acheter l’actif
sous-jacent & un prix fixé d’avance durant une periode de temps donné.
On précise qu’est appelé actif sous-jacent, ou support, tout actif sur lequel porte une

option ou plus largement un produit dérivé.
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- Une option de vente, put, donne le droit & son détenteur de vendre une certaine
quantité d'un actif sous-jacent & une date future et a un prix convenu. Ce prix est appelé prix
d’exercice, la date maximale a laquelle le droit peut étre exercé est la date d’échéance.

Autant I’acheteur d’un contrat d’option a le choix d’exercer ou non son droit, autant, le
vendeur d’un contrat d’option, est totalement soumis & la décision de I’acheteur d’option. En
contrepartie, le vendeur du contrat regoit de I’acheteur une somme égale au prix de marché
de l'option, appelée prime de ’option.

Il existe des options simples, des options synthétiques construites par combinaison d’une
option simple et d'une position sur le titre support, enfin des options complexes, obtenons

par combinaisons d’options.[6].

1.2.4 Les stratégies élémentaires

dans notre travail nous interessons aux options les plus simples, on peut ainsi envisager les
quatres stratégies suivantes:

1. Achat d’une option d’achat.

2. Achat d’une option de vente.

3. Vente d'une option de d’achat.

4. Vente d’une option de vente.

Appelons k le prix d’exercice, C le prix d'un call, P le prix d’un put et analysons ces

quatres stratégies.

Achat d’une option d’achat

L’opérateur acquiert le droit d’acheter & ’échéance le titre support, au prix k, moyennant le
paiement immeédiat de C. Il espére que le cours du sous-jacent atteindra un niveau supérieur
au prix d’éxercice augmenté de la prime C. Si son anticipation se confirme, il pourra acheter
le titre au prix convenu k, puis par exemple le revendre immédiatement en réalisant un profit.
Si au contraire sa prévision est mauvaise, il subit une perte dont la valeur maximale est égale
& la prime du call, puisque si le cours est inférieur au prix d’éxercice, il n’exercera pas son
option.

Achat d’une option de vente

L’opérateur aquiert le droitde vendre un titre au prix k jusqu’a ’échéance, moyennant le
versement immédiat de P. Il espére que le prix du titre va baisser. Si tel est le cas, il exerce
son option, sinon il abondonne ’option et sa perte maximale est de P, méme remarque en
ce quiq concerne le décalage de temps entre le versement de la prime et ’encaissement du

produit de la vente éventuelle du support.

Vente d’une option d’achat

C’est la contrepartie de la premiére opération. L’opératuer s’engage, si I'option est exercée, a
livrer le titre a 1’échéance au prix k, en échange de C, que lui verse ’acheteur immédiatement.

L’opérateur espére une baisse du titre. Si tel est bien le cas, I’acheteur n’éxerce pas son option,
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Frofil/Perte

&

5 / K+C

¥

Coursdy

Souxiacent

Figure 1.1: Achat d’une option d’achat

le vendeur conserve la prime de toute fagon. Si non le cours peut augmenter d’un montant
supérieur au prix d’exercice augmenté de C. et la perte peut &tre trés sévére, en théorie sans

limite, mais, c’est bien connu, les arbres ne montent pas jusqu’au ciel.

Vente d’une option de vente

c’est la contrepartie de la deuxiéme opérations. L’opérateur s'engage a acheter le titre a
’échéance, au prix k et peut subir une perte également sévére, mémes remarques que précéde-
ment.

1.2.5 Valeurs des options

Nous présentons d’abord dans ce chapitre les variables que nous allons utiliser tout au long
de ce projet, aussi bien dans les codes Matlab que dans les développements théoriques, et
leurs significations.

V' : valeur de l'option, c’est-a-dire valeur courante de l'actif sous-jacent, S, et du temps
t. On distinguera C(S,t) et P(S,t) pour call et put si nécessaire.

o: volatilité de V’actif sous-jacent

k : prix d’exercice

T : date d’expiration

7 : taux d’intérét

P : premium.

On se place a I’échéance, & savoir la date t = T.

Si .S > k, on exerce le call et le bénéfice est S — k, sinon, on n’exerce pas.

La valeur du call & I’expiration est par conséquent :
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Profil Perie
F 3
K-P
K
=l
Cours du

P
Figure 1.2: Achat d’une option de vente

C(S,t) = max(S — k,0) (1.1)

Inversement, si S < E, on exerce le put et le béné ce est E — S, sinon, on n’exerce pas.

La valeur du put a ’expiration est alors :

P(S,t) = maz(k — S,0) (1.2)

1.2.6 La relation parité call-put:

Options d’achat et de vente peuvent étre combinées de maniére & devenir parfaitement cor-
rélées.[ALEOS].
Supposons un call et un put avec la méme date d’expiration T et le méme prix

d’exercice k. 7 est la valeur du portefeuille.
T=84+P—-C

Le payoff de ce portefeuille & I'expiration est : S + maz(k — S,0) — ma=z(S — k, 0)
Ona:

S+(k-8)-0=ksiS<k
S+0—(S—k)=ksiS>k

Le payoff est le méme dans les deux cas. Avec un taux d’intérét constant, la valeur du

portefeuille croit exponentiellement selon : %—r’i = r.dt
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Profil fPerie

Fy

O

K Cours du

Figure 1.3: Vente d'une option d’achat

La solution est simplement 7 = ce™,c constante d’intégration.

Puisque 7 = k & t = T, la valeur du payoff au temps t est 7 = cc::f ce qui

conduit & :

7 = ke~"(T—1)

Si le taux d’intérét est une fonction connue du temps, on peut modifier trivialement
I’équation différentielle en :

= keftT r(s)ds
La valeur du portefeuille étant ke=™T=% on a
S+P+C=ke T

Cette relation montre que la valeur d’un call européen avec prix d’exercice k et maturité
T peut étre déduite de celle d’'un put européen avec le méme prix d’exercice k et la méme

maturité 7.

En présence de dividendes, la relation de parité call-put devient:
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Profil{Pert
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Figure 1.4: Vente d’une option de vente

1.2.7 Conclusion

Rappelons que le but de ce mémoir est de presenter le modele de Black-Scholes qui sert a
évaluer les options, sa résolution par les méthodes des différences finies ainssi de faire une
comparaison esntre ces méthodes.

Le chapitre que nous venons de developper, nous a permis de découvrir les concepts de
base de la finance, nous avons expliquer en détail ce que sont le call et le put, options les plus
simples qui seront utilisées tout au long de l’etude qui va suivre.

Pour plus d’informations sur les définitions finaciéres présentées dans ce chapitre, le lecteur

peut consulter (7] [8] [9].






Chapitre 2

Le modéle de Black Scholes

2.1 Introduction:

Dans le present chapitre, nous allons essayer d’expliciter les différentes étapes qui nous meénent
au modele du cours des actions qui sera la base du modeéle de Black-Scholes, ainsi que nous

alons presenter sa formule sous forme d’une équation dérivée partielle.

2.2 Le processus du cours des actions

On peut modéliser 1'évolution aléatoire d'une variable au cours du temps par un ’'processus
stochastique’. Il s’agit d’une suite de variables aléatoires indexées par le temps. On distingue
les processus en temps discret et les processus en temps continu.

L’évolution du cours des actions peut &tre modélisé par un processus stochastique en
temps continu. Mais il faut garder & l'esprit que ce n’est pas exactement ce qui se passe
en pratique, car en réalité, il existe des variations minimales comme les cents ou centiémes
d’euro, ainsi qu’on ne peut observer des variations que lorsque le marché est ouvert, le temps
n’est donc pas vraiment un paramétre continu.

Aprés la présentation des généralités nanciéres du chapitre précédent, nous allons dans
la présente section définir le modéle mathématique de base que I'on va utiliser tout au long
de cette thése: modeéle du cours des actions, mais nous devons passer par la défintion de

quelques processus stochastiques.

2.2.1 Propriété de Markov

Le processus de Markov est un type particulier de processus stochastique ot seulement la
valeur présente de la variable en question est déterminante dans la détermination de sa
valeur future. L’historique de la variable et la maniére, dont le présent a émergé du passé,
n’ont aucune influence sur la valeur future de la variable.

La propriété de Markov a une importance capitale dans la modélisation financiére, en

particulier dans 1’évaluation des options, comme c’est le cas dans le présent travail.

11
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2.2.2 Mouvement Brownien (ou Processus de Wiener)

Le mouvement Brownien avec un drift est un processus stochastique {X¢,t > 0} qui vérifie
les propriétés suivantes:[10]
1- Cahque variation (X;4s — X;) du processus {X¢,t > 0}, entre les instants s et s+,
suit la loi normale de moyenne ut et de variance 0%t ol u et o sont des paramétres constants.
2- Pour les instants (¢; < t2 < ....... < tn), les variations (X, — Xt,), (Xts —
Xty)y - (Xt, — Xt,_,) sont independant et suivent la loi normale, comme précisée en 1.
3- {X¢,t > 0} est continue par rapport au temps.

Il est & noter, avec ses propriétés, que la variation (X;1s — X;) est indépendante de
I'historique du processus du processus X;, puisque la connaissance de X+(T < s) n’a aucun
effet sur la distribution de probabilité de X;,s—X,. C’est présisement le caractére Markovien
du mouvemnt Brownien.

Il est & noter, également, que dans le cas ou 1 = 0 et, le mouvemnt Brownien Standard,

noté, dont la distribution de probabilité en continue est:

P(Zt < Z/Zto =Z()) IP(Zt—ZtO <Z—Z()) (21)
1 Z—20 u2
S a2 / e~ T gy (2.1)
\/27T(t = t()) J —o0

Le processus {X¢,t > 0} peut s’écrire en fonction de {Z;,¢ > 0} sous la forme:

dX; = pdt + odZ, (2.2)

ainsi,
- dZ; est une variable aléatoire suivant une loi normale.
- 'espérance mathématique de dZ; est E(dZ;) =0
- la variance de dZ; est V(dZ;) = dt
- Les valeurs de dZ;, relatives & des intervalles de temps courts dt, quelconques, sont
indépendantes.
Le drift réel p et la volatilité o sont deux paramétres qu’on peut estimer & partir de
I’historique du prix de ’actif dont le prix suit le processus X;.
Le processus dZ; peut s’écrire sous la forme: dZ; = U+/dt, out U est une variable aléatoire

suivant une loi normale centrée réduite.

2.2.3 Lemme d’Ito

Le prix d’une option est fonction du prix du sous-jacent et du temps. La connaissance de
la fonction de variables suivant des processus stochastiques est, a cet effet, trés importante

pour I’évaluation des options. Le lemme d’Tto (1951) est la base du calcul stochastique.[1].
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Cas d’une seulle variable stochastique

Supposons que X est une variable stochastique suivant le processus d’Ito défini par: dz =
a(z,t)dt + b(z,t)dz, avec dz suivant un processus de Wiener standard et a et b sont des

fonctions de z et du temps ¢. Ce rocessus peut s’écrire, également, sous la forme:
p b , €8 )

dz = a(=,t)dt + b(z, t)VdtU (2.3)

Ot U est une variable aléatoire normale centrée réduite.
soit G(z,t) une fonction de z et du temps. Soit le dévelppement en série de Taylor de la

fonction G par rapport & x et au temps:

6G 0G . 168G, , &G 162G ,
A la limite ot dt — 0, on a:
dz? = (a(z,t)dt + b(z, )VdtU)? ~ b24tU? avec U? — x2(1)

On a, donc, E(U?) =1 et V(U?) =2
d’ou 'on a:

E(dz?) ~ b%dt
V(dz?) ~ 264dt2

A la limite ot d¢ — 0 , on peut considérer que V(dz?) ~ 0 et que dz? se comporte comme
une constante tel que: dz? ~ b2dt
Par ailleurs, le produit de dx par dt est donnée pas I’équation suivante:

dedt = (a(z, t)dt + b(z, t) VAU )dt = adt? + bt

On peut, donc, considérer qu’a la limite oit dt — 0 ce produit est nul: dadt ~ 0

Par conséquent, la différentielle de la fonction G peut donc s’écrire sous la forme:
_ G aa 182G 12

en remplagent dz par son expression, dans cette équation, on obtient Pexpression de
la différentielle d’une fonction G du temps et d’une variable d’état X suivant le processus

prédéfini:

0G 060G 18%°G

dGz(—a—l——-ﬂ- i

b2> dt + —bdz (2.5)

Oz ot ' 20z2 oz

Cette équation est, donc, 'application du lemme d'Tto a une fonction du temps et d’une

seule variable d’état.
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Cas de deux variables stochastiques

Dans le cas d'une fonction du temps et deux variables d’états, z1, et x3, on suppose que
q

celle-ci suivent des processus stochactiques, décrits par les équations suivantes:

dr] = al(:cl,azg,t)dt + bl(.’L‘l,mg,t) 21
dxo = a2(2121, T2, t)dt + bQ(:J:l, T, t)dZ2

avec dz; et dzp suivant un processus de Wiener standard et a1, az, by et by sont des
fonctions des deux variables d’états, (z1,z2) et du temps . Ces processus peuvent s’écrire

également sous la forme:

dr1 = aq (:171, Z9,t)dt + b](ﬂl’l, T, t)\/%Ul
dzo = ag(z1, 29, t)dt + ba(z1, 29, t)\/d—tUg

ou U; et Us sont des variables aléatoires normales centrées réduites tel que leur coefficient
de corrélation est notée: p = p(Uy, Us).
Soit G(z,t) est une fonction des deux variables d’états (21, z2) et du temps. Le développe-

ment, en série de Taylor, de la fonction G par rapport a (z1,2s) et du temps, s’écrit:

dG = gfd 1+§—Gd:c2+6aGd +2a;fd +%g27(§dx2+ a;g at? + 26
8558612 dzidzs + 882C;t dzydt + 8622(;tdw2dt... (2.2)
Comme dans le cas d’une seule variable stochastique, on a :
dz? ~ b2 et dz} ~ bidt
de méme, on a:
dz1dzy = a100dt? + (byasUs + boaiUs)dts + bybolU, Usdt
A la limite ou dt — 0, on peut écrire:
E(dz1dzo) = bibodt E(U1Us) = bibadtCov(Uy, Up) = bybopdt
V(dz1dzs) ~ b2b3dt2E(U Uz — E(U1Us))? = b2b3di2 E(U Uy — p)2
Comme UyUs # p, a ordre dt, on peut faire ’approximation:
dzidzs = bybopdt
Ainsi, a la limite ot dt — 0, on aurra:
dG = g5 doy + B duy + Gldt + 3G F0hdt + § T803dt + 528 bibopdt...
Soit:
dG = <%f + g(i + STG + ;‘; szdt + ;‘Z)C;zﬁdt + affa% blbgpdt) dt+g—Gb1d 1+g£b2dz2
(2.7)

Cette équation constitue donc, I'application de lemme d’Tto fonction du temps et de deux

variables d’états.
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La version générale du lemme d’Ito

Soit C une fonction du temps ¢ et de n variables stochastiques (des variables d’états) z1, za, ...., T;, ...Zn,
suivant chacune un processus d'Ito. Les drifts réels instantanés de ces variables sont respec-
tivement, a1, as, ....a;, ..., ap. Leurs écarts-types instantanés sont, respectivement, by, ba, ..., b;, ..., by,.
Ainsi, on peut écrire:

dz; = a;dt + b;dz; 1<i<n

Ou les dz,1 < 4 < n sont des peocessus de Wiener. Les drifts réels sont des fonctions
du temps et des n variables d’états: a; = ai(z1,22,....,Zi,...Tn,t). Les écarts types sont,

également, des fonctions du temps et des n variables d’états:
b; = bi(z129, ..., Tj, ... Ty, T)
On peut écrire, également:
de; = a;dt +b;Up/dt  1<i<n

Ou les U; sont des variables aléatoires normales centrées et réduites. Le coefficient de
corrélation entre deux variables U; et U; est noté: p;; = p(U;, Uj).

Le développement en série de Taylor de la fonction C = C(z1z9, .., ;, ...Tp, t)s’écrit:

2
ac=3",8 o 20 dx; + Ldt + 130, > i1 afacz dzidz; + 150 2 = atd$7dt+

En se référant aux calculs relatifs 4 la démonstration du lemme d’Ito, dans le cas d’une

variable et dans le cas de deux variables stochastiques, on peut écrire, a ’ordre dt:

da? ~ b2dt
dz;dz; = bibjpijdt
dz;dt ~ 0

Ces équivalences sont d’autant plus vraies que dt est proche de zéro. Lorsque dt tend
vers zéro (dt — 0), tous les termes d’un ordre supérieur & dt négligés et la différentielle de la

fonctio C' peut s’écrire:

ac=y", 2 x© 20 dz; + &dt + 130 > az 81 bib;py;dt

En remplacant dz; par son expression, on obtient la forme générale du lemme d’Ito:

“.aC ac = ac
dc = L T + 5 ZZ o b ibjpigdt | dt + Z (2.8)

=1 j=

Cette équation constitue, donc, la forme la plus générale du lemme d’Ito.
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2.2.4 Modéle du cours des actions:

Le cheminement réalisé dans les sous-sections précédentes nous permet de présenter les proces-
sus stochastique généralement utiliser pour modéliser le processus d’une action ne versant pas
de dividendes.[ALEOS].

Au temps t, le prix de ’actif est S. Considérons un intervalle de temps dt pendant lequel
S change & S+dS. Le modéle le plus courant d’évolution des cours est 1’équation différentielle

stochastique suivante:

% = pdt + odX (2.9)

avec:

udt = p est appelé le dérive. Il correspond & une mesure du taux moyen de croissance du
prix de l'actif. p peut étre une constante dans les modeéles les plus simples ou une fonction
de S et de T pour des modeéles plus compliqués.

odX : modélise la variation aléatoire dans le prix de ’actif en réponse aux effets extérieurs,
tels que des nouvelles information. o est la volatilité. Elle mesure la déviation standard du
rendement de ’actif.

Si o =0, le prix de lactif est entiérement déterministe et on peut prévoir avec certitude
le future prix de lactif.

La variable o presente la la volatilité de 'action et u est son espérance de rentabilité.

Ce processus des cours d’action est appelé mouvement brownien géométrique. La version

en temps discret est:

%S = pdt + oe/3t

Cela nous montre que 22 suit une distribution normale de moyenne udt et d’écart type
q S Y H YP

o/t

2.3 Modéle de Black-Scholes:

2.3.1 Les concepts sous-jacents & I’EDP de Black-Scholes

L’utilisation du modéle de Black-Scholes nécessite la vérification des hypothéses suivantes:

1. Le cours de ’action suit le processus de 1’équation dS = puSdt + 0 SdX avec u et o
étant des constantes.

2. Il n’y a pas de frais de transactions ou d’impots.

3. Les ventes & découvert sont autorisées, c’est a dire que ’on peut emprunter une
certaine partie du sous-jacents pour la vendre.

4. Il n’y a pas de dividende sur le sous-jacent.

5. Le marché fonctionne en continu.

6. Le taux sans risque r, est constant quel que soit la maturité du produit dérivé.
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2.3.2 Démonstartion de ’'EDP de Black-Scholes sans dividende

Supposons que ’on a une option (put ou call) dont la valeur V' (S, t) dépend uniquement de S
et de T, alors avec le lemme d’It6 pour une seule variable stochastique (section précédente),

on peut écrire :
dV(8,T) = 088%dX + (uS%% + 30252 8Y + &)dt

Ceci donne la marche aléatoire suivie par V.
Construisons un portefeuille contenant une option et un nombre —A d’actif sous-jacent.

La valeur du portefeuillr est:
T=V —-AS

La variation de cette valeur sur un intervalle de temps est: dm = dV — AdS, A maintenu
fixe pendant l'intervalle de temps considéré.

Rappelons que dS = aS dX + pSdt (Equation Différentielle Stochastique)

en choisissant A = 85, on peut arriver a un portefeuille dont 'incrément est totalement

déterministe:
1.2
dr = (%% + aSzasz)dt

La rentabilité d’'un montant 7 investi dans des actifs sans risque présente une croissance
radt pendant dt.

Si ( + é 025222 55 V)dt > rrdt, un arbitragiste peut assurément faire un profit sans risque
en empruntant un montant 7 dans le portefeuille. La rentabilité sera supérieure au cout de
I’'emprunt.

Dans le cas inverse, 'arbitragiste investira 7 a la banque.

Dans ces deux cas, l'arbitragiste ferait un profit sans risque, sans cout, instantanément.
1l faut donc définir:

rrdt = (% + %o QSQZEf)dt

T(V—AS)Z% 4 2522_;; avecA:g—‘g

ov

OV 1.8 oV
ot

rS——rV =0 (2.10)

2 o2
o5 55z T 05

L
2

1l s’agit de I’équation différentielle de Black et Scholes en deux dimensions.

2.3.3 L’EDP de Black Scholes avec dividende:.

On peut étendre le modele de Black-Scholes & la prise en compte de dividende si ceux-ci sont
continus.[5].
En effet, le paiement des dividendes (continus) au cours d’une periode de temps [t, t + §t]

est notée:
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DS.dt

donc I’équation aux dérivées partielles de Black-Scholes, se transforme a 1’équation de

Black-Scholes-Merton qui est sous la forme:

oV 1 5 0%V ov
24 22 - V= 2
: + 50 S 552 +(r D)Sas rV =0 (2.11)

Dans la suite du travail, c’est précisement cette EDP de Black-Scholes-Merton que nous

allons résoudre par la méthode des différences finies.

2.4 Formule d’évaluation de Black-Scholes

2.4.1 Formule d’évaluation sans dividende

La formule de Black-Scholes nous permet d’évaluer le prix exacte d’une option simple (call
ou put) & partir des 5 données suivantes:[5]

1. S¢ la valeur actuelle de ’action sous-jacente.

2. t le temps qui reste & 'option avant son échéance (exprimée en année).

3. K le prix d’exercice fixé par l'option.

4. r le taux d’intéret sans risque.

5. o volatilité du prix de 'action.

1. Call Européen:
C(S,K,r,t,0) = SN(dy) — Ke "™ N(dy) (2.12)

2. Put Européen:
P(S,K,r,t,0) = —SN(dy) + Ke ™ N(—dz) (2.13)

Avec
- N qui est la fonction de répartition de la loi normale centrale réduite N(0,1) c’est a

dire

di = -1 ln(io)oﬁ + 12)t]
1= ok ¢ 2
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2.4.2 Formule d’évaluation avec dividende:

La valeur des calls et des puts européens se déduit du remplacement de S par Se™P! dans les
formules d’évaluation. Les nouvelles formules sont appelées formules de Black-Scholes-Merton
car ces résultats sont dus & Robert Merton.

Pour un call nous avons:

C(S,K,r,D,t,0) = e PTSN(d)) — Ke ™ N(ds) (2.14)

Et pour un put nous avons:

P(S,K,r,D,t,0) = —Se PTN(—d;) + Ke " N(—ds) (2.15)

Avec

=l <%> (r = a) + 30}
—d —ovi

La demonstration de ces formules sera présenté dans la résolution analytique du modéle
de Black-Scholes dans le chapitre suivant..

2.5 Les méthodes numériques de résolution de L’EDP de Black
Scholes Merton:

1l existe différentes méthodes d’approximation numérique en mathématiques financiéres et
trois méthodes sont particuliérement utilisées: les arbres, les simulations de Monte Carlo et
les différences finies.

La distinction dans le classement des méthodes se situe dans ’objet a discrétiser: les
méthodes de Monte Carlo, par exemple discrétisent les modeles présentés sous forme de
processus stochastiques, tandis que les différences finies, ou les éléments finis, discrétisent

I"EDP associée au modele grace a l'application du lemme d’Ito.

2.5.1 Les méthodes d’arbres

On peut évaluer les produits dérivés en élaborant, un arbre representant les trajectoires
possible de D’actif sous jacent pendant la duré de vie de l'option. L’arbre binomial le plus
répandu est celui developpé par Cox et All (1979). L’approche par arbre binomial est d’'une

grande flexibilité et son usage est simple pour les options européennes et américaines.[11].
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2.5.2 La méthode de Monte Carlo

La simulation Monte Carlo a la particularité d’étre simple & utiliser dans l’évaluation des
produits dérivés. Cette méthode consiste & générer de nombreuse trajectoires possibles de
P’actif sous-jacent, calculer les valeurs terminales du produit derivé pour chaque trajectoire,
prendre leur moyenne et l'actualiser.

La technique de similation Monte Carlo s’applique aisément aux dérivés de taux d’interet,
et reste performante lorsque le modele fait appel & plusieurs variables d’état, son taux de
convergence est independant du nombre de variables d’etats utilisées.

Un autre avantage est qu’elle peut étre utilisée avec plusieurs modéle ayant des struc-
tures différentes pour la fonction de paiement (payoff). Cependant, elle souffre d’un grave
défaut puisqu’elle se révele trés gourmande en espace mémoire et peut devenir inutilisable
au quotidien en raison de la complexification croissante tant des modeles que des produits
deérivés.[11]

2.5.3 La méthode des différences finies

Les méthodes des différences finies sont héritées de la physique et des mathématiques, leur
application en finance est du & Bernan et Schwartz (1977). Elles s’apparentent & ’approche
binomiale. Au lieu de travailler avec un arbre et des noeuds, on construit une grille parsemée
de mailles.

Cette méthode consiste & remplacer les dérivées partielles de 1’équation & traiter par
des developpements de Taylor autour des points d’un maillage préalablement defini, et on
applique eventuellement des conditions aux bords. On obtien alors un probléme algébrique
dont la solution est le vecteur des valeurs approchées de la solution de 1’équation différentielle
aux noeuds.

- Avantages: grande simplicité d’écriture et faible cout de calcul.

- Inconvénient: Limitation & des géométries simples.[11]

2.5.4 la méthode des volumes finis

Cette méthode intégre sur des volumes élémentaires de forme simple les équations préalable-
ment écrites sous forme conservatrice. Sa mise en oeuvre est relativement simple avec des
volumes élémentaires rectangles.

- Avantages: Possibilité de traiter des géométries complexes.

- Inconvinient: peu de résultats théorique de la convergence.[5].

2.5.5 La méthode des éléments finis

La méthode des éléments finis consiste & approcher, dans un sous-espace de dimension finie,
un probléme écrit sous forme variationnelle (comme minimisation de 1’énergie, en général)
dans un espace de dimension infinie. La solution approchée est dans ce cas une fonction
déterminée par un nombre fini de paramétres comme, par exemple, ses valeurs en certains

points (les noeuds du maillage).
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Avantages: traitement possible de géométries complexes, détermination plus naturelle
des conditions aux limites, possibilité de démonstrations mathématiques de convergence et
majoration d’erreurs.

Inconvénients: Complexité de mise en oeuvre et cotit en temps de calcul et en mémoire. [?]

Dans le cadre de ce travail, c’est la méthode des différences finies, imposée par 1’énoncé,
que nous allons exploiter. Contrairement & la méthode particuliérement lourde des éléments
finis, la méthode des différences finies reste relativement simple et trés utilisée en finance,
plus compliquée qu’une méthode de Monte Carlo, qui permet néanmoins de résoudre des

problémes complexes en des temps trés raisonnables.

2.6 Conclusion

Le developpement de ce chapitre permet au lecteur de savoir que le prix que nous cherchons
est le prix d’une option, c’est & dire d’'un produit dérivé dont le sous-jacent est une action.

Nous avons éclairé le lecteur au sujet du processus du cours des actions qui est & la base
du modele de Black Scholes, ains que nous avons démontré sans entrer dans les détails cette
fameuse équation de Black-Scholes, pilier du mémoire. Les formules analytiques dans les cas
d’options simples ont également été mentionnées.

Nous avons terminé par ’énonciation des différentes méthodes numériques de résolution
du modele de Black Scholes, et nous avons choisi la méthode la plus utilisée en finace qui est
la méthode des différences finies pour résoudre ’EDP de Black Scholes. L’étude compléte de
la résolution sera présenté dans le chapitre suivant.






Chapitre 3

Application de la méthode des

differences finies a la résolution de
PEDP de BSM en 2D et 3D

Dans ce chapitre, nous intéressons & la résolution de I’équation de black Scholes Merton a 2 et
3 dimensions, de maniére approchée, a ’aide de la méthode des différences finies, en utilisant
succéssivement le schéma implicite et le schéma explicite. En représentant aussi une étude
sur les conditions aux limites, ainsi qu'une étude sur la notion de convergence numérique.
Nous finissons ce chapitre par une comparison entre le resultat analytique et celui obtenu

par les procédures numériques considérées.

3.1 Etude de I’équation BSM en 2D par différences finies

3.1.1 Présentation du probléme

La résolution approchée de 1’équation de BSM nous permettre d’évaluer le prix d'une option
de vente (PUT) ou d’achat (CALL). Le prix d’exercice k, le taux d’intéret sans risque r, le
cours de ’action S, la volatilité o, et le taux de dividende ¢ sont connus.

Comme on a présenté précédemment, le modeéle de Black Scholes Merton & 2 dimensions

se traduit par une équation aux dérivées partielles d’ordre 2 qui est sous la forme:
v vV | 1 _2028%V

Le prix de 'option V (¢, S) depend donc du temps ¢ et du cours de I’action S. Le but étant
d’obtenir le prix de ’option au temps ¢t = 0, et comme le domaine de résolution de ’EDP
en 2D est un maillage, dont 1’axe des abcises représente le temps (), et 'axe des coordonés
représente le cours de l'action (.5), donc a chaque itération nous réculons d’un pas de temps.

La figure suivante présente le domaine de résolution:

3.1.2 Les conditions aux limites

La substitution des dérivées partielles de 1’équation de BSM par leurs approximation en

différences finies nous permettre d’obtenir une équation discrétisée. L’écriture en chaque point

22



3. Application de la méthode des differences finies 4 la résolution de

PEDP de BSM en 2D et 3D 23
5
A S=Smax
=T
inconnu
Connu
4
S=Smin
t=0 L

Figure 3.1: Grille d’un probléme bi-dimensionnel

de maillage de cette équation fournit un systéme d’équation linéaire & autant d’inconnues qu’il
y a de points dans le reseaux. La résolution de ce systéme fournit la résolution du probléme.
Cette étape pourant présenter certaines difficultés pour les points situés sur les frontiéres,
certaines points voisins peuvent manquer et empécher 1'écriture des équations discrétisées.
Les conditions aux limites permettent de lever cette difficulté, et d’assurer I'unicité de la

résolution du probléme.[4].

Les conditions de Dirichlet

Cette condition est réalisé en donnant une valeur constante & la fonction aux niveaux des

noeuds bordant le domaine de résolution, elle sont de type:

V(z)=a (3.1)

Les conditions de Newman

Elle consiste & donner une valeur constante a la dérivée de la fonction, pour les noeuds bordant

le domaine:

kV'(z) =« (3.2)
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Les conditions de Robin

Elles s’appellent aussi les conditions mixtes, se sont les conditions aux limites de types:

KV (z) +cV(z)=a (3.3)

Si @ = 0, les conditions aux limites sont dites homogenes.

Les conditions aux limites en finance

Rappelons le probléme a resoudre:[13]
& 1 (r—D)SFY + 20252&X = 1V (£, 9)

Cette équation admet plusieurs solution. Celles ci sont caractérisées par les valeurs que
I’action atteint aux bornes des ensembles des valeurs possibles de t et de S. Pour déterminer
une seulle solution, il faut donc lui associer des conditions aux bord.

1. Cas de l'option d’achat (Call):

l'option d’achat considérée est de type européen, pour que l’équation de BSM admette
une solution unique, il faut avoir 3 conditions aux limites. Une condition sur le temps ¢ et
deux conditions sur le prix du sous jacents S.

- La condition sur le temps ¢:

V(T,S) = Max(S — k,0) (3.4)
Avec T :date de ’échéance.

En effet, a ’échéance T' , puisque l'option est de type européen, la valeur de l'option est
égale & sa valeur intrinséque.
- Les conditions aux limites, pour le prix du sous jacents S:
-Pour §=0:

V(t,0)=0 (3.5)

En effet, si la valeur de sous jacent est nulle, la valeur de 'option est nulle, puisque, la
valeur de ’option ne peut exéder la valeur du sous jacent.
-Pour § = Shax :

V(t7 Smax) = Smax@_D(T_t) - ke_T(T_t) (36)

2. cas de l'option de vente (Put):
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Cette option nécéssite aussi trois conditions aux limites,

Pourt=T":
V(T,S) = max(k — S,0) (3.7)
Pour S=0:
V(t,0) = k,car V(t,0) = max(k —0,0) = k. (3.8)
Pour S = Spax :
V(t, Smax) = 0, car V (¢, Smax) = max(k — Spax,0) =0 (3.9)

Cependant, on ne pourra faire un raisonnement semblable que pour des calls et des puts
simples, pour des options plus évoluées, des problémes de discontinuité apparaitront et seront

plus visibles en 3D, pour cela, nous proposons une conditions qui s’appellent zéro-gamma.

La condition zéro-gamma: Cette technique revient & supposer que le prix recherché de
I'option varie linéairement en fonction du cours de ’action sur les bords du domaine, donc,

elle consiste & annuler la dérivée seconde sur les bord du domaine.
%%(t, S) — 0 quand S —

Revient & poser:

Vig+1 —2Vij + Vij-1=0. (810)

3.1.3 Convergence, consistance et stabilité d’un schéma numérique
Type de probléme

Rappelons que ’on peut classer les EDPs en diverses catégories. voici la forme générale d’une
équation quasi-linéaire(c’est & dire linéaire par rapport aux dérivées d’ordre le plus élévé) du
seconde ordre & deux variables:
9*V oV 92V
R 25 T
Ox2 + Ozdy + dy?
Ou R, S,T, et H sont des fonctions de z, v, aa—‘; et de %‘é.
La théorie nous apprend que si:
1-8%2 — RT » 0, le probléme est hyberbolique.
2.5% — RT =0, le probléme est parabolique.
3-S2 — RT <0, le probléme est elliptique.

+H=0 (3.11)

Revenons & notre équation de Black-Scholes Merton:

ov AV 1 5 ,0°V

L’application du critére de classification nous montre que ’'EDP de Black-Scholes est
une équation parabolique. Une équation parabolique bien connue est la fameuse équation

(2,34)dite ‘équation de la valeur’:

v _&v _

% 92 (3.12)
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Convergence, consistance et stabilité

Soulignons que la connaissance de la classe a laquelle un probléme apparait est cruciale pour
pouvoir choisir une méthode numérique appropriée. D’autre part, c’est principalement la
méthode des différences finies qui est employée pour la discrétisation de la variable temporelle
des problémes d’évolution (dans le temps) méme lorsque les autres variables sont discrétisées
par d’autres méthodes (élements finis, etc.). Enfin, lorsque des méthodes de différences finies
sont employées, la propriété de convergence s’établit généralement de maniére indirecte en
faisant appel aux concepts de consistance et de stabilité.
Ecrivons ’équation de BSM sous la forme L(U) = 0, et soient:
Lj: schéma de discrétisation.
U: est la solution exacte de ’équation L(U) =0
Up: est la solution du schéma aux différences finies L, (U) =0
Resoudre numeériquement ’équation L(U) = 0 revient a concidérer la solution U} comme
solution approchée de sa solution exacte U.
Avant d’admettre que Uy, est une approximation valable de U, il faut vérifier les trois
éxigences suivantes:
- La consistance du schéma numérique avec 1’équation d’origine.
- La stabilité de la resolution du schéma numérique.

- La convergence de la solution numérique Uj, vers la solution théorique U.

La consistance La consistance est mesurée par ’erreur de trancature, on appelle erreur

de troncature (ou erreur de discrétisation) I’éxpréssion définie par:

Rp(U) = Ly(U) — L(U)

c’est I’erreur traduite par I’approximation des dérivées de I’équation differentielle avec les
dérivées discrétes. L’approximation de L(U) par Lp(U) est dite consistance si l'erreur de
trancature Ry (U) tend vers 0 lorsque tous les pas de la discrétisation tendent vers 0.[13]
ie  lim [Lp(U)—-L{U)]= lim (Ry(U))=0
maillage—0 maillage—0
La stabilité: La stabilité d’un schéma aux différences finies se traduit par le fait qu’a une
petite perturbation du schéma et des données du probléme L(U) = 0, correspond une petite
perturbation de la solution approchée donnée par le schéma.

Un schéma numérique est dit stable si la solution numeérique en une valeur T' de la variable

d’évolution t reste bornée lorsqu’on fait tendre le pas de maillage dt vers 0.

La convergence: On dit que le schéma aux différences finies est convergent si la quantité
U — U, tend vers 0 quand les pas de discrétisation tendent vers 0. Autrement dit, un schéma
numeérique est dit convergent si la solution numérique U, de 'EDP tend vers sa solution

exacte, ie }hn’(l)(U ~Up) =1.
h—s
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loi de convergence: théoréme de Lax: Pour un probléme linéaire bien posé et satis-
faisant la condition de consistance, alors convergence et stabilité sont deux notions équiva-
lentes. Autrement dit, pour un probléme linéaire et bien posé, la consistance et la stabilité
sont nécéssaires et suffiantes pour assurer la convergence.

Ce théoréme fait la liaison entre d’une part la convergence et d'une autre part la consis-

tance et la stabilité d’un schéma numérique.[1].

ie: consistance + stabilité <= convergence

3.1.4 Résolution de ’équation de Black Scholes Merton a 2 dimensions
La résolution analytique

Compte tenus des conditions aux limites précités, I’équation de BSM admet une solution
analytique unique. Cette solution peut étre déterminée analytiquement, & partir de la solution
de I’équation de la chaleur, sous sa forme canonique. Il faut dans un premier temps, faire des
changements de variables qui transforment ’équation de BSM sous la forme de 1’équation de
la chaleur, sous sa forme canonique.

On pose dans un premier temps:[1].

oS ) Jdr e*®

:km ————:kg' _— = —
S e’ = B ef = 55 :
27 ot -2 or —o?
CTTE T % T T w0

oV ow OV ow

Ainsi les dérivées du prix de ’option par rapport aux temps et par rapport au prix du sous

jacents ainsi que sa dérivée seconde par rapport au prix du sous jacents sont les suivantes:

OV _ oVar _ _a%kow
ot — or ot 2 or
OV _ 0V ozr _ powdzr _ powe ™ _ —zdw
6S — 0z S — "oz oS it k ox
2V _ 9 VY = B (g—dwy = D (o—=du)dz
852 — 85\85/ — @ z/ — Oz 9z / 85
_@(e—z@_w)e_I
) oz /) k

_ e % (22w _ dw
— k Era ox
En remplagant les expressions de ces dérivées dans I’équation de Black-Scholes, on obtient

I’équation différentielle, en w,suivante:

—2z 2
—lazka—w + 102526 (8 w_ 6_w> + rSe_za—w = rkw

2 or 2 k 922 Oz oz

1 5, 0w 1 5,72 (0%w Ouw _, 0w
—2o%ZL 4 5% Y _ %) trkete= LY = rk:
27 8T+2U k \8x2 Oz e oz

Aprés simplification et en divisant par k, on aurra:
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1 ,0%w ( 02)871) 02)010
——0 =+ (r— —)— - — =
2 Or? 270z 2707 v
En divisant par % et en posant, R = (;—2), il vient:
2
0w ow Ow

Comme:

Quand t=T=7=0
Quand S=0= 2z — —
Qaund S — 00 =z — 400

Les conditions aux limites deviennent:

V(t,0) = w(r,—oc0) =0

i =T = ow = (e”) =+
as S=+oo_ Oz :v=+oo_ & Jomtoo = T

Wﬂ&zmu@—hméw@@:mMWi—Um

Pour arriver & la forme canonique de I’équation de la chaleur, un deuxiéme changement

= max(e® — 1,0)

de variables est nécéssaire. Ainsi, on pose:
w(z, T) = e T (z, ) et on peut écrire:
2_171—1 e ,Beam+BTU + eaz-l—ﬁ‘r%_s_f - eaz—{-ﬂT(BU + %_S{)
g_;: - aeam-}-BTU + eaa:—}—ﬁ’r%g_ — eaa:—i—ﬁr(a,U i %_IIJ) i
%_zzg — a2eaz+ﬁTU i aeaz-}—ﬁ'r%_gZ_l_ aeam+/37'(?9_g oo eaz+/37'g_;'l-{_
= e+ (2U + Za%% + %?U—)
Aprés simplification, I’équation devient:
oU | 82U ou ou
2
U+2a—+—=—+(R-1)(eU+—)—(BU + —)=RU
Ut a6$+8m2+( e +8:1:) (B +6‘T)

En réarrangeant les termes de cette équation, on obtient:

o%U ou 5 ouU
W+(2Q+R_l)8—x+(a +a(R—1)—ﬁ—R)U—E

Pour trouver la forme canonique de I’équation de la chaleur, il suffit de choisir a et 3

suivant le systéme:

1
2a+R-1=0=a=—(R-1)

1
a2+a(R—1)—6—R:O:>ﬁ:(—Z(R—1)2—R): —%(R—kl)z
Le changement de variables est donc:

4

w(z, ) = e~ 5 (B-1)z—}(R+1)%r P, aveslt = _72"
g
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Soit U(z,T) = e_%(R_l)”%(RH)sz(m,T)

L’équation prend, donc, la forme canonique de I’équation de la chaleur:

82U _ aU
oz2 — Ot

Les conditions aux limites deviennent:
V(T, ) = max($ — k,0) = w(0,) = 2=EED0) _ pax(er - 1,0)
= U(0,2) = e%(R_l)zw(O,ac)

= e3(R-1)2 max((e® —1),0)

— iifar (e%(R—i—l)z _ eé(R—l)x’ 0)

Or , on a:

e%(R-{-l)x _ e%(R—l)z . 0= e%(R+1)z o e%(R—l):c

= I>-—z

z > 0

Siz = 0= U(0,z) = e2BtDz _ 3(R-1e
Siz<0=U(0,z)=0

V(t,0)=0= w(r,—0) =0=U(r,—0) =0

()i = L (B e

)
= (L), o = |FEVHTEDT (LR — 1)uo(r, ) + §2
=0.

= (€%)z=400 = +00

I

Résolution de I’équation de la chaleur sous sa forme canonique: On a vu que
I’équation de la chaleur, sous sa forme canonique, s’écrit

%@l = %—ITJ T7>0etzeR

Pour résoudre une telle équation, il faut déterminer sa solution générale ainsi qu’une
solution particuliére.

Si U(t, z) est une solution de cette équation, alors a 'instant ¢ = 0, la solution de cette
équation est notée: U(0,z) = Up(z); d’aprés les équations U(0,z) = ez(BHle _ o3(R-1)z o

U(0,z) = 0, cette solution s’écrit:
Up(z) = max [e%(RH)”“ - e%(R_l)I,O}
La solution générale de cette équation est:

1 e

U(r,z) = Ug(z)e 3 E=5Pgg

227 J—o
Si on pose y = S—\/;—: = S =z + V27y,U(r,z) devient

1 Fes
U(r,z) = \/—2_7_ Uo(z +yV 2T)e_%y2dy

Si§S>0=Uy(S)= e3(BHDS _ g3(R-1)S o donc, siy > \7—2% = Us(z+yv21)=0

Ainsi, la solution de I’équation de la chaleur s’écrit:
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1 fa 1 400
Ulr,z) = = [ edEErimeivigy - — / " RN i,

Vor
=1 — I
Elle se calcule comme la différence des quantités I; et Iy. L’intégrale I se calcul comme
suit:
+oo
I = 2 e%(R+1)(m+y\/5)e—%y2dy
vem Iz
Soit
e—é—(R—l)z+%(R+1)27 /-+oo 1
e 2" dr

I =
4 V2T

J—%—%(R+1)\/F
La fonction & intégrer étant paire, l'intégrale I, peut s’écrire:

I =
— 1
HA-Dot@in2r Tar2EFDVET
Var —oo €

En désignant par N(.) la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite, on peut

écrire:

L = e%(R+1)z+i(R+1)2‘rN(d1)avecdl
T 1
_ oz 1 V3
=+ 5B+ 1)var

P / T BRI 3o g
V2T Sz
Le calcul de I est Iy, il suffit de remplacer (R + 1) par (R — 1).

Ainsi, l'integrale Iy s’écrit:

x

I, = e%(R_l)z“"i(R_l)?TN(dg) avec dg = 5

(R—1)V2r=d; —V2r

+

[N

9

Etant donné que la fonction U(T, z)est la différence des intégrales I et Is.

On peut D’ecrire sous la forme:
U(T,:E) =L—L= e%(R+1)z+%(R+1)2TN(d1) _ e%(R—l)z—%(R—l)ZTN(dQ)

Solution de I’équation de Black-Scholes En considérant ’expression de w en fonction
de U, on peut écrire:

w(r,z) = e*%(R_l)z_%(R_l)ZTU(T, x)

= w(r,z) = e~ 3 (B-1z—3(R-1)*r (I — IZ)

= w(T,x) = e—%(R—l)w—‘—i(R—l)zT e%(R+l):c+%(R+l)2TN(dl) _ e%(R—l)x—%(R—l)zTN(dQ)]

= w(7,z) = e*N(d;) —e F"N(dp)
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En remplagant la valeur de 'option V', par son expression en fonction de w,
on a: V(t,8) = kw(r,z) =k [e*N(d1) — e FTN(dy)]
= ke®N(dy) — ke " N(dy)

Comme, on a § = ke® = €% = % et R= -3%, on obtient:

2r
V(t,S) = SN(di) — ke 2" N(ds)
Or on a: t=T—§—§=>2T=(T—t)O‘2
En conjuguant ces deux derniéres équations, on obtient ’expression définitive de la valeur

de I'option qui correspond 4 la formule de Black-Scholes: V (¢, S) = SN(d;) — ke "(T~%) N (dy)
ou

dy = \/a;_T + %(R + 1)V27avecx = ln(%)etR = %
Donc,
= = [m(%) +(+ 1)7]
_ 02(; — [m(%) +(r 4 30?)(T t)]
En définitive, on a:
dy — ln(%) + (r+ 502)(T - t)

o/ (T —t)
Alors que:

d2=d1—V27’=d1—0"\/T—t

La solution de I'’équation de Black-Scholes, pour une option d’achat (call) de type eu-
ropéen, en 1’absence de dividendes, est la suivante:

V(t,8) = SN(dy) — ke " T~ N (dy)

Avec:
4 In(g) + (r + 30)(T - t)
' o/ (T — 1)
et
do=dy—oVT —t

D’aprés cette formule, il s’avére bien que cing variables suffisent pour déterminer la valeur
d’une option. Trois, d’entre elles, sont directement définies, & savoir, le cours du titre S, le
prix d’exercice k et la durée de vie T. Les deux variables restantes, le taux d’intéret et la
volatilité, sont plus délicates & définir, et ce qui concerne le taux d’intéret, il peut etre observé

sur le marché ou éstimé, implicitement, & partir d’un modéle d’évaluation d’options. Quant
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4 la volatilité, elle exige une estimation puisqu’elle n’est pas directement observable sur le
marché.

En général, les deux méthodes d’estimation de la volatilité les plus connues sont celles de
la volatilité historique et de la volatilité implicite.

Pour le cas de put, on peut procéder de la méme maniére que le call ayant déja evalué,
on peut utiliser la parité put-call:

C—P=8—ke @

Avec
V(t,S) = SN(dy) — ke " TN (dy)
En utilisant N(d) + N(—d) =1
On aurra:
P(t,S) = ke " TN (—dy) — SN(—d;)

3.1.5 Résolution numérique par la méthode des différences finies:

Dans cette section, nous allons résoudre 1’équation de Black-Scholes de maniére approchée, a
I’aide de la méthode des différences finies, en utilisant successivement deux schémas numériques:
le schéma explicite, puis le schéma implicite. On écrit une équation en chaque noeud en
remplagant 1’équation aux dérivées partielles exacte par une approximation obtenue en ap-

prochant les dérivées exactes par des différences finies.

Discrétisation du domaine de résolution

Posons immédiatement le schéma type du probléme que nous devoir résoudre. notre domaine
de résolution est composé de 2axes: le temps t et le cours de ’action S. L’échélle du temps
couvre la zone 0 & T. Le pas de temps est §t. Nous avons alors ’expression suivante pour

caractériser chaque noeud du maillage.

t=T—1idt et i=0,N

L’échélle du cours de l'action couvre la zone 0 & Sy.x- Le pas de S est §S. Nous avons

I’expression suivante pour caractériser chaque noeud du maillage.
S=5+3j6S et j=0M

On suppose que Sy = 0. La durée du vie de l'option ,T, est divisée en N intervalles de
durée 6t = % Nous disposons donc N + 1 dates qui sont alors 0, §t,26t, ..., T. Et la méme
chose pour le prix de I’action Spax,on divise I'intervalle [0, Spax] en M intervalles de longueur
0S8 = SR‘;", on obtient M + 1 points: 0,45,245S, ..., Smax-
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Les développements de Taylor:

Un développement de Taylor, permet décrire:

v 552 0%V
V(5 +065) =V (t,5) + 8555 (4,S) + -5 (4

= t,S) + 0 (35°)

652 9%V

v
V(5,5 ~88) =V (t,5) - 8555 (4,5) + S5z

(t,S) — O (653)
Au point (3, 5) :

65%9%v

.. .. oV .
V(i +1) =V 65 +885g 1)+ 55

as(.’ ) (i,7) + O (5S3)

ov . . 86520%V .

-0 (35%)
Si on note: V (4,7) = V; j, les expréssions (3.15) et (316) de viennent:

ov .. .. 65%20%V

‘/i,j-I-l Tfl]""‘(ssas( ])+ 9| 852

(4,7)+ 0O (553)

ov . . 6520%V

Vig-1=Vi;j — 0552 (1,5) + 5 65"( #i—

O (35°)
(3.17) — (318) donne:

Vij+1— Vijo1 = ‘758— (1,7) + O (5S®)

D’ou:

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)



3. Application de la méthode des differences finies 4 la résolution de

PEDP de BSM en 2D et 3D 34
ov .. . Vi —-Viia c a2
a5 (01) = =" 55z + 0 (35%)
Donc, au point (4,) on peut approcher 2 aS par V”*%;/”;l
On écrit:
LA Vij+1 — Vij—
85’®) = T 58
Pour la dérivée seconde de notre équation de BSM sera discrétisé comme suit:
g ov ., . 8528V . . 68803V 4
V,j+1)=V(, j)+5SaS( )+?ﬁ(z’ﬁ+ TVE (4,7) + O (6S%)
. ny ov . . 45 a2v SN 63V y
D’ouw:
v . . 65%0%V 652 53V
Vigr1 =Vij +5535 (4,7 )+Ta_sg(7'7.7)+ 3T 953 (3,5) + O (65%)
ov .. . 6520%V . = 65303V
W,j—l =%,j—55%(l,])+jﬁ(l,j — 3' 853 (’L ])+O( S )
(3.24) + (3.25) donne:
o*v
%J-’r—l + Vtzg 1= -4‘/;,_7 +552852 (Z,j) +0 (554)

D’ou:

(3.20)

(3.22)

(3.23)
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BV o Vigr1—Was +Vig1 | o s
g8 ) == 52 1 0. (55) (3.27)

Vij+1+Vij-1—2V;
652 :

Donc, au point (7, j) on peut approcher %‘é par
On écrit:

(m)(i,j) B 55.2] = (3.28)

Pour %—‘t/, on choisissons une approximation qui permettra de lier le point (i,) au point

(t+1,7) .

V(i+1,5) =V (i,7) +5t%¥ (4,7) + O (6¢%) (3.29)
ov .. . Vina;—Vij

Au point (7,7) on peut approcher %—Y par %

On écrit:

o Vitrj = Vi
(E)(z,y) =~ 5t {3.31)

Schéma explicite

Rappelons notre probléme & résoudre:

ov ov 1 0%V
8t—|—(7" )SBS+2USBSQ rV (¢, S) (3.32)
On approch(:/ns lesVdérivées g—‘g et % par leurs différences finies au point (i + 1, 7)
i1, —Vig

.(a_V) ey S

at /(i,3) — 5t

(v o Vi —Vig i
(BS)(H—LJ) - 2

.(32_V). s i
952 /(i+1,5) =

On les remplagent dans notre équation, on aurra:

Vit1,j+1=2Vig1 i+ Vit1,5-1
652
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Vit — Vig 101 — Vi1 | 1 1541 — 2Vig g+ Vigg-
z+1,g6t W D)SW+1,J+196SV+1J L 3UQSQVz+1,y+1 ‘;5213 + Vi1 _ rVi
B B (3.33)

En nous rappelant que S = j4.S et en substituant dans (2.20), on obtient:

o Virrgr —Vigrga o, 1 Viegina = IWiris + Vepng
Vipr—Vig+(r — D) jogYirtats — Vitij 15t+502j2582 i+1,5+1 i1, + Vit L st

208 552 =rV;;0t

(3.34)

Iy : ) 1 Ty

5 [0%3" = (r = D) 1] 8tViy,j 1+ (1 = 0°5%8) Vig jo+5 [(r = D) G + 0%5%] 6tViga 1 = (14700 Vi,

(3.35)

%2 —(r=D)j . 1 = 2425 (r — D)j+ o252
BHVigr o1 + e Vit T
2(1 + 7.5t) +1,5—1 + (1 + 7‘5t) +1,5 + 2(1 + ’I"(St) 5tv+1,_7+1 V,J (3 36)
a;Vit1,5-1 4 b5Virr5 + ¢ Virrj41 = Vi (3.37)
Avec:

2.2 :
—(r—D
o= 2 (r—D)j

2(1+ rdt)
p 1= 02526t
T (1 +rét)
(r —D)j+ %5
c; =

2(1 + rot)

Avec ce schéma, une valeur de 'option & la date idt :V; ; est une combinaison linéaire de
trois valeurs différentes de ’option & la date (i 4+ 1)0t : (Vig1,j-1, Vit1,5, Vig1,5+1)-Les valeurs

V;,; donc sont calculées directement par ce schéma. On peux le réecrire sous forme d’un
systéme AX = b

b, c Vi1 VN-11 —a1Vnp
az b, ¢ VN2 VN-1.2
ap—2 by—2 cy—2| | V-2 VN-1,m-2
i apm-1 bum-1] |[VNm-1]|  |VN-1,M-1—cm-1VNM |
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Figure 3.2: Schéma de discrétisation de la méthode explicite

Avec: A est une matrice tri-diagonale de taille ((M — 1) x (M — 1)), les valeurs V¢ et
V,a son données par les conditions aux limites.

Rappelons le probléme & résoudre:

ajVit1,5-1 +0Viy1j + ¢Virr 541 = Vi

-Option de Call:

Rappelons les conditions aux limites:
Vio=0 Vi=0,N-1
Vit = Smaxe ™ PTt) — Kem(T-) Vi =0,N -1
-Vn,; = max(S — K, 0) Vj=0,M

pour j=1:01Vn1+caVne = VN_11

pour j =2:a2Vn1+boVya 4+ caVivz = VNn_12

Pour j = M — 1 : ap—1Vim—2 + ba—1Vivu—1 + -1 (Smaxe P — Ke (1) =
VN-1,M-1

On paurrait donc écrire un systéme d’équation AX = by suivant:

bl C1 VN,I
ag bz c2 VN’Q

ap—2 by—o cyu-2| |VNm—2

ap—-1 by-1| |Vvm-1]
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VN-1,M-2
| Viv—1,-1 — ea1-1 (Smaxe 2T — Ke"T)

Avec A est une matrice tri-diagonale de taille (M — 1) x (M — 1)).

Cette méthode nous conduit donc & une relation entre une valeur de 'option & la date
i6t: Vi et 3 valeurs différentes de l'option & la date (i 4 1)6t, (Vit1,j—1, Vit1j, Vir1,5+1)-

La résolution consiste donc & la multiplication & la multiplication d’une matrice tri diag-
onale (contenant les parameétres (a,;, s c;‘) avec le vecteur solution de 1’étape précédente.

prenons & présent un exemple de call avec les paramétres suivants: k=250¢€, So=250e¢,
r=0.1, 0 = 0.4, T = 5mo0is, Smax = 100 e, M =20, N =10

La grille d’évaluation fournit un prix de 1’option defournit un prix de ’option de 6.03e.

La valeur analytique etant alors de 6.11e.

Figure 3.3: Evaluation d’un call Europpéen par la méthode explicite

-Option de Put:
Vio=K Vi=0,N-1
Vin=0 Vi=0,N-1
Vy,; = max(K — S,0) Vj=0,M
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ewaluation du put L

temps 031

On raisonnant de méme maniére que précedament on aurra Le systéme d’équation AX =
bz suivant:

. -
b, a Vv FVN—l,l - Kay
ag b, ¢ VN2 VN-1,2
ap—2 by—2 cyu-2| |VNm-2 VN-1,Mm—-2

apm-1 by—1| [Vivm-1] VN-1,M-1

L L -
Avec A est une matrice tri-diagonale de taille ((M — 1) x (M —1)).

Pour trouver le vecteur d’inconnus bs,il faudra de multiplier la matrice A par le vecteurX.
En reprenant les paramétres de 1’exemple précédent. La méthode implicite fournit un

prix de 'option de 4.040e., dans le cas d’un put. La valeur analytique étantalors de:4.067e.

Figure 3.4: Evaluation d’un put Europpéen par la méthode explicite

Maleureusement, ’enorme désavantage de cette méthode est la condition sur le pas de
temps. kn effet, un critére trés sévere régit le choix du pas de temps:

Le nombre du pas de temps doit étre de 1’ordre de la racine carrée du pas de temps. On
peut traduire cela sous forme de conditions:

3 o _1
552 = 5252

Ce qui revient & ecrire:

1
0t < Goap
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Toute fois, il n’est pas exclu de trouver des plages de valeurs du couple (dt,6S) qui ne
vérifient pas le critére mais qui ne semblent impliquer aucune oscilation de la solution! Il faut
donc se méfier car le résultat peut avoir une bonne téte alors qu’en réalité il est faux.

Mais soulignons bien que si le critére n’est pas vérifié, il y a de fortes chances d’obtenir des
oscilations similaires & la figure 3.2, conduisant & un prix de 'option complétement erroné!

En effet, nous modifions le nombre N=40 et laissons M=20.

Ces oscillations parasites ont une origine purement numérique. Remarquons que le respect
du critére de convergence nous garantit I’absence d’oscillations, mais il nous contraint a
utiliser des maillages trés fins. Méme si & priori, cela ne semble pas encore étre un vrai
probléme étant donné que des maillages encore raisonable fournissent des résultats tout a fait
satisfaisants, ce critére de convergence risquede devenir beucoup trop contraignant lors d’un

passage a une étude multidimensionnelle.

Schéma implicite

Rappelons notre fameuse équation:

ov ov 1 0? V
—D)S—= + 0282 =7V (¢, 8
Pour arriver a ce schema nous prenons les apploxunatlons de a—V et %{ au point ('L,j)

et nous poursuivons la méme démarche qu’a la section precedene(schema explicite).

En raisonnement de la méme maniére avec le schéma explicite, la seule différence est: Au

8V et 2% 0 V

lieu de prendre les approximations de au point (¢ + 1,7) on les prennant au point

av) o Vi, i Vi
(ig) = ot

B_V) o Vigei—Viga

85 ) (1.4) = 265

82 ) ‘/IJ+1 2‘/1,_7‘1"%3 3
(7‘7.7) - 65“

ubstltuant dans notre équation, les dérivées par les expressions ci-dessus, nous obtenons:

Vitr, — Vi Vijg+1 —Vij-1 1 2 2 Vijr1 —2Vij +Vij
. . = D 2 —’ > d L = ‘/; 1 3-38
5 T —D)S—=—ee=—+50°5 552 rVig  (3:38)
PG4l — Vi 2V; Vi
Vi1, —Wﬁ(%@s%&w o252t 555 T Vi 6t (3.39)

(r

D 1 oo
Vig1,j — V,y+—)35t( Vij+1 — W,j—1)+§02320t(Vi,j+1—2W,j+Vi,j—1)=T57fVi,j (3.40)

1
(625 = (r = D))8tVijo1 = (L+ 056t + 76t) Vij + 5((r — D) j + 0°5*)5tVijur = —Vigry
(3.41)

| =
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o+,

En fin, on obtient le schéma suivant:

1
5((r = D) = 0®)8tVij1 + (1 + 00t + rét) Vi —

N =

Ce qui nous méne 4 I’équation aux différences suivante:

a;Vij-1+ b5Vij + ¢Vijr1 = Vigr,j

Avec les paramétres suivants:

aje = 5((r — D) - 0*2)5t

N =

bj» = (1 + 02526t + r(5t)

1 . ;
& = —5((r = D) j +%?)dt

((r = D) j+0%5%)6tVijr1 = Vi1

(3.42)

(3.43)

Figure 3.5: Schéma de discrétisation de la méthode implicite

Ce schéma relie la valeur de 'option & la date( i+ 1)dt :V;11 ; avec trois valeurs différentes

de I'option a la date (4)dt : (Vi j—1, Vi, Vij+1)-Les valeurs V; ; ne sont pas calculer directement

par ce schéma. Ce schéma consiste donc 4 résoudre un systéme d’équations linéaires.

L’équation traduisant un systéme tri-diagonal s’écrire de la maniére suivante a ’étape

N —1:
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a;VN-1,j-1 + 0jVN-1,; + ;VN-1,j41 = VN,

En partant des valeurs connues Vv ;, nous obtenons les valeurs inconnues de Viy_1 ; et ainsi
de suite jusqu’a l'optention des valeurs inconnues Vp ;. On paurrait donc écrire un systéme
d’équation A*X* = b*:

Pour j=1:ajVN_10+b]VN-11+cIVN-12= VN1

Pour j =2:a3VN_11+bVN_12+c3VN_13 = VN2

Pour j =M —1:ay_VN-1,m—2+ by 1VN_1,m-1+ Sy VN_1.m = Vv, u—1
VN-1,0 et VNn_1,p sont connues d’apres les conditions aux limites.

Alors:

bVN—11+ciVN-12= VN1 —a]VN-1p0

azVN-11 + b VN_12+c3VN-_13= VN2

ayr_1VN—1,m—2 + by 1 VN—1,m—1 = VN -1 — 1 VN-1,Mm
Sous forme matricielle: A*X™* = b*

b); CT VN—l,l VN,l = a’IVN—l,O
ay by ¢ VN-i1,2 V2
ay—o by—s Cy—a| |VN-1,Mm—2 VN M—2
L apr—1 bpy—1] [WN-1m-1| | V-1 — i VN-1,M |

Avec A* est une matrice tridiagonale de taille (M — 1) x (M — 1))
Pour la résolution de ce systéme, on peut utiliser une des méthodes numériques, comme la
méthode Thpmas ou la décomposition LU, dont on donne un petit résumé sur cette méthode

dans la sous section suivante.

Meéthodes d’inversion de systéme linéaires Avant d’entrer dans une description dé-
taillée des différents schémas numeériques en différences finies, rappelons que l’issue d’une
méthode numérique comme la méthode des différences finies est de trouver une solution ap-
prochée d'une équation aux dérivées partielles en se ramenant & la résolution d'un probléme
algébrique. Comme nous le verrons dans la suite, dans la plupart des cas, nous devrons ré-
soudre des systémes linéaires. Nous réaliserons que dans la majeure partie de ces problémes,
la matrice & inverser est une matrice creuse est plus précisément tri-diagonale.

Nous intéressons & la maniére idéale d’inveser de telles matrices nous a donc semblé
indisponsable.[17]

Une matrice tri-diagonale se présente sous la forme suivante:

ay Ci 0
Cy ao
A=
Cn—1
| 0 Cn  Gn |
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Cette matrice est entiérement nulle a ’exception de ses trois diagonales centrales.
Si nous supposons que la factorisation de Gauss LU de cette matrice A existe, les deux

matrices L et U doivent donc étre respectivement des matrices triangulaires inférieure et

supérieure.
1 0
B 1
L=|"?
0 B, 1
a1 C1 0
Qg C9
U —_—
Cn—1
0 Qp,

Et

1=2n

En utilisant ces relations, on peut ainsi aisément résoudre les deux systémes bidiagonaux

LY =bet UX =Y pour obtenir les formules suivantes:

LY =b Y1 ="b1,y; = b; — Byi—1,i =2,7n
UX =Y xn:y_”’mi:(yi_c—imi“)’ i=n—11
Qin (873

C’est précisément cette méthode qui est la plus efficase pour résoudre les systémes tri-

diagonaux et elle est connue sous l’appelation d’Algorithme de Thomas.

Conditions aux limites: Les deux options ont le méme systéme A*X* = b*, mais il faut
tenir compte les conditions aux limites. Le vecteur b* aurra donc un changement dans la

premiére et la derniére composante.

Dans le cas de Call, les valeurs Viy_19 et Viy_1 s sont éguax respectivement aux 0 et

Smaxe PT=1 — Ke=(T=1) dans la premiére et la derniére composante respectivement.
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prenons & présent un exemple de call avec les paramétres suivants: k = 50 e, So = 50 e,
r=0.1, 0 =04, T = 5mois, Smax = 100 e, M =20, N =10
La grille d’évaluation fournit un prix de I'option defournit un prix de l’option de 5,994e.

La valeur analytique etant alors de 6.116e.

Figure 3.6: Evaluation d’un call Europpéen par la méthode implicite

Dans le cas de Put, les valeurs Viy_10 et Viy—_1,p sont égaux respectivement aux Ket0

En reprenant les paramétres de ’exemple précédent. La méthode implicite fournit un
prix de 'option de 3.90e., dans le cas d’un put. La valeur analytique étantalors de:4.067e.

Les résultats sont trés concluant pour un maillage aussi grossier. Il reste a savoir si la
méthode converge rapidement si 1’on affine le maillage.

Si nous rasserrons le maillage, aussi bien pour le call que pour le put, nous atteigons une
valeur trés correcte pour un simple maillage de 100¥60 et des temps de ’ordre du 100éme de

seconde comme présenté dans les tableaux 3.1 et 3.2.

Nous posons donc deux questions, & savoir le probléme de la convergence et de la rapidité
de celle-ci.

Rappelons donc que la méthode implicite calcule la solution & I’étape n & partir de la
solution & I’étape n+1 en résolvant un systéme linéaire d’équation, c’est & dire en inversant

une matrice tridiagonale dans notre cas. La méthode implicite est une méthode stable. Nous
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Put Europpéen
M N  Prix Temps(10~>s)
20 10 391 2.2
30 10 3.97 3.2
40 20 4.02 9.2
80 30 4.04 28.5
100 60 4.06 99.7

Table 3.1: Put Européen maillage 20%¥10 (**)

Call Europpéen
M N  Prix Temps(10~25)
20 10 594 2.1
30 10 5.99 49
40 20 6.05 8.3
80 30 6.08 39.2
100 60 6.09 59.3
150 80 6.10 151.8

Table 3.2: Call Europpéen maillage 20%10 (**)
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Figure 3.7: Evaluation d’un put Europpéen par la méthode implicite

n’avons donc aucune condition sur le nombre de pas de temps. Cependant on peut remarquer
que c’est une méthode du ler ordre dans le temps. Or, en régle général, un schéma du premier
ordre fournit une moins bonne précision qu’un schéma du second ordre.

Mais ’avantage de la méthode implicite est qu’elle converge toujours vers la solution de
I’équation aux dérivées partielles quand 6t et §S tendent vers 0. Cependant le coit en calcul
de cette méthode est clairement non négligeable par rapport aux méthodes qui suivront et
ne pourra étre justifié que par une rapidité de convergence notable. Nous comparerons les
vitesses de convergence dans une section suivante.

Les implémentations Matlab de la méthode implicite résolvant 'EDP de BSM figurent en
annexe.

Schéma explicite et implicite, en utilisant la condition zéro-gamma:

Au lieu d’affectuer ces adabtations, faisons appel & la méthode zéro-gamma, comme on a vu

dans la section(3.2.2) précédente

VN-1-1=2VN_1;+ VN-1,+1 =0

Démonstration: Utilisant le développement de Taylor, on peux approcher (%)(w‘) par
%’“1_25‘3’2" +Vii=1 hrésenté dans la séction (3.2.5)

On écrit:

(5‘2V) Vi -2V + Vi
952 /(1) = 552

o s oo . 8%V Vig1—2Vij+Vij1 _
D’appreés la condition zéro-gamma: gy — 0 = —-2 55— 1— =0

= Vij41 = 2Vij+Vij1 =0 s'appelle

la condition zéro-gamma.

Schéma explicite: Rappelons le probléme & résoudre:

ajVN,j-1 + 0V + ¢VNjt1 = V-1

Pour j =1 et pour j = M — 1 I'expression ci-dessus devient respectivement:

a1Vno+0iVNi+ceaVne = Vo1 (3.44)

apM—-1VN,M-2 +by—1VN -1+ cn—1Vvm = Viv—1,m-1 (3.45)
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Appliquant la condition zéro-gamma( Viv,j—1 =2V, + Vi j+1 = 0) aux bords du domaine

b

autrement dit en j = 1 et en j = M — 1 permet d’écrire:

VNo—2Vn1 4+ Ve =0 clest & dire: VNo=2VNn1 — VN2
VNMm-2 = 2Vypm-1+ VN =0 cest & dive: Vv = 2V -1 — Vv m—2

Reprenons les équations (3.44) et (3.45) que nous pouvons réécrire comme suit:

(2a1 +b1) Vv + (c1 — a1) Viva = Viv—11
(anr—1 — em—1) Vor—2 + (bag—1 + 2ear—1) V-1 = Viv—1 a1

Ce que nous laisons & la premiére et & la derniére ligne de A; X = b3 respectivement.

2a1+b1 ¢ —aq VN,l VN—l,l
as by ¢ VN2 VN-12
apr—2 brr—2 CM—2 V-2 VN_1,m—2
i apm-1—cm-1 bay—1+2cp-1| | V-1 | Vv—1,m-1]
Schéma implicite: Rappelons I’équation aux différences:
a;VN-1,j-1+ b5 Vv-1; + SGVN-1,j41 = Vi,
De méme fagon, on obtient le systéme linéaire A7 X™* = b} suivant:
20"{ + b{ C’{ — a’{ VN_1’1 VN,l
a3 by o VN-1,2 V2
apr o b2 Chr—2 VN-1,m-2 VN.M—2
! a1~ Cy-1 O 26y |[Vv-rm-1] [V

Nous venons donc de démontrer que si ’on suppose bien une linéairité du prix de I'option
en fonction de cours de l’action sur les bords du domaine de définition, alors la résolution
du probléme tri-diagonal avec la condition zéro-gamma revient simplement & résoudre les

systémes A1 X = b3 et A]X* = b] avec les matrices A; et A} telle que nous I’avons présentées.
3.1.6 Comparaisons des deux schémas

Optimisation du code Matlab

Avant d’entrer dans une étude comparative de la convergence des deux schémas présentés,
nous allons faire une petite parenthése sur la maniére d’utiliser Matlab pour inverser des sys-
témes. En effet, une maniére de diminuer le temps de résolution des deux schémas (implicite,

explicite) est d’utiliser les matrices et algorithmes d’inversion.
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Call
Explicite Implicite
M N Prix Temps(s) Prix Temps(s)
20 30 6.0375  0.0056 5.9918 0.0056
40 108 6.0957  0.0046 6.0836 0.0646
60 242 6.1069  0.2017 6.1005 0.2017
80 430 6.1094  0.4059 6.1064 0.4059
100 680 6.1111  1.8697 6.1092 1.8697

Table 3.3: Prix du call & maillage donné (**)

Matrices ’zeros’ Rappelons que les matrices que nous utilisons sont tri-diagonales. Elles
sont donc, hormis les diagonales, complétement creuses. Nous avons deux possibilités pour
définir ces matrices: les commandes ’zeros’ et ’sparse’. La premiére génére une matrice pleine
de zéros tandis que la 2éme ne retient que les valeurs non nulles. Matlab nous suggeére
d’utiliser les matrices ’sparse’ lorsque c’est possible car on augmente la gamme d’algorithme
d’inversion que Matlab va utiliser en incluant ceux qui se basent sur des matrices sparse..

Cependant, il se pourrait tout a fait que 1’algorithme optimal dans notre cas ne nécssite
pas l'utilisation des matrices 'sparse’. Nous augmenterions donc le temps de résolution en
utilisant celle-ci.

Enfin, remarquons que dans le cas des matrices creuses, il faut éviter la commande ’inv’,
plutot réservée aux systémes pleins. Nous utiliserons par conséquent simplement la commande

"\’ et Matlab se chargera de selectionner 1’algorithmes adéquat.

Comparaisons de la convergence des deux schémas:

Nous allons comparer les deux schémas d'un point de vu convergence et rapidité de calcul.
Prenons ’exemple simple d’'un call avec les paramétres suivants:
k=250e, So=50e,r=0.1, 0 =04, T = 5mois, Spmax = 100 e, M =20, N = 10
On choisit 5 combinaisons de M et de N qui permettent d’éviter toute oscillation dans la
méthode explicite. On peut ainsi comparer le prix du call et le temps mis pour I’obtenir par

chacun des schémas que nous reprenons dans le tableau suivant.

D’autre part, nous nous pouvons calculer la valeur analytique de ce call et trouver 6.1168e.
On observe que la méthode qui converge le plus vite est bien la méthode explicite . En
effet, on obtient la valeur de 6.1059¢ en 20centiémes de secondes et un maillage de 60 pas de
temps sur 242 pas cours de l’actions, tandis que la méthode implicite est moins performante
que la méthode explicite. Elle présente néanmoins l'avantage d’&tre stable quel que soit le
choix de la combinaison M et N. Mais cette derniérre méthode converge donc presque aussi

rapidement que la méthode explicite.
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Temps de calcul:

L’autre comparaison & effectuer est le temps de calcul nécéssaire a chacune des méthodes en
fonction de la taille du maillage et non pas en fonction de la valeur obtenue. On peut conclure
quel que soit le maillage, la méthode implicite est sensiblement plus lente que la méthode
explicite.

Des constatations précédentes, nous pouvons donc déduire que la méthode explicite
présente une mauvaise stabilité ce qui impose d’utiliser un pas de temps relativement faible.
Le schéma implicite quant & lui présente une stabilité inconditionnelle ce qui permet d’utiliser
des pas de temps élevés. En général, une méthode implicite sera plus complexe a mettre en
oeuvre et plus cotiteuse en temps de calcul par pas de temps qu’une méthode explicite. Cepen-
dant, en raison de leur stabilité absolue, les métodes implicites permettent bien d’utiliser un

pas de temps plus grand (et donc de réduire le nombre de pas de temps nécéssaires).

3.2 Etude de I’équation de Black-Scholes-Merton en 3D

3.2.1 Introduction

Si on considére un modéle de Black-Scholes Merton possédant une variable d’évolution ¢
(le temps) et deux variables d’espace Sjet Sa2, nous passons & un probléme dit ’tri-dimensionnel’
étant donné que nous avons trois variables mais on parle également ’a deus sous-jacents’ .

Plusieurs probleme financiers populaires sont des problémes des problémes tri-dimensionnels.
La méthode des différences finies est relativement bien adaptée a ce type de probléme. Tout-
fois, dés que I'on a 3 sous- jacents, elle devient trés lente et cotiteuse en temps de calcul.

La méthode des différences finies fonctionne trés bien jusqu’a deux sous-jacents et a
l'avantage de permettre le traitement aisé des exercices prématurés, c’est a dire des options
américaines.

Rappelons que nous validerons notre outil a ’aide de cas d’étude obtenus & l’aide de
formules analytiques correspondant & des cas simples. une fois validé, il suffira d’adapter les
conditions initiales du probléme, c’est a dire le "payoff’ de 'option pour résoudre un nouveau
probléme pour lequel nous n’avons pas de solution analytique.

Le but du présente section est donc I’étude compléte du modele de Black-Scholes Merton

en 3D par différences finies.

3.2.2 Le modéle & deux sous-jacents

on peut écrire un modeéle général a deux sous-jacents comme suit:

ov oV ov
- S9,t) —= + b ;) =— 99,1
ot —I—a(.S'1, 2 )as% + (SlaSQ, )asl +C(Sla 921 )V+
%V ov
+e (51,52,1}) 65152 + f(Sl,SQ,t) 8_52 =0

Pour qu’un tel probléme soit qualifié¢ de parabolique il faut vérifier la relation:

e (81, Sa,t)? < 4a (S, S2,t) d (81, Sa, t) (3.47)
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Temps
Fy
L i=T{Pzyaf}
Sensde
résalution
i=C Prizinifid{inconnu }
5,=0 / ‘ : 5
~ o
5-=0 &
L i 5;nax

S¢ iiax

le modéle de black-Scholes Merton en 3D quand a lui est exactement un probléme du type

(2,35) puisqu’il s’écrit

aV 1, v OV 1 5000V o’V ov
Bt " 51852+( Dl)Slasl‘Ld”?S?as°+”"1"251520515 Hr = D2) S35

=0
(3.48)
Avec Djet Dy qui sont respectivement les taux de dividendes continus relatifs au premiers
et au deuxiéme sous-jacent. Le paramétre p quand a lui représente la corrélation entre les
deux sous-jacents.
Si nous appliquons la relation (2, 36) , nous observons que I’équation de Black-Scholes est
bien une équation de type parabolique puisque la corrélation vérifie —1 <p<Ll
Le domaine & dimensionner est devenu un maillage tri-dimentionnel. Nous crétiserons les

3 variables comme suit:

S1 = 651,85 = 7685, t =T — kbt (3.49)

Figure 3.8: Probléme tridimesionnel

Rappelons que nous remontons toujours I’axe de temps étant donné que k& = 0 correspond
a la maturité t = T'. 657 et 655 sont respectivement les pas du cours de I'action Sy et Ss.

Nous avone donc:
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M, = S1max§151 min
M2 = S2max§252m'n
I
N = 6T
i=0,M1+1
j = O; M2+1
k=0,N+1

Les conditions initiales dépendront du type d’option que I’on traite. Nous pourrons utiliser

comme conditions aux bords la condition zéro-gamma présentée au section précédente.

3.2.3 Conditions aux bords

Nous avons étudié de maniére détaillée dans le chapitre 2 du présent rapport, les diverses
possibilités & notre disposition pour établir des conditions aux bords de notre probléme. Nous
pouvons reprendre la totalité du développement et appliquer & notre cas tri-dimensionnel
en tirant les mémes conlusions.

Rappelons que la condition initiale de notre probléme est le 'payoff’. Nous gardons les
déffinitions précédentes pour My, Ms et N.

Nous avons une grille de valeurs initiales de dimension (M; + 1) x (Mz + 1).

Nous allons a présent appliquer les conditions zéro-gamma. Cela consiste a réduire notre
grille d’inconnues & la dimension (M; — 1) x (M3 — 1) étant donné que nous allons utiliser
les bords du domaine de résolution comme conditions aux bords. En effet, rappelons nous
qu’en 2 dimensions, nous étions parvenus & poser le probléme comme un systéme tridiagonal.
La matrice du systéme subissait des adaptations dans sa premiére et sa derniére ligne pour
tenir compte de la condition zéro-gamma. Cela était possible car pour chaque noeud i, j de
la grille & obtenir, nous faisions intervenir un maximum de 3 autres noeuds.

En 3dimensions ce ne sera plus le cas,. En effet, comme nous le verrons lors de la discréti-
sation de notre équation de BSM en 3D, la dérivée croisée est représentée par un schéma aux
différences faisant intervenir 4 points. Les dérivées secondes fond toujours intervenir 3 points.
Quand aux dérivées premiéres, elles font intervenir 2 points. Le bilan de cette énumération
nous conduit & la conclusion suivante: Chaque noeud de la grille & un pas de temps donné,
fera intervenir 9 points du pas de temps précédent comme le montre la figure (3,8). Il est
important de connaitre le nombre de points intervenant dans le calcul.

Donc il va nous falloir déterminer les conditions aux bords sur les 4 faces et les 4 arétes
de notre domaine de résolution cubique. En pratique, cela revient & discrétiser I’équation
de départ et & modifier celle-ci sur chaque face et chaque aréte. Nous devons donc réecrire
a 8 reprises la discrétisation. Toutefois, il faut rappeler qu'une fois que ces 8 adaptations
sont effectuées. Quel que soit le payoff que l'on choisira ultérieurement, les conditions aux
bords sont calculées une fois pour toutes. C’est d’ailleurs 1a I'un des grands avantages de la
téchnique zéro-gamma.

En pratique:

-Nous réduisons donc notre domaine de résolution & un domaine (M; — 1) x (My — 1).
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inconnu

Figure 3.9: Molecule de calcul en 3D

-Pour chacune des faces et des arétes du domaine, nous adaptons la discrétisation en
différences finies en faisant intervenir la condition zéro-gamma dans la formule aux différences.

-Nous appliquons la discrétisation de base pour le reste des noeuds et nous résolvons le
systéme et nous itérons dans le temps jusqu’a obtenir le prix voulu au temps zéro.

Explicitons le point 2 de cette énumération par un exemple. Supposons que nous sommes
en train de traiter la face du cube S; = 0. Cela correspond a tous les points pour lesquels
i = 1.5i dans notre formule aux différences finies, nous avons un point en i — 1,75,k — 1,
nous nous rendons compte que ce point n’est pas accessible vu qu’il sort du domaine de
résolution cubique car correspond & i = 0.Ceppendant, le biais de la condition zéro-gamma,
nous pouvons exprimer ce point comme une combinaison linéaire de deux autres points qui

eux appartiennent bien au domaine:

V(Z - 17]ak) = 2V(Z)J,k) _V(Z+17J7k)

Nous effectuons ainsi la méme démarche pour chaque point qui apparaitra dans notre
formule et pour chaque face ou aréte du domaine. Remarquons que méme si cela semble étre
ralativement fastidueux, il ne faux donc le faire qu’une seule fois.

Soulignons également que nous appliquons la condition zéro-gamma sur les arétes en
utilisant tout simplement les points de la diagonale.

Enfin, il faut préciser qu’en général, le choix des conditions aux bords dépendra du contrat
a traiter. On pourra bien évidemment penser & d’autres méthodes comme ’estimation de ces

conditions en se basant sur des approximations lorsqu’on est capable d’imaginer 1’évolution
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du prix de notre option.

3.2.4 Conditions initiales

Nous pouvons évidemment généraliser les conditions initiales 2D pour un cas tri-dimensionnel
si nous traitons toujours des options de type Call simple ou Put simple. Nous travaillerons
également avec un autre type d’option dans la suite de cette étude. Les nouvelles conditions
initiales (payoff) de cette option exotique seront alors précisées.

Pour un panier d’option de type Call simple, lae payoff est:

Vv (51, S, 1}) = max (w151 + ws Sy, — K, 0)
(3.50)

et pour un panier d’option de type Put simple:

V (81, S2,t) = max (K — w151 + wa Sy, 0)
Avec wiet wy qui sont respectivement les poids des sous-jacentsl et 2

3.2.5 Choix de la méthode

Comme pour I’étude bi-dimensionnelle(2D),deux grandes familles de méthodes s’offrent a
nous pour résoudre ’équation de Black-Scholes Merton tri-dimensionelle: Les méthodes ex-
plicites, implicites.

Nous avions remarqué que la méthode explicite était trés efficace en 2D et la méthode
implicite qui consiste & inverser un systéme de taille (M; — 1) x (My — 1). Cependant, des
adaptations permettent de garder un caractére implicite de la méthode sans pour autant
devoir résoudre des systémes monstres. Le souci majeur qui nous freinera sera en réalité la

dérivée croisée qui intervient dans I’équation de BSM 3D.

3.2.6 Schéma explicite

La méthode explicite est une maniére ralativement simple pour résoudre 1’équation de BSM

3D. En effet, dans un premier tempsdiscrétiser notre équation BSM 3D:

6V 1 .2 587V OV 1 5 0%V oV ov

L Sl 832 +( Dl) 5185 4= 0"252 652 +p010’2515285 S, ( D2) 52(952

Bt —rV =0

(3.52)

Pour simplifier les calculs nous poroposer de réecrire I’équation (3.52) comme suit:

ov. 8V oV 8V 0%V oV
g LB LR AR Rl i gy - 5
5t+a65’%+b851+63$’22+ 85152+6832 rV =0 (3.53)

S S frivaae 02V OV 92V 82V : .
Nous allons approximer les dérivées 557551 083 9515 et aS au point (¢, 7, k + 1) comme

suit:
(3_V)  Vigk+1 — Vi
0 ] (i,3.k) ot
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(8_V>  Virrgkt1 — Vicriks
051/ (ije+1) 205%

8_V>  Vigrie — Vij—1et1

952 ) (i jet1) 205,

<_32 > o Ykt + Vicr ikt — 2Vijen
85% ) i i) 05¢

(02 > ~ Vigrier1 + Vig-1ke1 — 2Vijke
053 / (i j k1) 053

( 8V ) © Virvgriketr — Vigri—1k+1 — Vicyir e + Vicj-14m

La démonstration de cette derniére est la suivante:

v
95,5, (3.54)
851805,  8S1 \8Sy) "~ 265; '
Or
A . V(@E+1,j+1,k) -V (Ei+1,5—1,k)
T k) ~ .
8Sz(wl,y, ) %5, (3.56)

Nous pouvons alors proposer la discrétisation suivante:

92V B Vi+1,j+1,§6_;2/i+l,j—1,lc _ V-i——l,j+l.;;9‘2/i—l,j—1,k
95105y 2651
_ Virgrie — Virrg-1k — Vicrg+ie + Vi1 j-1k
o 405155

On remplacons ses deniers dans notre équation (3.53) on aurra:

Vi,j,k+1~_ Vigk . aVi+1,j,k+1 + Vici k41 — 2Vi k41 i bVi—[-l,j,lc+1 = V%—1,j,k+&3_57)
6t 857 2651
& Yiitret1 + Vij-1641 = 2Vijik1
855
_|_dVi+1,j+1,k+1 — Vi1, j-1k4+1 — Vi1, 1,k41 + Vic1 j—1,k41 (3.2)
4651655

Vij+1k+1 — Vig—1k+1
2655

+e

= Vijk
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adt bot
Vigkt1 = Vi + o5 WVitrgre+r + Vicih1 — 2Vijert] + oo Vign,jet1 — Vie1(3:58)
552 2351
cot
+az WVigrrkt1 + Vig—1.h+1 — 2Vij 1]
552
dot
+m Vit1,5+1,k+1 = Vitrj—1641 — Vie1,j41e+1 + Vie1j—1 641] (3.3)
edt
+555, Vig+1e+1 — Vig—1k+1]
= r0tVijk
On aurra:

adt cét cot edt cét edt
[1 = 2@ - 2@] Vijk+1 + [@ + —255,2] Vij+1k+1 + [@ - —2552} Vij—1,k3:59)

a_5t+b6tv. +a6t bétv.. + détV.
652 © 265; i+1,5,k+1 552 ~ 238, i-Lik+1 F re e Vitl i1kl
dét dét dst
~ 5595 Vit1,j-1k41 — 155,65, Vi-Lj+1k41 + mvi—l,j—l,k
= (]. + T'ét) W,j,k
On a donc:

2 Q2 2 @2 2qQ2
01515t O'gSQCSt 1 0'252 (7" —Dg) 32
_ _ e — 7 y
[1 55% 553, VJJ»-H + 2 55:22 55 0 V;]+1Jv+1 (3 60)
1[0352 (r—Dy)Sy 1[o252 (r—D;)5,
— _ tVo o 1 - T
+35 {6522 55, 8tVij-th+1+ 3 552 + 35, OtVig1,5,k+1
1 O'%S% (7‘ — Dl) Sl p0'10'251525t
3 [ 58 T 65, 0tVio1j k1 + 135,05, Vig1,541,k41
_p010251525tv ' _ p010251525tv . n p0'10‘25'1525tv _
4551552 i+1,7—-1,k+1 45S16S2 i—1,5+1,k+1 4581552 1—1,7—1,k+1
= (1 —+ ’)"525) Vi,j,k

Rappelons que :51 = 1051 et Sy = j0.S3 en les remplacant dans I’équation (3.60) on aurra:

[1 - 02i26t — 035%5t] Vijhsn + % [035% + (r — D2) 5] 6tVi j41 ka1 (3.61)
+3 [03 — (r = D2) 3] 6tViyorn + 2 [0%2 + (r = D)) 6tVig s
+% [0%2'2 — (r — D1) 4] 6tVie1 o1 + ol OtVit1 j4+1,k+1
—pngaziijtV%H,j—l,kﬂ _ Poioay 0tVi1 j41,k+1 + oS 0tVi1,j—1k+1

= (147r8t)Vijk

On divisons I’équation par (1 + r6t) on obtient:
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1 — 0225t — 03426t 0252+ (r — Dy)

> I 54V
(14 rdt) Vig1 2(1 + rot) OtVi i1 et
242 . 2.9 5
053° — (r — D3) j . 031° + (r — D1)1 .
ey Vil T (L rrop)  OtVirLdd
2:2 . i .
071 — (r—D1)i . PO109%]
SVt jorr + L2
3 (1 + rdt) Vi-gks1 + 3 1+ rét)‘s Vit1j+1k+1
pPO109%] pPO109%] pPO109%]

—————0tViy1 -1 k+1 — tVic1iv1k ——= = 5tVi1 i1k
41+ rot) 41,5 —1,k+1 A1 4ron) 1’J+1"”+1+4(1+r<)t) i—1,j—1,k+1
Vije+1

Si on posons:

1 — 02i26t — 03526t

(1 +rét)

o OB H(r—Da)j
4 2(1 +rét)

g oo B (r—Dy)j
7 2 (14 rot)
& o3+ (r — D1)i

d 2 (1 + rot)

o = 02i% — (r — D1) i

1 2 (14 rot)
o= po109i]

. 4(1+ rot)
pr o= __PO102E

4 4 (1 + rot)

On aurra:

a5 Vijgt1 + 05 Vig1ke1 + S Vig1 k41 + 45 Vig jkr1 + €5 Vim1j 41 (3.62)
+ 15 Vit 41,41 + (3.4)
RiVittj-1k+1 + i Vicsja1es1 + F7Vicrj—1 k41 (3.5)
= Vijk+1 (3.6)

3.2.7 Schéma implicite:

Reprennant notre probléme est

a—v+a62—v+ba—v+c§2—v+d82—v+ea—v—rv—0
ot 95? 051 052 05152 052 N

Nous allons appliquer les mémes approximations que le schéma explicite, quoique nous

allons les faire au point (4, 7, k), on aurra:
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(3_V> L Vijikt1 = Vijk
0t / gk 8¢

(ﬂ/_> Virrike = Vieik
881 (i,j,k) - 2551

(5_V> Vgt —Vij-1k
052/ Giky 2552

(62V> - Vivr,k + Vie1jk — 2Vijk
05t ) 3y 05¢

8V L Vg +Vig—1k —2Vige
083 ) sk 053

R _Virivik = Virrg—1k — Vicrgane + Vicrjo1k

On remplace ces dernieres approoximation dans notre équation :

Vijk+1 — Vijk " Vit1,jke +Viciike — 2Vijk + b%+l,j,k —Ver ik
5t 552 235,

Vij+1,k + Vij—1k —2Vijk Vitl,j41.k — Vit1,j—1,k — Vic1j41k6 + Vici -1k

+c +d

653 465168,
Vij+1,6 — Vij—1,k
e 255,
= Vijk
adt bot
Vigk+1 — Vijk + 35 Vit1,56 + Vic1,k — 2Vijk] + 255, Vit1,k — Vie1,5k]
cot dot

+5_S§ Vig+ik + Vig—1k — 2Vijk] + 155,35, Vit1541.6 — Vitr,j—1k — Vic1,j+1,6 + Vie1,j-1,k]

edt
+2—5§2 Vij+1,e = Vij—1,k]

= T(Sﬂ/;,j,k
On aurra:
adt bot adt ct
5 — e WVictgk + | =1 = 250 — 2 — 76t| Vi
557 ~ 255, 1*“[ 657~ 553 ]VW‘
+a_5t+b5t v .+E5_t_e(5t v +c_6t+e5t v
687 " 268y | MR 557 T 268, | WTVRT |58 T 258, ) LR
L ddt dot dot dst

105165, LR T 155,68, I T 55,55, Vi LitLE ¥ 55 5, Vi-Li-Lk
= —Vijkn
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a b adt cot
== otV;_ 142— +2— ot
Lssf 2551] Lk [ T T T ] ik
a b
s ;o
i [ésf * 2551] OWVerrjnt [552 255, } 0tVig—1 + [(552 + %55, } OtVi g1k
ddt dét dét bt
+455 555 Vitrj+1k — 455 55, Vitr,j-1,k — 155155, ‘/1—1,]+1A+40S 55 Vi g-15
= —Vijk+
On a donc:
0382 (r—D1)8 02525t 02536t
[515%1 4 25511) 1]5tvi_1,j,k— [1+2 ;55{2 +2 ,)O;Q - ot]v,ﬂ (3.63)
1 0%512 (T—Dl)sl 52 ( —Dz) Sg
— t 1 _ - 7: - )
1 0'%5% (7” — Dg) So . p010‘251525t
*3 [ 652 + 35, 0tVijt1,k + m%ﬂgﬂ,k
_po10aS1556t, po1025150t , po10251556t
46‘5’1552 i+1,5—-1,k 4651552 i—1,54+1,k 4551552 i—1,9—1,k
= —Vijk+1

Rappelons que :S1 = 951 et Sy = j6.9; en les remplacant dans 1’équation (3.63) on aurra:

[0%22 — (r— D) z} 0tVi_1,5k — [1 + 02126t + 02525t + r6t] Vi jk (3.64)

N =

1o, . . ;
+5 [01i® + (r = D1)d] tVisa g + 5 [0332 — (r — D3)j] 6tVij_1k

. po10y .
150tVit1 jo16 — i70tVig1 51k

1 ; . 0102
+5 [035° + (r — D) 4] 5tVi,j+1,k + 272 4

2 4

0102 .
- iJ0tVi_1 41k + i U&W—Lj—l,k
= —Vi,j,k+1
1
—3 [0%22 —(r—Dy) ] 0tVioik + [1 + 0122& e 57 25E < rét] i (3.65)
1 1 ; .
—5 [0%® + (r — D1)i] 6tV i — 5 [035% = (r — D2) 5] 6tVij_1
1 . o9 .. 0102 . ..
~3 [033% + (r — Da) j ] 6tVi 1k — 170tVip1 541,k + - 1J0tVit1 1k
gg .. 01092 ..
s éll 91_7675‘/1'—1,]'-4-1,/: — 2L 1J0tVi1 -1k
= Vijk+1

a3 Vie1,jk + 0iVijk + ¢Vigrik + diVijo1e + eiVigrrk + fiVicrjark + hiVigrj—1p + B Vie1 o1k

Vije+1
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Avec les parameétres suivants:

g = —%[ 22 _ (v — Dy)i] 6t (3.67)
bi = [1+4 0226t + 03526t + rdt]

c; = -—% [01i® + (r — Dy) i] 6t

4 = —5[oh” ~ (r - Do) ]

e = —% [0%7'2 + (r— Dy) j] 6t

fi = —pafzz‘j&

hj = Ezﬂijcit

En appliquant la condition zero-gamma sur les deux formules obtenues par les deux sché-
mas explicite et implicite on aurra des systémes & résoudre afin d’avoir la valeur approchée

de l'option.

3.2.8 Conclusion

Ce chapitre nous a détaillé 1'étude des conditions limites que nous appliquons au cas 2D et
au cas 3D ainsi que le developpement complet de la resolution numérique de ’équation bi-
dimensionnelle de BSM. Soulignons également le travail important réalisé sur le probléme du
choix des conditions aux bords. Nous avons trouvé une maniére simple et efficace d’imposer
des conditions aux bords du domaine independemment de ’option traitée. Il s’agit de la
condition Zéro-gamma qui a était utilisé au cas tri-dimensionnel.

Nous retiendrons donc au terme de la résolution bi-dimensionnelle que la solution ap-
prochée obtenu en appliquant les deux schéma explicite et implicite de la méthode des dif-
férences finies converge toujours vers la solution exacte, quoique le schéma, explicite peut
fournir des résultats trés raisonnables pour des cotits en calculs trés faible mais il nécissite la
réalisation d’une condition sur le nombre du pas de temps.

Dans la deuxiéme section de ce chapitre, nous avons essayé de resoudre 'EDP de Black-
Scholes-Merton tri-dimensionnelle. Cela signifie que nous cherchons le prix d’une option sur
deux sous-jacents corrélés. En effet, méme si 'EDP tri-dimensionnelle est une généralisation
de la forme 2D, le probléme était trés différent. Les ’stencils’ des schémas aux différences ne
font plus intervenir 3 points mais 9 points, impliquant une explosion de la taille de systeémes
a résoudre. Il faut donc recommencer une étude des méthodes existantes pour ce probléme

et refaire des choix de discrétisation de ’EDP, de technique de résolution, etc.
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Conclusion générale

Le but ultime du présent mémoire était donc la résolution du modéle de Black-Scholes-
Merton en deux et en trois dimensions en utilsant la méthode des différences finies avec ces
deux schémas explicite et implicite, cette résolution nous fournit une valeur qui représente la
valeur d’une option européenne.

La premiére phase de cette étude consistait en I’appropriation des concepts fondamentaux
de la finance et du vocabulaire associé dans le but de de saisir les enjeux du probléme.

Le prix que nous cherchons est le prix d’une optionn c’est & dire d’un produit dérivé dont le
sous-jacent est une action. Le premier volet du mémoire consistait en I’étude bidimensionnelle
du probléme: ’EDP de Black-Scholes-Merton dépend de deux variables qui sont le temps et
le cours de I'action sous-jacente. La tache consistait donc essentiellement comprendre ces
méthodes, & les implémenter et & les comparer d*un point de vue vitesse de convergence et
temps de calculs.

Nous avons ainsi retenu & cette étape de ’étude que la résolution numérique de notre
équation de Black-Scholes-Merton par les deux schémas convergent toujours vers la solution
exacte, cependant nous avons remarqué que le schéma explicite pouvait fournir des résultats
trés raisonables pour des couts en calculs trés faibles, mais un critére sévére sur le pas de
temps handicapait la méthode.

Nous avons présenté la technique du Zéro-gamma qui est simple et efficace, elle permet
d’imposer des conditions aux bords du domaine indépendamment de I’option traitée et nous
l’avons méme transposée au cas tri-dimensionnelle, dans ce cas nous avons étudié ’EDP
Black-Scholes-Merton avec deux sous jacents, cette étude etait complétement différente a
l'etude au cas de deux dimmensions. Les ’stencils’ des schémas aux différences ne font plus
intervenir 3 points mais 9 points, impliquant une explosion de la taille de systémes & résoudre.
Il faut donc recommencer une étude des méthodes existantes pour ce probléme et refaire des
choix de discrétisation de ’EDP, de technique de résolution, etc. comme nouvelle méthodes
nous proposons une célébre méthode ADI (Alternating Direction Iplicit Method).






Chapitre 4
Annexe

4.0.9 Implémentation par Mtlab des méthodes étudiées
Code analytique:

Le calcul de N(d) pourra étre effectué a I’aide de la fonction d’erreur Matlab appelée erf que
nous allons présenter afin de montrer comment 'appliquer & la résolution de I’équation de
Black et Scholes.La fonction erreur erf(X) correspond & l'intégrale de la distribution gaussi-

enne de moyenne 0 et de variance 1/2:
erf(z) = % Iy et dt
La fonction erreur complémentaire erfc(x) est définie pas:
erfc(z) = % 5 e dt = 1 — erf(x)

Dans notre code, c’est cette deuxiéme fonction que nous allons utiliser; Exprimons donc
N(d) en fonction de erfc:

1 d _152

N(d) = Ef_ooe 2% ds

0 —152 d 1.2

= \/% {f—ooe 2° d5+f0 ez’ ds}
== il 1 prd 12

=5 + \/—2—7‘_ 0 e 3° ds

1.2
T =357 ds =

s " . G5 o 3 TR 1
Puisque nous avons affaire & une fonction de densité paire, c’est a dire: Wors [Te
1.
On effectue le changement de variables %32 = t2, donc %s =t. Quand s = d, on a alors
t=-L1d.

V2
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Cette expression peut encore étre simplifiée en considérant que erfe(z) = % jEl et dt
+ —2 0 2 + —12 0 )
et donc: erf(—z) = %f_:oe Cdt = %f_ze ¢ dt+%fo Cedt = %f_l_e Ydt+1 =
erf(z) +1 =2 — erf c(x).

En remplacant dans ’expression obtenue précédemment, ceci donne:

N(d)=1-1 [Q—erfc(‘ )}
N(d) = %erfc(\_/—g)

Sl

Voici le programme de la resolution analytique:

Joentrer les données nécessaires

k=50; s0=>50; r=0.1; sigma=0.4; T=5; S=100; M=20; N=10;q=0
deltat=T/N;

callput=2;

b

if callput==1
x=log(s0-q*exp(r*T) /k);
y=(r+(sigma*sigma) /2)*T;
Z=X-17Y,;

dl=z/(sigma*sqrt(T));
d2=d1-(sigma*sqrt(T));
Nl=(erfc(-d1/sqrt(2)))/2;
N2=(erfc(-d2/sqrt(2)))/2;
Cl=s0-q*exp(-r*T)*N1;
C2=C1-(k*exp(-r*T)*N2);%la valeur de loption en cas de call
disp (’le prix recherché est =’)
prix=C2;

elseif callput==
x=log(s0-q*exp(1*T) /k);
y=(r+(sigma*sigma)/2)*T;
Z=X+Y;

dl=z/(sigma*sqrt(T));
d2=d1-(sigma*sqrt(T));
N1=(erfc(d1/sqrt(2)))/2;
N2=(erfc(d2/sqrt(2)))/2;
Cl=-s0*exp(-q*T)*N1;
C2=Cl+k*exp(-r*T)*N2;%la valeur de loption en cas de put
disp (’le prix recherché est =prix’)
prix=C2;

end,

Code explicite en 2D

%entrer les données
k=>50; s0=>50; r=0.1; sigma=0.4; T=4; S=100; M=20; N=10;
Yoentrer le callput
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deltas=S/M;%le pas pour le prix de laction
deltat=T/N;%le pas pour le temps
n=N+1;%pour tenir compte des indices nuls
m=M+1;

callput=1;

%construction de la matrice A

A=zeros(M-1,M-1);

D=0;

for i=1:M-1
coeficientsexp=abcexp(i,r,sigma,deltat);
bj=coeficientsexp(1,2);

A(i,i)=bj;
end,
for i=2:M-1

coeficientsexp=abcexp(i,r,sigma,deltat);

aj=coeficientsexp(1,1);

A(i,i1)=aj;
end,
for i=1:M-2

coeficientsexp=abcexp(i,r,sigma,deltat);
cj=coeficientsexp(1,3);

A(i,i+1)=cj;

end,

Yconstruction de maillage
v=zeros(n,m);
if callput==1%loption est call

%si le cour de laction est an smin

for i=1:n
vl 1)=0;
end,

%le pris a la date déchéance

for i=1:m
v(n,i)=max(((i-1)*deltas)-k,0);
end,

%si le prix de laction est & smax

for i=1:n
v(i,m)=S*exp(-D*(T-deltat))-k*exp(-r*(T-deltat));
end,

elseif callput==2%loption est put

%%si le cour de laction est an smin

for i=1mn
v(i,1)=S*exp(-D*(T-deltat))-k*exp(-r*(T-deltat));
end,
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%%le pris & la date déchéance

for i=1:m
v(n,i)=max(k-((i-1)*deltas),0);
end,

%%si le prix de laction est & smax

for i=1mn
v(i,m)=0;
end,
end,

Joconstruction du vecteur des inconnus
X=zeros(M-1,1);

for i=1:M-1

X(i,1)=v(n,i+1);

end,

B=zeros(M-1,1);

B=A*X
coeficients=abc(1,r,D,sigma,deltat);
aj=coeficients(1,1);
coeficients=abc(M-1,r,D,sigma,deltat);

cj=coeficients(1,3);

B(1,1)=B(1,1)-aj*v(n,1);

B(M-1,1)=B(M-1,1)-cj*v(n,m);

y=zeros(1,M-1);

for n=n-1:-1:1

B(1,1)=B(1,1)-aj*v(n,1);

B(M-1,1)=B(M-1,1)-cj*v(n,m);

y=B’;

for i=2:m-1

v(n,i)=y(1,i-1);

end,

X=B;

B=A*X;

end,

disp (’les colonnes representant le cours de laction croissant de 0 & 1007)
disp (’les lignes representant lechelle du temps de 0 & 5 mois’)
sol=v";%la solution est tout simplement la derniére matrice F
disp ('la taille de solution est =)

size(sol)

disp (’le prix recherché est =’)

prix= sol((M/2)+1,1)%element central de la premiére colonne
n_ =0:deltat:T;

m_ =0:deltas:S;

sol=v’;
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figure

grid on

hold on

view(3);

AXIS([0 T 0 S]);
surf(n_,m_,sol);

ylabel(’cours de laction 0 & S’);
xlabel(’temps 0 & T");

if callput==

zlabel(’evaluation du call’);
elseif callput==2
zlabel(’evaluation du put’);

end

’

title ' METHODE EXPLICITE DE DIFFERENCES FINIES’

Code implicite en 2D

Yentrer les données
k=50; s0=>50; r=0.1; sigma=0.4; T=2; S=100; M=60; N=80;
Yentrer le callput
deltas=S/M;%le pas pour le prix de laction
deltat=T/N;%le pas pour le temps
n=N+1;%pour tenir compte des indices nuls
m=M+1;
callput=2;

Yconstruction de la matrice A
A=zeros(M-1,M-1);

D=0;

tic

for i=1:M-1
coeficients=abc(i,r,D,sigma,deltat);
bj=coeficients(1,2);

A(i,i)=bj;
end,
for i=2:M-1

coeficients=abc(i,r,D,sigma,deltat);
aj=coeficients(1,1);

A(ii-1)=aj;

end,

for i=1:M-2
coeficients=abc(i,r,D,sigma,deltat);
cj=coeficients(1,3);

A(ii+1)=cj;
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end

)

%construction de maillage .

v=zeros(n,m);
if callput==1%loption est call

%si le cour de laction est an smin

for i=1:n
v(i,1)=0;
end,

%ole pris & la date déchéance

for i=1:m
v(n,i)=max(((i-1)*deltas)-k,0);
end,

%si le prix de laction est & smax

for i=1:n
v(i,m)=S*exp(-D*(T-deltat))-k*exp(-r*(T-deltat));
end,

elseif callput==2%loption est put

%%si le cour de laction est an smin

for i=1:n
v(i,1)=S*exp(-D*(T-deltat))-k*exp(-r*(T-deltat));
end,

%%le pris & la date déchéance

for i=1:m
v(n,i)=max(k-((i-1)*deltas),0);
end,

%%si le prix de laction est 4 smax

for i=1:mn
v(i,m)=0;
end,
end,

%construction du second membre B
B=zeros(M-1,1);
coeficients=abc(1,r,D,sigma,deltat);

aj=coeficients(1,1);
coeficients=abc(M-1,r,D,sigma,deltat);
cj=coeficients(1,3);
B(1,1)=v(n,2)-aj*v(n-1,1);

B(M-1,1)=v(n,m-1)-cj*v(n-1,m);

for i=2:M-2
B(i,1)=max((i*deltas)-k,0);
end,

%calcul de vecteur des inconnus

X=A\B;
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y=zeros(1,M-1);

for n=n-1:-1:1

y=X;

for i=2:m-1

v(n,i)=y(1,i-1);

end,
coeficients=abc(1,r,D,sigma,deltat);
aj=coeficients(1,1);
coeficients=abc(M-1,r,D,sigma,deltat);
cj=coeficients(1,3);
B(1,1)=X(1,1)-aj*v(n,1);
B(M-1,1)=X(M-1,1)-cj*v(n,m);

for i=2;M-2
B(i,1)=X(i,1);
end,
X=A\B;

~ end,
toc

disp (’les colonnes representant le cours de laction croissant de 0 & 1007)

disp (’les lignes representant lechelle du temps de 0 a 5 mois’)

sol=v";%la solution est tout simplement la derniére matrice F

disp ('la taille de solution est =)

size(sol)

disp (’le prix recherché est =’)

prix= sol((M/2)+1,1)%element central de la premieére colonne

n_ =0:deltat:T;

m_ =0:deltas:S;

sol=v’;

figure

grid on

hold on

view(3);

AXIS([0 T 0 S)]);

surf(n_,m_,sol);

ylabel(’cours de laction 0 & S’);

xlabel(’temps 0 a T7);

if callput==

zlabel(’evaluation du call’);

elseif callput==2

zlabel(’evaluation du put’);

end,

title ' METHODE IMPLICITE DE DIFFERENCES FINIES’;
APPENDICE
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LISTE DES SYMBOLES ET DES ABREVIATIONS

EDP : Equation aux Dérivées Partielles
BS : Modele de Black scholes

BSM : Modéle de Black scholes Merton
: algorithme de Tomas

: Prix de cours de ’action

: Temps

: dividende

: Prix de 'exercice

: taux de risque

: volatilité

: Coefficient de corrélation

: Prix de call

: Prix de put

<1"UQ‘°Q*NUH‘DS

: Valeur de 'option
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