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ABSTRACT

Let G = (V, E) be a simple graph. A dominating set of G is a subset S of V such that
every vertex of V' — S has at least a neighbourd in S. The minimum order of a dominating
set of G, called domination number of G, is denoted by (G). We can define others types
of domination if we impose one (or many) additional condition (s) on the dominating set.
For example, if we impose that every vertex of V' — S has at least k neighbourds in S, we
obtain the multiple domination (k-domination). For any parameter of domination p(G), a
dominating set S of cardinality p(G) which verify the desired property is called u(G)-set.
If we say that a vertex is in any or is not in any p(G)-set, then we characterize this vertex.

We say that G is p-excellent graph if every vertex of G is in a u(G)-set.

In this thesis, we are interested to excellent graphs for the type 2-domination, by the
approache based on the characterization of vertices belonging to all or to no v,(G)-set.
Our contribution in this thesis is characterizing trees for the 2-domination type. Finally,
we established an algorithm of reconnaissance of y,-excellent trees, 7,-recommendable

trees, y,-undesired trees, y,-justed trees.



RESUME

Soit G = (V, E) un graphe simple. Un dominant de G est un sous ensemble S de V'
tel que tout sommet de V — S posséde au moins un voisin dans S. L’ordre minimum
d’un ensemble dominant de G, appelé nombre de domination de G, et est noté y(G). On
peut définir d’autres types de domination si on impose une (ou plusieurs) condition (s)
supplémentaire sur 'ensemble dominant. Par exemple, si on impose la condition que tout
sommet de V' — S posséde au moins k£ voisins dans S, on obtient la k-domination. Pour
tout paramétre p(G), un ensemble dominant S de cardinal p(G) vérifiant la propriété
désirée est appelé (G)-ensemble. Si on dit qu'un sommet est dans tout ou dans aucun
1(G)-ensemble, alors on caractérise ce sommet. On dit qu’un graphe G est p-excellent si

tout sommet de V' est contenu dans au moins un p(G)-ensemble.

Dans ce mémoire, on s’intéresse a 1'étude de 'excellence des graphes par rapport a la
2-domination, en suivant I’approche qui consiste & caractériser les sommets qui sont tout
ou dans aucun 7,(G)-ensemble. Notre contribution dans ce mémoire consiste & carac-
tériser les arbres excellents par rapport & la 2-domination. Enfin, on établit un algorithme
de reconnaissance des arbres 7y,-excellents, les arbres 7y,-recommandables, les arbres y,-

indésirables et les arbres y,-justes.
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INTRODUCTION

La représentation d’un probléme par un dessin, un plan, ou une esquisse contribue
souvent a sa compréhension. Le langage des graphes est construit, a l’origine, sur ce
principe. Nombres de méthodes, de propriétés, de procédures ont été pensées ou trouvées
& partir d’un schéma pour étre ensuite formalisées et développées. Les graphes sont trés
utilisés dans linformatique. On les trouve partout: les réseaux, I’ordonnancement de
processus,.... Mais ils sont surtout utilisés pour modéliser des problémes plus ou moins
complexes. Ainsi on pourra représenter un réseau de chemin de fer ou un réseau routier.
Et ensuite on peut se servir de cette modélisation pour résoudre des problémes tels que la

recherche du plus court chemin entre deux villes.

La théorie des graphes est trés probablement née en 1735 lorsque LEONHARD EULER
(1707 — 1783) résout le probléme des sept ponts de Kénigsberg (De nos jours Kaliningrad
en Russie). Ce probléme est trés simple sur le principe mais un peu plus compliqué &
démontrer, en voici ’énoncé : La vile de Konigsberg est une ville autour d’un fleuve, elle
compte quatre berges et sept ponts les reliant. Le but du jeu est de savoir s’il existe un
chemin permettant d’emprunter tous les ponts une fois et une seule et revenir au point
de départ. Le probléme s’appelle, de fagon plus formelle, la recherche d’un cycle eulérien

dans un graphe. Euler a démontré que ce probléme n’avait pas de solution.

Les structures et parameétres intéressants varient selon les applications envisagées car
les graphes présentent une grande souplesse d’utilisation. Les sujets d’étude abordés étant
trop nombreux pour pouvoir étre tous décrits, on peut citer les nombreuses études menées
dans des classes de graphes spécifiques et celles portant sur des paramétres de domination.

Malgré la grande simplicité de sa définition, il est NP-complet.

De nombreuses types du probléme de Domination ont été étudiées. Souvent le probléme
requiert des propriétés supplémentaires sur ’ensemble dominant. Les livres de HAYNES,

HEDETNIEMI et SLATER [1] offrent un panorama encore plus large puisque plus de 75



types y sont citées. Parmi les types de domination les plus connue est la domination total,

domination couplée, et la k-domination (domination multiple).

Le probléme central que nous étudions dans ce mémoire est de étudié l’excellence
des graphe, caractériser des ensemble des sommets qui sont dans tout ot si dans aucun
ensemble minimum, pour certain types de domination et citer des algorithmes de 1’élagage
associé a chaque type, les premiers qui a étudié ce probléme est HAMMER [2] en 1982,
MYNHARDT [3] en 1999.

Le premier chapitre présentera les définitions et les notions habituelles sur la théorie
des graphes qui seront utiles pour la suite. Ainsi on donne une présentation générale de
la domination dans les graphes. Enfin, le chapitre terminera par un petit résumé sur

Péfficacité des algorithmes et de la difficulté des problémes.

Nous en profiterons au chapitre 2 pour donner des résultats connus sur I'excellence
dans divers types de dominations. Il convient de souligner qu’il existe d’autres résultats

sur les mémes types que nous éxposerons dans ce chapitre.

Nous nous intéressons dans le troisieme chapitre a étudier ’excellence des graphes
et & caractériser I’ensemble des sommets qui sont dans tout ou ne sont dans aucun ~,-
ensemble. Gréce & des techniques utilisées par MYNHARDT [3] et BLIDIA et al [4], nous
donnons quelques théorémes qui contribuent & proposer un processus d’élagage dans les
arbres par rapport & la 2-domination, enfin on donne un algorithme de réconaissance des
arbres y,-excellents, les arbres v,-recommandables, les arbres 7,-indésirables et les arbres

o-justes.

La these s’achéve par une conclusion sur l'ensemble des travaux réalisés et sur les

perspectives futures dans ce mémoire.



CHAPITRE 1

GENERALITES ET TERMINOLOGIES

Dans cette premiére partie de ce chapitre on rappelle quelques définitions et notions fon-
damentales relatives aux graphes auxquels nous nous intéresserons dans la suite de ce
mémoire. Nous en profitons également pour introduire les notations utilisées dans la
deuxieme partie de ce chapitre, nous étudions une généralisation sur la Domination dans
les graphes avec des petites définitions pour quelques types de domination. Enfin, nous
donnons un apercu sur ’éfficacité des algorithmes et sur la complexité des problémes.
Nous invitons le lecteur a se référer de l'ouvrage de BERGE [5] pour avoir plus de
détails concernant les notions de théorie des graphes et de l'ouvrage de HAYNES [1], qui

concerne les notions liées a la domination.

1.1 Définitions et notations
1.1.1 Graphe

Un graphe est un couple G = (V(G), E(G)), ou V(G) est un ensemble de sommets non
vide et fini, et £(G) est un ensemble des arétes (En générale on note V(G) par V et E(G)
par £). Une aréte est une paire de sommets de V. Le cardinal de V est appelé ordre de G,
et est noté par n. Le cardinal de E est noté par m. Les sommets sont notés de maniére
usuelle par des lettres minuscules: v,u,,y..., etc. Les arétes sont notées uv, zy... etc.
Si e = uv est une aréte du graphe G, on dit que les sommets u, v sont les extrémités de
e, que u et v sont adjacents et que e est incidente & u et & v. Les graphes peuvent &tre
représentés graphiquement a I’aide de points (sommets) et de segments (arétes). A titre

d’exemple la Figure 1.1 est une représentation d’un graphe G, avec V' = {vy, va, v3, vy, vs }
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et B = {v1vq, 0104, V15, VaV3, Va4, U3y, v3Us }. Les sommets v; et vy sont adjacents dans
G.

Ve

A

Figure 1.1. Représentation d’un graphe G.

Un graphe d’ordre 1 est dit ¢rivial, si non on dit nontrivial. Une aréte a une extrémité
est dite boucle. Un graphe G est dit simple si G est sans boucles, et si deux sommets
quelconques de G sont reliés par au plus une aréte. Dans tout ce qui suit, les graphes
considérés sont simples et nontriviaux. Par exemples le graphe G dans la Figure 1.1 est

un graphe nontrivial et simple.

1.1.2 Sous-graphe

Soit G = (V, F) un graphe simple. Pour un sous-ensemble H C V, le sous graphe induit
par H noté G[H] ou simplement (H), est le graphe ayant H pour ensemble de sommets
et dont les arétes sont celles de £ ayant leurs deux extrémités dans H. Dans la Figure 1.2

suivante G[H] est un sous graphe de G avec H = {vy, g, v3,v4}.
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4
.
o

G G[H]

Figure 1.2. le graphe G et le sous graphe induit par H = {vy, v9, v3, v4}.

Nous dirons qu’un sous-ensemble A de V' est minimal (resp. maximal) par rapport a
une propriété P s’il n’existe pas un ensemble B C A (resp. B D A) tel que G[B] vérifie
P.

Nous dirons qu’un sous-ensemble A de V' est minimum ou de taille minimale (resp.
maximum ou de taille maximale) par rapport & une propriété P s’il n’existe pas un en-
semble B C A (resp. B D A) tel que G[B] vérifie P et |A| > | B| (resp. |A| < |B| ) ou |A4]

(resp. |B|) est le cardinal de I’ensemble A(resp. B ).

1.1.3 Voisinage

Etant donné le graphe G' = (V, E). Le voisinage ouvert d'un sommet v € V est Ng(v) =
{u eV |uv € E}. Levoisinage fermée de v est Ng[v] = Ng(v)U{v}. L’ensemble Ng(S) =
ngNg(U) (resp. Ng[S] = Ng(S)U S ) est le voisinage ouvert (resp. le voisinage fermé)
du sous-ensemble S C V. Le wvoisinage privé d’un sommet v par rapport & un ensemble
S est I’ensemble des sommets du voisinage fermé de v qui n’ont pas d’autres voisins dans
S. Cet ensemble noté par pn[v, S| est donné par pnfv,S] = {u : N[u] N S = {v}}.Dans
la Figure 1.1, N(va) = {v1,v3,vs} et Nvg] = {v1,va,v3,04}. Si S = {va,v4, 05}, N[S] =

{'Ul, V2, U3, ‘1)4},]771['1)1, S] = {1}5}'
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1.1.4 Degré d’un sommet

Le degré d’un sommet v noté par deg,(v), est le nombre des voisins de v. Le sommet de
degré 0 est un sommet is0lé, le sommet de degré 1 est un sommet pendant. Un sommet
adjacent & au moins un sommet pendant est appelé sommet support. On note par A(G)
et 6(G) le degré maximum et minimum dans G, respetivement. Si tous les sommets de (¢
ont le méme degré k, alors G est dit k-régulier. Dans la Figure 1.1, deg(vy) = 3, 0(G) =2
et A(G)=3.

1.1.5 Chaine et cycle

Une chaine P d’un graphe GG est une suite [vi, va, ..... , U] de sommets distincts tels que
pour chaque i € {1,.... .k — 1}, v;v;41 soit une aréte de G. De plus, si vjv, € E, alors
[U1, V2, ....., Uk, 1] est applé un cycle. Pour simplifier les notations, la chaine [v1,va, ....., vg]
sera notée vy, vy, ....., v. Les sommets V2, ..., Up—1 sont appelés sommets intermédiaires de
la chaine. Une corde est une aréte reliant deux sommets non consécutifs dans une chaine
ou dans un cyle. Une chaine (rep. cycle) sans cordes est dite (resp. dit) induite (resp.
induit). La longueur d’une chaine (vesp. cycle) est le nombre d’arétes qu’elle (resp. qu'il)
contient. Ainsi, la longueur de la chaine V1,02, ..., U (resp. cycle vy, vy, ....., vy, V1) est
k —1 (resp. k). Une chafne induite (vesp. cycle induit) par k sommets est notée P, (resp.

noté Cy). En effet les graphes de la Figure 1.3.

> ——0—0 9
e

Ps C

r

Figure 1.3. Une chaine Ps et un cycle Cj.
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1.1.6 Distance et diamétre

Dans un graphe G, la distance dg(z,y) dans G entre deux sommets z,y est la longueur
de la plus courte chaine z — y dans G, si aucune chaine existe nous fixons d(z,y) = oo.
Le diamétre de G est notée par diam(G) = max(dg(z,y)). Un sommet est central dans
G si sa plus grande distance & partir de n’importe quel autre sommet est aussi petite que

possible, cette distance est le rayon.

1.2 Graphes particuliers
1.2.1 Graphe connexe

Un graphe G est appelé conneze si chaque paire de sommets sont reliés par une chaine
dans G'. Un sous-graphe maximal connexe de (3 est appelé composante conneze. Une aréte
e est appelée un isthme (aréte d’articulation du graphe G) si le graphe G' — e posséde
plus de composantes connexes que G. Un sommet v du graphe G est appelé un sommet
d’articulation du graphe G si le graphe G' — v, a plus de composantes connexes que G.
Dans la Figurel.3, les graphes P5 et Cg sont connexes et toutes les arétes de Ps sont des

isthmes, et ses sommets intermédiaires sont des sommets d’ articulations.

1.2.2 Graphe complet

Le graphe complet d’ordre n, noté K, est un graphe dont tous les sommets distincts sont
adjacents, donc K, est un (n — 1)—régulier. En effet le graphe complet Kg de la Figure
1.4,

Figure 1.4. Un graphe complet d’ordre 6.
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1.2.3 Graphe biparti

Un graphe est dit biparti si son ensemble des sommets peut étre partitionné en deux sous-
ensembles X et ¥ de telle sorte que chaque aréte & une extrémité dans X et une dans Y,
une telle partition (X, Y') est appelée une bipartition du graphe, telle que X et ¥ sont ses
parties. On note un graphe biparti G avec la bipartition (X,Y") par G [X, Y], ou bien Kores,
tel que r = | X| et s = |Y]. Si G[X, Y] est simple et tous les sommets dans X sont reliés &
chaque sommet de Y, alors G est appelé un graphe bipart; complet. La Figure 1.5 est un

exemple sur un graphe biparti Ksy.

Figure 1.5. Un graphe biparti Kj 4

1.2.4 Les étoiles

Une étoile est un graphe biparti complet G[X,Y] avec |[X| =1 ou Y| = s, et est notée
par Ki,. On appelle le sommet de X , le sommet central de 1’étoile. En effet, dans la
Figure 1.6, le sommet v; est le centre de l'etoile K7 .

vy

5 sommets

Figure 1.6. L’étoile K- 1,s de centre v;.

Une étoile subdivisée S, est une étoile dans laquelle toutes les arétes sont subdi-

visées en deux. En effet le graphe de la Figure 1.7.
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s

k sommets

Figure 1.7. Une étoile subdivisée SSk.

Une double étoile Sy est le graphe formé par les deux étoiles K- 1 €t Ky avec une

aréte reliant les deux sommets centres. En effet le graphe de la Figure 1.8.

-

k sommets

Figure 1.8. Une double étoile S3 k.

Une étoile double subdivisée Sy, est un graphe obtenu & partir d’une étoile double

en subdivisant aréte reliant les deux sommets supports par un sommet. En effet le graphe

de la Figure 1.9.

ksommets

Figure 1.9. Une étoile double subdivisée 53 k-
1.2.5 Couronne

La couronne G' = H o K; d’un graphe H est le graphe obtenu & partir d’une copie de H en

attachant un sommet pendant & chaque sommet de H. Il est évident que l'ordre de G est
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egal & 2|H|. A titre d’exemple le graphe de la Figure 1.10.(b) est une couronne de graphe
G de la Figure 1.10.(a).

(a) Un graphe G (b) La couronne de G

Figure 1.10. Un graphe G et la couronne associeé a (.

1.2.6 TForét et arbre

Un graphe acyclique est un graphe ne contenant pas de cycles, est appelée aussi la forét,
une forét connexe est appelé un arbre, en général un arbre est noté par T'. Le sommet
de degré un est une feuille ou un sommet pendant. 1l est parfois commode de considérer
un sommet spécial d’'un arbre, un tel sommet. est appelé la racine. [/n arbre pendu T'
avec une racine r fixé est un arbre enraciné. Les Figures 1.6, 1.7, 1.8, 1.9 et 1.11, sont

des représentations des arbres. Dans la Figure 1.11 suivante, le sommet r est la racine de

I'arbre 7" ayant 4 sommets pendants.

Figure 1.11. Un arbre T enraciné en r.
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1.3 Quelques paramétres structuels d’un graphe

1.3.1 Un stabie

Un stable dans un graphe G , appelé aussi, ensemble indépendant, est un ensemble S de
sommets deux & deux non adjacents. Le cardinal minimum (resp. maximum) d’un stable
maximal de G noté «(G) (resp. S(G)) est appelé le nombre de domination stable (resp. le

nombre de stabilité¢) de G.

1.3.2 Un couplage

Un couplage dans un graphe G est un sous-ensembie d’arétes non incidentes deux & deux.
Le cardinal minimum (resp. maximum) d’un couplage maximal de G noté t1(G) (resp.
B1(G)). Le couplage E est dit parfait dans G si tout sommet de V est incident & une aréte

de F.

1.4 La domination dans les graphes

Ayant présenté les notions fondamentales de la théorie des graphes, nous sommes main-

tenant en mesure de définir et discuter la notion d’ensemble dominant dans un graphe.
Considérons le probléme suivant qui a été & I'origine de I’étude des ensembles dominants

dans les graphes. La notion de domination dans les graphes tire son origine des problémes

des jeux d’échecs, introduit par D. JAENISCH [6]. La Figure 1.12 montre un échiquier
standard 8 x 8 dans lequel est placée une reine "R". D’aprés les régles du jeu d’échecs, une
reine peut, en un coup, se déplacer a n’importe quelle case horizontalement, verticalement
ou diagonalement. Ainsi, la reine dans Ia F igure 1.12. peut se déplacer a (ou attaquer
ou dominer) n’importe quelle case marquée par un ” X”. Au 19 éme siécle, les échephiles

européens ont considéré le probléme de déterminer le nombre minimum de reines qui

peuvent étre placées sur I'échiquier de telle sorte que toutes les cases de ce dernier soient
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attaquées ou occupées par une reine. La Figure 1.12. montre un ensemble de SiX reines

qui attaquent ou dominent toutes les cases de I'échiquier

A cette méme époque, on croyait que le nombre minimum de reines pour dominer les

cases d’un échiquier 8 x 8 était 5. Ce qui est d’ailleurs vrai.

Figure 1.12: Les reines dans échiquier.

Le probléme de domination des cases d’un échiquier peut étre présenté d’une maniére

plus générale pour n’importe quelle pi¢ce du Jeu d’échecs en un probléme de domination

des sommets d’un graphe. En effet, soit G = (V, E) un graphe simple dont les sommets

représentent les cases de P'échiquier. Deux sommets de G sont adjacents si on peut se

déplacer & partir de ’'un vers ’autre en

[=1

n coup de la piéce considérée. Un sous-ensemble

de sommets D de V est un dominant de

)

si tout sommet de V — D est adjacent

g

. a1 ing

111 1Y

un sommet de D. Le cardinal minimum d’un ensemble dominant de G, appelé nombre
de domination, est noté (). Tout ensemble dominant de cardinal ¥(G) est appelé v(G)-
ensemble. Le cardinal maximum d’un ensemble dominant minimal de G appelé nombre
de domination supérieur est noté I'(G).

Not one !
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g
de domination. Dans la Figure L.13, v(G) = 2, mais il existe trois 7(G)-ensembles :
Dy = {v1,v6}, Dy = {va,v6}, D3 = {v4, v6}. Notons qu’un ensemble dominant est minimal

si et seulement si pn[v, D] % 0 pour tout v € S

Bien que I'histoire de I’étude mathématique des ensembles dominants n’a commencé
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qu'a la fin des années 50 du siecle précédent, ce sujet a des origines qui remontent i

1862, quand JAENISCH 6] a étudié le probléme des reines dans un jeu d’échecs présenté
précédement.

En 1958, BERGE [7] donna une formulation de 1la, domination dans les graphes orien-
tés et appela le nombre de domination coefficient de stabilité externe. En 1962,0RE [8]
publia son livre de théorie des graphe dans lequel il utilisa pour la premiér fois les appel-
lations "ensemble dominant® et "nombre de domination” quoi qu’il ait noté ie nombre de
domination d(G).

Quoi qu’il en soit, I’article de COCKAYNE et HEDETNIEMI [9] publie en 1977 qui a
fait le tour des résuitats obtenus dans ie domaine de la domination a été e premier indice
du grand intérét que portaient les chercheurs pour ce domaine & cette époque.

La domination a pu attirer plus d’attention dans les années qui ont suivi et en 1990,
HEDETNIEMI et LASKAR [10] ont publié¢ un numéro dans la reine spécial de discrete
maths consacré entiérement & la domination. La bibliographie de 1990 a révélé une aug-
mentation impressionnante du nombre de références dans ce domaine. En effet, dans une
période de 30 ans, ce nombre est passé de 20 a 400 références. Cette croissance intensive
est actuellement plus évidente avec plus de 1200 références dont 950 Figurent dans le livre

de HAYNES, HEDETNIEMI et SLATER [1] publié en 1998.

1.4.1 Concept de domination

II se peut que ce grand intérét & la domination provienne en partie de Ia variété des per-
spectives avec lesquelles ce probléme peut étre vu. Par exemple, voici quelques définitions
équivalentes d’un ensemble dominant:

Recouvrement sommet-sommet: Un ensemble S C V est un ensemble dominant
du graphe G si tout sommet dans V — 3 possede au moins un voisin (est couvert ou dominé
par un sommet) dans S.

Intersection d’ensemble: Un ensemble S C V est un ensemble dominant du graphe

G si tout sommet z € V — S, N(z)N S = 0.



[\
D

Réunion de voisinages: Un ensemble S C V est un ensemble dominant du graphe

G si N[S]=| N[y =V.
ves
Fonction de domination: Soit [ la fonction f : V — {0, 1} telle que pour tout

Fla) > 1
J \Ll// 1 o B
uEN [v]

1.4.2 Quelques types de domination

Une autre movitation pour I’étude de la domination est la possibilité de former de nouveaux
parameétres de domination. En effet, beaucoup de parameétres de domination ont vu le
jour en combinant la domination avec une ou plusieures propriété (s) ou condition (s)

supplémentaire (s) P dans les graphes. Ainsi, des paramétres peuvent é&tre définis en

I'ensemble dominé ou méme sur la fagon de dominer. considérons maintenant quelques

types de domination parmi ceux qui feront I'objet des prochains chapitres:

Vs

La domination totale: La dom

nar
Arzzaa z2 o

DAWES, et HEDETNIEMI [11]. Un sous-ensemble [ de V est dit dominant total de G
si tout sommet de V posséde un voisin dans D. Le nombre de domination totale, noté
74(G), est la taille minimum d’un ensemble dominant minimal total de . Dans la Figure

1.13, 'ensemble D = {v1,vs, v6} est un ensemble dominant total minimum, d’ou v, = 3.
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ensemble d’individus tels que:
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i) Tout individu non membre du comité connait au moins un membre du comité.
L’ensemble des individus du comiié représente un dominant.

ii) Tout membre du comité connait au moins un autre membre du comité pour qu’il
ne soit pas isolé. Ainsi I'ensemble des membres du comité représente un dominant total.
Le pius petit comité en taille avec ces propriétés est un -y,~ensembie dans e graphe des

connaissances sur ’ensemble des individus.

La domination localisatrice : La noti
introduit par P.J. SLATER [12]. Un sous-ensemble D de V est dit dominant localisateur
de G si D est un ensemble dominant de (¢ et, de plus, pour toute paire de sommets
u,vdeV —D,Nw)ND # N(u)ND. Le nombre de domination localisateur, noté
YL, est le cardinal minimum d’un ensemble dominant localisateur de (. Dans la Figure
1.13, ’ensemble D = {v1,v9, vg, vz} est un ensemble dominant localisateur minimum, d’ou
T =4

La domination multiple : Le concept de la k-domination a été introduit par FINK
et JACOBSON [13] en 1984. Un sous ensemble D de V est dit dominant multiple ou
k-dominant de G si tout sommet de V — D posséde au moins k voisins dans D. Le
nombre de domination multiple ou nombre de k-domination, noté par 71(G), est la taille
minimum d’un ensemble dominant multiple minimal de G. Dans la Figure 1.13, si k = 2,
alors ’ensemble D = {v1, v, v3, vy, v} est un ensemble dominant multiple minimum, d’oi
Y2 = 5.

Pour son application, on considére le probléme de la localisation des radars pour con-
troler une région donnée : Un certain nombre de points stratégiques A, B, .. (les cellules)
sont surveillés par des unités militaires pourvues de radars ; On exige que chaque cellule
soit surveiller par au moins % radars. Le probléme consiste & déterminer le nombre mini-
mum de radars & installer ainsi que leur emplacement de telle sorte qu’on contréle toutes
les ceilules en respectant ia contrainte de ia, k-domination.

La domination double : Le concept de la domination double a été introduit par

HARARY et HAYENES [14]. Un sous-ensemble D de V est dit dominant double de
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G si tout sommet de V est dominé par au moins deux sommets de D, c’est & dire ou
bien le sommet v € D et posséde au moins un voisin dans D, oubienv € V — [ et
posséde au moins deux voisins dans D. Le nombre de domination double, noté ., est le
cardinal minimum d’un ensemble dominant double de G. Dans la Figure 1.13, ’ensemble

D = {vy, vy, V3,7, Vg } est un ensemble dominant douple minimum, d’ou Vo = 5.

La domination couplée : La domination couplée a été introduite par HAYNES

et SLATER [15]

L 4

Un sous-ensemble D de V est dit dominant couplé de G si D est un
dominant de G et le sous graphe induit par D admet au moins un couplage parfait.
Le nombre de domination couplée, noté Vi (G), est le cardinal minimum d’un ensemble
dominant couplé de (G. Par exemple dans la Figure 1.13, Pensemble ) — {va, v3, Vs, vr }
est un ensemble dominant couplée minimum, d’ou Vpr = 4.

Pour son application on considére le probléme du placement des gardiens dans une
prison de tel facons que chaque gardien doit avoir un partenaire désigné. Dans ce cas

I'ensemble D cherché n’est autre qu’un ensemble dominant couplé minimum.

Dans ce mémoire nous ne considérons que ’aspect théoriques des probiémes de dom-
ination. Puisque le probléme de détermination des parameétres de domination dans les
graphes est NP-complet en général (voir la définition de la NP-complétude dans la sec-
tion suivante), la recherche d’algorithmes polynomiaux dans des classes particuliers de
graphes ayant des structures simples s’avére I'un des problémes les plus intéressants liés a

la domination, par exemples : les arbre et les graphe bipartis, etc.

1.4.3 Les sommets u—bouns et u—mauvais

Dans un graphe G = (V, E), et pour un parameétre p(G), le sommet v de V est p1—bon g’il
est contenu dans au moins un u(G)-ensemble, et quil est y-mauvais sinon. On note par
1g (resp. pb) le nombre de sommets de V' qui sont p-bons (resp. j-mauvais)

Un graphe G est est dit :

e p-excellent si tout sommet de V est p-bon, en d’autres termes si pb = 0.
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e p-recommandable (ou p-acceptable) si pg > pb > 1.
® j-juste (ou p-équitable) si pub = ub.

e p-pauvre (ou p-indésirable) si 0 < 1g < b,

Ce concept a été introduit par FRICKE et al. dans [16] ou ils ont posé Ie probleéme de
la caractérisation des graphes y—excellents pour un paramétre 1(G) tel que u(G) = 1(@),

(@) ou B(G).

1.5 Complexité algorithmique

Le concept d’algorithmes a été souvent défini par des termes équivalents pius ou moins
précis : méthode, procédé, processus,. . . ..etc. Ces termes indiquent 1'utilisation de regles
ou d’instructions pour obtenir un résultat en un nombre fini d’étapes.

Le terme d’algorithme tient son origine du moyen orient du savant ABOU DJAAFAR
MOHAMMED IBN MOUSSA el KHAWARIZMI dans un ouvrage considéré comme le
propulseur de ce domaine clé des mathématiques.

Un algorithme de résolution d’un probléme (F) donné est une procédure décomposable
en opérations élémentaires transformant une chaine de caracteres représentant les données
de n’importe quel exemple ou instance du probléme (P) en une chaine de caractéres
représentant les résultats de (P).

La performance d’un algorithme est généralement mesurée selon la relation existante
entre la taille de Iexemple traité (exprimée en termes du nombre f(n) de caractéres
nécessaires d’opérations élémentaires). Les opérations élémentaires & comptabiliser sont
principalement les quatre opérations usuelles, les affectations et les comparaisons. Le
codage des données est tel que 'encombrement mémoires nécessaire pour stoker un nombre
positif N, est égale au plus petit entier supérieur ou égal a loga(N +1).

Un algorithme est dit efficace ou encore polynomial si le nombre total d’opérations

élémentaires effectuées pour aboutir & la solution est borné par un polynéme en la taille
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du probléme. Autrement dit : il existe deux constantes C' et £ telles que f(n) = Cn*. Un
tel algorithme a une complexité O(n*).

Un probléme est dit polynomial ou appartient a la classe P (problémes déterministes
polynomiaux) s’il existe un algorithme polynomial ou efficace pour le résoudre. Les prob-
lémes de la classe P sont dits « faciles ».

Un probléme d’optimisation combinatoire consiste & chercher une meilleure solution
parmi un ensemble fini de solutions réalisabies. A chaque probléme d’optimisation com-
binatoire, on peut associer un probléme de reconnaissance de la maniére suivante :

Soit un probléme d’optimisation combinatoire :

Trouver s' € S | f(s') = min{f(s) | s € S}

Soit un nombre a, on définit le probléme de reconnaissance ou de décision associé

Existe-t-ilun s' € S | f(s') < a ?

Un probléme d’optimisation combinatoire est au moins aussi difficile que le probléme

reconnaissance n’est pas plus facile que le probléme d’optimisation combinatoire. En
d’autres termes, cela signifie qu’un probléme d’optimisation combinatoire est souvent du

meme niveau de difficuité que ie probiéme de reconnaissance associé.

Pour la plupart des problémes d’optimisation combinatoire que 'on connait, on ne
dispose pas d’algorithmes de résolution efficaces.

Un probléme de décision est dit dans N P (problémes non déterministes polynomiaux)
(resp. CO — NP) si dans la réponse est affirmative (resp. négative), on peut produire un
certificat qui permet de vérifier en temps polynomial Ia réponse donné.

Etant donné que les algorithmes efficaces sont des algorithmes non déterministes, il est
clair que P C NP. Mais la classe NP contient des problémes pour lesquels on ne connait
pas d’algorithme polynomial de résolution. La conjecture P # NP demeure cependant
ouverte.

On dit qu'un probléme (P;) se réduit en temps polynomial & un probléme (P,) s'il

existe un algorithme pour (P;) qui fait appel &4 un algorithme de résolution de (P,) et si cet
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algorithme de résolution (P;) est polynomial lorsque la résolution de (Py) est comptabilisée
comme une opération éiémentaire.

Un probléme de décision dans NP est dit N P-complet si tout probléme de la classe
NP peut lui étre réduit en temps polynomial. Ainsi, s'il existe un algorithme polynomial
permettant de résoudre un probiéme N P-complet, ii existerait un algorithme polynomial
pour tous les problémes de la classe NP.

Les problémes N P-durs sont des problémes au moins aussi difficiles que les problémes
N P-complets et tout probiéme d’optimisation combinatoire doni ie probiéme de recon-
naissance est N P- complet est N P-dur.

Le probléme de reconnaissance d’une classe de graphes : étant donné un graphe G,

peut-on reconnaitre par un aigorithme polynomial si G appartient 4 une ciasse donné ou

1nomn.
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LES GRAPHES i —EXCELLENTS

De nombreux chercheurs se sont intéressés a caractériser les sommets de G qui sont dans
tout ou dans aucun ensemble de cardinalité Q). En effet, HAMMER et al. [2], ont car-
actérisé ces sommets dans un graphe pour les ensembles indépendants avec les cardinalités
maximales. MYNHARDT [3], a caractérisé les sommets appartenant & tout ou & aucun
ensembles dominant minimum dans les arbres, COCKAYNE et al. [ 17], ont caractérisé
I’ensemble des sommets appartenat a tout ou & aucun dominant total minimum dans les
arbres et BLIDIA et al. [4], ont caractérisé I'ensemble des sommets contenant dans tout

ou dans aucun ensemble dominant double minimum dans les arbres....ect.

2.1 Les arbres y-excelients

Avant de présenter les arbres ~v-excellents, nous donnons quelques résultats concernant

les graphes y-excellents d’une maniére générale. FRICKE donne les remarques et les

propositions suivantes:

Remarque 2.1. [16] Pour tout graphe G tel que G # K, alors tout sommet support de

G est y-bon et il existe un Y(G)-ensemble qui contient tous les sommets support de G.

Remarque 2.2. [i6] 5i G est un graphe y-excellent, alors tout sommet pendant de G est
dans au moins un Y(G)-ensemble et il nexite aucun sommet pendant de G' qui soit contenu

dans tout y(G)-ensemble.

Remarque 2.3. [16] Si G est un graphe ~y-excellent, alors tout sommet support de G n’est

adjacent qu’a un seul sommet pendant.
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Proposition 2.4. [16] Tout graphe est un sous graphe induit d’un graphe y-excellent.

Remarque 2.5. /] 6/ Il n’existe pas de caractérisation des graphe y-excellent en terme de

sous graphes induits interdits.

Maintenant nous donnons des resuitats sur des arbre y-excelients.

2.1.1 Caractérisation descriptive des arbres v-excellents

Dans [16], FRICKE et al. ont donné une caracterisation descriptive des arbres y-excellents.
Ils ont définit la famille F par les couronnes des étoiles et les couronnes des doubles étoiles.
Comme la couronne Go K; de tout graphe G est y-excellent. Dans [16], FRICKE et al. ont

montré que tous les arbres 7' qui sont v-excellents avec diam(T') < 5 sont des couronnes.

Théoréme 2.6. [16] Un arbre non trivial T avec diam(T) < 5 est y-excellent si et

seulement si T € F.
Corollaire 2.7. [16] Si T ¢ F est un arbre v-excellent, alors diam(T) > 6.

Il est clair que, la couronne P o K1 qui est y-excellente atteint cette borne, mais les
couronnes ne sont pas les seuls graphes excellents atteignant cette borne inférieure. Parmi
les graphes excellents atteignant cette borne nous pouvons citer la famille des étoiles

subdivisées.

2.1.2 Construction d’une classe des arbres v-excelients

Dans [16], FRICKE et al ont "construit" une classe d’arbres v-excellents, c’est & dire qu’en
partant de deux arbres y-exceilents d’ordre au moins 4, et en opérant sur ces deux arbres
une "construction" qu’on définira plus loin, ils produisent une famille d’arbres y-excellents.

Cette construction est fondée sur le lemme suivant:

Lemme 2.8. [16] St T est un arbre v-excellent d’ordre n 2> 4, alors i existe un +(T)-

ensemble S tel que S n'est pas un indépendant.
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Nous définissons a présent la construction des arbres notée A développée dans [16]

obtenue & partir des étapes suivantes :

1. Soient T; et T deux arbres y-excellents d’ordre au moins 4 et soient S1 un y(T)-
ensemble et Sy un y(T3)-ensemble tels que S (resp. S3 ) n'est pas un ensemble
indépendant de 73 ( resp. de T). Soient w un sommet non isolé dans (S), le sous
graphe induit par S; et v un sommet non isolé dans (S5) le sous graphe induit par

oy

9.

2. Soit T I'arbre obtenu & partir des deux arbres T} et T3 en reliant le sommet v« de S1

au sommet v de Sy par I’aréte uv alors, il s’ensuit ia proposition suivante:

Proposition 2.9. [16] L arbre obtenu par la construction A est un arbre y-excellent
2.1.3 Caractérisation des arbres v-exceiients

Nous présentons dans la suit une caractérisation des arbres y-excellents basée sur la déter-
mination des sommets contenus dans tout ou dans aucun y-excellents d’un arbre.
1-Les sommets appartenant & tout ou 4 aucun y-ensemble d’un arbre

Avant de présenter les résultats, donnons les définition et notations suivantes:

Définition 2.10. [$/ Dans un arbre T, on définit les ensembies A(T) et N(T) par:
A(T)={veV /v est dans tout Y(T')—ensemble};
N(T)={v €V / v nest pas dans aucun v(T)—ensemble}.

Afin de faciliter la représentation, nous utiliserons souvent des arbres enracinés, on
définit un arbre enraciné en un sommet r comme un arbre pendu en r, c’est a dire une
arborescence de racine r (arbre orienté) ou l'orientation est implicite, c’est & dire que les
sommets sont classés par niveaux suivant leur distance par rapport au sommet racine r.
On définit le sommet parent P(v) de v comme étant le sommet de niveau plus haut que v
et adjacent a v. Le sommet u est un sommet fils de v si p(u) = v, un sommet fils n’a qu’un

seul parent mais un parent peut avoir plusieurs fils. Un sommet u est un descendant de v
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s'll est situé sur un niveau inférieur & celui de v et il existe une chaine (allant d’un niveau
a un niveau plus bas) reliant v et u. On note pour un sommet w d’un arbre enraciné 7:

C(w) ={u € V / u est un sommet fils de w},

D(w) = {u € V' / u est un sommet descendant de w},

Dlw] = D(w) U {w}, et

Tw=D[wNT.

On note par L(T) ’ensemble des sommets pendants de T et par S(T) 'ensemble des
sommets supports de 7. Un sommet de degré au moins trois est dit sommet branches et
on note par B(T) 'ensemble des sommets branches de T. Une chaine P dans T est dite
une chaine v — L chaine, si elle joint v & un sommet pendant de 7. On note la longueur
de P par I(P), et pour j = 0,1 et 2, on definit:

C¥(v) = {u € C(v) : 1, contient une u — L chaine P avec I(P) = j(mod 3)}.

Pour un arbre T' enraciné en un sommet (T = T,) dans lequel degr(u) < 2,Vu €

V(T) — {v}, les ensembles A(T) et N (T') sont caractérisés par le théoréme suivant:

Théoréme 2.11. [8] Soit T un arbre enraciné en un sommet v avec degp(u) < 2, Vu €

V(T) — {v}, alors:
o v € A(T) si et seulement si |CO(v)| > 2.
o v € N(1') si et seulement si CO(v) = () et Cl(v) # 0.
Processus d’élagage d’un arbre par rapport 4 la domination [3]:
Nous décrivons maintenant une technique appelée élagage d'un arbre (en anglais, tree

pruning) qui permet de caractériser les ensembles A(T) et N(T) pour un arbre T quel-

conque.

Pour n’importe quel sommet w d’un arbre enraciné T, I'ensemble de toutes les u —

chaines dans T, est noté II(u). Pour j = 0,1, 2, on définit:

IV (u) = {P € U(u) | I(P) = J(mod 3)}.
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L’¢lagage de T est effectué par rapport au sommet racine.Supposons que 7" est enraciné
env (T =T,). Soit u le sommet branche a distance maximum de v (notons que |C/(u)| > 2
et deg(z) < 2 pour tout z € D(u)).

Pour tout w € C(u), une priorité est assignée & w ou & la chaine P e II(w), ou
w® € COu) et PO ¢ IT%(u) ont une priorité supérieure a celle de w' € C'(u) et P! € T1' ()
qui ont encore une priorité supérieure  celle de w? € (2 (u) et P? € T1%(u).

Soit z le fils de u ayant Ia plus grande priorité. Pour tout w € C(u) — {z}, effacer
Dlw]. Cette étape de I'élagage, ou tous les fils de excepté un sont effacé avec leurs
descendants pour donner un arbre dans lequel u est de degré 2, est appelé un élagage de
Ty en u. Ce processus est répété Jusq’a 'obtention d’un arbre T, dans lequel deg(u) < 2
Vu € V(Ty) — {v}. (T, est Darbre élagué obtenu a partir de T;). Afin de simplifier les
notations, on écrit 6j( v) au lieu de C,%U( v).

Venons maintenant aux résultats montrons qu'un sommet v d'un arbre 7' est dans
tout <y-ensemble (resp. dans aucun v-ensemble) de T si et seulement si v est dans tout

7-ensemble (resp. dans aucun v-ensemble) de I’arbre T,,.

Théoréme 2.12. [3] Soit un arbre T' enraciné en un sommet v et soit T, [’arbre élagué
obtenu & partir de T. Pour tout v-ensemble X de T, il eziste un v-ensemble X de T tel
que v € X si et seulement si v € X. Réciproquement, pour tout v-ensemble X de T, il

existe un y-ensemble X de T, tel que v € X si et seulement si v e X.

Corollaire 2.13. [3] Pour tout arbre T et tout sommet v de T , v €A(T) si et seulement

si|C%v)| > 2, et v € N(T) si et seulement si CO(v) =0 et CL(v) £ 0.

Ayant caractérisé l’ensemble N (T') des sommets de T qui n’appartiennent & aucun
v(T")-ensemble pour tout arbre T', nous en déduisons le corollaire suivant qui donne une

caractérisation des arbres y-excellents.

Corollaire 2.14. [3] Un arbre T est y-excellent si et seulement si pour tout sommet v de

T, T°(v) # 0 ou T (v) £ 0.
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2.2 Les arbres i-excellents

2.2.1 Une caractérisation constructive des arbres -excelients

Un arbre T est dit i-excellent si tout sommet de T appartient & au moins un (7’)-ensemble.
Avant de passer & la caractérisation des arbres 7-excellents, nous présentons un résuitat
obtenu par FRICKE et al dans [16] au niveau duquel il est prouvé que tout arbre -

excellent est un arbre i-excellent.

Théoréme 2.15. [16] 5i T est un arbre v-excellent, alors v(T) = i(T) et T est un arbre

i-excellent.

Notons que la réciproque n’est pas vraie & savoir quun arbre i-exceilent n’est pas
nécessairement un arbre vy-excellent. En effet, prenons par exemple la double étoile Basp
avec p > 2, Sy, est i-excellente mais elle n’est pas 7y-excellente. Notons aussi que le
théoréme précédent ne peut étre étendu aux graphes bipartis complets. En effet, le graphe
biparti complet K, avec p > 3, est y-excellent et i-excellent mais

Y(Kpyp) =2 # i(Kp,) = p, et pour 3 < P < g, K, 4 est y-excellent mais non i-excelient
et de plus (K, ) = 2 # i(K,,) = p.

Dans [18] HAYNES et HENNING ont établi une caractérisation des arbres i-excellents
en construisant la famille 7° des arbres i-excellents et ce en effectuant de maniére récursive
les deux opérations définies ci-dessous:

La famille 7 : Soit 7 la famille d’arbres qui peuvent &tre obtenus & partir de Ia séquence
d’arbres T, ..., T; (§ > 1) tels que T} est une double étoile Sppavecp>1let T =T et si
J 2 2,Ti41 peut étre obtenu récursivement a partir de T; pour ¢ = 1,...,j — 1 & laide de
I'une des deux opérations T} et T definies comme suit:

Le statut d’un sommet v, noté sta(v), peut &tre A ou B: Initialement, sta(v) = A
siv € S(11) (S(T1) est ’ensemble des sommets support de T7) et sta(v) = B pour tout
sommet pendant de 7. Une fois qu’un statut est attribué & un sommet, ce statut demeure

inchangé au cours des operations de construction de I’arbre T:
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Opération 7;. Tj,; est obtenu & partir de 7; en ajoutant une étoile St (> 1) de
centre w, une aréte wy ou y € V(T;) et sta(y) = A et t — 1 sommets pendants adjacents
a y. Poser sta(w) = A et sta(v) = B pour tout nouveau sommet pendant v.

Opération 7;. T;,; est obtenu a partir de 7; en ajoutant une double étojle Ster1 €t
I'aréte wy ot w est le sommet de Sti+1 qui est adjacent & ¢ > 0 sommets pendants et
y € V(T;) avec sta(y) = B. Poser sta(v) = Asiv € S(S;41) U {w} et sta(v) = B pour
chaque nouveau sommet pendant ajouté a Tj.

Il s’ensuit de cette construction le théoréme qui donne une caractérisation des arbres

i-excellents:

Théoréme 2.16. [18/ Un arbre T est i-excellent si et seulement s1 T € {K1, K3} ou bien

TeT.

2.3 Les arbres v,-excelients

On rappelle qu’un graphe G = (V, E) est y,-excellent si tout sommet de V' appartient &
un ,(G)-ensemble. Partant de cette définition on peut voir que tout graphe complet est
Yi-excellent, il en est de méme pour tous les cycles ainsi que pour tous les graphes bipartis
complets K, , et ce quels que soient p>letg>1.

Nous présentons & présent quelques observations et propositions concernant les graphes
7-excellents d’une maniére générale, ensuite nous nous intéresserons & une classe partic-

uliére de graphes v,-excelients que sont ies arbres.

Remarque 2.17. [19] Tout sommet support d’un graphe G doit étre dans tout 7:(G)-

S L7,
EIoClituLe.

Proposition 2.18. [19] Tout graphe H est un sous graphe induit d’un graphe v,-excellent.

Suite & cette proposition, DAUTERMAN a déduit le coroliaire ci-aprés:

Corollaire 2.19. /1 9] Il n’eziste pas de caractérisation des graphes v,-excellents en terme

1C 80US Giraniee didsista fimtmmdita
ue sous yi WPEs 1nauits tteraits.
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Dans [19] DAUTERMAN a montré une propositon concernant les chaines Y-excellentes

Proposition 2.20. [19] Toute chaine P, avecn =3 ou n = 2(modd) est y,-excellente.

2.3.1 Une caractérisation constructive des arbres v,-excellents

Dans [20], HENNING a donné une caractérisation construtive des arbres ~V-excellents.

Avant de présenter cette caractérisation, nous donnons les définitions nécéssaires a la

compréhension de cette approche constructive.

Définition 2.21. [20] Etant donné un graphe G = (V, E), le nombre de domination totale
d’un graphe G relatif & un sommet v de V, noté v{(G), désigne la cardinalité minimale
d’un ensemble dominant total de G contenant le sommetl v. Un ensemble dominant total

relatif & un sommet v, de cardinalité (G) est appelé un v¥(G)-ensemble.

Comme conséquence de cette définition, nous pouvons dire qu’un graphe G = (V, E)

est v,(G)-excellent si pour tout sommet v de V, % (G) = 7,(Q).

Définition 2.22. [20] Etant donné un graphe G = (V, E) un ensemble quasi dominant
total de G relatif & un sommet v de V est un sous ensemble de sommets de V' qui domine
lotalement tous les sommets de G exceplé le sommet v éventuelllement. Le nombre de
quasi domination totale, noté (G, v), désigne la cardinalité minimale d’un ensemble

quasi dominant total relatif au sommet v.

Définition 2.23. [20] Etant donnés un graphe G = (V, E), et U un sous ensemble de
somimels de 'V, on dit que S un sous ensemble de V. est un dominant total de {'ensemble U
dans G si l’ensemble S domine totalement ’ensemble U. Le nombre de domination totale
d’un ensemble U, noté v,(G,U), désigne la cardinalité minimum d’un ensemble dominant

total de U.

Nous présentons a présent la famille 7" des arbres vexcellents.

La famille 7: Soit 7 la famille d’arbres qui peuvent étre obtenus & partir de la

séquence d’arbres T7,..,T; (5 > 1) tels que 7 est une étoile Sippourr>let T = T; et



sij > 2, Ti11 peut &tre obtenu récursivement &, partir de T; pour i = 1,.., 5 — 1 & 'aide de
I'une des quatre opérations T4, Ty, T3 et Ty définies ci-dessous.

Le statut d’un sommet v; noté sta(v), peut étre A, B ou C. Initialement, si 7} = Ko,
alors sta(v) = A pour tout sommet v de Ty et si T1 = Ky, avec 7 > 2, alors sta(v) = A
pour le sommet central de 77, sta(v) = B pour tout sommet pendant de T} excepté pour
un seul auquel le statut C' est attribué. Une fois qu'un statut est attribué & un sommet,
ce statut demeure inchangé au cours de ia construction de I’arbre T sauf pour un sommet
de statut C' qui peut passer au statut A.

Opération 7;. Ty, est obtenu & partir de 7; en ajoutant la chaine u, W', w, z et aréte

uy ouy € V(T;) et sta(y) = A. Poser sta(u) = sta(w’) = B et sta(w) = sta(z) = A.

Opération 7;. T}, est obtenu & partir de 7; en ajoutant une étoile Sy pour t > 3 de
centre w telle que I’aréte uw est subdivisée et en ajoutant aussi I'aréte uy ou y € V(T;)
avec sta(y) = A. Poser sta(w) = A, sta(z) = C pour exactement un sommet pendant z

adjacent & w et sta(v) = B pour tout sommet v restant ayant été ajouté a 7.

Opération 73. Ty, est obtenu 3 partir de 7; en ajoutant la chaine u, w, z et 'aréte uy
ouy € V(T;) et sta(y) = B: Poser sta(u) = B et sta(w) = sta(z) = A. Sile sommet ¢/ de
statut A adjacent & y est adjacent & un sommet ¢ de statut C et si 3 n’est pas un support

fort dans T, alors on change le statut du sommet ¢ qui passe du statut C' au statut A.

Opération 7. Ti,; est obtenu & partir de 7; en ajoutant une étoiie Si14 pour t > 3
de centre w et I'aréte uy ot y € V(') avec sta(y) = B et u est un sommet adjacent & w.
Poser sta(w) = A, sta(z) = C pour exactement un sommet pendant z(z # u) adjacent a
w et sta(v) = B pour tout sommet v restant ayant été ajouté a T;. Sile sommet 3/ de
statut A adjacent & y est adjacent & un sommet ¢ de statut C , et si ¥ n’est pas un support

fort dans T, alors on change Ie statut du sommet ¢ qui passe du statut C' au statut A.

Avant de présenter le résultat principal de ce paragraphe, nous donnons quelques re-

marques et résultats établis par HENNING dans [20].
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Définition 2.24. [20/ Si T € T et T est obteny par la séquence Th, .., T,,, on dit que T

est de longueur m dans T'.

Remarque 2.25. [20] $i T € T, alors le nombre de sommets de statut A ou C est égal

a deuz fois ia longueur de T .

Remarque 2.26. [20] Si T est un arbre non trivial et v ¢ V(T), alors

3

Y (T7 ’U) S 7t(

Théoréme 2.27. [20] Soient T € T de longueur m dans T, v un sommet de T et U

Lok A 44 g Y e
vutL A ou un starut O. AL0TS

Vemeommble doc crvsivete de T8 g 5
L ENLSETINVLE GES SOMITLELS G.€ 1 ayarnt ur sva

T est un graphe v,-excellent et ,(T) = 2m;

o Susta(v) = A, alors v,(T) = v/(T,v) + 1;

'Yt(Ta U) = ﬁl/t(T);

e 5usta(v) = B ou C, alors v,(T) = ¥(T, v);

Si sta(v) = A, alors aucun sommet pendant nest o distance 2 ou 3 de v.

Au vu de tout ce qui a été developpé, nous énoncons le théoréme étabii par HENNING

qui donne une caractérisation de la famille des arbres ve-excellents.

~7

Théoréme 2.28. 20/ Un arbre non iriviai T est Ye-excelient si et seulement si T € T.

2.3.2 Une autre caractérisation des arbres vs~excellents

Nous présentons dans le paragraphe qui suit une caractérisation des arbres vs-excelients
laquelle caractérisation est basée sur le fait quun arbre T" est 7,-excellent si et seulement
sl I'ensemble de ses sommets qui n’appartiennent & aucun v-ensemble est un ensemble
vide.

1-Les sommets appartenant a tout ou & aucun 7-ensemble d’un arbre

Nous commencons d’abord par les définitions et notations suivantes:
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Définition 2.29. [17] Dans un arbre T, on définit les ensembles Ai(T) et Ni(T) par:
AT)={v eV /v est un dans tout Y¢(T')—ensemble};

N(T)={v eV /v nest pas dans aucun Y¢(T)—ensemble} .

efinition 2.30. [17] On définit dans un arbre enracing T les ensembles suivants:
e L(v) = D(v) N L(T);
o Li(v)={ue L(v) | d(u,v) = j(mod4)}:j=0,1,2,3.

Observation 2.31. /21 | Tout support doit etre dans tout Y¢-ensemble.

Théoréme 2.32. Soit T un arbre enraciné en un sommet v avec degr(u) < 2 Vu €

V(T) - {v}, alors:
o v €Ay(1') si et seulement si est un support ou bien [LY(v) U L2(v)] > 2;
° v € Ni(T) si et seulement si L'(v) U L2(v) = 0.

Processus d’élagage d’un arbre par rapport a la domination totale [17] 3

Décrivons maintenant le processus d’élagage d’un arbre T' qui permet de caractériser
les ensembles A,(T') et NVy(T) d’un arbre T. Etant donné un sommet u € T, on dit qu’on
attache une chaine de longueur g a w si on joint % & un sommet pendant de la chaine Py

Soit v un sommet de T qui n’est pas un support. L’élagage de T est éffectué par
rapport au sommet racine. Supposons alors que l'arbre T  est enraciné en v (T = T5).
Si degp(u) < 2 Vu € V(T;) — {v}, alors T, = TY. Sinon, soit w un sommet de B(T) a
distance maximum de v. Notons que |C(w)| > 2 et degp(z) < 2 Vz € D(w).

On applique le processus suivani:

o Si|L%(w)| > 1, effacer D(w) et attacher une chaine de longueur 2 & w.

o Si |[LY(w)| > 1, L*(w) = 0 et |L3(w)| > 1, effacer D(w) et attacher une chaine de

longueur 2 & w.
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o Si|LY(w)| > 1, L} (w) = L¥(w) = 0, effacer D(w) et attacher une chaine de longueur

iaw.

o Si L'(w) = L*(w) = 0 et |L3(w)| > 1, effacer D(w) et attacher une chaine de

longueur 3 & w.

o Si L'(w) = L*(w) = L3(w) = 0, effacer D(w) et attacher une chaine de longueur 4

a w.

Cette étape du processus d’élagage ou tous les descendants de w sont effacés et une
chaine de longueur 1, 2, 3 ou 4 est attachée 4 w pour donner un arbre dans lequel degr(w) =
2 est applée un élagage de T en w. On répéte ce processus jusqu’a ce qu’un arbre T, est
obtenu avec degr(z) < 2 Vo € T, — {v}. Pour simplifier les notations, nous écrirons fj(v)
au lieu de L% (v).

Puisque l’arbre T, vérifie les conditions du théoréme, le résultat suivant devient évident:
Théoréme 2.33. [17] Soit v un sommet d'un arbre T, alors:

o v €Ay(T) si et seulement si v est un support ou bien |fl(v) U fg('u)l >

o v € NY(T) si et seulement si fl('v) U fz(v) = .

2.4 Les graphes 7,,-excellentes

La premiére proposition sur les graphes Yxa-excellents est donne par KHELIFI dans [22].

Proposition 2.34. [22] Tout graphe est un sous graphe induit d'un graphe v, ,-excellent.
Suit & cette proposition KHELIFI déduit le corollaire suivant.

Corollaire 2.35. /22 Il n’existe pas de carctérisation des graphes vy, o-ezcellents en terme

de sous graphes induits intertdits.
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2.4.1 Caractérisation des chaines et chenilles Yxo-excellentes
Nous commencons tout d’abord par les remarque sur ies chaines

Remarque 2.36. [//Pour toute chaine P, avecn > 2, on a

%" +1 si 11 = O{mod 3)
7><2
n = »
2[3] 51 non

Remarque 2.37. [/] La chaine P, avec n = 2(mod 3) posséde un dominant minimum.
Ces remarques sont la base pour carctériser les chaines ¥xo-excellent.

Proposition 2.38. /22 Une chaine P, est Txa-excellente si et seulement sim = 2 ou

n =0 ou 1(mod 3).

Maintenant nous donnons les définitions et les résuitats qui sont utiles pour une carc-

térisation des chenilles v, ,-excellentes.

Définition 2.39. /22/ Une chaine C, dans un graphe G, est dite séparatrice si elie relie
deuz sommets supports de G et dega(v) = 2 pour tout sommet v de C.Une chaine sépara-
trice est dite séparatrice vy, q-excellente (CSE) si elle est constituée de n = 0 ou 2(mod3)
sommets el séparatrice non v,q-excellente (CSNE) si elle est constituée de n = 1(mod3)

sommets.

Proposition 2.40. /22] Si un graphe G est Yxa-€xcellent alors G ne contient pas de

CSNE.

Définition 2.41. /22] Une chenille est un arbre non trivial Te dont I’élimination de tous les
sommets pendants produit une chaine Py, = vy, vs, ., U appelée le squelette de la chenille
tel que chaque sommet de T, est ou bien sur la chaine ou bien adjacent & un sommet de
la chaine Py,. Le code d’une chenille T, est c(Te) = (c1,¢a, ... ) 00 ¢; est le nombre de
sommels pendants adjacents a un sommet v;. Il est & noter que cl # 0 et ¢, # 0. Aussi,

par convention, ¢; > c,.
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Théoréme 2.42. [22] Une chenille T, est v, q-excellente si et seulement si toutes ses

chaines séparatrices sont des CSE.

2.4.2 Caractérisation des arbres v,,-excellents

i-Les sommets appartenant a4 tout ou & aucun v,,-ensembie d’un arbre

Nous commencons tout d’abord par donner les définitions et résultats suivants:

Deéfinition 2.43. [4/ Soit T un arbre enraciné en un sommet v, P’(w) est I’ensemble
des sommets v € L(w) tels que d(w,v) = j(mod3) et degr(z) = 2 pour tout sommet

wintermédiaire x de la chaine w — w pour 7 = 0,1 ou 2.

Définition 2.44. [4] Dans un arbre T', on définit les ensembles Ayo(T) et Nyo(T) par:
Auo(T) ={v €V [ v est un dans tout v,4(T)—ensemble};

Nyo(T) ={v €V / v n'est dans aucun y,,(T)—ensemble}.

Lemme 2.45. [}/ Soient T" un arbre et v € V(T"). Soit T ’arbre obtenu a partir de T"

en attachant une chaine P3 a un sommet pendant v de T" avec v ¢ Nu], alors
© Vuo(T) = 7xa(T") + 2
o v €Ao(T7) si et seulement si v €Ays(T);
o v € Nyo(T") si et seulement si v € Nyo(T).

Définition 2.46. [4] Soit T' un arbre enraciné en v, on définit [’ensemble W*(T,) par :

W*(T,) = {w* € C(v) | L(w*) = P%(w*), |P*(w*)| > 2 et PO(w*) U P}(w*) = (}.

Remarque 2.47. [4/ Soit T un arbre enraciné en v avec [W*(T,)| > 2 et C(v) —W*(T,) #

0 et soit w* € W*(T,). Alors

o v €A (T)) si et seulement si v €Ay (Ty);

e v € Nyo(T)) si et seulement si v € Nyo(Ts,).
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Remarque 2.48. [/] Soit T un arbre enraciné en v. Soit w* € W*(T,) avec |P%(w*)| > 3.
Alors

® v €A(T}) s1 et seulement si v €A o (Ty);
® v € Nyo(T)) si et seulement si v € Nio(T).

Ou T, est arbre obtenu & partir de Ty en remplacant Diw*] par une chaine Ps de centre

£3

w*.
Pour la suite, nous admettrons que pour tout sommet w* € 7 (To), IC(w¥)| = 2.

Théoréme 2.49. [/] Soit T un arbre enraciné en v tel que degr(u) < 2Vu ¢ W*(T)U{v}.

on a:
a) v €A,o(T}) si et seulement si une au moins des conditions suivantes est verifiée:

- v est un sommet suppori;

- v est un sommet pendant;

- [P)] > 2

- [P°(v)] > 3;

- |PH(v)| = 1et |PO(v)| € {1,2};

- |PY(0)| =1, W* # 0 et P2(v) U PO(v) = 0;
- |P%(v)| = 2 et |P2(v)] > 1;

b) v € Nyo(T) si et seulement si |[P2(v)| > 2 et Pl(v) U PO(v) = 0.



2.5 Les graphes Tpr-excellents

Avant d’énnoncer les résultats relatifs aux arbres Ypr-€Xcellents, nous donnons des résuitats

et définitions concernant les graphes 7,,.-excellents d’une maniére générale.

Remarque 2.52. [22/ et /4] Dans un graphe G tout sommet suppori esi dans tout Vpr(G)-

ensemble.

rampl m

Proposition 2.53. [22/ Tout graphe est un sous graphe induit d’un graphe +,,.-exceiient.

Corollaire 2.54. [22] Il n'existe pas de caractérisation des graphes Vpr-excellents en terme

de sous graphes induiis inierdits.

Définition 2.55. [22] Une chaine séparatrice est dite Ypr-€xcellente (CSE) si elle est

L

b £ TR, I [ Y & -, 1 4\ L g st LYQATTY 0 77 % & SR, R
a4 orare 1 = 1 ou Z\oa 4) €L SEPArarTice mnomn 'YW-UILCEH(i'II;bﬁ (L/OJV_E// St ELLE G 0TaTre 1L = U
ou 3(mod 4).
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2.5.1 Caractérisation des chaines et chenilles Ypr-€Xcellentes
Remarque 2.57. [22] Pour toute chaine, Vor(Pn) = 2[2] et de plus on a:

sin = 0(mod 4).

=]

<3
i
&

Il
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® Ypr(Pn) =52 sin=1(mod4). .

22 sin = 2(mod 4).

°
.SEQ
&
I
5

© Vpr(Fn) =2 sin = 3(mod4).

Remarque 2.58. [22] Une chaine P, avec n = 0(mod4) possede un dominant couplé

manimum unique qui ne coniient aucun de ses sommets pendants.

Remarque 2.59. [22] Une chaine P, avec n = 3(mod 4) ne posséde aucun dominant

couplé manimum qui contieni ses deux sommets pendants.



L’¢élagage d’un arbre par rapport 4 la domination double [4]:

Supposons que [’arbre T" est enraciné en v qui n’est pas un support ni un sommet

pendant.

Si deg(z) < 2 Vz € (V(T) — W*(T,)) — {v}, alors T, = T,,.Sinon soit % un sommet de
B(T) a distance maximum de v. Notons que |C(u)| > 2 et deg(z) < 2 Vz € D(u).

On applique le processus suivant:
e Si [PH(u)] > 1, effacer D(u) et attacher une chaine /] (un sommet) & u.
e Si|P?*(u)| > 1,|P°v)| > 1 et P}(v) = 0, effacer D(u) et attacher une chaine P; & w.
o Si [P?(u)| > 2 et PO(v) U PL(v) = |, alors
— Siu € C(v), effacer D(u) et attacher deux chaines Py & w.
— Sid(v,u) =2 et p(u) ¢ B(T), effacer D(u) et attacher une chaine P, a w.
— Siu ¢ C(v) et d(v,u) # 2 ou bien p(u) € B(T), effacer D[u].
e Si |PO(u)| > 2 et P(u) U P%(u) = (), effacer D(u) et attacher une chaine Pj a wu.

Cette étape du processus d’élagage est appelée un élagage de T en u. On répéte ce

processus jusqu’a ce qu'un arbre T, soit obtenu avec deg(z) < 2 Vz € (V(T) — W*(T,,)) —

{v}. Comme exemple illustratif suivant.

Théoréme 2.50. [4] Soit v un sommet d’un arbre T, alors:
o v €Ayo(T,) si et seulement si v €Ayo(T,);
o v € Nyo(T,) si et seulement si v € Nyo(T,).

Ayant caractérisé 'ensemble Nyo(T') pour n’importe quel arbre T', La caractérisation

des arbres y,-excellents est équivalente & ce que cet ensembie soit vide.

Corollaire 2.51. [22] Un arbre T est y,q-excellent si et seulement si pour tout v € T,

| PA(v)]

IA

i ou P*(v) U P%(v) # 0 dans i’arbre T,,.



Proposition 2.60. [22] Une chaine P, est vy,.-excellente si et seulement si n = 3 ou

n =1 ou 2(mod4).

Proposition 2.61. [22] Une chenille T, est Ypr-€xcellente si el seulement si toutes ses

chaines séparatrices sont des CSE.

2.5.2 Caractérisation des arbres v,.-excellents

I-Les sommets appartenant & tout ou a aucun Ypr-ensemblie d’un arbre
Nous commencons tout d’abord par donner les définitions et résultats suivants:
Définition 2.62. [22/Dans un arbre T, On définit les ensembles Ay (T) et Ny (T) par:
Apr(T) ={v €V [/ v est un dans tout ~,,(T)—ensemble};

Nop(T) ={v € V | v n'est pas dans aucun v,,(T)—ensemble}.

Définition 2.63. [22] Soit T un arbre enraciné. Pour tout sommet v de T, on définit
l’ensemble:

Li(v) = {u € L(v) | d(u,v) = j(mod4)} et ce pour j =0,1,2 ou 3.

Nous donnons maintenant un résultat qui nous permettra de négliger des chaines P,

et qui sera utilisé pour caractériser les ensembles A, (T') et Np.(T').

Lemme 2.64. [22] Soient T" un arbre et v € V(T). Soit v’ un sommet de T’ tel que

N (W) — {v} # 0. Soit T I’arbre obtenu de T’ en attachant une chaine Py a w'. Alors :
o v €A, (T") si et seulement si v €A, (T);
® v € Np(T”) si et seulement si v € Ny (T).

Théoréme 2.65. [22] Soit un arbre T enraciné en un sommet v tel que degp(u) < 2

Vu € V(T') — {v}, alors:

o v €A, (T") si et seulement si ou bien v est un support ou bien |L*(v)| > 2 ou bien

|L'(v)| =1 et |[L*(v)| 2 1;
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® v € Np(T") si et seulement si |L3(v)| > 1 et L'(v) U L*(v) = 0.

L’élagage d’un arbre par rapport a la domination coupiée :

Supposons que P’arbre T est enraciné en v (I' = T,) (v n’est pas un support). Si
degy(u) < 2 pour tout sommet u € V(T) - {v}, alors T, = T,.. Si non, soit w un sommet
de B(T') a distance maximum de v.Notons que [C(w)| > 2 et degp(z) <2V € D(w).

On applique le processus suivant:

o Si [L*(w)] > 1, effacer D(w) et attacher une chaine Py aw.

o Si |[L'(w)| > 1, et L*(w) = 0 effacer D(w) et attacher une chaine P; a w.

° 5i|L¥(w)| > 1, et Li(w)U L*(w) = () effacer D(w) et attacher une chaine Ps a w.
o Si L*(w) U L*(w) U L3(w) = 0, effacer D(w) et attacher une chaine P; & w.

Cette étape du processus d’élagage ot tous les descendants de w sont effacés et une
chaine P, Py, P; ou Py est attachée & w pour donner un arbre dans lequel deg(w) = 2
est appelée un élagage de 7' en w. On répéte ce processus jusqu’a ce qu’un arbre T, est

obtenu avec degp(z) < 2 Vz € T, — {v}.

Théoréme 2.66. [22] Soit v un sommet d’un arbre T, alors:
o v €Ay (Ty) si et seulement si v € Ay (T,);
o v € Np(Ty) si et seulement si v € Ny (T,).

Corollaire 2.67. [22/ T est un arbre Vpr (T')-excellent si et seulement si 1l n'eziste aucun
sommet v de T' vérifiant |L*(v)| = 0 ou L'(v) U L2(v) # 0, dans Uarbre Tv obtenu par

l’élagage de larbre T' enraciné en v.



2.6 Les arbres ;-excellents

2.6.1 Caractérisation des chaines et chenilies v, -exceiientes

Avant de présenter les résultats qui concerne les chaines 1 -excellentes, nous donnons des

resultat qui concerne y; pour les chaines.

Théoréme 2.68. [23/ Soit P, une chaine d’ordre n avec n = 5k + r, alors on a:
e v (P,) =2k sir=0.
o v (Pn)=2k+1sir=1 ou?2.
° Vi (Pn) =2k+2sir=3oud.

Remarque 2.69. [2/] La chaine P, avec n = 0(mod5) posséde un v -ensemble unique,

et i ne contient aucun de ses sommets pandanis.

Remarque 2.70. [24] Soit la chaine obtenue en attachant une chaine Ps & l'un des

sommets pendants d’une chaine C’, alors on a v (C) = v.(C") + 2.

Maintenant nous donne la propositions qui donne une caractérisation des chaines ;-

excellentes.

Proposition 2.71. [2/] La chaine P, est vy -excellente si et seulement sin =4, oun =1

ou 3(mod5).

Définition 2.72. [24] Une chaine C dans un graphe G est dite chaine séparatrice, si
elle sépare deuzx sommets support de G et degg(v) = 2 pour tout sommet v de C. Une
chaine séparatrice C dans est dite chaine séparatrice vy -excellente (CSE) si elle est d’ordre
n = 2 ou 4(mod 5) et séparatrice non v -excellente (CSNE) si elle est d’ordre n = 0,1 ou

3(mod 5).

Théoréme 2.73. [2/] Si G est un graphe v, -excellent, alors G ne contient pas de CSNE.



Théoréme 2.74. [24] Une chenille T, est YL -excellente si et seulement si elle ne contient

pas de CSNE,.

I-Les sommets appartenant 4 tout ou & aucun Yr-ensemble d’un arbre

n~T

ous commencons tout d’abord par donner les définitions et résuitats suivants:

Définition 2.75. [25] et Dans un arbre T, On définit les ensembles A L(T) et NL(T) par:

A N __ Caz = %7 o 355Gt sian Aem e Eeaad o A
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Définition 2.78. [25] Soit T un arbre enraciné, Pour tout sommet v de T, on définit
l’ensemble:

L(v) = {u e L) | d(u, v) = j(mod5)} et ce pour j = 0,1,2,3 ou 4.

Avant d’énoncer un lemme qui nous sera utile par la suite, nous faisons les observations
suivantes.

o1 e

GObservation 2.77. [25] 5i T est un arbre de diameéire aw moins Z et y un sommet de

L(T), alors il existe un Yr-ensemble qui ne contient pas le sommet Y.

y [ 74 1 iy [ pass =T T T/ D\ Y a2 e o B
Observation 2.78. [256] Poui TEE L, Lityn) & NL(F,) si et seule-

ment si n = 0(mod 5).
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T tel que u # v, et soit T Uarbre obtenu G partir de T' en ajoutant une chaine P; =

{z1, Tg, T3, T4, T5} et laréte uz,. Alors:
* 1(T) =7(T) + 2
o v e AL(T") siet seulement siv € Ap(T);
® v € NL(T") s1 et seulement s1 v € Ny,(T).

Théoréme 2.80. [25] Soit un arbre T enraciné en un sommet v tel que degp(u) < 2

Vu € V(T) — {v}, alors:



° v € AL(T) si et seulement si (|L3(w)| > 2 ou |L3(w)| = 1) et [LY(w)| > 1.

° v € N(T) si et seulement si (L*(w) U L3(w) = 0 et |L*(w) U Li(w)| > 2) ou
(LM (w) U L(w) U L3(w) U Li(w) = 0 et |LY(w)| = 1).

L’élagage d’un arbre par rapport a la domination localisatrice:

Supposons que I’arbre T est enraciné en v (T =1T,) (v n’est pas un support). Si
deg(u) < 2 pour tout sommet u € V(T) — {v}, alors T, = T,,, sinon, soit w un sommet
de B(T) & distance maximum de v. Notons que |C(w)] > 2 et degy(u) < 2 V& € D(w).

On applique le processus suivant:

® Si [L'(w)| > 1, effacer D(w) et attacher une chaine P aw.

o Si [L*(w)| > 1, et L' (w) = 0 effacer D(w) et attacher une chaine P; & w.

o Si [LY(w)| > 1, et L*(w) U L3 (w) = ( effacer D(w) et attacher une chaine P, a w.

o Si L'(w)U L3(w) U LY(w) = Pet |L*(w)| > 2, effacer D(w) et attacher une chaine Py
aw.

o Si L'(w) U L3(w) U L (w) = Pet |L*(w)| = 1, effacer D(w) et attacher une chaine P
a w.

o Si L'(w)U LA (w) U L3(w) U LY (w) = fet |L(w)| > 2, effacer D(w) et attacher une

Cette étape du processus d’élagage ou tous les descendants de w sont effacés et une
chaine P, Py, P53, Py ou Ps est atiachée & w pour donner un arbre dans iequel deg(w) = 2
est appelée un élagage de T en w. On répéte ce processus jusqu’a ce qu’un arbre T, est
obtenu avec degp(z) < 2 Vz € T, — {v}.

Pour la compréhension de cette technique, nous donnons I’exempie illustratif suivant.

Soit T' I'arbre de la Figure 2.1. Les sommets Z,Y,z et w sont des sommets branches

vérifiant. |L'(z)| > 1, |[L3(y)| > 1, et L'(y) = 0, L*(2) U L%(2) U L3(2) U LA(2) = Qet



Ha
(0]

|L%(2)| > 2, |L4(w)| > 1, et LY (w)UL¥(w) = 0. D’aprés le processus on efface D(z,y, z,w)
et on attache une chaine P, & z, une chaine P & y, une chaine P; & z et une chaine Py a
w. On obtient 'arbre de la Figure 2.2.a. Dans la I’arbre de la Figure 2.2.a. les sommets
u et 1 sont des sommets branches vérifiant LM u) U L3 (u) U LA(u) = 0 et [L2(u)] > 2 et

LY(r)U L3(r) U LY(r) = fet |L2(r)| = 1, et alors on efface D(u,r) et on attache une chaine

Py & u et une chaine Ps a r qui nous donne ’arbre de la Figure 2.2.b.

Figure 2.1. Un arbre 7.
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Figure 2.2. Les étapes de 1'élagage a et b.
Dans la Figure 2.2.b. on a |L*(w)| > 1, donc et d’aprés le théoréme 2.80 v € Ay (T,).
Théoréme 2.81. [25] Soit v un sommet d'un arbre T, alors:
o v € Ar(Ty) si et seulement siv € Ar(T,);
o v € Np(T,) si et seulement siv € Ni(T,).

Corollaire 2.82. [25] Un arbre T est v -excellent si et seulement si N.(T,) = 0 pout
0

tout scommel v de DUarbre T (o_5-d « Damc arhre 3lamsé
ioul so A e i'a € (&G DJans yardre giague 1,

w 1iviioou U U

I3

|L?(v) U L*(v)| < 1 et [L3(v) U L?(v) U L' ()| # 0 et |L4(v)| # 1.

2.7 Problémes ouverts

Norig fnissons ce chanitre nar dannoar ~rialaiing mrn
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p-excellents d’une maniére générale.
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1. Caractériser les graphes pour lesquels on a égalité entre deux paramétres de domi-
nation.
2. Trouver pour certaines classes des graphes tels que les graphes bipartis et les ar-

bres, les algorithmes polynomiaux pour la détermination de ia valeur excate d'un

parametre de domination.
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LES GRAPHES 7,-EXCELLENTS

Boucoups de travaux ont été réalisés sur I’excelience dans les graphes. Nous citons Ies
travaux de HAMMER (voir [2]), de COCKAYNE, HENNING, MYNHARDT et DAUTER-
MAN (voir [17, 19]), de BLIDIA, CHELLALI et KHELIFI (voir [4]) et BLIDIA, R.
LOUNES (voir [25]). Ces résultats sont importants, mais ne sont pas suffisant pour
répondre & l’ensemble des problémes ouverts posés dans ce domaine. On exposera dans
ce chapitre quelques nouveaux résultats obtenus en collaboration avec N. MEDDAH et

M. BLIDIA, relatifs au comportement des sommets du graphe vis avis de la 2-domination

quand on applique certaines opérations dans les graphes.

Afin d’éclaircir les spécificités du comportement des sommets par rapport a la 2-
domination, nous commencons par une bréve présentation de quelques résultats et ob-

servations relatifs & celle-ci.

3.1 Apercu sur la k-domination

Soit G = (V, E) un graphe. Un sous ensemble D de V est dit dominant multiple ou k-
dominant de G si tout sommet de V' — D posséde au moins & voisins dans D. Le nombre
de domination multiple (ou nombre de k-domination), noté par v, (G), est la taille
minimum d’un ensemble dominant multiple de G. Ce concept a été introduit par FINK
dans les actes de la conférence contiennent cette derniére définition. A titre d’exemple,
dans une étoile K, I'ensemble des sommets pendants est un k-dominant minimum, donc

"(G) = k.
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Dans l'exemple du graphe suivant, I’ensemble {4, C, E'} représente un ensemble 2-

dominant de taille minimum.

E
Figure 3.1 Un graphe G.

Dans tout ce qui suit on s’intéresse a I’étude de la 2-domination. Ainsi on donne

quelques observations qui seront utiles pour la suite.

Observation 3.1. Dans un graphe G, tout ensemble 2-dominant contient tous les sommets

pendants.

Observation 3.2 (Chellali et al.[26]). Pour toute chaine P, avec n > 2, on a v4(P,) =
(%51

Observation 3.3. Soient T" un arbre. Soit u un sommet pendant de T'. Soit T l’arbre

obtenu de T" en attachant une chatne Py a u. Alors

Tout v,(1")-ensemble peut étre étendu & un ensemble 2-dominant de T en ajoutant
le sommet y, d’oit v5(T") < v,(1") + 1. D’autre part, soient D un «,(T")-ensemble et
D'=DnNnV(T). Siz ¢ D, alors u € D, et ainsi D' est un ensemble 2-dominant de

T'. Etsiz € D, alors u ¢ D, et donc 'ensemble {u} U (D — {z,y}) est un ensemble
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72(1")-ensemble ne contenant pas z. Donc, dans tous les cas 7,(T") < v,(T) — 1, et ceci

implique I'égalité v,(T) = v,(7") + 1. ]

& & F Y T 1 1 1 17 4
Dol Yueiques classes des grapiles Yo—EXCELIEIITS

Un graphe 7,-excellent est un graphe dans lequel tout sommet est dans au moins un Yo-
ensemble. Avant de présenter les différents résuitats établis dans la classe des graphes
7Yo-excellents, nous illustrons ce concept en donnant quelques exemples graphiques. On
peut voir facilement que la chaine P; de la Figure 3.2 est y,-excellente puisque, d’aprés
I’Observation 3.1, les sommets pendants sont dans tout Yo-ensemble, et pour que les autres
sommets soient 2-dominés, il suffit d’ajouter un des sommets supports. Par contre I’étoile
K13 de la Figure 3.2 n’est pas un yy-excellent, car le centre de ’étoile n’est dans aucun

79-ensemble.

K. Py

[y
[ZY]

Figure 3.2. L'étoile K; 3 et la chaine P,.

3.2.1 Caractérisation des chaines v,-excellentes

Proposition 3.4. La chaine P, est y,-excellente si et seulement sin = 1 oun = 0(mod2).

Preuve. 1l est clair que la chaine P est yy-excellente. Montrons que la chaine P, avec
n = 0(mod 2) est yy-excellente. On procéde par induction sur le nombre de sommets de
la chaine. On peut voir facilement que les chaines P, et P, sont vo-excellentes. Supposons
que la chaine C' = xy,%y,...,Tp_1,%, avec n = 2k est yy-excellente et montrons que
la chatne ' = my,ma, ..., Ty 1,25, Tn 1, %n 2 avec n = 2(k + 1) est vy-excellente.1)’aprés

i3

I'Observation 3.3, tout ~,(C")-ensemble peut &tre étendu & un ensemble 2-dominant de



C en ajoutant le sommet %,49. Puisque C’ est 7,-excellente, il reste 4 montrer que le
sommet i1 est dans un ,(C)-ensemble. Soit D’ un 7,(C7)-ensemble contenant z,_1,
alors (D' — {@n})U{@n41, Tnya} est un un v,(C)-ensemble contenant z,,,1. Par conséquent,
la chaine C' est y,-excellente.

Réciproquement, montrons qu’une chaine P, avec n # 1 et n = 1(mod 2) n'est pas
vp-excellente. Pour n = 3, il est clair que la chaine P3 n’est pas Yo-excellente. Supposons
maintenant que n > 5. On montre que les supports n’appartiennent a aucun ’Yg(Pn)-
ensemble. Soient z; et 3 les supports de la chaine P,. Supposons qu'il existe un v,(P,)-
ensemble D qui contient 1. Soient z, 2 le sommet pendant et non pendant respectivement
voisins du sommet z;. Donc le sommet z ¢ D (sinon on peut supprimer ), d’ot le voisin
de z dans la chaine autre que z, appartient & D. Soit P’ = B, —{z, z;, z},alors D' = DNP’
est un 7,(F’)-ensemble 1l est clair que |D| = |D’ | + 2. D’autre part comme n est impair

4+ 1
BEL et (P = D] =

et n — 3 est pair, d’aprés 'observation 3.1, v,(P,) = |D| =

= 141 =1 3
n 3__2|_ L 5 Mais |D'| 4+ 2 = TL-2I~ , contradiction. Et donc au moins les deux

supports n’appartiennent & aucun y,(F,)-ensemble. Il en résulte donc que la chaine P,

avec n # 1 et n = 1(mod 2) n’est pas y,-excellente. O

Corollaire 3.5. La chaine P, avecn # 1 et n = 1(mod 2) n'est pas y,-exceilente.

3.2.2 Caractérisation des arbres v,-excellents

On commence cette partie par la caractérisation des sommets appartenant & tout ou &

aucun 7y(7T")-ensemble d’un arbre 7', et comme conséquence de ce résultat découle une

e
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sommets n’appartenant a aucun ensemble 2-dominant minimum soit vide.
i- Caractérisation des sommets appartenant a tout ou a aucun Yo-ensembie

On commence cette section par '’ensemble des définitions et les résultats suivants:
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Définition 3.6. Dans un arbre T, on définit les ensembles A5(T) et No(T) par:
Ay(T) = {v € V ] v est dans tout v,(T)-ensemble}.

No(T) ={v €V /v nest dans aucun y,(T)-ensemble}.

On donne maintenant un résuitat qui nous permetira de négliger les chaines P et qui

sera utiliser pour les autres résultats
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(b) v € Ax(T") si et seulement si v € Ay(T);
(c) v € No(T7) si et seulement si v € Na(T).

Preuve. Supposons que 'arbre 7" est obtenu & partir de 7" en ajoutant la chaine z,y

et 'aréte uz. D’aprés I'Observation 3.1, u (resp. y) est dans Ay(7”) (resp. dans Ao(T

))-
(a) Voir la peuve d’Observation 3.3.

(b) La necessité : Supposons que v € Ay(T") et soit D un v,(T')-ensemble quelconque. Ii
est clair d’aprés ce qui précéde que D' = DNT" = D —{y} de cardinal vo(T) —1, est
un y,(7")-ensemble et puisque v ¢ D(z),v € D' C D. Par conséquent v € As(T).
Inversement, supposons que v € Ay(T), et soit D’ un v, (T")-ensemble quelconque.
D’aprés ce qui précéde, on a D = D' U {y} de cardinal v,(7") + 1, est un ~,(7T)-
ensemble et puisque v € D — D[], alors v € D’. Par conséquent v € Ay(T7).

(c) La necessité: Supposons que v € Ny(T”) et soit D un 7v(T")-ensemble quelconque.
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"= D — {y} de cardinal v,(7") — 1,

3

ii est clair d'aprés le cas (a) que D' = Dn
est un v,(7T”)-ensemble et v ¢ D’ C D. Par conséquent v € Ny(T). Inversement,
supposons que v € Na(T'), et soit I’ un v,(7")-ensemble quelconque. D’aprés le
cas (a), D = D'U {y} de cardinal ;(T”) + 1, est un ~,(T')-ensemble. Et puisque

v ¢ D —Dlz], il en résulte que v ¢ D'. Par conséquent v € Ny(T").
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Définition 3.8. Soit T un arbre enraciné en v. Pour tout sommet branche v de T' et pour
tout sommet w € D(u) tel que degr(w) < 2, on définit les ensembles suivants:

Ki(u) ={z € L(u) / d(u, 2) = j(mod 2)} : pour j =0, 1.

Théoréme 3.9. Soit T un arbre enraciné en v différent d'un sommet pendant, tel que

deg(u) < 2 pour tout u € V(T) — {v}. Alors

) v est un sommet pendant; ou
(a) v e Ay(T) si et seulement si
|KO(v)| > 2.

(b) v € No(T') si et seulement si K°(v) = 0.

Preuve. D’aprés I'Observation 3.1, si v est un sommet pendant, alors v € Aa(T).
Maintenant on suppose que v est différent d’un sommet pendant, alors d’aprés le Lemme
3.7, I'arbre T' peut étre transformé en un arbre 7* en remplacant chaque chaine v — b de
T" ot b est un sommet pendant par une chaine v — b de longueur j = 1,2, si b € K l('u)
pour 7 = 0,1 respectivement. Par conséquent, on aura v € Ay(T) (resp. v € Ny(T))
si et seulement si v € Ay(T™*) (resp. v € N3(T™*)). Dans ce qui suit, tous les sommets
descendants de v, sont & distance 1 ou 2 de v. Puisque v est différent d’un sommet pendant,
|KO(w)| + K 0)] > 2

Cas 1: |K°(v)| > 2.

Solent D un 7,(7™)-ensemble quelconque, P, = v,21,z et P, = v,y;,y sont deux
chaines de 7" d’ordre deux D’aprés I’Observation 3.1, {z,y} € D. Si v ¢ D, alors
{z1, 11} € D. Mais {v} UD — {z1,y:} est un ensemble 2-dominant de cardinal inférieur
a celui de D, contradiction. Par conséquent, v € Az (T*)

Cas 2: K%v) = 0.

Il est clair que 7™ est une étoile K, avec s = |K(v)| et v le sommet centre de cette
étoile,d’ot il est évident que v € Ny(T™).

Et pour montrer la condition nécéssaire, on procéde par contraposée. La négation de

(|K°(v)| > 2 et K°(v) = () donne le cas suivant :
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Cas 3:

K°(v)|=1et |K'(v)| > 1.
Soient D un y,(T*)-ensemble quelconque, P, = v, 21,z et Py, =wv,y; ; © > 1 des chaines
de T a distance 2 et 1 de v, respectivement. D’aprés 1’Observation 3.1, {z}U{y;;i > 1} C

D. Siv ¢ D, alors 1 € D. Et si v € D, alors z; ¢ D. Dans les deux cas le cardinal de D

ne change pas, donc v ¢ Ay(T*) U Ny(T™). O
Thécoréme 3.10. Soit T un arbre cnraciné cn v différent dun sommct pendant tel quc

degr(u) < 2 pour tout u € V(T) — {v}. Alors v ¢ Ay(T) U No(T) si et seulement si
K°v)| =1 et |K'(v)| > 1.

Preuve. Montrons tout d’abord la condition suffisante. Vu ie le Cas 3 de Théoréme
3.9, il en résulte que v ¢ Ay (T') U Ny(T).

Et pour montrer la condition nécéssaire, on procede par contraposée. La négation de
(JK%(w)| =1 et [Ki(v)] > 1) donne les deux cas suivants :

Cas 1: |K°(v)| =0 et |K'(v)| > 2.

D’aprés le Cas 2 de Théoréme 3.9, il en résulte que v € No(T).

Cas 2: |K%(v)| > 2 et |K'(v)| = 0.

D’apres le Cas 1 de Théoréme 3.9, il en résulte que v € Ao(T). O

2- L’élagage d’un arbre par rapport a Ila 2-domination

de type décrit dans le Théoréme 3.9 précédent.

Soit T un arbre enraciné en un sommet non pendant v. Si deg(z) < 2 pour tout
sommet z € V(T') — {v}, alors T = T. Sinon, soit u un sommet branche & distance
maximum de v et w = p(u). Vu que |K°(u)| + [K(u)| > 2, on a & considérer les deux
étapes suivantes:

A : Si |K%(u)| > 1, alors effacer D(u).

B : Si K%u) = 0, alors:
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o Siw ¢ B(T), alors effacer D(u) et attacher une chaine P, (un sommet) & u.

e Siw € B(T), alors effacer D[ul).

Ce processus propre 4 la, 2-domination, on itérativement ponr chaque sommet, branche
u & distance maximum, ou bien on supprime D(u) ou bien on supprime D(u) et on attache
une chaine P; au sommet % ou bien on supprime Dlu], fournit & la fin un arbre 7T, dans
lequel d(u) < 2 pour tout sommet u € V(T,) — {v} et il est appelée un élagage de T,,.

Pour faciliter la compréhension de cette technique, nous donnons I'exemple illustratif
suivant: Considérons ’arbre 7' de la Figure suivante dont les sommets: V, U, T, Y, Z, W et s

sont des sommets branches de T', u est celui & distance maximum 4 de v.

Figure 3.3 Un arbre T'.

Puisque |K°(u)| > 2, on efface D(u). (voir la Figure 3.4)
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Figure 3.4 L'arbre T aprés une étape de I’élagage.

Maintenant le sommet s devient le sommet branche & distance maximum 3 de v et

puisque |K*(s)| > 2, et |K°(s)| = 0 et le sommet w parent de s est un sommet branche,

alors on efface D[s]. (Voir la Figure 3.5).

Figure 3.5. L’arbre T' aprés deux étapes de I’élagage.

Ainsi les sommets w et x deviennent les sommets branches a distance maximum 2 de
v, et comme |K%(w)| = 2 et |K°(z)| = 1, alors on efface D(w) et D(z). (Voir la Figure
3.6).
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Figure 3.6 L'arbre T aprés trois étapes de I’élagage.
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maximum 1 de v et puisque |K%(z) = 2

v

1, alors on efface D(z). (Voir la Figure 3.7). De
méme, et puisque |K°(y)| = 0 et |K'(y)| = 2 et le sommet v parent de y est un sommet

branche, alors on efface D[y]. (Voir la Figure 3.8).

v

Figure 3.7. L’arbre T" aprés quatres étapes de I’élagage.

v

Figure 3.8 L’arbre T' aprés cing étapes de 1’élalgage.
g ! gag

A la fin ii en résuite i’étoile /& de cenire v avec z un de ses sommets pendants. Donc
d’apres le Théoréme 3.9, il s’ensuit que v € Ny(T).

Afin de valider cette méthode, nous allons montrer que les opérations du processus
d’¢lagage présenté précédemment préserve les propriétés d’appartenance du sommet v &

tout ou & aucun yy-ensemble.
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Dans ce qui suit on suppose que pour un sommet branche u, k; = | K (u)].

Lemme 3.1i. Soit T un arbre enraciné en v. Soit uw un sommet branche & distance

mazimum de v.
1. Su ko > 1, alors poser T" I’arbre obtenu & partir de T' en effacant D(u).
2. Si ko =0, alors on distingue les deuz cas swivants:

2.1) Siw ¢ B(T), alors poser T' ’arbre obtenu a partir de T en effacant D(u) et
en atlachant une chaine Py (un sommet) & u.

2.2) Siwe B(T), alors poser T' 'arbre obtenu & partir de T en e

Et pour chaque cas, on a
(a) v € Ag(T7) su et seulement si v € Ay(T);
(b) v € No(T") si et seulement si v € Ny(T).

Preuve. En utilisant I’Observation 3.3 et sans perte de généralité, on peut dire que les
chaines attachées & u sont d’ordre 1 ou 2. Soient [a;] et [z}, ;] des chaines d’ordre 1 et
2, respectivement attachées & u ot a;,y; € L(T) N D(u), pour 1 <4 < ky et 1 < j < k.
Notons par w le pére de u dans 1’arbre enraciné en v.

Cas 1: ko > 1. Soit 7" =T — D(u).

Montrons que vo(T7) = v,(T) — k1 — ko. Tout ,(T")-ensemble peut étre étendu
a un ensemble 2-dominant de 7' en ajoutant I'ensemble des sommets pendants de T,

U {a;} U {Uff’_.l {y;}}, d’ott on a v5(T) < 75(T") + k1 + ko. Maintenant soit D un ~,(T)-

ensemble et D' = DNT". Siu ¢ D, alors {z,2s,...,2,} C D. Dans ce cas 'ensemble
D" = D — {z1,2, ..., Ty } U {u} est un 2-dominant minimal de cardinal inférieur & celui
de D, contradiction. Alors u est dans tout v,(7T)-ensemble. D’apres de ce qui préceéde
Pensemble D — {Uf, {a;}} — {US,{y;}} est un 2-dominant de T, ce qui implique que
Y2(T") < 7o(T) = k1 — ko. Dot égalité yo(T") = vo(T) — k1 — ko.
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(a) La necessité: Supposons que v € Ay(T") et soit D un v,(T')-ensemble quelconque. Tl
est clair d’aprés ce qui précéde que D' = DNT' = D — {U™ {g;}} U {Ufozl{yj}} de
cardinal 5 (T") —k1—ko, est un v, (1")-ensemble et puisque v ¢ D(u),v € D' C D. Par
conséquent v € A(T'). Inversement, supposons que v € Ay(T), et soit D' un v,(1")-
ensemble quelconque. D’apreés ce qui précéde, on a D = D’ U{ufll{ai}}u{ujfil {y;}}
de cardinal 75(7") + k1 + ko, est un ~,(T’)-ensemble et puisque v € D — D [u], alors
v € . Par conséquent v € As(T").

(b) La necessité: Supposons que v € N3(T") et soit D un v9(T')-ensemble quelconque. Il
est clair d’aprés ce qui précede que D' = DNT = D — iuzlzl{azj} U {U;?il{yj}}
de cardinal 5(T) — k1 — ko, est un y,(7")-ensemble et v ¢ D' C D. Par conséquent
v € No(T). Inversement, supposons que v € Ny(T), et soit D' un vo(T")-ensemble
quelconque. D’aprés ce qui précéde on a vu que D = D' U {U™, {g;}} U {U;?":l{yj}}
de cardinal 5(1") + k1 + ko, est un ~,(T")-ensemble. Et puisque v ¢ D — D [u], il en

résulte que v ¢ D'. Par conséquent v € Na(T").

Cas 2: kp = 0. On considére les deux sous cas suivants :
Sons cas 2.1. w & B(T). Soit T" =T — (D(u) — {a,}).

Montrons que v5(T") = v4(T') — k1 + 1. Tout v,(7")-ensemble peut étre étendu & un
ensemble 2-dominant de 7" en ajoutant I'ensemble UL, {a;} et donc v,(T) < v, (T")+ky—1.
D’autre part, soit D un v,(T")-ensemble et D' = DNT' = D —{U",{a;}}. Si w € D, alors
u est deux dominé dans 7", et ainsi D’ est un ensemble 2-dominant de 7. Si w ¢ D, alors
u € D car w n’est pas un sommet branche et D’ est un ensemble 2-dominant de 7”. Donc

Y2(T") < ¥o(T) — k1 + 1, d’ou Végalité v, (T") = vo(T) — k1 + 1.

(a) Tia necessité: Supposons que n € Ag(T") et soit. 1 1m v5(T)-ensemble quelconane.
1 est clair d’aprés ce qui précéde que 'ensemble D' = D — {Uf2,{a;}} de cardinal
Yo(T') — k1 + 1, est un y,(T”)-ensemble. Puisque v ¢ D[u] et v € I’ C D, il s’ensuit
que v € Ay(T'). Réciproquement, supposons que v € Ay (T') et que I soit un v, (T7)-

ensemble quelconque. D’aprés ce qui précéde, on a vu que D = {UM,{a;}} U I’ de
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cardinal 7,(T") + k1 — 1, est un y,(T")-ensemble. Puisque v € D — D[u], alors v € D'

Par conséquent v € A(T7).

(b) La necessité: Supposons que v € Ny(T”) et soit D un Y2(T")-ensemble quelconque.

1l est clair que D' = D — {Uj*y{a;}} de cardinal v,(7) — &; + 1, est un Yo(T")-
ensemble et que v ¢ D' C D. Par conséquent v € Ny(T). Inversement, supposons
que v € N3(T) et que D' est un y,(7”)-ensemble quelconque. On a vu que Iensemble

D = {U,{a;}} U D' de cardinal v,(T") + &y — 1, est un vo(T")-ensemble. Et puisque
v ¢ D — Dlu], alors v ¢ D', et par conséquent v € Ny(T").

Sous cas 2.2. w € B(T). Soit T" =T — Dju].

Montrons que v5(T") = v5(T) — k1. Tout v,(T")-ensemble peut étre étendu & un en-
semble 2-dominant de 7" en ajoutant 'ensemble {U;2,;{a;}} et donc y(T") < v5(T") + ki.
Réciproquement, soit D un y,(T)-ensemble et D' = DNT’. Si w € D, alors D’ est un
ensemble 2-dominant, et si w ¢ D, alors on distingue deux cas: Si u ¢ D, alors D’ est un
ensemble 2-dominant de T, ainsi y,(T”) < vo(T)—ky1. Et siu € D, alors Dy = {w}UD—{u}
est un ,(7")—ensemble et donc D’ = D; NT” est un ensemble 2-dominant de 77, et ainsi

Y2(T") < 7o(T) — k1. D’ot égalité v,(T") = vo(T) — k.

(a) La necessité: Supposons que v € Ay(T") et soit D un v,(T")-ensemble quelconque. 11
est clair d’aprés ce qui précéde que u ¢ D et que D' = DNT' = D — {U, {a;}}
de cardinal y,(T') — k1, est un ~,(77)-ensemble. Puisque v ¢ D(w), et v € IV C D,
et par conséquent v € Ay(7T'). Inversement, supposons que v € Ay(T) et soit D’
un 7,(7")-ensemble quelconque. On a vu que D = D’ U {U¥ {a;}} de cardinal
Yo(T") + k1, est un ~y(T)-ensemble. Puisque v € D — D(u), alors v € D', et par

conséquent v € Ay(T”).

(b) La necessité: Supposons que v € Ny(T”) et soit D un ~y,(7T)-ensemble quelconque.
Il est clair d’aprés ce qui précéde que D' = DNT' = D — {U {a;}} de cardinal
Yo(T') =k, est un y,(T”")-ensemble, et que v ¢ D’ C D. Et par conséquent v € No(T).

Inversement, supposons que v € Ny(T") et soit D’ un ~,(7T”")-ensemble quelconque.



D’apreés ce qui précéde, on a vu que D = D' U {U™ 21{a:}} de cardinal v,(T") + k1,

est un 7,(7)-ensemble. Puisque v ¢ D — D(w), alors v ¢ I et par conséquent

v € No(T").
O
Théoréme 3.12. Soit v un sommet d’un arbre T. Alors
(a) v e Ay(T) si et seulement s1 v € Ay(T,);
(b) v € Na(T) si et seulement si v € No(T,).
Preuve. Elie découle du Lemme 3.7, Théoréme 3.9 et du Lemme 3.11.
O

Ayant caractériser 'ensemble A5(T) pour n’importe quel arbre T, la caractérisation

des arbres ,(T')-excellents est équivalente & ce que cet ensemble soit vide.

{5

es
aucun yy-ensemble, |V'|—|Na| = 759 le nombre de sommets bons ceux qui appartiennent &
au moins un -y,-ensemble. On peut caractériser les arbres v,- recommandables, les arbres
Yo-Justes et les arbres 7,-indésirables définis comme suit:

Définition 3.14. Un arbre T est dit v5(T')-recommandable si v,9(T) > v5b(T) > 1.

e T est dit _./
L €St ait Yy
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(1)-
Un arbre T est dit v, (T")-juste si v,9(T) = v,b(T).
Un arbre T' est dit 5(T')-excellent si v,b(T) =0 et v,9(T) = |V].

A titre d’exemple, les étoiles K7, : m > 2 sont y,-recommandables, car Y29(K1m) =
m, ¥ob(K1m) = 1. Et les chaines P, pour n = 2k sont 7y-excellents, car v,g(P,) =

n, Yob(Py,) = 0.

Si en plus on détermine I'ensemble A, on peut dire si ’arbre admet un unique Yo-ensemble.
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Définition 3.15. Un graphe admet un Yo-ensemble unique si et seulement si Ay U Ny =

V.
Il est clair que tous ces types d’arbres peuvent étre caractériser en temps polynomial.

3- Algorithme de reconnaissance des sommets qui sont dans tout ou dans

aucun v,(7")-ensemble

Soit T un arbre. Les sommets sont numérotés de 1 & V (T).

Etape 1: Poser r = 1, Ay(T) = 0, No(T) = 0.

1 g~

4 - 2, (5 L | oD .o PR SR ) s VI Lrd
Liape i = o017 = |V {1 )|+ 1, el aller a U'Blape 7.

- Sinon, Poser T' =T, = T,,.

Etape 3: Utiliser la méthode de recherche en largeur pour explorer tous les som-
mets de 7. Si v est un sommet pendant, poser r = r + 1, Ay(T) = Ay(T) U {v} et
aller a ’'Etape 2. Sinon générer et ordonner les sommets branches appartenant a D(v) :
(1, ug, ..., Uy,) de maniére & ce qu'on ait d(v,uy) < d(v,u) < ... < d(v,Uy). Poser
B(T) = {u1, ug,y ..o, tn 1,k =m .

Etape 4: - Si k£ = 0 aller & ’Etape 6.

- Sinon aller a 'Etape 5.

Etape 5: Poser u = wuy,.

Pour i = 0,1, poser K*(u) = {z' € L(u) / d(u, ') = i(mod 2)}, et w le pére de w.
o Si [K%(u)| > 1, alors poser T =T — D(u), k = k — 1 et aller 4 'Etape 4.
e Si K%u) = 0. Soit z; € C(u) tel que z; € 1} et 7, € Ki(u). Alors:

- Siw ¢ B(T), alors poser T =T — (D(u) — {z1}), k = k — 1 et aller 4 I'Etape 4..
- Siw € B(T'), alors poser T =T — D[u], k = k — 1 et aller a 'Etape 4.
Etape 6: Si K°(v) = 0,7 =r+ 1, No(T) = Ny(T) U {v} et aller & 'Etape 2.
Si K%(v) > 2,7 =r+ 1, Ay(T) = As(T) U {v} et aller & I'Etape 2.

Sinon poser 7 = r + 1 et aller & I'Etape 2.
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Etape 7: Si [V \Ny(T)| > Nao(T) > 1, alors T est dit y5(T")-recommandable,
Si |V \No(T)| < No(T), alors T est dit (T )-indésirable,
Si [V \Na(T)| = No(T), alors T est dit y,(T)-juste,
Si |[Ny(T')| = 0, alors T est dit y,(T")-excellent.
Si No(T) U Ay(T) = V, alors T admet un ~,(T)-ensemble unique

La complexité algorithmique de cet algorithme est estimé a O(n?) avec n = [V/(T)].
En explorant tous les sommets, on peut déduire & partir de I’algorithme précédent un

algorithme qui détermine I’ensemble M.
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CONCLUSION

Parmi les recherches principales dans la théorie des graphes nous avons choisi ceiie
concernant l'excellence des graphes. Pour cela et au cours de ce mémoire, nous avons
présenté les résultats déja fait sur I'excellence des graphes pour quelques types de domi-
nation, puis nous avons étendu ces résuitats pour le paramétre de ia domination muitipie

pour la multiplicité est égale 2 (la 2-domination).

lu fait gu’en plus d

térisation des chaines et des arbres excellents par rapport & la 2-domination, nous avons
pu caractériser les sommets qui sont dans tout et les sommets qui ne sont dans aucun
ensemble 2-dominant minimum d’un arbre. Ce résultat s’avére trés important puisqu’il
peut étre utilisé pour caractériser les arbres qui ont un ensemble 2-dominant minimum
unique et ceci permet la comparaison avec d’autres paramétres de domination (1’égalité et
la forte égalité). Aussi nous avons proposé un algorithme polynomial de reconnaissance

des arbres excellents, les arbres recommandables, les arbres indésirables et les arbres justes

par rapport & ia 2-domination.

Les résultats obtenus sur ’excellence jusqu’a présent sont intéressants, mais ne sont pas
Q1 mQQT f_Q nour T‘énf\l fq'l'p ﬁ ]’ﬂ'l LOT 1'\]‘3 ]QQ ol QQ"'; nqQ 'l\f\QéﬁQ f]QTTQ ]D concent, f]ﬂ ]’pvr'n”pr oe
HEATEIEMEREE PO POl M L ARV ISAT SaTad] M Pabditavads  pramesaias auiis] dr e dilUe B EEY % TRt
dans les graphes. Ce concept constitue un domaine prometteur qui ouvre beaucoup de

perspectives de recherche comme
e L’étude de I'excellence par rapport &4 d’autres paramétres de domination

e La caractérisation de classes plus générales autres que la classe des arbres pour les

parameétres déja étudiés.
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