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RESUME

Un sous ensemble de sommets S d'un graphe simple G = (V, E) est dit double
dominant de G, si tout sommet de V' — S posséde au moins deux voisins dans S et
tout sommet de S posséde au moins un voisin dans S. Le cardinal minimum d’un

ensemble double dominant de G est appelé nombre de domination double de G, noté

par 7,,(G).

On s’intéresse dans ce mémoire a l’étude de l'effet de l'identification de deux
sommets quelconques dans G. Quelques propriétés sont établies, en particulier on
donne une caractérisation constructive des arbres T tels que 7v,5(Tuw) = Vyxo(T') pour

tout couple de sommets adjacents de T.
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ABSTRACT

A subset S of vertices is a double dominating of a graph G = (V, E), if every
vertex of V' — S has at least two neighbors in S and every vertex of S has at least one
neighbor in S. The double domination number 7, ,(G) is the minimum cardinality of

a double dominating set of G.

In this thesis, we are interested in studying the effect of the identification of
any two vertices of G. Where some properties are established, moreover, we give a
constructive characterization of trees with 7v,4(7Twy) = 74o(T) for any two adjacent

vertices u, v of T.
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INTRODUCTION

La théorie des graphes est une branche trés vaste de la recherche opérationnelle.
Elle constitue un moyen puissant pour étudier les différentes propriétés de certaines
situations ou relations, qui peuvent exister entre des objets ou des éléments dans la

vie quotidienne.

Parmi les domaines de la théorie des graphes, on s’intéresse & la domination qui
est un domaine relativement récent et dont I’origine se trouve dans les jeux d’échecs.

Elle a pris un aspect théorique grace a Claude Berge en 1958.

Un sous ensemble S de sommets d’un graphe G = (V, E) est un dominant si tout
sommet de G est soit dans S soit adjacent & un sommet de S. Actuellement, il existe
plus de 120 types de domination qui sont introduits dans la littérature.

Parmi les types de domination qui existent, nous nous intéressons dans ce mémoire
a la domination double. Un sous-ensemble S de sommets de G est dit ensemble
dominant double si tout sommet de V' — S est adjacent & au moins deux sommets
de S et tout sommet de S est adjacent a au moins un sommet de S. Le nombre de

domination double est le cardinal minimum d’un ensemble dominant double de G.

L’objectif principal de notre travail est d’étudier le nombre de domination double
dans un graphe modifié par la contraction d’une aréte quelconque ou l'identification
de deux sommets non adjacents. Sumner et Burton [3] ont été les premiers a étudier

la domination dans un graphe sous 'identification de deux sommets quelconques.

Ce mémoire comporte trois chapitres. Dans le premier, nous donnons les défini-
tions de base de la théorie des graphes utilisées dans ce memoire et un apergu sur la

domination et ses parameétres.

Dans le deuxiéme chapitre, nous présentons les différents résultats qui existent

dans la littérature concernant la domination dans les graphes modifiés.



Le troisiéme chapitre est divisé en deux parties. La premiére est consacrée a
I’étude de 'effet de la contraction d’une aréte sur le nombre de la domination double
dans un graphe. Nous donnons quelques propositions dans ce sens. Dans la deuxiéme
partie, nous nous intéressons aux graphes dont le nombre de domination double ne

change pas par Iidentification de deux sommets non adjacents quelconques.

Nous terminons par une conclusion générale et quelques perspectives.



CHAPITRE I

GENERALITES SUR LES GRAPHES

Dans ce chapitre nous présentons les définitions de base nécessaires & notre travail.
Ensuite nous donnons un apergu sur la domination dans les graphes. Pour plus
de détails sur les notions de la theorie et de la domination dans les graphes, nous

orientons le lecteur aux références [2],[15].

1.1 Définitions et notations

Un graphe G = (V, E) est la donnée de deux ensembles, un ensemble fini V' de points
appelés sommets et un ensemble fini £ de traits appelés arétes. Une aréte e est une
paire de sommets (u, v) notée par e = uv ou bien e = vu, olt u et v sont les extrémités
de e. On dit que G est simple s’il ne contient ni boucle (aréte reliant x avec lui
méme ) ni arétes multiples. La Figure 1.1 montre un graphe simple G = (V, E)
avec V(G) = {a,b,c,d, e} et E(G) = {ab, bc, ce, ae, ad, be, bd}. Pour un sous-ensemble
S C V, le sous-graphe induit par S, noté G [S], est le graphe ayant S comme ensemble
de sommets et ses arétes sont celles de E ayant leurs deux éxtrémités dans S. Par
exemple le graphe de la Figure 1.2 illustre un sous-graphe du graphe de la Figure 1.1

induit par I’ensemble des sommets S = {a, b, e}.
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Figure 1.1: Graphe simple G. Figure 1.2: Le sous graphe induit par S.

Le graphe complémentaire de G noté G est un graphe ayant le méme ensemble

de sommets que G et une aréte est dans G si elle n’est pas dans G.
P

L’ordre d’'un graphe G est le nombre de ses sommets. Deux sommets u et v
d'un graphe G = (V, E) sont dits adjacents (voisins) s'’ils sont reliés par une aréte.
L’ensemble des sommets adjacents & un sommet v de G, qu’on note Ng (v), est appelé
I'ensemble des voisins de v, oll voisinage ouvert de v dans G, et Ng [v] = Ng (v)
U{v} est appelé le voisinage fermé de v. Pour un sous-ensemble S C V, Ng (S) =

UpesNg (v) est le voisinage ouvert, et Ng [S] = Ng (S) U S est le voisinage fermé.

Le voisinage privé d'un sommet v par rapport & un ensemble S noté pnfv, S| est
I’ensemble des sommets du voisinage fermé de v qui n’ont pas d’autres voisins dans

S, ie: pnfv,S]={w: N[unS ={v}}

Le degré d 'un sommet v € V, noté dg (v), est égal au cardinal de son voisinage
ouvert. Un sommet de degré nul est dit sommet isolé et un sommet de degré égal un
est dit sommet pendant. On note par L (G) I'ensemble des sommets pendants de G.
Un sommet adjacent & un sommet pendant est appelé sommet support. L’ensemble
des sommets supports de G est noté par S (G). On designe par §(G) et A(G) le

degré minimum et maximum dans G, respectivement.

Une chaine C dans un graphe G = (V, E) est une séquence finie de sommets

U1, Vs, ..., U, telle que pour tout 1 < i < k-1, ¢, = vv;o; € E. L'entier k — 1

11



représente la longueur de C' (au sens des arétes) et les sommets v; et v, sont appelés
extrémités de la chaine C. Une chaine que n’utilise pas deux fois la méme aréte est
dite simple. Une chaine qui ne passe pas deux fois par le méme sommet est dite

élémentaire. Une chaine minimale induite par n sommets et notée par P,.

On appelle cycle dans un graphe G une chaine simple dont les extrémités sont

confondues. La Figure 1.3 représente une chaine et un cycle d’ordre 4.

Figure 1.3: (a) Une chaine P;. (b) Un cycle Cy.

On appelle maille d’un graphe G, notée par g(G), la longueur du plus petit cycle
dans G.

Soient u et v deux sommets d’un graphe G. On appelle distance entre u et
v, notée d(u,v) la longueur de la plus courte chaine joignant u et v. L’excentricité
d’un sommet v dans un graphe G = (V, E) est exc(v) = max {d(v,w) : w € V} et le

diameétre de G, noté Diam(G), est égal & max{exc(v):v € V}.



1.2 Quelques graphes particuliers

Un graphe G est dit connexe si pour tout paire de sommets du graphe, il existe
une chaine les reliant. Une composante connexe d’un graphe est un sous-graphe

maximal ( au sens de 'inclusion ) connexe. (Voir Figure 1.4).

Figure 1.4: Un graphe connexe.

Un graphe dont tous les sommets ont le méme degré k est appelé un graphe

k-régulier. (Voir Figure 1.5).

Figure 1.5: Un graphe 2-regulier.

On appelle arbre, et on note par 7', un graphe connexe et sans cycle. Un arbre
comporte exactement (n — 1) arétes. On appelle feuille d’un arbre, un sommet de

degré 1. (Voir Figure 1.6). Une forét est un graphe ol chaque composante connexe

est un arbre.

Figure 1.6: Un arbre T.
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Un graphe complet d’ordre n, noté K, est le graphe simple dans lequel tout
sommets sont de degré n — 1. Ainsi deux sommets quelconques de K, sont adjacents.

(voir la Figure 1.7).

Figure 1.7: Un graphe complet K.

Un graphe G est dit biparti si I’ensemble de ses sommets peut étre partitionné en
deux classes Vi et V5 de sorte que deux sommets de la méme classe ne soient jamais

adjacents. Un graphe biparti est noté par G = (V; U V4, E).

Un graphe biparti G = (Vj UV, E) est complet si tout sommet de 1} est de
degré |V3| et tout sommet de V3 est de degré |V;]. On le note par K, s avec r = |Vi|

et s = |Va|. (voir la Figure 1.8).

Figure 1.8: Un graphe biparti complet Kj3.

Un cas particulier d’un graphe biparti complet dans lequel |V| = 1 et |V3] = s est
appelé une étoile, notée K; ;. Le sommet de V) est appelé centre de I'étoile. Une
étoile subdivisée K7, est un arbre obtenu & partir d’une étoile K ; en subdivisant
chaque aréte par exactement un sommet. La Figure 1.9 représente une étoile K 3, et

une étoile subdivisée K7 ;.
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A rh

Figure 1.9: (a) Une étoile K 3 (b) Une étoile subdivisée K .

Une double étoile notée S, est le graphe obtenu par les deux étoiles K, et

K s en ajoutant une aréte reliant les deux centres. (voir la Figure 1.10).

AN

Figure 1.10: Une double étoile Sy 3.

1.3 Apercu sur la domination dans les graphes

On commence par donner la définition d’un ensemble dominant dans un graphe.

Définition 1 Soit G = (V,E) un graphe et D un sous ensemble de V. D est un
dominant si tout sommet de (V — D) est adjacent & au moins un sommet de D.
Le nombre de domination, noté par v (G), est le cardinal minimum d’un ensemble

dominant de G.

Dans la littérature, il existe d’autres définitions équivalentes aux ensembles dom-

inants dans les graphes. En voici des exemples:

e Un ensemble D C V est un dominant si pour tout v € V, |[N[v] N D| > 1,

e Un ensemble D C V est un dominant si pour tout v € V. — D, N(v) N D # (),

e Un ensemble D C V est un dominant si N[D] = V. (Voir Figure 1.11).



Figure 1.11: un graphe tel que v(G) = 1.

Le concept de la domination est né au 16" siécle avec les jeux d’échec oil le
principe consiste & placer un nombre minimum de reines sur ’échiquier, de telle
maniére que chaque case de I'échiquier soit ou bien occupée par une reine ou bien
atteinte par un seul déplacement d’une reine.

La domination devient un domaine théorique dés 1958. En 1977, elle connut une
véritable expansion grace aux travaux de Cockayne et Hedetniemi.

Il existe une centaine de types de domination, on peut citer par exemple la domina-
tion double, couplée, stable, totale... plusieurs études ont été faites sur la domination
et qui consistaient & déterminer les propriétés de différents types de dominants ainsi
que des bornes supérieures ou inférieures concernant ces parameétres.

On note que la domination trouve un champ d’application trés large surtout en
informatique, on peut citer par exemple les réseaux de communication, les problémes

de localisations, les microprocessus...

1.4 Quelques paramétres de domination

e Soit G = (V, E) un graphe sans sommets isolés et D C V. Alors D un dominant
total de G si tout sommet de V est adjacent & un sommet de D (c’est-a-dire
V = N(D) ). On note par v, (G) le cardinal minimum d’un dominant total de
G. (Voir Figure 1.12).

16



Figure 1.12: un graphe tel que v, (G) = 5.

e D est un dominant double de G si tout sommet de (V' — D) est adjacent &
au moins deux sommets de D et tout sommet de D doit avoir au moins un
voisin dans D. Le nombre de domination double d’un graphe G est le cardinal

minimum d’un dominant double noté v, (G). (Voir Figure 1.13).

N

Figure 1.13: un graphe tel que v,, (G) = 4.

e Un sous ensemble S de V est dit dominant connexe de G si S est un dominant
et le sous graphe induit par S est connexe. Le nombre de domination connexe

noté par 7.(G) est la taille minimum d’un ensemble dominant connexe de G.

le

(Voir Figure 1.14).

Figure 1.14: Un graphe tel que v,(G) = 6.

17



CHAPITRE II

ETUDE DES PARAMETRES DE DOMINATION

DANS LES GRAPHES MODIFIES

Dans ce chapitre, on examine l'effet sur quelques parameétres de domination lorsque
le graphe G est modifié en supprimant un sommet, une aréte, ou en ajoutant une
aréte ou en contractant une aréte ou par 'identification d'un couple de sommets non

adjacents.

2.1 La domination dans les graphes modifiés

Dans [4] Carrington, Harary et Haynes présentent le probléme sur le nombre de
domination en classant les graphes G en six classes.

On note par G — v (respectivement G — e) le graphe obtenu a partir de G en
supprimant le sommet v (resp, l’aréte e). On utilise la terminologie suivante:

C': changement du cardinal, U : non changement du cardinal.

V' . sommet, E : aréte.

R : suppression, A : ajout.

CV R : La classe des graphes G tels que v(G — v) # v(G), pour tout sommet
v e V(G).

CER : La classe des graphes G tels que v(G — e) # ~(G), pour toute aréte
e € E(G).

CEA : La classe des graphes G tels que v(G + e) # (G), pour toute aréte
e € E(G).

18



UVR : La classe des graphes G tels que v(G — v) = «(G), pour tout sommet
v e V(G).

UER : La classe des graphes G tels que 7(G — e) = v(G), pour toute aréte
e € E(G).

UEA : La classe des graphes G tels que v(G + e) = (@), pour toute aréte
e € E(G).

Aussi, il est utile de considérer une partition des sommets de G en trois classes
disjointes, selon l'effet de la supression d’un sommet v sur le nombre de domination
Y G).

Soit V=Vo0UV-UVT, tels que V° = {v € V(G) : (G —v) = v(G)}.

Vi ={veV(G): (G -v) <@}, VT ={v e V(G): v(G —v) >7(G)}.

Les ensembles EY et E* sont définis d’une maniére similaire.

E'={weFE: v(G-¢e)=79(G)},et Et ={uw e E: v(G —e) >(G)}.

Exemple 2 : Soit G = (V, E) un graphe défini dans la Figure 2.1. Il admet V° =
{a,b,c,e}, V= ={f}, VT ={d}, E° = {de,ef}, E* = {ad, bd, cd}.

Figure 2.1: V=V0UV- UVt et E= EOUE™.
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2.1.1 La classe des graphes CVR

Commengcons par donner les deux définitions suivantes:
Définition 3 Soit G = (V, E) un graphe, un sommetv € V~ est dit sommet critique.
Définition 4 SiV =V, alors le graphe G = (V, E) est dit graphe sommet-critique.

Sampathkuman et Neeralagi [21] ont caractérisé les sommets de ’ensemble V'~

comme suit:

Théoréme 5 ( Sampathkuman et Neeralagi [21] ) Un sommetv € V™ si et seule-

ment s’il existe un v(G)-ensemble S contenant le sommet v tel que pnfv, S] = {v}.

Il est a signaler que la suppression d'un sommet peut faire augmenter y(G) par
au moins un. Par exemple, la suppression d'un sommet centre de 1'étoile K, avec
(n > 2) augmente le nombre de domination par n — 2. Mais elle peut faire diminuer
v(G) par au plus un. Par exemple la suppression d'un sommet pendant de la chaine
Papyr, (k2 1).

Bauer et al [1] ont caractérisé les sommets appartenant & V.

Théoréme 6 (Bauer et al [1]) Un sommet v € V' si et seulement si :
a) v n'est pas isolé et il est dans tout v(G)-ensemble.
b) Il n'existe aucun sous-ensemble S CV — N [v] de cardinalité v(G) dominant le

graphe G — v.

En outre, Carrington, Harary et Haynes [4] ont determiné les propriétés des en-

sembles V* et V™.

20



2.1.2 La classe des graphes CER

Il est évident que la suppression d'une aréte de G ne fait pas diminuer le nombre de
domination y(G). Mais elle le fait augmenter par au plus un. Donc dans un graphe
ou le nombre de domination change lors de la suppression d’une aréte satisfait la
propriété suivante: (G —e) = v(G) + 1.

Les graphes de la classe CER sont appelés graphes yT-critiques, qui sont carac-
térisés par Bauer et al [1] et par Walikar et Acharya [24]. Rappellons quune galaxie

est une forét ou chaque composante connexe est une étoile.

Théoréme 7 ([1], [24]). Un graphe G € CER si et seulement si G est une galazie.
2.1.3 La classe des graphes CEA

Les graphes de la classe CEA ont été introduits par Sumner et Blitch [23]. Ils ont
caractérisé ces graphes uniquement pour v(G) =1 ou 2.

Un graphe G tel que 7(G) = 1 est dans la classe CE'A si et seulement si G est
K,.

Un graphe G tel que 7(G) = 2 est dans la classe CEA si et seulement si G est
une galaxie.

En outre, Sumner [22] a caractérisé les graphes non connexe de la classe CEA

ayant v(G) = 3.
2.1.4 La classe des graphes UV R

Il est clair que si le nombre de domination ne change pas quand un sommet quelconque
est supprimé, alors V' = V9. Par le théoréme suivant, Carrington et al [4] donnent

une caractérisation des graphes de la classe UV R :

Théoréme 8 (Carrington et al [4]) Un graphe G € UV R si et seulement si G

n’admet pas de sommet isolé et pour chaque sommetv € V, on a:
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a)- Il existe un y(G)-ensemble S’ tel que v ¢ S’ et pour chaque v(G)-ensemble S
contenant v, l’ensemble pnv, S| contient au moins un sommet de V — S, ou bien
b)- v est dans tout v(G)-ensemble et il existe un sous-ensemble de v(G) sommets

dans G — N [v] qui domine le graphe G — v.

Exemple 9 Les graphes bipartis complets K, ; avec (3 < r < s) sont dans la classe

UVR.
2.1.5 La classe des graphes UER

Walikar et Acharya [24] ont donné le résultat suivant pour les graphes de la classe

UER.

Théoréme 10 (Walikar et Acharya [24]) Un graphe G € UER si et seulement
si pour chaque aréte e = wv € E, il existe un y(G)-ensemble S tel que l'une des
conditions suivantes est vérifiée.

a)- u,v €S,

b)-u,veV -8

c)-uesS etveV =S impliqgue |[N(v)N S| > 2.

Exemple 11 Le graphe K,U K, avec 2 < s < t en ajoutant une aréte uv tel que

u € V(K,) etve V(K,) est dans la classe UER.

2.1.6 La classe des graphes UFA

La classe UEA est la classe des graphes dont le nombre de domination ne change pas
par I'ajout d’une aréte quelconque. Carrington et al [4] ont donné la caractérisation

sulvante:

Théoréme 12 (Carrington et al [4]) Un graphe G € UEA si et seulement si
V- =0.

Exemple 13 Les cycles C,, tel que n = 3k sont dans la classe UEA.
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2.1.7 Relations entre les différentes classes

Dans [15] Haynes et al donnent les remarques suivantes concernant les six classes

définies plus haut:

Observation 14 a)- G € UV R si et seulement si V = V°.
b)- Si G € UER, alors V =VoUV-UV™,
c)- G€ UEA si et seulement si V =VOU VT,
d)- G € CVR si et seulement si V =V,
e)- Si G € CER, alors V = VOUV~UV™* avec V™ = {v : v est un sommet isolé} .

f)- 8i Ge CEA, alorsV =VoUV~.

Observation 15 a)- Si G € UV R, alors G € UEA.

b)- Un graphe G € CERNUVR si et seulement si G est un mKy,m > 2.

c)-Ge (CERNUEA)—-UVR si et seulement si G est une galazie sans sommet
isolé et au moins une étoile Ky, avec (k > 2).

d)- Un graphe G € CER — (UEAU CEA) si et seulement si G est une galazie
ayant au moins un sommet isolé et au moins deux arétes.

e)- Si G € CERNCEA si et seulement si G est d’ordre n > 3 ayant une aréte.
Observation 16 Si G € CV R, alors G € UER.

Le diagramme de la Figure 2.2, illustre les relations entre les six classes de graphes.
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2.1.8 Les graphes v-point stables (critiques)

Dans [3] Burton et Sumner ont introduit une nouvelle notion des graphes critiques
sur le nombre de domination.

Soit G = (V, E) un graphe simple, pour un couple de sommets (u,v) de V?, on
note par Gy, le graphe obtenu a partir de G en identifiant les deux sommets u et v.
Donc le graphe G, est obtenu & partir de G en supprimant les sommets v et v et en
ajoutant le nouveau sommet wo qui est adjacent a tous les sommets adjacents a u ou

V.

Définition 17 Un graphe G = (V, E) est v-point stable (totalement v-point stable)

si Y(Guw) = v(G) pour toute aréte uwv € E (uwv € E).

Définition 18 Un graphe G = (V, E) est y-point critique (totalement y-point cri-

tique) si 7(Guy) < Y(G) pour toute aréte wv € E (wv € E) .

Les auteurs de [3] ont donné quelques résultats concernant les graphes (totale-

ment) y-point critique.
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Proposition 19 Soient G = (V, E) un graphe simple et a,b € V(G). Alors v(Gap)
< v(G) si et seulement s’il existe un v(G)-ensemble S tel que a,b € S ou bien a ou

b est critique.

Proposition 20 Si G est un graphe ayant v(G) = k > 2, alors G est y-point critique
(resp. totalement y-point critique) si et seulement si tout couple de sommets adjacent

non critique appartient au méme y(G)-ensemble.

Dans [20] Rickett et Haynes ont étudié les graphes issus par la contraction d’une
aréte quelconque par rapport a la domination totale. Les auteurs ont obtenus en

particulier les résultats suivants.

Théoréme 21 Un graphe G est y,-point stable si et seulement si le sous graphe induit

par G est un graphe 1-régulier.

Observation 22 Si G un graphe conneze avec v,(G) > 4, alors G a un ~,(G)-

ensemble ne contenant pas les sommets supports.

Théoréme 23 Si G est v,-point stable d’ordre n et v,(G) > 4, alors v,(G) < 2(713_1).

Dans le méme contexte, Chellali et Jafari Rad [8] ont étudié le cas de I'identification
des sommets non adjacents. Aussi Chellali, Maffray et Tablennehas [11] ont considéré

ce probléme par rapport & la domination connexe.

2.2 La double domination dans les graphes modi-
fiés

Avant de présenter quelques résultats, donnons les définitions suivantes:

Définition 24 Un graphe G est v ,-aréte critique si et seulement si v, ,(G — e) >

Yx2(G), Ve € E(G).
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Définition 25 Un graphe G est vy ,-aréte stable si et seulement si v,,(G —e) =

1x2(G), Ve € E(G).

Définition 26 Un graphe G est y,,-sommet critique si et seulement siv,,(G—v) <

Tx2(G), Yv € V(G).

Définition 27 Un graphe G est v, ,-sommet stable si et seulement si 7y,,(G —v) =

Tx2(G), Vv € V(G).

Dans un travail récent, Khelifi et al [19] se sont intéressés aux graphes v, -aréte
critiques. Ils ont donné une condition nécéssaire et suffisante pour de tels graphes.
Ils ont aussi caractérisé quelques classes des graphes a savoir: les arbres, les graphes

sans P, et sans P;.

Théoréme 28 Un graphe G est 7y, ,-aréte critique si et seulement si pour tout y,o(G)-
ensemble S, une des conditions est vérifiée

1)- chaque composante de G [S] est une étoile.

2)-V — S est un ensemble indépendent.

3)- chaque sommet de V — S est de degré deuz.

D’un autre coté, dans [6] Chellali et Haynes ont travaillé sur les graphes v, ,-aréte
stables. Les auteurs ont donné une caractérisation constructive des arbres ayant cette
propriété, ainsi que d’autres classes particulieres comme les chaines, les cycles et les

graphes bipartis complets.
Proposition 29 Un cycle C,, est vy,,-aréte stable si et seulement sin = 2[3].

Proposition 30 Une chaine P, est 7,,-aréte semi stable si et seulement si n €

{2,3,4}.

Par ailleurs, Khelifi et Chellali [18] ont etudié les graphes 7,,-sommet stables

(critiques). Voici quelques resultats:
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Proposition 31 Si G est un graphe 7,,-sommet critique et v € V(G) — (S(G) U

L(G)), alors tout v,,(G — v)-ensemble contient au plus un voisin de v.
En conséquence de la Proposition 31, nous avons:

Corollaire 32 Si G est une chaine P, (n > 5) ou un cycle C,, ou bien un graphe

complet K,, (n > 3), alors G n'est pas y,4-sommet critique.

Théoréme 33 Un arbre T est vy, -sommet stable si et seulement si T € H ('H est

une famille d’arbre construite a partir d’un arbre initial par 2 opérations).

2.3 La k-indépendence dans les graphes modifiés

La k-independence dans les graphes modifiés (suppression ou ajout d’'une aréte quel-
conque, suppression d'un sommet quelconque) a été entreprise par Chellali, en col-
laboration avec Haynes, Volkmann dans [7] et Jafari Rad dans [9].

Avant de présenter leurs travaux, on va donner les définitions suivantes.

Définition 34 Soit G = (V, E) un graphe, et k un entier positif. Un sous-ensemble
S de 'V est dit k-indépendant de G, si le sous graphe induit par les sommets de S est
de degré mazimum au plus k — 1. Le cardinal mazimum d’un ensemble k-indépendant
de G, appelé le nombre k-indépendance de G et noté par 5,(G).

Un sommet u d’'un ensemble k-indépendant est dit plein si u posséde k — 1 voisins

dans S.

La k-indépendance a été introduite par Fink et Jacobson [13] en 1985. La k-

indépendance est une generalisation de la stabilité classique.

Définition 35 Soit k > 1 un entier positif. Un graphe G est:
e [3,-sommet critique si pour tout sommet v € V(G), B,(G —v) < B,.(G).
o (3, -aréte stable si pour toute aréte e € E(Q), B:(G — e) = B,.(G).
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e [ -aréte critique si pour toute aréte e € E(G), 8,(G — e) > B.(G).
o [i-aréte critique si pour toute aréte e € E(G), 5,(G +e) < B(G).
Les auteurs de [7] ont étudié les graphes f3; -aréte stables. Voici quelques resultats:

Théoréme 36 Un graphe G est f; -aréte stable si et seulement si pour tous f,,(G)-
ensemble S, chaque sommet x € V — S est (k + 1)-dominé par S ou bien il y a au

moins deur sommets pleins appartiennent ¢ N(x) N S.

Théoréme 37 Soit T un arbre et k un entier positif . Alors les conditions suivantes
sont équivalentes.

a)- T est un arbre [3; -aréte stable.

b)- T admet un unique B,(T)-ensemble.

¢)- pour chaque B,(T)-ensemble S, tout sommet x € V — S est (k + 1)-dominée
par S ou bien il y a au moins deuz sommets pleins dans N(z) N S.

d)- A(T) < k=1 oubienT € Fy ( Fy, est une famille d’arbres construites  partir

d’un arbre initial par l'une des 4 opérations).

D’un autre coté, les auteurs de [9], ont étudié les propriétés des graphes f3,-

critiques a chaque fois qu’une aréte ou un sommet est enlevé ou une aréte est ajoutée.

Théoréme 38 Un graphe G est 3;-sommet critique si et seulement si 3,(G) =

V(&)

Théoréme 39 Un graphe G est 5 -aréte critique si et seulement si pour tout aréte
uv € E(G) au moins un de ce qui suit est vrai:

1)- Il eziste un (3,(G)-ensemble S, o u € S etv & S et v a ezactement k voisins
dans S et aucun sommet de N(u) N (V — S) est plein.

2)- 1l eziste un B,(G)-ensemble S contenant u et v ow u est un sommet plein,
deg(u) > k et il existe un sommet x € N(u) N (V — S) tel que © n’est pas k-dominé

par S et u est l'unique sommet plein dans S adjacent o x.
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Théoréme 40 Soit k un entier positif, alors l'arbre T est (3 -aréte critique si et

seulement si T = K 4.

Théoréme 41 Un graphe G est 35 -aréte critique si et seulement si toute paire de
sommets non adjacents u et v appartient o tout 5,(G)-ensemble S et au moins l'un

des sommets u et v est un sommet plein dans S.

2.4 Autres paramétres de domination dans les graphes
modifiés
Dans [5], Chellali s’est investi dans I’étude de la k-domination par rapport & la sup-

pression d’une aréte quelconque. Nous commencons par donner la definition suivante:

Définition 42 Soit k un entier positif, un sous-ensemble S de V(G) est un ensemble
k-dominant si tous sommet de V(G)— S est adjacent & au moins k sommets de S. Le
cardinal minimum d’un ensemble k-dominant de G est appelé le nombre k-dominant
de G, noté par v, (G). La k-domination dans les graphes a été introduite par Fink et

Jacobson en 1985 [12].

Théoréme 43 Soit k un entier positif, G un graphe -y, -aréte stable si et seulement si
pour tout pair de sommets adjacents u, v € V(G), il éxiste un v,(G)-ensemble disons
D, de telle sorte que l'une de ces conditions est vérifiée:

1)- u,v € D ou bien u,v € V(G) — D.

2)- Siue D etvég D, alors v est (k + 1)-dominée par D.

En outre, il a donné une caractérisation constructive des arbres ,-aréte stables.
Nous cloturons cette partie en mentionnant que d’autres travaux sont considérés
par rapport aux fonctions de domination, Chellali et Jafari Rad [10], Hansberg [14],
et Jafari Rad et Volkmann [17] pour la domination roman. Et Jafari Rad [16] pour

la domination 2-rainbow.
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CHAPITRE III

CONTRIBUTION

La contraction d’une aréte ou l'identification de deux sommets non adjacents est une
opération qui consiste a remplacer ces deux sommets par un nouveau sommet dont le
voisinage ouvert est 'union des voisinages ouverts des deux sommets remplacés sans
ces deux sommets en question. D’une fagon formelle, la contraction de deux sommets
adjacents ou bien l'identification de deux sommets non adjacents u et v forme un
nouveau sommet, designé par 7w, dont le voisinage ouvert est (N (u) U N (v))—{u, v}.

Le graphe obtenu sera designé par Gy,.

Dans ce chapitre, on considére I’effet de la contraction d’une aréte ou bien Iidentification

de deux sommets non adjacents sur le nombre de domination double 7v,, (G).

CONTRACTION DE DEUX SOMMETS ADJACENTS

Puisque existence des ensembles double dominants dans G nécessite & ce que G
soit sans sommets isolés, alors on considére la contraction des arétes dans les graphes

connexes d’ordre n > 3.

3.1 Quelques résultats préliminaires

Observation 44 Tout dominant double d’un graphe G contient tous les sommets

supports et les feuilles.

Proposition 45 Soit G un graphe connexe d'ordre n > 3 et u,v deuxr sommets

adjacent de G. Alors

Tx2 (G) = 2 < V2 (Gu) < 752 (G) +min (dg (u) = 1,dg (v) = 1) = 1.
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Preuve. a) Soit D un 7., (G)-ensemble, et u,v deux sommets adjacents quel-
conques de GG. Examinons les cas suivants:

-Siwuetwv ¢ D, alors D reste un double dominant de G, et donc 7,5 (Guy) <
\D | = Txe (G) S

-Siue Detv ¢ D, alors (D — {u})U{uv} est un double dominant de G,,. D’ol
Vw2 (Gu) < 752 (G).

- Supposons maintenant que u,v € D. Soit A ’ensemble des sommets de V— D

tels que N (z) N D = {u,v}(Vz € A). Il est claire que |A

< min (d(u) — 1,d(v) — 1).
Maintenant si u ou v a au moins un voisin dans D, alors (D — {u,v}) U {ut} U A est
un EDD de Guy. D00 745 (Guv) < (752(G) —2) + 1+ |A] = 7,0 (G) +

Al — 1. Donc

on peut supposer que ni u, ni v n’a un voisin dans D. Nous distinguons deux sous
cas:

-Si A =0, alors soit «’ ou v’ le voisin de u ou v dans V' — D respectivement. Alors
D U{mw, v} — {u,v} est un EDD de Guy, d’00 Vy5 (Guo) < |D] =242 = 7,5 (G).

-Si A# 0, alors (D — {u,v})U{uv} U A est un EDD de Guy. D'0ll 7,5 (Guy) <
(V52(G) = 2) + 1 + |A| = 742 (G) + |A| — 1. Ainsi on a la borne superieure.

b) Soit D un 7y, (Gyy)-ensemble.

- Siw € D, alors (D — {uv}) U {u,v} est un EDD de G. Dol 7,,(G)

VAN

(ID] =1) +2 = 745 (Guw) + 1. Donc 7,5 (G) = 2 < 7,2 (Guv) -

-Siww ¢ D, alors DU {u,v} est un EDD de G. D’oit 7,,(G) < |D| +2 =
Yz (Guw) +2. Done 7,5 (G) =2 < 745 (Guo) - ®

Il est & noter que la borne inférieure et la borne supérieure de la Proposition 45

sont atteintes pour 'exemple de la Figure 3.1 et de la Figure 3.2 respectivement.

u uv
I . [ ¢ o— )
O [ 'e) ! O
v

31



Figure 3.1: Un arbre tel que 7,5 (Guy) = V.o (G) — 2.

)

Figure 3.2: Un graphe tel que v, (Gu) = vy (G) + min(dg(u) — 1,dg(v) — 1) — 1.

1l est & signaler que si on considére uniquement les graphes de maille > 4, alors
I’ensemble A tel qu’il est defini dans la Preuve de la Proposition 45, sera vide. D’ou

on a le résultat suivant:
Corollaire 46 Soit G un graphe connexe de maille > 4. Alors
Tx2 (G) -2 < Tx2 (Guv) < Tx2 (G) :

La borne superieure du Corollaire 46 est atteinte pour la chaine Ps, en contractant

une aréte quelconque.

3.2  Les graphes v,,-stables

Avant de présenter les résultats, nous commengons par donner la définition suivante:

Définition 47 Un graphe G est dit domination double point stable ou bien v,,-

stable, si pour tout couple de sommets adjacents u,v de G on a Yy (Guw) = Yyo (G) .

Proposition 48 Si G est un graphe v, (Guy)-stable, alors G ne contient pas de

supports adjacents.

Preuve. Soit G un graphe 7, ,-stable, et soit D un v, (G)-ensemble. Supposons

que G contient deux sommets supports adjacents u,v. Soit «/ un sommet pendant
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adjacent & u. D’aprés I’Observation 44, {u,v,u'} C D. D’ou (D — {u,w'})U {uw/} est
un EDD du graphe Gw. Donc 7,5 (Guw) < |D] =2+ 1 < v, (G), contradiction

avec le fait que G est 7,,-stable. m

Proposition 49 Si G est un graphe vy, ,-stable, alors tout support de G est adjacent

a exactement une seule feuille.

Preuve. Soit G un graphe vy, ,-stable, et D un ., (G)-ensemble. Supposons qu’
un sommet support © de G est adjacent & au moins deux sommets pendants v et v’
Alors (D — {u,v})U{@w} est un EDD de Gyp. D'00 745 (Guw) < |D| =241 < 7,5, (G),

contradiction. ]

Proposition 50 Soit G un graphe v,,-stable conneze de maille g (G) > 4. Alors le

sous graphe induit par tout v, (G)-ensemble est un graphe 1-régulier.

Preuve. Soit G' un graphe 7, ,-stable connexe de maille g (G) > 4, et D un
Yx2(G)-ensemble. Supposons que G [D] n’est pas un l-régulier. Donc G [D] contient
un sommet z ayant au moins deux voisins dans D, disons y,z. Il est claire que
yz ¢ E(G) car g(G) > 4. Considérons maintenant le graphe G, et soit D’ =
(D—{=z,y})u{zy}. Alors D’ n’est pas un EDD de G,, car |D'| = |D| -1 < |D|. Par
conséquent, il existe un sommet w € V' — D’ ayant un seul voisin dans D’. Puisque w
est double dominé par D dans G, alors forcément N [w]N D = {z,y} ce qui implique

que z,y,w forment un cycle Cs, contradiction avec le fait que ¢ (G) > 4. m

3.8  Les arbres v,,-stables

Dans cette partie on donne une caractérisation constructive des arbres 7,,-stables.

Commongons par donner quelques observations utiles pour la suite.

Proposition 51 Si T est un arbre v,,-stable, alors pour tout sommet x de T dif-

ferent d’un support on a, yyo(T — ) > 7,5 (T).
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Preuve. Soit S un 7,,(T — x)-ensemble, et y un voisin quelconque de z dans
T. Supposons que |S| < v,,(T). Alors S est un double dominant de 7,,. D’on

Yo (Toy) < |S| < vy (T), contradiction car T est 7, ,-stable. m

Observation 52 Soit T l'arbre obtenu d’un arbre non trivial T', en attachant une
étoile subdivisée K7, avec k > 2 de centre a par une aréte a un sommet b quelconque

de T'. Alors v, (T) = 7,5 (T") + 2k.

I'<2

Preuve. Il est clair que tout double dominant de T’ peut étre étendu en un
EDD de T en ajoutant tous les sommets de K7, sauf le sommet a, d'odl 7,, (T) <
Yz (T') + 2k.

D’un autre coté, soit D un 7,,(7)-ensemble. D’aprés I’Observation 44, tous les
sommets supports et feuilles sont dans tout v,, (7")-ensemble D. Maintenant si a €
D, alors on peut le remplacer par b dans D. Donc on peut supposer que a ¢ D, d’oil
DN V(T') est un EDD de T" et par suite vy, (T7) < 4o (T) — 2k. D’00 7,5 (T) =
Yoo (T") 4+ 2k. m

Observation 53 Soit T' l’arbre obtenu d’un arbre non trivial T', en attachant une
chaine P3 = x'-z-y par une aréte de y & un sommet w de T' qui appartient a un

Yua (T")-ensemble. Alors vy (T) = v,p (T') + 2.

Preuve. Soit D un +y,, (T')-ensemble. D’aprés I’Observation 44, 2/, 2 € D aussi
y ¢ D (sinon on le remplacer par w ou son voisin). Donc D N V(T") est un EDD de
T". Dol 7y (T") < 74 (T) — 2. L'égalité vient du fait que tout -y, (T')-ensemble

contenant w peut étre etendu en un EDD de T en lui ajoutant {z,z'}. =m

Avant de donner une caractérisation des arbres, nous donnons la définition suiv-
ante. Un arbre T' enraciné est une arboréscence admettant un sommet r & partir
duquel il existe un chemin & tout autre sommet de 7. Le sommet 7 est unique et est

appelé racine. Pour un sommet v d’un arbre enraciné, le parent p(v) de v est I'unique
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sommet tel que il existe une aréte de p(v) & v, le fils de v est un sommet u tel que
) = v.

Pour caractériser des arbres 7, (T')-stables, nous définissons la famille H de
tous les arbres T qui peuvent &tre obtenus par une séquence d’arbres T3, 75, ..., Tj
avec j > 1, tel que T} = K7, avec k > 2 de centre a, T="T;etsij>2 Ty est

obtenu a partir de T; par une des opérations suivantes :

e Opération O; : attacher une étoile subdivisée K7, avec k > 2, de centre a par

une aréte de a, & un sommet b quelconque de Tj.

e Opération O, : attacher une chaine Py = z'-z-y par une aréte de y & un sommet

w de T qui appartient & un v, (T]’ )-ensemble.

Figure 3.3: Les opérations O; et Os.
Lemme 54 Si T € H, alors T est un arbre 7,,-stable.

Preuve. Soit T € H. Alors T peut &tre obtenu par une séquence d’arbres
Ty, Ty, ..., Tj avec j > 1, telle que Ty est une étoile subdivisée K7, avec k > 2, T = Tis
et si j > 2, alors Tj4; est obtenu de T; par l'une des deux opérations O; et Os.
Utilisons une induction sur.j. Si j = 1, alors T est une étoile subdivisée K7, ( k > 2)

et donc T est 7 ,,-stable.
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Supposons que j > 2, et que le résultat est vrai pour tous les arbres T qui peuvent
étre construits par une séquence de longueur au plus j — 1. Soit 7" un arbre de H
construit & partir de 77 = Tj_;, en utilisant O; ou O,. Par hypothése, 7" est 7, ,-
stable. Considérons alors les deux cas suivants:

Cas 1. T est obtenu de 7" par I'Opération ;. Par 'Observation 52, on a
Yo (T) = vyo (T") + 2k. Pour montrer que T est 7y, ,-stable, considerons une aréte
uv quelconque de 7. Examinons les sous cas suivants:

cas 1.1. wv € E(T"). L’arbre T,, peut étre consideré comme étant obtenu par
I’arbre 7!, en appliquant I’Opération @;. Par conséquent d’aprés 1’Observation 52,
Yoo (Tuw) = Vo (T0,) + 2k. Sachant que T’ est y,,-stable, on obtient v, (Ty,) =
Tz (Tow) + 2k = 7,0 (T') + 2k = 7,5 (T).

Cas 1.2. wv = ab. Posons X =V (K7,) — {a}. Soit D’ un 7,, (T")-ensemble.
Posons D" = D' sib ¢ D' et D" = (D' — {b})U{ab} si b € D'. Remarquer que |D'| =
>

. Maintenant il est claire que D" U X est un EDD de Ty, d'0o0 vy (Top) < | D[+
| X| = 742 (T) + 2k. Supposons que ’égalité est stricte i.e: v, o (Tup) < Yyo (T7) + 2k.
Soit S un 7,5 (Tws)-ensemble. D’aprés I’Observation 44, X C S. Maintenant si ab € S.
11 est claire que $" = (S — (X U {ab})) U{b} double domine T’ — b mais pas T"(sinon
|S] < vy (T")). Donc b est isolé dans S’. Soit alors &' un voisin quelconque de b
dans 77, Alors S” = S" U {V'} est EDD de 7", et donc v, (77) < |S”"| = ||+ 1 =
Yo (Tap) = | X| =142 < 7,5 (T")+ 1. D'ott S” est un 7, (I")-ensemble ot le sommet
b’ posséde deux voisins dans S”, ce qui contredit la Proposition 50. D’ot ab ¢ S.
Maintenant si ab a au moins deux voisins dans S appartenant & 7" — b, alors dans
ce cas (S — X) est un EDD de T". D’od 7,5 (T") < |S| — | X| = 742 (Tw) — |X] <
Yoo (T') + 2k — 2k = 7,5 (T'), ce qui est aussi impossible. Donc ab a au plus 1
voisin dans S appartenant & 77 — b. Dans ce cas § — X est un EDD de 77 — b. D’ou
Yoo (T =b) < |S| = |X| < Yyo (T") + 2k — 2k = 7,5 (T"), contradiction avec la

Proposition 51. Par conséquent v, (Tys) = Vyo (T7) + 2k = 744 (T).
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Cas 1.3. wv € E(Kj,). Posons X : l'ensemble des sommets de K7, en
contractant l’aréte uv. A noter que |X| = 2k. Il est claire que tout 7., (7")-
ensemble peut étre étendu & un EDD de T,, en ajoutant X. Dot v, (Th) <
Yoo (T") + 2k = v, (T). Pour montrer 1’égalité, supposons que 7,5 (Tuy) < Yyo(T),
et soit S un y,, (Tyy)-ensemble. Si b ¢ S, alors S — X est un EDD de (T” —b), et
donc 7y, (7" = b) < |S| — 2k < 74y (T) — 2k = .5 (T"), ce qui contredit la Propo-
sition 51. D’ou b € S§. Si S — X double domine 7", alors v,, (7)) < |S| — |X]| =
Yoo (Tww) = 2k < Y49 (T) — 2k = 7,5 (T"), ce qui est impossible. D’ou S — X ne
double domine pas 7". Donc b n’a pas de voisin dans S N V(7). Aussi, il est claire
que tout sommet de 7" autre que b est double dominé. Soit & un voisin de b dans
T'. Rappelons que ' ¢ S. Dans ce cas (S — X) U {V'} est un EDD de 7", d’on
Tz (T7) S IS[=1X|+1 = vy (Tuw) =2k +1 < 742 (T) =2k +1 = 7,5 (T") + 1. Par con-
sequent, (S — X)U{b'} est un v, (7")-ensemble induisant une chaine P;. Puisque 7"
est 7,-stable, ceci contredit la Proposition 50. On conclut que v, (Tuv) = Vx2 (1) .

Cas 2. T est obtenu de 7" par I’Opération O :

Soit a'-z-y la chaine P; attachée par y & un sommet w de 7’ qui appartient
Yo (T")-ensemble. D’aprés I’Observation 53, 7,4 (') = Y42 (77)+2. Nous montrerons
dans ce qui suit que T est y,,-stable. Soit uv une aréte quelconque de 7' .

Cas 2.1. wv € E(T"). L’arbre T,,, peut &tre comme étant obtenu par 7}, en

attachant la chaine a’-z-y par y vers un sommet w* de 7", ou w* = wsiw ¢ { u,v},

uv?

ou bien w* = wwv. Il est claire que si w* appartient & un v, (7),,)-ensemble alors par
I’Observation 53, on a
/
%2 (TU‘U) ="Yxs (Tu'u) +2 (l)

Pour voir ceci, soit D' un 7., (7")-ensemble contenant w (un tel ensemble D’
existe). En utilisant le fait que 7" est y,,-stable, on peut voir :

- Siw,v ¢ D" alors D’ est un v,, (7., )-ensemble avec w € D".
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-Siu € D' etv ¢ D alors (D' — {u}) U {uv} est un ,, (7)., )-ensemble avec
w € D' (si u##w)oubien w* € D' (st u=w).

- Siwu,v € D', alors (D' — {u,v}) U {uw, 2z} est un v,, (7",)-ensemble contenant
w* ou z est un voisin quelconque de w ou v. Donc (1) est verifiée.

Cas 2.2. uv = yw. D’aprés le Corolaire 46, v, (Tyw) < V4o (T') . Supposons que
I'égalité est stricte i.e: v, (Tyw) < Yyo (T). Soit S un v, (T} )-ensemble, d’aprés
I'Observation 44, 2,z € S. Siyw € S, alors 8’ = (S — {z,2',yw}) U {w} double
domine 7" — w mais pas 7. Ce qui implique que w n’est pas un support dans 7".
Par conséquent vy, (T" —w) < |§] = |S] =2 = 70 (Tpw) =2 < 7,0 (T) =2 =
Yoo (T") + 2 — 2, ce qui contredit la Proposition 51. Donc gw ¢ S. De la méme
maniére S’ = S — {z,2'} double domine 7" — w mais pas 7". Ce qui implique que w
n’est pas un support dans 7”. Alors v,, (77 —w) < |5 =S| =2 = 745 (Tyw) — 2 <
Y2 (T) — 2 = 45 (T"). Ce qui contredit encore une fois la Proposition 51. D’ou
V2 (Tyw) = Y2 (T) -

Cas 2.3. wv = a2y ou za'. wo est ou bien une feuille ou bien un support dans
Tup. Soit S un v, (Tu)-ensemble. D’apres le corollaire 46, 7.0 (Tuw) < Yo (T).
Supposons que vV, (Tuy) < Vyo (7). Il est claire que S contient deux sommet de
{z',z,y} une fois l'aréte uv contractée.

Siw ¢ S alors SNT' double domine 7" — w et donc v, (T" —w) < |S] -2 =
Vo (Tuw) — 2. Par la Proposition 51, et le fait que 7,5 (Tw) < Yy (7). On obtient
Yo (T) € 1 (T = 0) < 7g (Ton) =2 < 75g (T) =2 = 7,5 (T") . Ce qui impossible.
Donc w € §. Si SN T’ double domine 77, alors v, (7") < |S| =2 =749 (Tw) —2 <
Vo (T) =2 = 77,5 (T") . Ce qui aussi impossible. Donc S NT" ne double domine pas
T'. Soit w’ un voisins quelconque de w dans 7". A noter que w’ est double dominé par
w et disons w”. Aussi, (SN T")U{w'} est un EDD de 77, d'ott v, (I7) < |S]|—-2+1 =
Yoo (Tuw) =1 < 3o (T) =1 = 7,5 (T") + 1. Par conséquent (SNT")U {w'} est un

Yo (T")-ensemble. On conclut que 7" est ry,,-stable, ceci contredit La Proposition
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50, car w,w’, w” induisent une chaine P;. On conclut que 7yyo (T) = 7y (Tw) pour

toute aréte uv de T. Donc T est y,,-stable. =
Théoréme 55 Un arbre T est v, ,-stable si et seulement s1 T € H.

Preuve. Si T € H alors par Lemme 54, T est un 7,,-stable .

Pour montrer la nécessité, soit 7' un arbre v, ,-stable. Nous utilisons une induction
sur l'ordre de T'. Puisque les étoiles et doubles étoiles ne sont pas y,,-stables (Par
Propositions 48 et 49 ), donc 7 a un diameétre au moins 4. Il est clair que le plus
petit arbre de diameétre 4 est la chaine Ps; qui appartient & la famille H. Soit n > 6,
et supposons que tout arbre v, ,-stable 77 d’ordre n’ < n est dans la famille 7, soit
T un arbre v,,-stable d’ordre n. Nous enracinons maintenant 7" & une feuille r d’'une
plus longue chaine dans T'. Soit z un sommet & distance diam(T") — 1 de r sur la plus
longue chaine qui commence par 7, et soit 2’ le sommet fils de x sur cette chafne. Soit
aussi y, z les parents de z et y réspectivement dans I’arbre enrraciné. Il est clair que
z'est un sommet pendant et z est un sommet support. D’aprés la Proposition 48, y
n'est pas un sommet support et  est de degré 2. Donc considérons les cas suivants:

Cas 1. dr(y) > 3. T, est une K, ou k = dr (y) — 1. Posons T = T' — T}, si
T est d’ordre 2, alors T = K7 ,,, qui appartient & H. Donc on suppose que T est
d’ordre n’ > 3. D’aprés 1'Observation 52, on a v, (1) = 7,4 (1") + 2k. Maintenant
on veut montrer que 7" est 7,,(7")-stable. Supposons le contraire, donc il existe une
aréte ab € E(T') telle que v, (Th,) < Yxo (T") . Puisque tout v, (T},)-ensemble peut
atre etendu en un EDD de T, en ajoutant V (T,) — {y}, on obtient =, (Tw) <
Yoo (T0) + 2k < 7,0 (T") + 2k = vy (T) , contradiction avec le fait que T" est v,,(T)-
stable. D’ou T"est 7,,-stable, et donc par induction sur 7", T’ € H. Par conséquent
T € H car il est obtenu par 7" en utilisant 1’Opération O;.

Cas 2. dr(y) = 2. Posons 7' = T— {2’,z,y}. A noter que 7" a un ordre

n' >3 car n > 6. D’autre part, tout 7., (7)-ensemble contient x, 2’ et ne contient
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pas y car sinon ¢a contredit la Proposition 50. D’ott z appartient a tout ~,,(7)-
ensemble, et donc v, (77) < 745 (T) — 2. Pour obtenir 1’égalité supposons que
Yo (T") < Yo (T) =2, et soit S" un v, (T")-ensemble. Alors z ¢ S’ (sinon S'U{z’,z}
est un EDD de T, donc v,,(T) < [S'| 4+ 2 < 74(T) — 2+ 2, ce qui est impossible).
Donc z ¢ S'. D’ou S’ U {2/, z,y} est un EDD de T , et donc v,,(T) < |S'| +3 <
Yua(T) =2+ 3 < 7,o(T) + 1. Il Sensuit que S’U{z’,z,y} est un 7, (T)-ensemble,
contradisant la Proposition 50. Par conséquent v, (T") = 7,4 (T') — 2. Maintenant on
veut montrer que 7" est 7,,(7")-stable. Supposons le contraire et soit ab une aréte de
T tel que 7,5(Th,) < Yxo (T7). S1S" un v,,(T.,)-ensemble, Alors S'U{z’, z,y} est un
EDD de Ty D'ott y,5(Tas) < S| +3 = v4o(Thy) +3 < vyo (T7) + 3. Et comme T est
Vo (T)-stable. Alors v, (T) = Yoo (Tas) < Yo (T7) +2 = 7,5 (T) . Ce qui implique
que S"U{z’,z,y} est un v, (T)-ensemble mais qui contredit la Proposition 50. D’otu
T' est un ,,(7")-stable, et donc par induction sur 7', T" € H. Par conséquent

T € 'H car il est obtenu par 7" en utilisant I’Opération Q. m
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Dans la partie suivante, on va étudier I'effet de l'identification de deux sommets

non adjacents sur le nombre de double domination.
IDENTIFICATION DE DEUX SOMMETS NON ADJACENTS

En utilisant une preuve similaire a celle utilisée pour la Proposition 45, on a le

résultat suivant (Annexe n°l):

Proposition 56 Soit G un graphe conneze et u,v deuz sommets non adjacents de

G. Alors
Tx2 (G) ~2 % Tx2 (Guv) S Y x2 (G) + min (dG' (u) -1, dG (U) . ]-) — 1.

La borne supérieure de la Proposition 56 est atteinte pour le cycle Cy, en identifiant
deux sommets non adjacents quelconques. Et la borne inférieure est atteinte pour

I'exemple de la Figure 3.4.

u
Q @ G O O uv
& S -0 (D

\'4

Figure 3.4: Un graphe tel que 7,5 (Guo) = V2 (G) —2.

3.4 Les graphes id-7y,,-stables

Définition 57 Un graphe G est dit id-y,o-point stable, si pour tout couple de som-

mets non adjacents u,v de G on a ¥, (Gu) = Y2 (G) -
Remarque 58 Trivialement, les graphes complets sont id-y,,-stables.

Proposition 59 Un arbre T est id-y,,-stable si et seulement si T = Ps.
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Preuve. Soit T" un arbre id-vy,,-stable, et D un ~,,(7")-ensemble.

Supposons que u, v sont deux feuilles de 7" & distance au moins 3, et u/,v’ leur
supports, respectivement. Dans ce cas u, v, v/, v' dans D (d’aprés I’Observation 44), et
donc (D —{u,v})U{wv} est un EDD de T,, de cardinal inférieur & |D|, contradiction
avec le fait que T est id-v,,-stable. Donc toutes les feuilles de 7" sont & distance au
plus 2. C’est a dire T est une étoile, par conséquent T = P,.

La réciproque est imédiate. ®

L’observation suivante sera utile pour la suite.

Observation 60 ([18]) ) Pour toute chaine P, avec n > 2, on a:
Yo(Pn) =2[n/3] + 1 sin = 0(mod3) et
Yx2(Pn) =2 [n/3] sinon

2) Pour toute cycle Cy,, avec n > 3, om a: 7,5 (Cn) =2 [2].
Proposition 61 Un cycle C, est id-vy,,-stable si et seulement si C,, = C3 ou Cy.

Preuve. Soit C, un cycle et notons ses sommets par vy, ...,V,. SUpPpPOSONs que
n > 5. Sin =5 ou 6, alors I'identification de vy et vz diminue d’une unité v, (Cy) .
Donc on suppose que n > 7.

Considérons le graphe aprés l'identification de vy et v,. Le sommet 50, devient
support pour v, et le graphe resultant (Gy,., ) est un unicycle ayant un cycle d’ordre
n — 2 contenant T3v,, oll U3, est un support pour la feuille v;.

Soit D le dominant double minimum de la chaine vy, ..., v,_s, il est facile de voir
que Vyg (Guyw,) = | D] + [{T30,, v1}|. En utilisant I’Observation 60, on peut constater

que Yy (Gugw,) # Y2 (Cn) . D'olin=30ud. =
Proposition 62 Un unicycle G est id-y,,-stable si et seulement si G = Cs ou Cy.

Preuve. Soi G un graphe unicycle de cycle C. Si G = C,, alors d’aprés la

proposition 61, G = C3 ou Cy. Donc supposons que G # C,,, c’est a dire, il existe
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un sommet de C, disons z, tel que deg(z) > 3. Si G contient deux feuilles u,v &
distance supérieure ou égale 2, alors v,, (Guy) < Yy«o (G). Donc G contient une seule
feuille z reliée & z par une chaine unique, dont tous les sommets intermidiares (s’ils
existent) sont de degré 2. Il est claire que la feuille z et son support sont dans tout
Yo (G)-ensemble D. Aussi D contient au moins deux sommets adjacents u,v du
cycle C' (avec la possibilité que u = z) et dans ce cas 7,5 (Gy:) < 742 (G). Dot le

resultat. =
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CONCLUSION

Nous nous sommes intéressés dans ce mémoire & 1’étude de l’effet de la contraction
d’'une aréte ou I'identification d’un couple de sommets non adjacents sur le nombre
de domination double.

En premier lieu, nous avons tenté de faire le point sur ce qui a été fait dans ce
domaine. Puis nous nous sommes orientés vers I’étude des graphes ot le nombre
de la domination double ne change pas lorsqu’on identifie une paire de sommets

quelconques.

Nous avons établi des conditions nécessaires pour les graphes 7, ,-stables dans le
cas général. Ainsi qu'une caractérisation des arbres 7, ,-stables.
Aussi nous avons étudié les graphes id-v,,- stables pour quelques classes partic-

ulieres, exemple les arbres, les cycles et les graphes unicycles.
Comme perspectives, on peut citer les problémes suivants:

o L’étude des graphes dont l'identification d’un couple de sommets diminue le

nombre de la domination double.

o L’étude de la relation entre ces défferentes classes analogiquement aux travaux

de Haynes et Henning [15].

o Caractérisation des graphes extrimaux atteignant les bornes de la Proposition

45.
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Annexe n°1 (Preuve de la proposition 56)

Preuve. a) Soit D un 7v,, (G)-ensemble, et u, v deux sommets non adjacents
quelconque de G. Examinons les cas suivants:

-Siuetvég D, alors D reste un double dominant de Gup et done v, (Gu)
1Dl = 7,2 (G).

-Siu € Detv¢ D, alors (D — {u})U{@w} est un double dominant de Gy D’ou
Vs [Fun) £ Vo (G).

- Supposons maintenant que u,v € D. Soit A I'ensemble des sommets de V— D
P q

IN

tels que N (z) N D = {u,v}. Il est claire que |A4| < min (d(u) — 1,d(v) — 1). Aussi
(D = {u, v})U{mw} UA est un EDD de G,,. D’ot v, (Guw) < (7x2(G)=2)+1+|A| =
Tx2 (G) + 4| - 1.

b) Soit D un 7,4 (G,y)-ensemble. Examinons les cas suivants:

® WU € D, puisque uT a au moins un voisin dans D, il est evident que au moins
I'un de u ou v, disons u, a au moins un voisin dans D. Si v ne posséde pas de
voisin dans D, alors soit v/ un voisin de v dans V — D. Dans ce cas, (D — {ww})u
{u,v,v'} est un EDD de G,d’'0tt 7,, (G) < (|[D| = 1) +3 = Yxa (Guw) +2. Donc
Tx2 (G) =2 £ 743 (Gu) .

e U ¢ D, 'un de u ou v a au moins un voisin dans D, disons u. Nous distinguons
deux cas:
- Si|N (u)ND| =1 alors |N (v)ND| >1 dans ce cas D U {u,v} est un EDD
de G. Donc 7,5 (G) < [D|+2 = 7,5 (Gup) + 2, dotl 7,, (G) =2 < Yz (Guw) -

- Si[N (u)N D] > 2, alors DU {v} ou DU {v,v'} est un EDD de G, ot v/ est
un voisin quelconque de v dans V' — D. Par conséquent 7, (G) < |D| + 2 =

Tx2 (Guv)+2' D’ou Vx2 (G)_2 S T2 (Guv) é
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