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RESUME

La méthodologie de la recherche expérimentale (MRE) est un ensemble de méthode et
mode de raisonnement destiné a tout expérimentateur désirant faire de la planification
expérimentale. Elle a pour objet de lui permettre d’optimiser ’efficacité de sa recherche
expérimentale quelque soit sa branche d’activité. Pour ce faire, elle va 1’aider & exprimer au
mieux son probléme et lui proposer des sitatégies expérimentales optimales en fonctions des

objectifs qu’il s’est fixé et des moyennes dont il dispose.

Ce travail comporte deux cbjectifs : les algorithmes d’échange qui consiste & trouver la

meitleure matrice selon les critéres d’optimali*¢ et une “tude comparative des matrices

d’expérience pour aider I’expérimentataur 4 prendic vae décision.
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Introduction générale
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INTRODUCTION GENERALRE

La méthode des plans d’expériences n’est pas une technique nouvelle, elle date en fait
du début du siécle avec les travaux de Fisher en 1925 [1]. Les premiers utilisateurs de ces
méthodes furent les agronomes qui cut vite compris Pintérét des plans d’expériences et
notamment la réduction du nombre d’essais lorsqu’on étudie de nombreux paramétre. Les
plans d’expériences ont pris un esscr consicérable avee ie développement de I’informatique et
la puissance de calcul qui I’accompagne.

Les plans d’expériences devraient faire partie du bagage scientifique de tout
expérimentateur. Ce n’est pas encore le cas et ¢’est pour cette raison que nous avons entrepris
la rédaction du présent ouvrage. En effet, les plans d’expériences servent & optimiser
Iorganisation des essais. Cette organisation permci & obtenir le maximum de renseignements
avec le minimum d’expériences. Elle permet également d’obtenir la meilleure précision
possible sur la modélisation des résultats. Cette méthode des plans d’expériences est basée sur
des regles mathématiques strictes et elle exige une démarche rigoureuse de la part de
I’expérimentateur.

Cette science de I’crganisation des essais et de la modélisation des résultats expérimentaux
nécessite une terminologie adaptée, précise et une mise en ceuvre rigoureuse. Ces pourquoi

nous commengons par un chapitre sur lz terminolegie ¢t quelque notions de base sur les plans

d’expériences, En fin des indications oénérzles sevont donndes sur les différents types de
plans d’expériences et sur les usages que I’on peut en faire.
Dans notre travail, les principes généraux de consiruction des plans d’expériences sont

présentés a partir de la notion d’espace expérimental. La représentation géométrique des
points expérimentaux est trés parlants mais elle est vite limitée lorsque la dimension de

I’espace augmente. C’

est pourquoi "oi utilise la repiésentation matricielle. A I’aide des deux
représentations, géométrique et matricizlle, les principaux plans d’expériences sont décrits :
Plans factoriels complets & deux niveaus, plan fracticnnaires, plan de Plakett et Burman, plans
composites, plans de Box-Behnken, plans de Doeblert , plans de Roquemore et plan de
mélange.

Ce mémoire comporte six chapitres. Dans le premier chapitre, nous allons expliquer
brievement les points essentiels de ceite méthedologie de !z recherche expérimentale. Le
1

deuxiéme chapitre ccnsacré a la descripiicn de szpt plans classiques. Le chapitre trois est

consacré 2 la description de I'analyse ¢ la variance et les importantes notions des plans de
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mélanges ont été décrite également au quatriéme chapitre. Dans le cinquiéme chapitre nous
avons abordés la notion de D-optimalié =t les algoritnmes d’échange utilisé dans la recherche

des matrices D-optimales. En fin, das tiblas de comparaison entre les différents plan

r

d’expériences ont été élaborées au chanit

N



Chapitre 1 Concepts

Jondamentavx sur la méthodologie de la recherche expérimentale

T

CHAPITRE 1

CONCEPTS FONDAMENTAUX SUR LA METHODOLOGIE DE LA
RECHERCHE EXPERIMENTALE

1.1 Introduction

La méthodologie de la recherche expérimentale ou Planification des sxpériences fait partie
des statistiques. Elle est utilisée par toute discipline ou la réalisation d’expériences sur un

systeme quelconque s’avére indispensable afin de véri

P~

fier des résultats théoriques, de tirer des
informations pratiques ou d’optimiser le fonctionnement de celui-ci. Le systéme est considéré
comme une enceinte fermée dans laquelle, seules sont prises en compte les entrées et les
sorties, appeiées respectivement facteurs et réponszs. La constitution interne du systeme est

totalement ignorée.
1.2 Limites des méthodes traditionneiles d’essnis

1.2.1 Etude d’un phénomeéne

L’étude d’un phénoméne peut se schématiser de fa maniére suivante : I’expérimentateur
s’intéresse a une grandeur, par exemple le rendement en blé d’une parcelle de terre, le prix de
revient d'un produit chimique ou 'usure d’une pidce de moteur automobile. Cette grandeur
dépendra d’un grand nombre de variables. Le rendement en blé sera fonction de la nature du
terrain, de la qualité d’engrais incorporé, du climat. de I’exposition au soleil, etc... Sous une
forme wathématique, on peut écrire que la grandeur d’intérét v est une fonction de plusieurs
variables x;.

y = _f(xl,xz, xk) (11)

3
¢l

L’étude du phéncmeére se raméne alors a la mesure de la gravdeur en fonction des différentes
valeurs que I'on peut donner aux variables. Mous allons décrire rapidement la méthode
classiqus pour étudier la fonction (1.1).

1.2.2 Lz méthode classique

Traditionnellement, les essais sont effectués de maniére séquentielle [8] en faisant varier les

variables I'une apres I’autre sans planification préalable de ensemble des essais a réaliser.
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La méthode des plans d’expériences s’appuic sur deux notions essentielles, 1’espace

expérimental et la modélisation mathématique des grandeurs Ztudides [9].

1.4 Notion d’espace expérimental

La fonction y = f(xq,%3,...X) peut étre représeniée dans un espace géométrique. Nous
choisirons un repére cartésien, nous atiribuerons le nremier axe au premier facteur xy, le
seconde au deuxieme facteur x,, etc. Le niéme axe au facteur x,. L espace ainsi défini est
appelé 1’espace expérimental. Pour réaliser une exnérience, il faut fixer chacun des facteurs a
une valeur bien précise. Cette valeur est appelée niveau du facteur. Lorsque 1’on étudie
Iinfluence d’un facteur, en général, on limite ses variations entre deux bornes (borne
inférieure ou niveau bas; borne supérieure ou niveau haut). L ensemble de toutes les valeurs
que peut prendre le facteur entre le niveau bas et l= nivean haut, s’appelle le domaine de

variation du facteur. On a I’habitude de noter le niveau bas par -1et le niveau haut par +1.

Facteus2 4%
R i
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i 'S
: o filie
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Figure 1.2: Niveaux des facteurs définissant des poinis expérimentaux dans ’espace

expérimenial

1.4.1Matrice d’expériences

Chaque peint expérimental peut #trs représenié soit géométriquement dans 1’espace
expérimental, soit & 1’aide d’une mairice soit par un iablean donnant lss niveaux. Les
coordonnges du point expérimental sont les niveauy indiqués dans le tableau 1.1 qui porte le

nom de matrice d’expériences.

Ut
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Tableau 1.1: Matrice 4’ expériences

le nom de 1’essai Facteurl | Facteur?2

Les matrices d’expériences représentent donc la dizposition des points expérimentaux dans
I'espace expérimental. Pour [D’interprétation [’exnérimentatevr introduit une grandeur
supplémentaire : la réponse. Il est alors amené 2 travailler dans un espace possédant une
dimension en plus que ’espace expérimental .

1.4.2 Coordonnées centrées réduites

Lorsque I"on attribue la valeur —1 au niveau bas d"ua facteur et la valeur +1 au niveau haut,
on effectue deux modifications importantes, on dénlace Iorigine des mesures et on change
I'unité de mesure. Ces deux modifications entrainent 1’introcuction de nouvelles variables que
I"on appelle variables centrées réduites, centrées pour indiquer le changement d’origine et

réduites pour signaler la nouvelle unité. Le passize des variables d’origine z aux variables

centrées réduite x, et inversement, est donné par la formule suivante:

Ou

Zy = (niveau bas + niveau haut)/2

pas = (riveau haut - niveau bas)/2

L’intérét des variables centrées réduites est de powoir présenter ies plans d’expériences de la
méme maniere quels que soient les domaines a’étunes retenus et quels que soient les facteurs.
La théorie des plans d’expériences présente ainsi w0 ¢ grande généralizé [10].

1.5Notion de modélisation mathématigue

Le modele est une relation entre les facteurs x4, x-,.. x, et la réponse que ’on désire étudier.
La fonctiony = f(xq,x,,...x,)correspond & une surface de réponse (appelée hyper surface
si k > 3) est trop générale et il est d'usage d’en prendre un développement limité de Taylor
[9]. Si les dérivées du développemen: de Taylor penvent éire considérées comme constantes,
le développement précédent prendra la forme ¢’ un nolyndme de degré plus ou moins élevé:

Y = ao+ Y apx; + 3 agxp X + L oagxi+..(1.2)



Chapitre 1 Concepis fondamentanx sur la méthodologie de la recherche expérimentale

° yest la grandeur a laquelle s’intéresse I’expérimentateur

o x; Représente le niveau attribué au facteur No |

® ag, 4;, 4, A;; sont les coefficients du modéle

1.5.1 Intérét de la représentation polynomiale

La représentation polynomiale de la réponse permet Dutilisation du calcul matriciel,

contrairement aux autres formes de 'z modélisaticn, 3

ah'Clzavial W o Ceula Do v s 2aal

i Ic grand intérét de la représentation

polynomiale.

transcendantes (les exponentielles et les log
représentation polynomiale (1.2).
“ Avantages de la représentation polynomiale

- apdonne la valeur de la réponse au centre du domaine d’étude

- a;(termes linéaires) représentent les effets des facteurs. On peut donec immédiatement
faire une lin€arisation de Iinfiuence des fucicurs sur 1a réponse, ce qui n’aurait pas été
possible si la relation (1.1) comporte des fonctions transcendantes.

- Le modéle (1.2) est linéaire par rapport aux coefficients. On peut donc utiliser tout le
caleul matriciel ce qui n’zurait pas 2 possible si la relation (1.1) comportait des
fonctions transcendantes.

- On peut également déterniiner touiss lcu imeractious dordre 2,3,....,k ce qui
n'aurait pas été possible si la fonction (1.1} comvortait des fonctions transcendantes.

- On peut faire une optimisation c'est-a-diie connaitre les valeurs exactes des facteurs
donnant une réponse optimale.

- On peut trouver la valeur de la réponse en n’importe quel point intérieur au domaine
expérimental sans réaliser 'expérience correspondante. Le modeéle devient alors un
raodele prédictif.

1.5.2 Modéle de Uexpérimentaten:

Deux compléments doivent €tre apportés au mocele précédemment. Le premier est le manque
d’ajustement. Cette expression tradult le fait que le modele clhoisit par "expérimentateur avant
les essais est probablement un peu différent du modéle réel. I v a un écart entre ces deux
modeles. Cet écart est le manque d’ajustemcnt. Le second es: la prise en compte de la nature
aléatoire de la réponse. En effet si on mesure plusieurs fois une réponse en un méme point

expérimental, on n’cbtiendra pas exactement lo nérue visuiat. 11 y & une dispersion des
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résultats appelés erreur expérimentals. Ces deux écarts sont souvent réunis dans un seul écart,
le résidu, noté e. Le modele utilisée par I’expérimeniateur s'éerit alors :

Tl Pl 2

y=ag+2ax+ 5 axx + et e

1.6 Systéme d’équations
Chaque point expérimental apporte une valeur de iz réponse. Or cette représentation est
modélisée par un polynéme dont les coefficients sont les inconnues qu’il faut déterminer. A la

fin du plan d’expériences, on a un systme de n & ztions (871 y 2 necsais) & ¢ inconnues (s’il

y q ceefficients dans le modele cheisi & prieri). Ce systéme s'écrit d’une maniére simple en

notation matricielle:

Avec

Y : vecteur des réponses

X : matrice de calcul, qui dépend des noints expérimentaux cheisis pour exéeuter le plan et du
modele postulé

A: vecteurs des coefficients

e : vecieurs des résidus

Ce systéme ne peut pas, en général, éire résoiu simplement car le nombre d’équations est

o

inférieur au nombre d’inconnues. En effet, il v 2 n

o~

quaiions et g 4+ n inconnues cette
résolution ne peut pas étre menée 4 vien que st | oo atilise une méthode de régression qui

introduii ¢ équations supplémentaives. La plupast du emps ceie méthode est basée sur le
critére d’optimisation des moindres carrés. On obiient les estimateurs les plus probables des

coefficients a ’aide de la relation suivante :

¥

Formule dans {aquelle la matrice “X st la transposse de X
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Les plans factoriels complets a deux niveaux permettent aussi d’étudier k facteurs a
raison de deux niveaux par facteur. Ils renferment toutes les combinaisons des k facteurs

a leurs deux niveaux, soit 2¥ combinaisons.

2.1.1.1 Construction des plans factoriels complets a deux niveaux
Matrice des essais

Pour étudier I’influence d’un facteur sur une réponse, il faut lui affecter au moins
deux niveaux. Reprenons les notions du premier niveau est -1, le second par +1. Pour
’étudier deux facteurs 1 et 2, a raison de deux niveaux pour chaque facteur, il faut
réaliser 2° = 4 essais. Les conditions opératoires de chaque essai sont décrites dans le
tableau 2.1.

Tableau 2.1 : Matrice d’expériences d’un plan 2*

Essais N’ Facteur 1 | Facteur 2
1 -1 -1
2 +1 -1
3 -1 g1
4 +1 +1

Pour trois facteurs le nombre des essais a réaliser est huit essais. La matrice
des essais ou d’expériences est donnée par le tableau 2.2.

Tableau 2.2 : Matrice d’expériences d’un plan 2°

Essais N° Facteur 1 Facteur 2 Facteur 3
1 -1 -1 -1
2 +1 -1 -1
3 -1 +1 -1
4 +1 +1 -1
S -1 -1 +1
6 +] -1 +1
7 -1 +1 +1
8 14 +1 +1

16
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Pour k facteurs, le nombre d’essais est de 2¥ d’ot le nom de plan 2* donné 2 cette
famille de plan. La matrice des essais comporte £ colonnes et 2¥ lignes. Elle se construit

simplement
-Colonne du 1% facteur : alternance de -1 et +1
-Colonne du 2" facteur : alternance de -1 et +1 de 2en 2
-Colonne du 3™ facteur : alternance de -let +1 de 4en 4
-Colonne du 4™ facteur : alternance de -1 et +1 de 8en 8, ... efc.

Domaine expérimental

Le domaine d’étude peut étre représenté dans 1’espace expérimental des facteurs a k
dimensions. Lorsque k£ = 2, nous obtenons un carré. Les points expérimentaux sont situés

aux quatre sommets du carré (Figure 2.1)

Facteur 2 &

Essai 4
+1 [~

Essai 2

Essai 1 |
1
1

v

-1 +]1

Figure 2.1 : Domaine d’étude d’un plan 22

Lorsque & = 3, le domaine expérimentale est représenté par un cube, dont les huit

sommets représentent les huit essais de plan (Figure 2.2)

11



Facteur 1

Chapitre 2 Plans d’expériences classiques

Facteur

¢ (0

@/ Facteur 2

Figure 2.2 : Domaine expérimental d’un plan 2°

Quand K > 3 la représentation géométrique du domaine n’est plus possible mais les
points expérimentaux sont toujours aux sommets d’un hyper-cube a k dimensions.
2.1.1.2 Plans factoriel a deux facieurs

Pour deux facteurs, nous avons vu que le domaine d’¢tude est un carré. Par exemple
la figure 2.1 représente un plan factoriel complet & deux facteurs. Le modéle
mathématique postulé est un modele de premier degré par rapport a chaque facteur. Le

modeéle est :

Y =ap ta;x; tax: +a;px;xz (2.1)

y : la réponse
X; : niveau attribué au facteur i
a : valeur de la réponse au centre du domaine d’étude

a, (resp.a,) : I’éffet principal du facteur 1 (resp. facteur 2)

iz : interaction entre les facteurs 1 et 2

Effets d’un facteur

L’expérimentateur ayant réalisé les essais est en possession de quatre valeurs de la
réponse : Y1, V,, Y3 €ty,. Il a donc un systeme de quatre équations a quatre inconnues. Les
inconnues étant les coefficients du modéle : ay, a;, a> et a;;. En remplagant dans la

relation (2.1) les x; par leur valeur, on obtient :

Yi=0y— a3 — 0z +aq3

Y2=0Qp+a; —a; —ai;

i2
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Y3 =0Qp—Q; +a;—a
Yo = Qg+ aq+aza

La résolution de ce systéme donne :
ap = %()ﬁ + Y2+ 3 +y.) (22)
a; = i(—}ﬁ + Y2 —y3+y.) (23)
a; = i(“)ﬁ — Y2+ Y3+ (24)

1
a1z = (V1 — Y2 — Y3 +¥4) (2.5)
Signification de a,

Le coefficient agest la valeur de la réponse au centre du domaine d’étude. La
formule (2.2) montre également que a, peut etre considéré comme la moyenne des quatre

réponses.

Signification de a;

Placons-nous maintenant au niveau moyen du facteur 2. Pour cela, donnons la

valeur zéro a x,. La relation (2.3) devient :

Yy =aptax;
Cette relation permet de tracer 1’évolution de la réponse prédite dans un plan de
coupe x, = 0 (figure 2.3). L’effet de facteur 1 (a;) apparait comme c’est la variation de la

réponse lorsqu’on passe du niveau bas du facteur 1 au niveau haut de méme facteur et

lorsqu’on trace cet effet on aura :

1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1

Y

-1 0 +1 Facteur 1

Figure 2.3 : Effet du facteur 1

13
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Ou y- (resp. y.) est la valeur moyenne de la réponse au niveau haut (resp.bas) du facteur
1.

Signification de a;,

La relation (2.5) peut s’écrire :

=230y -10n- y) = 20s -y @6)

L’interaction apparait comme étant la demi différence entre 1’effet du facteur 1 au
niveau haut du facteur 2 (effet noté y+) et I'effet du facteur 2 (effet noté y,). Elle traduit

une variation de I’effet d’un facteur en fonction du niveau d’un autre facteur.

Matrice des effets

Nous venons de voir que les signes de la matrice d’expériences permettent de

calculer les effets, mais il faudrait pouvoir calculer aussi la moyenne et ’interaction.

e Calcul de la moyenne
Le processus de calcul & adopter pour les effets peut s’appliquer en utilisant une

colonne de signe + puisqu’il n’y a que ce signe dans la formule (2.2).

e Calcul de Pinteraction

La suite des signes de la relation (2.5) est + - - +. Chacun des ces signes
provient du x;,x, figurant dans la relation (2.1). On peut retrouver cette suite de
signes de la maniére suivante : écrit en colonne, les signes correspondants a x; et

a X, puis en faisant le produit scalaire des éléments correspondants des colonnes des

facteurs.

X1 Xy XX,

-1 -1 +1
+1 -1 -1
-1 +3 -1

+1  +1  +1

Ayant la matrice d’expériences, il est facile de construire la matrice de effets
(Tableau 2.3) en ajoutant une colonne de signe + pour la moyenne et en calculant celle de

I’interaction comme précédemment.
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Tableau 2.4 : Matrice des effets d’un plan 23

Essais N° | Moy | 1 2 3 12 13 23 123 || Réponses
1 +1 -1 | -1 -1 +1 ¥ ] -1 38
2 +1 | +1 | -1 -1 -1 -1 +1 +1 37
3 +1 S B | -1 +1 -1 +1 26
4 +1 | +1 | +1 | -1 #1 -1 -1 -1 24
5 +1 -1 -1 +1 +1 -1 -1 +1 30
6 +1 | +1 ] -1 | +1 -1 +1 -1 -1 28
7 +] -1 +1 |+ -1 -1 +1 -1 19
8 +1 | #1 | +1 | %1 +1 +1 +1 16
Effets |2725| -1 | -6 | -1 | 0,25 | 0,25 | 0,25 0

Seuls les effets 2 et 3 sont significatifs.

Conclusions de I’étude

La concentration de I’acide gras est pratiquement sans influence sur la stabilité de
I’émulsion. Par contre, la dilution de I’acide chlorhydrique est un facteur important a effet
négatif. La nature du bitume est également importante, la meilleure stabilité sera

obtenue : avec le bitume B, il n’y a aucune interaction significative.
Remarque

L’effet est négatif quand la réponse diminue lorsque le facteur correspondant passe

du niveau -1 au niveau +1.

2.1.1.4 Plans complets 2%

Il s’agit de plans pour lesquels on étude £ facteurs prenant chacun deux niveaux. Le
modele mathématique adopté a priori est un polyndme prenant en compte la moyenne, les

effets de chaque facteur et les interactions entre les facteurs pris deux a deux.
Yy =ag+ X aix; + X a;xx; (2.7)
On peut écrire sous forme matricielle :

Y = X4 (2.8)
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Dans le cas des plans factoriels a deux niveaux, la matrice X qui est orthogonale est
appelée matrice d’Hadamard. Elle posséde I’importance propriété : ‘X X = N J ou N le
nombre d’essais et / la matrice d’unité. Si I’on reporte cette expression dans la formule

(2.1) on obtient :
A=(xX)7" Xy=mND" XY (2.9)
D’ou

XY

N
I
2|

2.1.1.5 Optimalité des plans 2"

Tous les effets et les interactions sont estimés d’une maniére indépendante, avec la

variance minimale var(y)/N [5].
2.1.1.6 Avantages et inconvénients des plans factoriels complets a deux niveaux

Les avantages [8] des plans factoriels sont nombreux et nous n’en citerons que les

principaux :
- Les plans factoriels complets sont faciles a construire.

- Comme chaque facteur ne prend que deux niveaux les essais sont faciles a contrdles et

les risques d’erreur sont minimisés.
- Le calcul des effets et des interactions est trés simple.

-L’interprétation des résultats est a la portée de tout expérimentateur et ne demande pas

des connaissances approfondies en statistique.

- Les résultats obtenus avec un premier plan peuvent étre utilisés en partie ou en totalité,
soit pour explorer une autre zone du domaine expérimental soit, pour établir un modéle

mathématique de degré plus élevé.

L’inconvénient de ces plans est que le nombre des essais a réaliser devient rapidement
important. De plus, on ne peut calculer que les effets principaux et les interactions donc

on ne peut pas obtenir de modeles du second degré et plus.

17
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2.1.2 Plans fractionnaires & deux niveaux

Les plans fractionnaires sont appelés plans 2”. Le 2 signifie que chaque facteur
prend 2 niveaux, le k indique que & facteur sont étudies, le p signifie qu’il y a p facteurs
supplémentaires par rapport au nombre de facteurs du plan complet. L’avantage des plans

fractionnaires est évident : la charge expérimentale est divisée par 2° car 27 = 2¢/2°.
2.1.2.1 Théorie des aliases

Reprenons le dernier exemple. L’expérimentateur a réalisé huit essais. Aurait-il pu
en réalisant moins, par exemple, la moitié ? Supposons qu’il ne réalise que la moitié des
s T | . . = ;
essals soit 2°° = 2* = 4 essais. La matrice d’expériences se présente selon le tableau 2. 5

et les réponses sont, bien siir les mémes que celles de 1’exemple précédent.

Tableau 2.5 : Matrice des expériences (étude d’une émulsion de bitume)

Essais N° 1 2 12 y
1 -1 -1 1 y; =30
2 1 -1 -1 vy, =37
3 -1 1 -1 vz =26
4 1 1 1 Vo =16

On peut comparer les effets calculés a partir de ce plan fractionnaire avec le plan

complet (Tableau 2.6).

Tableau 2.6 : Comparaison des effets calculés

Effets Plan complet Plan fractionnaire
Moyenne 27,25 27,25
1 -1 0,75
2 -6 -6,25
3 -4 -4,25

Ces résultats sont tout a fait comparables a ceux qui ont été obtenus avec le plan
complet de huit essais. Il semble donc que, pour un effort moindre on puisse obtenir les
mémes résultats. Cela parait surprenant et n’a-t-il pas fallu rien donner en échange des

quatre essais ? Quel est donc le prix & payer pour faire moins d’essais pour faire

i8
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apparaitre la réponse ? Reprenons la valeur de I’effet 3 et de I’interaction 12 calculée

avec le plan complet :

1
a3=§(—Y1‘“J’2—y3_)’4+3’5 + Y6 + V7 + ¥g)

1
a12=§(+y1—y2——y3 + Vst Vs — Ve — Y7+ V)

Et additionnant :

az + Qg = %(‘Jb. — Y3+ Y5+ g)
On retrouve la quantité :
€3 = az + a4, = —4,25
C’est-a-dire que c3 est égal a I’effet principal a; augmenté de I’interaction a;,. On

dit que a, et a;, sont aliasés. La quantité c; peut étre appelée alias ou contraste ou

simplement effet.

On verra de méme que :

C1 = al + a23 = _0,75
Cy = ay + a3 = 6,25
% 5 . e T [P
Le modéle du plan fractionnaire 2°™' s*&crit :

Yy = Cy + C11 + CrXo + C3X3
Les hypothéses d’interprétation

Tous les plans fractionnaires posent le méme probléme d’interprétation des résultats.
Comme on n’effectue pas toutes les expériences du plan complet, on ne peut pas obtenir
la valeur de toutes les interactions. Il faut créer soi-méme des informations
supplémentaires de remplacement. Ces informations supplémentaires doivent étre
réalistes et compatibles avec 1’étude menée. Elles sont introduites sous forme
d’hypothéses et clles demandent & étre vérifiées avant la conclusion de 1’étude. Les

hypothéses de travail les plus souvent retenues sont les suivantes :
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e Hypothése 1

Les interactions d’ordre 3 ou d’ordre plus élevé sont considérées comme
négligeables. On élimine ainsi un grand nombre d’inconnues. Mais cette

hypothése peut parfois étre mise en défaut.

o Hypothése 2
Si un contraste est nul, cela peut signifier :

-Que les effets et les interactions aliasés sont tous nuls. C’est I’hypothése est

la plus probable et ¢’sst celle que retiendrons sous le nom d’hypothése 2.
- Que les effets et les interactions aliasés se compensent. Cette hypothése est
Probable et nous ne la retiendrons pas.

e JHypothése 3

Si deux contrastes sont faibles, on supposera que leur interaction 1’est aussi et

si un contraste est faible et I’autre fort, on supposera que leur interaction est faible.

e Hypothése 4

Si deux contrastes sont forts, on se méfiera de leur interaction qui peut 1’étre

¢galement.

Les hypothéses présentées ici sont trés souvent vérifiées mais, il arrive parfois
qu’elles soient mises en défaut. Il est toujours possible d’en adopter d’autres en fonction
du probleme traité et des risques encourus. Pour une bonne analyse des résultats il est

prudent de toujours bien préciser les hypothéses d’interprétation que 1’on a retenues [7].

Calcul des contrastes

Reprenons la matrice des effets d’un plan 2° ol ’ordre des essais a été choisi pour
faire ressortir 2 plans 22 pour les facteurs 1 et 2. Le plan 2° a donc été divisé en 2 demi-

plans (Tableau 2.7)

20
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Tableau 2.7 : Matrice de calcul des contrastes pour les deux demi-plans fractionnaires

Essais N° | I 1 (2312 |13 |23 |123
5 1| -1 ]-1]1 1 -1 -1 1
2 1 I |-1|-1|-1 1] -1 1 1
1" demi-plan
3 -1 ]1/]-1]-1 1 -1 1
8 1 I i1 1 1 i 1
] L -1 [-1[-1] 1 1 1 -1
2" demi-plan
6 -1 1|1} -1 1 -1 -1
7 1 1 1 {1]-1]-1 1 -1
. 1 I |-1]-1] 1 -1 -1 ] -1

Considérons le demi-plan supérieur. En notation de Box, on constate que 3 et 12

sont égaux puisqu’ils ont la méme suite de signes + - - +, on peut écrire :
5=12
Or, on avait démontré
C3 = as + aq,

Donc 3 = 12 est équivalent & c3 = a3 -+ a4,. Cette relation d’équivalence est valable
dans les deux sens et elle constitue la base de la théorie des aliases. On montre de méme

que :
1 =23 estéquivalent a ¢; = a; + a,;
2=13 estéquivalenta ¢, = a, + a;3

On peut trouver ces relations toujours dans le demi plan supérieur, les deux colonnes

de signe + permettent d’écrire :
=123

En multipliant successivement cette relation appelée le générateur des aliases par 1,

2et3:
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2.1.2.2 Construction pratique des plans fractionnaires
La construction pratique des plans fractionnaires est basée sur :

© On choisit un plan complet et 1’on écrit sa matrice de calcul des effets. On appelle
Cette matrice le plan de base.

o Dans ce plan de base, on choisit p colonnes de signes correspondants a p
interactions les plus élevées possibles (pour qu’elle ait le plus de chance d’étre

faible) pour étudier les facteurs supplémentaires.

Pour illustrer cette construction des plans fractionnaires prenons comme plan de
base 2°, la matrice des effets comprend 3 interactions d’ordre 2 et une d’ordre 3. Le plan

complet permet d’étudier 3 facteurs sur la colonne 1, 2 et 3.
Essais I 1 2 3 12 13 23 123

tr(r1 -1 -1 -1 11 1 A1)

o

1 1 -1 -1t -1 -1 1 1

711 a1 1 1 = <1 1 -1

8!11111111/

Si nous voulons étudier 4 facteurs, nous conservons les trois premiéres colonnes de
signes pour les 3 premiers facteurs et nous choisirons la colonne d’une interaction pour le
quatriéme facteur. Pour fixer les idées, prenons la colonne de I’interaction 12 et écrivons
que 'on attribue au facteur supplémentaire 4 les niveaux définis par les signes de cette

interaction :

D’ou le générateur d’aliases

44=4.12
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En multipliant ce générateur successivement par 1, 2, 3 et 4, on obtient :
1 =24 estéquivalenta c; = a; + ay4
2= 14 estéquivalenta ¢, = a, + a4
4 =12 estéquivalenta c, = a, + a,,
3 =1234 est équivalent & c3 = a3 + ;334

On aurait pu aliaser le facteur 4 sur une autre interaction, on aurait eut d’autres
valeurs des contrastes. Il est tout & fait possible d’étudier deux facteurs supplémentaires,

g 5-2 .- . .
en utilisant un plan 2°. On peut choisir comme aliases par exemple :

4=12

)
Il
s
w2

D’ou les générateurs d’aliases indépendants :
I=124
I=135

Si I’on multiple ces deux générateurs membre & membre, on obtient un troisiéme

générateur :

I 1=2345

Deux facteurs supplémentaires introduisent donc un groupe d’aliases ou GGA

comportant quatre termes.
I =124 =135=2345

On utilise ce GGA pour savoir comment les facteurs et les interactions sont aliasés
dans les contrastes que I’on calcule avec ce plan fractionnaire. Par exemple pour

déterminer le contraste ¢; on multipliant tous les termes du GGA par la colonne 1 :
[.7=1.124=1.135=1.2345

1 =24=25=12345 est équivalent & ¢; = a; + a4 + a35 + G12345

)
W
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Pour un plan de base 2%, la matrice des effets comprend six interactions d’ordre 2,
quatre d’ordre 3, et une d’ordre 4. Le plan complet permet d’étudier quatre facteurs 1, 2,
3 et 4. Pour étudier 8 facteurs, le plan complet contient 256 effets et interactions, le plan
284 = 2% pe permettra de calculer que 16 contrastes. Il faut quatre interactions pour

étudier les quatre facteurs supplémentaires. On peut choisir comme aliases par exemple :

5=123
6=124
7=134
8=1234

Les quatre générateurs d’aliase indépendants sont :
[=1235=1246 = 1347 = 12348

Les générateurs dépendants se calculent a partir des générateurs indépendants en les

multipliant 24 2,3 a3, et4 a4.

Multiplication 2 4 2 :

1235.1246 = 3456
1235.1347 = 2457
1235.12348 =458
1246.1347 = 2367
1246.12348 =368
1347.12348 =278

Multiplication 3 a 3 :

1235.1246.1347 = 1567
1235.1246.12348 = 12568
1235.1347.12348 = 13578
1246.12348.1347 = 14678

24
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Multiplication 4 a 4 :

1235.1246.1347.12348 = 2345678
Le groupe de générateurs d’aliases (GGA) sera donc :

=278 =368 =458 = 1235 = 1246 = 1347 = 3456 = 2457 =2367 = 12348 = 1567 =
12568 = 13578 = 14678 = 2345678

Le calcul complet est présenté ici pour le facteur 1 :

C1 = Gy + Q35 + Qoup + Q347 + Ase7 + Q1278 + Q1368 + A1458 + A13456

t Q12457 T Q12367 + Q2568 + Q2348 + Az578 + Auae7g + A12345678

De méme si I’on néglige les interactions d’ordre supérieur a trois on peut écrire:

€y = ay, Ce = Qg T U3g, C14 = Q4 + Qg6 t A37,
C; = Az + ayg, C7 = Q7 + Azg, C23 = Q3 + Q15 + Ag7,
C3 = a3 + Ugg, Cg = ag + Qg5 + Azg + Ay, C24 = A4 + A6 + A5y,
Cq4 = Q4 + Asg, Ciz2 = Q12 + 35 + Gy, C34 = Q34 + Qg7 + Asp,
Cs == A5 + Qys, C13 = Qg3 + das + Ay, C234 = Q234 T Q1g,

2.1.2.3 Notion de résolution

Nous avons vu que dans un plan fractionnaire les effets principaux sont aliasés avec
des interactions d’ordres différents. La résolution X d’un plan est égale a 1 plus la valeur
de ’ordre de I’interaction d’ordre le moins élevé. Par exemple si un facteur principal est
aliasé avec des interactions d’ordre 2, 3 et 4, la résolution sera 1+2 = 3. On écrit souvent

la résolution en chiffres romains. On écrit résolution III.
2.1.2.4 Avantages et inconvénients

Les avantages des plans fractionnaires sont les méme que ceux des plans factoriels
complets a deux niveaux. Mais, en plus ils permettent d’échapper au principal
inconvénient de ces derniers : le grand nombre d’essais. Par exemple on commence par
un plan 2% et s’il s’avére nécessaire de faire des essais complémentaires pour lever les

ambiguités, on poursuivra les expériences en exécutant un deuxiéme plan 2% qui, ajouté

25
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au premier donnera deux plans 2°7 soit 2:2%2 ou 263*! que ’on écrira plus simplement

702

Le plus important serait peut-étre que 1’expérimentateur doit faire un effort pour

apprendre a maitriser I’emploi des plans factoriels fractionnaires.
2.1.3 Plan de Plackett et Burman
2.1.3.1 Construction des plans de Plackett ¢t Burman

La structure des aliases de ces plans est trés différente de celle des plans complets 2¢
ou des plans fractionnaires 2°. D’un peint de vue pratique, cette structure est
intéressante car elle minimise 1’influence des interactions lorsqu’on calcule les contrastes
correspondant aux effets principaux. C’est pourquoi nous ferons une distinction dans les
plans basés sur des matrices d’Hadamard. Cette distinction ne suivra pas les faits
historiques. En effet, Plackett et Burman cnit publié tous les plans basés sur des matrices

d’Hdamard depuis 2 jusqu’a 100 lignes. Malgré tout nous ferons la distinction suivant :
-Nous appellerons plans factoriels complets ou fractionnaires tous les plans
Basés sur des matrices d’Hdamard et dont le nombre de lignes est 4 2*.
-Nous appellerons plans Plackett et Burman tous les plans basés sur des
matrices d’Hadamard et dont le nombre de lignes n’est pas égal a 2%,

Ainsi un plan de essais basé sur une matrice d’Hadamard sera appelé un plan de Plackett
et Burman, tandis qu’un plan basé sur les méme matrices mais ayant 32 essais sera appelé

plan factoriel.

Examinons maintenant en détail la méthode de construction des matrices d’expériences
d’Hadamard : Ces matrices se construisent selon un algorithme qui donne la 1% ligne de
la matrice d’expériences, les autres lignes étant générées par permutation circulaire de

cette 1°° ligne et la derniére ligne étant une ligne ne comportant que des signes(-) [7].

= N=4
++ -
4] =8

i~
(o3}
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= N=24
i S SR Sy

= N=32
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Pour illustrer la construction des plans de Plackett et Burman prenons par exemple N=8,

la matrice d’expériences est :

Essais 1 2 3 4 5 6 7
I+ +1 +1 -1 41 -1 1)
2 o B S BT B (RS R |
3 N e = S SRS
4 +1 -1 -1 41+ 41 -
5 S R NS NS S RS RS |
6 +1 -1 1 -1 -1+ +]
7 +1 41 -1 41 -1 -1 4]
g L-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1)

Cette matrice est une matrice d’Hadamard. Nous allons la transformer pour la
présenter selon la disposition classique des plans factoriels. On sait qu’il est possible
d’inverser les signes + et - sans modifier les résultats de I’expérimentation. Effectuons

cette transformation :
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Essais 1
1 (-l
2 +1
3 +1
4 -1
o +1
6 -1
7 -1
8 Ut

+1

3 4 5
-1 +1 -1
-1 -1 +1
-1 -1 -1
+1 -1 -1
+1 +1 -1
-1 +1 +1
+1 -1 +1
+1 +1 +1

+1

Plans d’expériences classiques

+1J

Ordonnons maintenant ces lignes pour retrouver la séquence des signes des colonnes

des matrices des effets des plans 2°.

1
(1
+]
-1
]
-1
+1

-1

+1

-

123 12
-1 +1
+1 -1
+1 -1
-1 +1
+1  +1
-1 -1
-1 -1
+1  +1

+1
4]
+1
+i
+1
+1

+1

+1/

Nous retrouvons, au déplacement prés de quelques colonnes, un plans 2°et comme

Plackett et Burman n’envisagent pas d’interaction, il s’agit d’un plan factoriel

fractionnaire 2" ou les quatre facteurs supplémentaires sont confondus avec les quatre

interactions. On peut écrire : un Plackett et Burman N=8 est un plan factoriel

Si nous voulons étudier 11 facteurs, il faudra donc au minimum 12 expériences, la 1°

ligne de cette matrice est : ++ -+ ++ - - - + -
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A partir de cette 1°° ligne, les lignes suivantes sont générées par permutation
circulaire (vers la droite) et nous obtenons la matrice d’expériences suivante, comportant

11 colonnes et 12 lignes (tableau 2.8).

Tableau 2. 8 : Matrice d’expériences

Essais N° | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11
1 +1 | 41 | -1 | +1 | +1 | +1 | -1 -1 -1 | 41| -1
2 -1 +1 +1 -1 +1 +1 +1 -1 -1 -1 | +1
3 +1 -1 +1 g | -1 +1 +1 +1 -1 -1 -1
4 -1 +1 -1 +1 +1 -1 +1 +1 +1 -1 -1
5 -1 -1 +4 -1 +1 +1 -1 +1 +1 | +1 | -1
6 -1 -1 -1 +] -1 +1 | +1 -1 +1 | +1 | +1
7 +1 -1 -1 -1 +1 -1 +1 +1 -1 +1 | +
8 +1 | +1 | -1 -1 -1 |+l -1 |+ | 4+ | -1 |+
9 +1 +1 | -+l -1 -1 -1 +1 -1 +1 | +1 | -1
10 -1 +1 +1 +1 -1 -1 -1 +1 -1 +1 | +1
11 +1 = I O I -1 -1 o S I S U S B A
12 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 | -1

2.1.3.2 Modélisation mathématique

Les plans de Plackett et Burman utilisent comme modéle mathématique des

polyndmes du premier degré sans interaction, tel que :
Yy =ag+ a1x; + azx; +azxz + -+ apxy

L’interprétation des plans Plackett et Burmen est analogue a celle des plans
factoriels fractionnaires. 1l est donc indispensable de connaitre la théorie des aliases si
I’on veut exploiter correctement les résultats d’essais. Malheureusement ces plans n’ont
pas été présentés, dans le passé, comme des plans factoriels fractionnaires donc comme
des plans délicats a interpréter, mais comme un moyen d’étude facile & utiliser et ne
posant pas de probléme. D’otl un certain nombre d’échecs entrainant le rejet global des
plans d’expériences par certains expérimentateurs. L utilisation de ces plans a également

développé de mauvaises habitudes comme par exemple celle qui consiste a utiliser les
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colonnes non attribuées a des facteurs pour estimer I’erreur expérimentale. Cette pratique
est tout-a-fait a déconseiller car il y a risque de prendre une interaction entre deux
facteurs comme erreur expérimentale. Cette trés mauvaise habitude est malheureusement

trop fréquente et méme conseillée dans certains manuels ?

Il y a pourtant un plan intéressant dans les plans de Plackett et Burman c’est celui a
douze essais, matrice d’Hadamard (12,12) qui permet d’étudier onze facteurs en douze
essais. Ce plan correspond 4 un plan 2''”7 mais ne réclame que douze essais contre seize
pour le plan fractionnaire. II peut étre trés utile si ’économie de quatre expériences fait
gagner beaucoup de temps ou d’argent. La difficulté réside dans I’interprétation car les

confusions entre effets principaux et interactions n’est pas simple [12].

Le plan factoriel. Il peut étre soit complet fractionnaire & deux niveaux par facteurs.
2.2 Plans de modélisation

2.2.1 Plans composites

Les plans composites permettent de calculer un modéle polynomial du second degré.
On parle de modele quadratique. Ils sont composés d’une premiére partie qui est un plan
fractionnaire ou complet, puis d’un ou plusieurs essais au centre du domaine d’étude et

enfin d’essais supplémentaires permettant le calcul du modéle quadratique.

Les plans centraux composites sont des plans intéressants dans la mesure ou ils

permettant de faire une étude d’un systéme de maniére séquentielle.

L’utilisateur peut réaliser les premiers essais du plan factoriel et calculer un modéle
linéaire. Dans le cas ou la précision du modéle par rapport au procédé réel n’est pas

suffisante, les essais complémentaires sont réalisés et un modéle quadratique est calculé.

Le plan composite est constitué de trois parties distinctes, autorisant une étude

séquentielle :

1. Le plan factoriel. Il peut étre soit complet fractionnaire a deux niveaux par

facteurs.

o

Le plan en étoile. Les points expérimentaux sont situés a la méme distance du
centre du domaine d’étude.

Les points au centre du domaine.

(98]
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2.2.1.1 Construction des plans compaosites
Revenons en détail sur les trois éléments des plans composites :

e Plan factoriel

La partie factorielle est constituée de point d’expériences situés aux sommets de
carrés, de cubes ou d’hyper cubes suivant le nombre de facteurs étudiés, et si possible

des points de contrdle situés au centre du domaine d’étude.
e Plan en étoile

Le choix de I’'emplacement des points en étoile est 1ié aux conditions expérimentales
et a des considérations théoriques basées sur les critéres d’optimalité. Les conditions
expérimentales dépendent de la facilite ou de I’impossibilité d’atteindre certaines zones
du domaine d’étude. Par exemple, si I’on a choisi, pour la partie factorielle, un domaine
d’étude de 80 'C 299 "C pour I’étude d’une solution aqueuse, on ne pourra guére €largir
le demaine vers les hautes températures lors du choix des points en étoile. Dans ce cas,
on pourra choisir un plan central composite a faces centrées. Il convient néanmoins de
toujours réfléchir a ce probléme d’extension de domaine au moment de la préparation du

plan d’expériences pour ne pas se faire surprendre.

Les considérations théoriques seront examinées en détail dans les paragraphes

suivants et permettront de trouver la valeur de a.

e Points au centre
On contrdle la validité et la stabilité des plans factoriels et des plans en étoile en

Ajoutant des points d’expériences situés, le plus souvent, au centre du domaine d’étude.

Ces points sont importants et ils ont plusieurs rdles :

v IlIs servent a tester la validité du modéle du premier degré,
v' Tl servent a s’assurer qu’il n’y a pas de glissement (stabilité) entre les deux séries
d’essais,

v" 1ls permettent d’obtenir une estimation de I’erreur expérimentale,

<

[Is diminuent I’erreur de prédiction pres du point central,

v" 1ls interviennent dans le calcul de o.
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Le nombre total N d’essais a réaliser est la somme de chacun des parties qui composent

le plan :

- Les essais du plan factoriel, soit 7y,
- Les essais du plan en étoile, soit 7,

- Les essais au centre, soit 7.
Le nombre total » d’essais d’un plan composite est donne par la relation :
N =ns+ n, + n
2.2.1.2 Les différentes classes de plans composites
On précise parfois deux types de différentes classes de plans composites :

% Plans composites centrés dams les faces: ces plans peuvent étre considérés
comme un cas particulier des plans composites centrés, la charge expérimentale

est la méme, chaque facteur est étudié sur 3 niveaux seulement (figure 2. 4).

@

— %/ g

¢

Figure 2.4 : Plans composites centrés dans les faces
% Plans composites centrés : Si les Loints en étoile sont a ’extérieur du domaine
cubique (figure 2. 5).

Le nombre de niveaux d’un plan composite est de cinq par facteur: le point

central, les deux niveaux du plan factoriel et les deux niveaux des points en étoile.

w
N
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Facteur 2
I Cs +a
C: -------------- -:D)
F 5 G
———0 ; O—
-0, E E E +o Facteur 1
A:__-____-____-_.:B

Figure 2. 5 : Plans composite centrés pour 1’étude de deux facteurs

- Lespoints 4, B, C et D sont les points expérimentaux d’un plan factoriel 22,
- Le point £ est le point central. Ce point peut avoir été répliqué une ou
plusieurs fois,

- Les points F, G, H et ] sont les points d’un plan en étoile.

La matrice d’expériences correspondante & ce plan est donnée par le tableau 2.9. La

distance des points en étoile au centre du domaine est notée par la lettre grecque o.

Tableau 2.9 : Matrice d’expériences d’un plan composite pour deux facteurs.

Essaisn | Facteur 1 | Facteur 2
1 -1 -1
2 +1 -1
3 -1 +1
4 +1 +1
3 -0l 0
6 +a 0
7 0 -a
8 0 +o
9all 0 0
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2.2.1.3 Propriétés des plans composites

S

> Modele mathématique postulé
Est un modele du second degré dans lequel on conserve le coefficient constant. Les
termes du premier degré, les termes rectangles et les termes du second degré. Il n’y a pas
d’interaction d’ordre 3 ou plus élevé.
e Pour deux facteurs le modeéle s’écrit :
>

pl
Yy =aptajpx; +ax;tapxx:tangx; tan

e Pour trois facteurs le modéle s’écrit :
) b 2
Yy=aotax;+axs;+tas;tapxX;tapsxxs T axnxaxstapx;” +anxy +azxs te

Matrice de calcul
La matrice du calcul est notée X. Elle est caractérisée par p colonnes et » lignes.
Pour deux facteurs la matrice de calcul X est une matrice de dimensions (11x 6) puisqu’il

y a 11 expériences et 6 coefficients dans le modele postulé :

(1 -1 -1 1 1 1)
1 1 -1 -1 1 1
1 -1 1 -1 1 1
11 1 1 1 1
1 <« 0 0 a* 0

X = 1 «a 0 0 ao* O
1 0 - 0 0 o

1 0 a 0 0 o2

1 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0

“1 0 0 0 0 0

A\

» Matrice d’information

La matrice d’information est définie a partir du produit matriciel entre la transposée
de la matrice du calcul, notée ‘X. Il s’agit d’une matrice carrée contenant p ligne et p
colonnes. Le déterminant de cette matrice est un indicateur algébrique qui traduit la

qualité¢ d’une matrice d’expériences de taille n.
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La matrice d’information est calculée a partir de la matrice de calcul, elle

égale “XX.
Pour 2 facteurs on a :
(11 0 0 0 44202 4+202 )
0 4+202 0 0 0 0
WX = 0 0 44202 0 0 0
0 0 0 4 0 0
MH202 0 0 0 4+20* 4
(4+202 0 0 0 4 4420

Ou ‘X matrice transposée de la matrice de calcul.

D’une maniére générale, la matrice d’information peut s’écrire :

rN 0 0 0 np+20®  npt+ 202

0 nr+2a’ 0 0 0 0

'Xx=1| 0 0 m+2a2 0 0 0

0 0 0 ny 0 0

np+20? 0 0 0 nr+20° ny
20t 0 0 0 ny ny +2a4J

» Critéres d’optimalité

Nous n’envisageons ici que le cas ol tous les points axiaux sont a la méme distance
(en grandeurs centrées réduites) du centre du domaine d’étude. Suivant les critéres

d’optimalité choisis, la valeur de a ne sera pas la méme.

e [so variance par rotation
Les éléments de la matrice d’information doivent satisfaire la relation [9] :
3 ny=ny+ 20
= 2n=2a

1
= u= ()
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Dans le cas d’un plan composite pour deux facteurs ayant ses points en étoile situés a

o= (4)'/“ = 1.414 du centre, la matrice d’information est la suivante :

1 8 8"
8
{ X = 8
4
8 12 4
8 4 12

Cette matrice respecte bien le critére d’iso variance par rotation : 3x4 = 12. Dans ces
conditions, I’erreur de prédiction des réponses calculées est la méme pour les points
situés a la méme distance du point central. Le critére d’iso variance par rotation est
respecté quand tous les points du plan sont a la méme distance du point central, c’est-a-

dire sur un cercle, une sphére ou une hyper sphére.

e Presque orthogonalité

C’est un autre critére d’optimalité trés utilisé. Au lieu de I’isovariance par rotation,
on pourrait vouloir respecter le critere d’orthogonalité. 11 faudrait une disposition des
points qui entraine une mairice ‘Y X diagonale. Cela n’est pas possible car on ne peut pas
annuler les éléments correspondants aux termes constants et aux termes carrés. Rappelons
qu’il faut que la sous mairice, obtenue en éliminant la premiére ligne et la premiére

colonne de (‘XX)" doit étre diagonale. On démontre que cela est possible si [11].

(nf(\/ﬁ—\/ﬁf);‘

Pour deux facteurs on a 0=1.21. Ecrivons la matrice d’information correspondante.

-12 0 0 0 6928 6,928

0 698 0 0 0 0

XX = 0 0 6928 0 0 0
o 0 0 1 0 0

6928 0 1 0 8287 4

69286 0 0 0 4 8287

Z

~
La matrice de dispersion correspondante est bien prescue orthogonale puisque si 1’on

élimine la premiére ligne et la premiere colonne, on obtient une matrice diagonale.
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(0239 0 0 0 -0,135 -0,135)
0 0,144 0 0 O 0
0 0 0,144 0 O 0
(xx)*= 0 0 0 025 0 0
-0,135 0 1 0 0,233 4
L -0,135 0 0 0 0 0?233,

» Ecart type des coefficients du modéle prédictif
La variance de chacun des coefficients du modele postulé est donnée par la

formule.
var(d;) = Diag var(4) = ¢ Diag (X"X)™*

En prenant les racines carrées des éléments diagonaux de la matrice de variance

covariance, on obtient les carts types des coefficients.

o(dy) = 0,500 ¢
o(d;) =0,353 ¢
o(d,) =0,353 ¢
a(d;;) = 0,500 0
0(dy1) =0,3950

o(dy,) = 0,395 0

o(dy) = 0,489 ¢
o(d,) =0,380 0
o(d,) =0,380 0
0(d,) = 0,500 0
o(dy1) = 0,483 ¢

J(dzz) = 0,483 ¢

2.2.1.4 Avantages et inconvénients

Les plans composites permettent de mener un travail progressif et rationnel.
L’expérimentateur peut réaliser un premier plan factoriel. Ce plan lui indiquera si le
domaine retenu doit étre conservé et quelle sera ’influence des différents facteurs. S’il
existe encore des ambiguités a la fin de I’analyse de ce premier plan factoriel,
I’expérimentateur pourra faire un plan complémentaire. Ayant défini le bon domaine et
connaissant les facteurs influents, il doit s’assurer que le modele du premier degré est
valide. S’il I’est, il peut s’arréter, s’il ne I’est pas, il doit passer & un modéle du second
degré. C’est 1a que les points expérimentaux supplémentaires du plan en étoile sont

précieux.

LL ]
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2.2.2Plans de Box — Behnken

Box et Behnken ont proposé en 1960 [3] ces plans qui permettent d’établir des
modeles du second degré. En effet tous les facteurs ont trois niveaux, -1, 0 et +1. Ces

plans sont faciles a mettre en ceuvre et posseédent la propriéié de séquentialité.
2.2.2.1 Construction des plans de Box-Behnken

Pour 3 facteurs nous ¢vons un cube pour 4 et 5 facteurs nous aurons des hyper cubes
a4 et 5 dimensions (lorsque le nombre de facteurs dépasse 3, nous parlerons de 4- cube,
5-cube,..., k-cube). On place les points expérimentaux non pas aux sommets du cube ou
I’hyper cube, mais au milieu des arétes, au centre des faces (carrés) ou au centre des

cubes.

® Pour 3 facteurs, on a un cube. Le cube posséde 12 arétes et donc le plan & 12

au centre du domaine d’étude. On obtient au total 15

5]

essais. On ajouts 2 essai

essais (figure 2.6)

o A, o

9.

1 | 10 N

| 3 — @ d 1

CJ’Z.) 'Zw @ 7 V4 /Facteur 2
- ©< Facteur 1 @C)

Figure 2.6 : Plan de Box-Behien pour 3 facteurs

13415 O

-8

5

Facteur 3

La construction du plan suit !+ principe suivant : deux facteurs décrivent un carré (4
essais d’un plan 22) et les cooJonnées correspon.antes du troisiéme facteur valent zéro.

Le tableau 2.7 indique ces essais
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o Pour 4 facteurs, le plan est bati sur un hyper cube a 4 dimensions. Les points
expérimentaux sont situés au centre des 24 carrés. La construction du plan est la
suivante : deux facteurs décrivent un carré (4 essais d’un plan 2?), le troisieme et

le quatrieme facteur ont leurs coordonnées égales a zéro. On pourrait ajouter trois

Plans d’expériences classiques

Tableau 2.10 : Plan de Box-Behnken pour trois facteurs

Essais Facteur 1 Facteur 2 Facteur 3
1 -1 -1 0
2 1 -1 0
3 -1 1 0
4 i 1 0
5 -1 0 -1
6 1 0 -1
7 -1 0 1
8 1 0 1
9 0 -1 -1
10 0 1 -1
11 0 -1 1
12 0 1 1

13a15 0 0 0

points au centre du domaine d’étude (Tableau 2.11)

Tableau 2.11 : Plan de Box-Behnken pour quatre facteurs

Essais N° | Facteur 1 | Facteur 2 | Facteur 3 | Facteur 4
124 =54 | +1 0 0
528 +1 0 +1 0
9412 +1 0 0 +1
13216 0 +1 +1 0
17420 0 +1 0 +1
21a24 0 0 +1 +1
25227 0 0 0 0
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Dans ce tableau les niveaux des facteurs sont indiqués par +1. Cela signifie que ce
facteur prend successivement les niveaux +1 et -1 et que toutes les combinaisons sont

réalisées.
2.2.2.2 Propriété du plan de Box-Behnken
o Modéle mathématique nostulé

Le modzle utilis¢ est un modeéle du second degré avec les interactions d’ordre deux

pour 3 facteurs le modele s’écrit :

Y =09+ ayx; + 0Xy + A3X3 + Q13X Xy + Aq3X1X3 + Ay3XX3 + a11x12

L2 I
e 0..22./\.2 + .X3.X3

e Matrice de calcule
La matrice de calcule est construite a partir du plan d’expériences et du modele

postulé. Pour trois facteurs la matrice est donnée par :

1 -1 -1 0 1 0 0 1 1 O0)
1 1 -1 0-1 0 0 1 1 0
1 -1 1 0-1 0 0 1 1 0
1 1 1 01 0 0 1 1 0
i -1 0-10 1 0 1 0 1
i1 0-1 0-1 0 1 0 1
XX=|1 1 0 1 0 -1 0 1 0 1
11 010 1 0 0 0 1
1 -1 -1 00 1 0 1 1
i 0 1-1 0 06 -1 0 1 1
i 0 -1 1 06 0 -1 0 1 1
"1 0 110 0 1 0 1 1
"1 06 00 0 O O O 0 O
1 G 00 0 0 0O 0O 0 O
i 0 00 0 0 0 0 0 0

o Matrice d’information
Cette matrice est calculdée a partir de la matrice de calcul (‘X X). Pour trois

facteurson a :
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Plans d’expériences classiques

On remarque que pour 3 facteurs le plan ne respecte pas I’isovariance par rotation, 8

n’est pas trois fois 4.

e Matrice de dispersion

Cette matrice est ’inverse de la matrice d’information. Pour 3 facteurs on

obtient :
(0,333
()™ =
-0,167
-0,167
L-0,167

0,125

0,125

0,125

0,25

-0,167 -0,167 -0,167

0,271 0,021 0,02
0,021 0,271 0,0214
0,021 0,021 0,271

J

La matrice de dispersion montre que ce plan ne respecte pas le critere de presque

orthogonalité. Mais si 1’on ajoute quatre points au centre au lieu de trois, on obtiendra un

plan de Box-Behnken qui respecte ce critere.

2.2.2.3 Principaux plans de Box- Behnken

Le plan de Box- Behnken le plus utilisé est le plan pour trois facteurs (tableau 2.11)

mais il en existe pour un nombre quelconque de facteurs. Nous indiquons également le

plan pour 6 =t 7 facteurs (Tableau 2.12 et Tableau 2.13) tels qu’ils ont été publiés par les

auteurs [3].
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Tableau 2.12 : Plan de Box-Behnken pour six facteurs

T T e W e e o S e s D e e D T

Essais N° | Facteur 1 | Facteur 2 | Facteur 3 | Facteur 4 | Facteur 5 | Facteur 6
1a8 %1 ] 0 +1 0 0
9a16 0 +1 +1 0 +1 0
17 224 0 0 +1 +1 0 +1
25a32 k] 0 0 +1 == 0
33240 0 £l 0 0 +1 s
41 248 S| 0 +1 0 0 +1
492452 0 0 0 0 0 0
Tableau 2. 13 : Plan de Box-Behnken pour sept facteurs
Essais N° | Facteur 1 | Facteur 2 | Facteur 3 | Facteur 4 | Facteur 5 | Facteur 6 | Facteur 7
l1ag8 0 0 0 +1 +1 +1 0
9al6 %] 0 0 0 0 +1 +1
17224 0 1 0 0 =5 | 0 +1
25a32 +1 +1 0 +1 0 0 0
332440 0 0 +1 +1 0 0 1
41 a48 = | 0 +1 0 +] 0 0
49252 0 +1 +] 0 0 +1 0
57a62 0 0 0 | 0 0 0 0

2.2.2.4 Avantages et inconvénients

Les plans de Box-Behnken sont faciles & construire, et permettent de réaliser un

modele du deuxiéme degré. Mais dés que le nombre de facteurs a étudier devient grand

ces plans obligent a faire beaucoup d’essais.

2.2.3 Plans de Doehlert

La caractéristique prinzipale des plans de Doehlert [12,1] est d’avoir une répartition

uniforme des points expérimentaux dans !’espace expérimental. C’est une démarche

différente de celle que nous avons rencontrée jusqu’ici. On ne cherche pas le meilleur

emplacement des points expérimentaux pour un modele donné. On répartit simplement

les points de maniére réguliére sans se poser de question sur le critére d’optimalité.
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2.2.3.1 Plans de Doehlert pour deux facteurs

Pour deux facteurs les points expérimentaux forment un hexagone régulier (Figure

2.7). Tous les points sont 4 la méme distance du centre du domaine d’étude.

Facteur 2 4

Facteur 1

Figure 2.7 : Plan de Doehlert pour I’étude de deux facteurs

La matrice d’expérienc' 3 correspon-'ante a ce plan est donnée par le tableau 2.10.

Tableau 2.14 : Matrice d’expériences d’un plan de Doehlert pour 2 facteurs

Essais N° | Facteur 1 | Facteur 2
1 0 0
2 1 0
3 0,5 0,866
4 -0,5 0,866
5 -1 0
6 -0,5 -0,866
7 0,5 -0,866

La disposition des points expérimentaux selon la figure 2.7 conduit a cing niveaux
pour le premier facteur x; et trois niveaux pour le deuxieme facteurx,. Tous les points du
plan de Doehlert sont sur un cercle de rayon unité (en grandeurs centrées réduites). Le
domaine défini par les plans Doehlert est un domaine sphérique, un cercle pour deux

facteurs, une sphére pour 3 facteurs et une hyper sphére pour plus de 3 facteurs.
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2.2.3.2 Modéle mathématique postulé

Le modéle mathématique postulé des plans de Doehlert est, en général, un modeéle

du second degré avec interactions d’ordre 2. Pour 2 facteurs, on a :
Y = Qg+ 1% + Apxy + Agp%1xp + Ag167 + ayyx2
2.2.3.3 Plan de Doehlert pour k facteurs

Les plans de Doehlert sont utilisables pour un nombre quelconque de facteurs. Nous
indiquons sur un seu! tableau les plans Doehlert jusqu’a 4 facteurs. Le plan a 4 facteurs
comprend les essais de ! a 21. Le tableau 2.15 montre bien que le premier plan de
Doehlert (essais 1 & 7) est au niveau zéro du troisiéme facteur. On peut donc traiter deux
facteurs en réalisant les essais 1 a 7. Puis, si cela est nécessaire effectuer les essais 8 4 13
pour étudier le troisiéme fzcteur. Il en sera de méme pour le quatriéme facteur. Cette
possibilité de conduite séquentielle d’une étude est fort appréciable dans certains cas.
Nous n’avons signalé qu’un seul point central, mais rien n’empéche, d’en réaliser

plusieurs.
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Tableau 2.15 : Plans de Doehlert pour deux a quatre facteurs

Essais N° | Facteur 1 | Facteur2 | Facteur3 | Facteur 4
1 0 0 0 0
2 1 0 0 0
3 0,5 0,866 0 0
4 -1 0,866 0 0
5 -0,5 0 0 0
6 0,5 -0,866 0 0
7 0 -0,866 0 0
& 0,5 0,289 0,816 0
9 -0,5 0,289 0°816 0
10 0 -0,577 0,816 0
11 0,5 -0,289 -0,816 0
12 -0,5 -0,289 -0,816 0
13 0 0,577 -0,816 0
14 0,5 I 0,289 0,204 0,791
15 -0,5 L 0,289 0,204 0,791
16 0 -0,577 0,204 0,791
17 0 0 -0,612 0,791
18 0,5 -0,289 -0,204 -0,791
19 -0,5 -0,289 -0,204 -0,791
20 0 0,577 -0,204 -0,791
21 0 ’ 0 0,612 -0,781
22 o | 0 0 0

2.2.3.4 Avantage et inconvénients

La multiplicité des niveaux dans les plans de Doehlert ne facilite pas la construction
du plan d’expériences. Lorsqu’on passe a quatre facteurs et plus il devient difficile de
définir méme les niveaux de chacun des facteurs. II faut alors avoir recours a des matrices
préparées a I’avance. Les plans de Doehlert permettent d’obtenir un modéle du second

degré avec un minimum d’essais. Si on les compare aux plans composites on constate un
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léger gain pour deux facteurs (sept essais) alors qu’il faut neuf essais avec un plan
composite pour explorer le domaine expérimental et calculer les coefficients du modéle.
Dans le cas ou les essais sont longs et coliteux, I’économie de deux expériences peut étre

avantageuse.
2.2.4 Plans de Roquemore

Les plans d’expériences proposés par Roquemore en 1976 [20] sont congus pour des
surfaces du second degré. Ils essayent de respecter a la fois le critére d’isovariance par
rotation et le critere de presque orthogonalité. C’est la raison pour laquelle on les appelle
les plans hybrides. Il est impossible de respecter simultanément ces deux critéres. Ces
plans sont presque saturés. Ils sont donc utiles lorsqu’on veut faire le moins d’essais
possible. Ces »lans existent pour trois, quaire et six facteurs et portent des noms

particuliers. Ces noms sont constitués de trois indicateurs :

1. Le nombre de facteurs

o

Le nombre d’expériences
3. Une lettre pour différencier deux plans ayant le méme nombre d’expériences et
construits pour traiter le méme nombre de facteurs
Pour trois facteurs, ! v a deux plans de Roquemors, le 311A et le 311B. Ils
permettent d’étudier 3 facteurs en 11 essais. Pour quatre facteurs il y a deux plans de
Roquemore le 416A et le 416B. Pour 6 facteurs, il y a un plan de Roquemore, le 628A.
Nous ¢étudierons en détail le plan 311Aet nous indiquerons simplement les autres plans

sans les analyse.

2.2.4.1 Plan 311A de Roguemore
Comme son nom I’indique, ce plan permet d’étudier 3 facteurs en 11 essais.
» Matrice d’expériences

Les plans expérimentaux sont situés comme ’indique le tableau 2.11.
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Tableau 2.16 : Plans de Roquemore 311 A pour trois facteurs

Essais N° | Facteur 1 | Facteur 2 | Facteur 2
1 0 0 2
2 0 0 -2
3 -1,414 -1,414 1
4 1,414 -1,414 1
5 -1,414 1,414 1
6 1,414 1,414 1
¥ -2 0 -1
8 2 0 -1
9 0 -2 -1
10 0 2 -1
11 0 0 0

» Emplacement des points expérimentaux

L’examen du tableau 2.16 permet de distinguer les éléments suivants :

- Un plan 22 est constitué de quatre points situés aux sommets d’un carré (essais 3,
4,5 et 6). Ces essais sont au niveau +1 pour le facteur 3.

- Quatre points situés aux sommets d’un carré {(essais 7, 8, 9 et 10) décalé de 45°
par rapport au carré précédent. Ces points sont au niveau -1 du facteur 3.

- Trois points situés sur un axe passant par les centres des deux carrés précédents, le
premier point est situé au niveau 0 du facteur 3, c’est le point central. Les deux
autres points sont respectivement situés au niveau +2 et -2 pour le troisieéme

facteur (figure 2. 8).
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Facteur 3

Figure 2.8 : Emplacement des points expgrimentaux du plan de Roquemore

» Modéle mathématique
Le modéle mathématique postulé des nlans de Roquemore est un modéle du
seconde degré avec interactions d’ordre deux. Pour trois facteurs on a :
YV =09+ aiXy + ayxXy + A3X3 + Q13X Xy + A13X1X3 + Ax3X3X3 + alle

2 2
+ Qx5 + asz3x3

» Matrice de calcul
Pour le plan de Roquemore 311A, la matrice de calcul X est une matrice
(10,10) puisqu’il y a 10 coefficients dans le modele postulé et que 1’on effectue 11
essais. Ce plan est donc presque saturé.
» Matrice d’information

La matrice d’information est une matrice (10,10)

(11 16 16 16 )
16
16
16
'YX = 16
16
16
16 48 16 16
| 16 16 48 16
_16 16 16 40

L’isovariance par rotation est respectée pour les facteurs 1 et 2 car 48=3x16. Elle ne I’est
pas pour le facteur 3 (40 # 3x 16).
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> Matrice de dispersion
La matrice de dispersion est également une matrice (10,10). Elle va nous servir

a calculer les variances des coefficients.

1 -0,188 -0,188 -0,25 )
0,0625
0,0625
0,0625
0,0625
0,0625
0,0625

-0,188 0,061 0,029 0,029

-0,188 0,029 0,061 0,039
L -0,25 0,029 0,039 0,094

» Critere d’optimalité
L’examen de la matrice d’information montre que le plan de Roquemore 311A
pour 3 facteurs respecte le critére d'isovariance par rotation pour 2 facteurs et ne
le respecte pas pour le troisieéme. L’examen de la matrice de dispersion montre
que le plan de Roquemore 311A ne respecte pas le critere de presque
orthogonalité. Mais les valeurs des éléments hors diagonale principale sont

faibles.

2.2.4.2 Autres plans de Roquemore

Les principaux plans hybrides de Roguemore concernent les plans a trois ou quatre
facteurs. Ils existent aussi pour six facteurs. Nous indiquons ces divers plans dans les
tableaux suivants: 2.12, 2.13. Les propriétés de ces plans s’obtiennent de la meme

maniere que le plan 311A.
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Tableau 2.17 : Plans de Roquemore 311B pour trois facteurs

Essais N° | Facteur 1 | Facteur 2 | Facteur 3
1 0 0 2,449
2 0 0 2,449
3 -0,751 -2,106 -1
4 0,751 -2,106 I
5 -0,751 2,106 1
6 0,751 2,106 -1
7 -2,106 -0,751 1
8 2,106 -0,751 -1
9 -2,106 0,751 -1
10 2,106 0,751 1
11 0 0 0

Plans d’expériences classiques

Tableau 2.18 : Plans de Requemore 416B pour quatre facteurs

Essais N° | Facteur 1 | Facteur 2 | Facteur 3 | Facteur 4
1 0 0 0 1,732
2 0 0 0 -0,269
3 1 1 1 0,605
4 1 & 3 0,605
5 o] 1 ol 0,605
6 | 1 1 -1 0,605
7 - -1 1 0,605
8 ; 1 ) i 0,605
9 -1 1 0,605
0 o1 | 1 0,605
11 } 1,518 0 0 -1,050
2 1518 0 0 21,050
13 0 1,518 0 -1,050
14 0 1,518 0 -1,050
15 0 0 1,518 | -1,050
16 0 0 | L518 | -1.050
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Tableau 2.19 : Plan de Roquemore 416C pour quatre facteurs

Essais N° | Facteur 1 Facteur 2 | Facteur3 Facteur 4
1 0 0 0 1,765
2 1 -1 1 0,568
3 1 1 1 0,568
4 1 1 1 0,568
5001 1 1 0,568
6 | 5 1 0,568
7 1 1 0,568
8 | - | 1 0,568
o 1 1 1 0,568
10 21,470 0 0 21,050
i1 1470 0 0 21,050
2 0 -1470 0 -1,050
3 0 1,470 0 11,050
14 0 0 -1,470 41,050
15 0 0 1,470 -1,050
16 0 0 0 0

2.2.4.3 Avantages et inconvénients

Avec ces plans on peut étudier 4 facteurs en 16 essais seulement et réaliser un
modéle du deuxiéme degré. Si on les compare aux plans de Doehlert, il faut réaliser 21

essais. L’inconvénient de ces plans est qu’ils existent que pour 3, 4 et 6 facteurs

seulement.
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CHAPITRE 3
ANALYSE DE LA VARIANCE DANS LES PLANS D EXPERIENCES

L’ingénieur doit trés souvent répondre & une question d’importance considérable, qui est :
est ce que tel ou tel facteur influence le résultat de mesure? Plus précisément, de telles
questions peuvent étre : est-ce que telle impurté affecte les caractéristiques mécaniques de
tel matériau ? Ou bien : est ce que tel parametre, qu'on a de bonnes raisons physiques

d’estimer important, influence réellement les résuitats de mesure ?

L’outil pour ce genre d’étude est I’analyse de la variance qui nous permettra de déterminer a

partir de quel seuil, un effet peut étre considéré comme significatif .
3.1 Calcul des effets des facteurs
3.1.1 Utilisation de la modélisation opérationnelle

Cette modélisation permet de représenter en clairs tous les effets des facteurs a chaque
niveau. On peut estimer le plus simplzment possible toutes les valeurs y en fonction de la
position de facteur. On détermine aisément de ce f2it Poptimum pour y qui peut étre soit un

minimum soit un maximum

La modélisation va conduire a calculer I’effet de chaque facteur, par rapport a la
moyenne générale de I’ensemble des résultats. Elle se représente sous forme d’une formule
composée de la valeur moyenne et des différents factzurs (ou interactions) affectés de leurs
niveaux respectifs. Si on wveut par exemple étudier deux facteurs A et B, D’écriture

symbolique du modele est la suivante :
Vestimse = 1 4 (E41E42)(A) + (Eg1Ep2)(B) v ven cuv .. e e e s (3.1)
Avec :
I : Est la moyenne générale
E,,: Est ’effet de A au niveau 1
E,,: Est I’effet de A au niveau 2

Ep,: Est ’effet de B au niveau 1

193]
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Eg,: Est I’effet de B au niveau 2

Qui sont calcules de la maniére suivants

E4; =(moyenne des résultats au nivean 1)-moyenne générale
E4; =(moyenne des résultats au niveau 2)-moyenne générale
Ep1 =(moyenne des résultats au nivean 1)-moyenne générale
E, =(moyenne des résultats au niveau 2)-moyenne générale

Le modele 1, est une représentation simple de données, permet au moyen de la méthode

d’analyse de la variance de tester statiquement I’influence éventuelle de chaque facteur et

interaction sur la caractéristique étudis
Expliquant cette raodélisation a traverse ’exemple suivant :

Prenons par exemple I’étude de la consommation d’un moteur (M,) par rapport a 2
facteur AetB:

Soit un moteur M,, deux facteur a étudier A (carburants) et B (systime d’injection) les deux

facteurs A et B prend deux niveaux 4,2t A, pour le facteur A, et B4, B,

Pour le facteur E, et la réponse y el la consommation en grammes. Les résultats du plan

d’expériences réalisé sont présentés dans le tableau 3.1 (Il s’agit d’un plan 22)

Tableau 3.1 : Résultats Y pour 4 essais

N oA B Y |
o | 7T w00
2 1 I A
3 1 | 1| %=95
T ! /=105

Les combinaisons possibles sont : A1B; , A1B,, A,B;, A, B, pour chaque combinaison

I’essai réalisé donne une résultat Y :
L’effet moyen est :

;e t Yot Ye) 1004110+ 95+ 105
. +) e

=102.5

(S
w
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L’effet du facteur A est obtenu par la formule :

Ieffetde A=(Y5 + ¥,)/2 — (Y, -+ Y,)/2

= niveau le plut haut-le niveau le nlus has

Donc ’effet de A=(95 + 105)/2 — (100 + 110)/2
=100—105=-5
Etl'effetde B=(Y,+ Y,)/2 — (Y1 + ¥3)/2
=(110 + 105)/2 — (100 + 95)/2
=107.5-97.5=10

L’effet de A au niveau i

(100 + 110)

E4, S 1025 =-+2.5
L’effet de A au niveau 2
. (95 + 105) )
By, = —— 1025 =-25
Effet totale de A=(+2.5a-2.5)
(décroissant du + vers le —)
L’effet de B au niveau 1
(100 + 95)
Ep, = —-—7—>=-—-1025=-5
2
L’effet de B au niveau 2
a (1204105
Ep, = — 102.5 = +5

Effet totale de B=(—5 a+5)

(Croissant du - vers le +)
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TR

a

Si on considére que [optmum est vn minimum, le résultat final est
obtenu pour A= 2 et B=I, c’est -a-dire on fixe le facteur A au niveau 2, et

le facteur B au niveau 1.

Alors

Kni71:102.5——2.5--'5 = g§

r

La modélisation cpérationnells st utilisée systématiquement dans tous les cas que les
facteurs soient qualitatifs, la modéliszation choisie est universelle car elle permet de calculer

aisément la position des facteurs optimisent la réponse y.
3.1.2 Modélisation opérationnelle & I’effet principal et calcul des résidus

Cette modélisation permet de représenter en < ‘air tous les effets des facteurs a chaque
niveau, on peut estimer les plus simpiement possibles toutes valeurs de Y en fonction de la
position des facteurs, prenons par exemple I’étude de consommation d’un moteur M, par
rapport & deux facteurs A et B, cas d’un plan 22avec les facteurs A (carburant) et B (systéme

d’injection) ret leurs niveaux 1 et 2.

Mesurons la consommation Y du moteur M, sur une distance donnée a partir des
2
1 rs sans modifier to anire facteur (iableaun 3.2), or re © inai
deux facteurs sans modifier teut a facieur { bleau 3 } on a quatr ombinaisons

possibles :
A1By,A1B;,4,B:.,4,B,

Tableaun 3.2 : résultat Y pour 4 essais

N A | B3 Y
1 s -1 40
2 i i 39
3 -1 1 31
4 1 i 36

Calcul des effets de A et B :

Leffet de A =(39 + 36)/2 — (40 -+ 31)/2=37.5—35.5=+2

L’effet de B =(31 + 36)/2 - (40 + 39)/2=33.5—39.5=—6
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et de chaque facteur, par rapport a la

La modélisation va conduire & calculer I'ef
moyenne générale de I’ensemble des résultats, ¢’est-a-dire calcule des effets au niveau bas et

au niveau haut pour chaque facteur
L’écriture symbolique du modele st la suivanie :

Yostime =I + A+ B

Avec I : représente la moyenne générais
I =(40++39+31+4356)/4 =365

L’effet de A au niveau 1

L’effet de 4 au niveau 2

IN)

L’effet de R au niveau 1

- 1 boxrera]
L’effet de B au niveau 2

Ep, = 33.5 4 36.% = —3

Représentation graphique des effets

Consommation ,
375 oo o
T / E
S ! ! 5 .}4
1 2

Figure 3.1 : effet de facteur 4

Nous constatons que la consommatior augmente lorsgu’on fixe le carburant au niveau 2
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P ai eifet o !
CAS 1 . o Vrai effe 4N |
ey £ 0N VA -4
Effet significatif /TN / : )
VAR AN Répanse
S T W SU—— N BT
3 - 3
I—I_w;—;\.nzf‘ql_"cu u‘”ﬂp forneep # 2 ne sy b F
CAS2 | AN .
e = Y Vrareffet =0
.. -'- 74 3 -
Effet non significatif o a\"“- Réponse
o AA;,_-@J;;_W\_@__;E. e e e "3,

mothé ai Ay == Ay
Hypothése nulle vraie !

Fffet mesuré

Figure 3.3 : Hypoihese nulie
Niveau -1. 1! est probable cus toutes ces expériences ne donneront pas le méme

résultat. On observera une dispersion des résultats autour d’une moyenne. On réalise de

méme plusieurs expériences lorsque A ¢st ac raveau +1.
Notations :

A; : Moyenne des rézultats loreque 4 =-]

A, : Moyenne des résultats loraque A == 1

o : Ecart-type des écarts observés autcur de la position moyeni:e.

Dans le premier cas de la figure 3.3, il est évident que I'effet du facteur A est
significatif. L écart observé I'orsqu’cr passe de niveau -1 21 niveau +1 est significativement
différent de la dispersion 1ésiauzlle rens le deuxivme ces, ’écart observé n’est pas le fait

d’un effet du facteur A. Cet écart provient d’un simple écart di 1’échantillonnage.

On peut schématiser le principe de I'zaalyse de la variance par la figure 3.2 dans le cas d’un

facteur significatif.

59



Chapitre 3

e

1 ."“’,.7',{(1.i ance !ntef“ é§¥,: han{iu o f«:u:unurm:um

Variance inira-échantillon

5 puth o Hapiae 1] (o

ErTRET S i 8 IR

Variance intra-échanti’’on

]
|

| Variance Totae

Figure 3.4 : Principe de I'anz’yse de la variance

o 12 el Ang
PO VIS TS LNI SN BN L V)

La variance totale su

(]
(]
o Si le facteur n’est pas

significatif,

¢esais se décompose en deux variances :

La variance inter-échantillon (V) due a I’effet du facteur.

La variance intra-échantillon (V) due a Ia dispersion sur la réponse.

la varianice  inter-échantillon

s€ra

proportionnellement supérieui= a la variarce infra-échantillon. Pour le tester, on

établit le rapport : F = V,/Vp.

L’hypothese nulle consiste a suppose: que ["effet de A est nul, le rapport F ne doit donc pas

dépasser urie certaine Limite (Fjimire)-

On dira que A est significatif si F

cst supéricun

Ly e
ooa

N o/~

imite) uxé par la table de Snedecor.

3.2.3 Cas d’un facteur a k niveauy
Considérons maintenant [Dexpérienc- suivante, on réatise & échantillons (nombre de
niveaux) de n observations. Cela revier & faire un plan d’expériences a un seul facteur.

Les résultats peuvent étre regroupés d=ns le tableau suivant :
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¥

Analyse de la variance dans les plans d’expérience

A s B A 117 4 SR 10T T & b el P B I G 107 71 A W | 0 A S S I

Tableau 3.4 : Un vlan d’expéri.nce & un seui facteur

NO

Niveau
de A

Réponse
1

Réponse
J

Réponse
n

Moyenne

Effet

i A; Vij

Ayi

k Ay B B

SIS Sy S
MLGYCANS gencrelt

2l

Notation :
e y;; : valeur de la j*™° réponse de niveau I
e Yy, :moyenne des réponses de la ligne i
Yy :moyenne de i ensemple U s Teponses
e N :nombre toial de réponse = <. 7.

o qy; :effet du factenr A auniveau i

Dans une ligne, le facteur A est tou curs au méme niveau. Mais, il existe néanmoins une

variation de la réponse due aux facteurs non contréiss.

On peut calculer :

e Pour chaque niveau du iacteur 4 son effet ,; = #,-7 .
1

e Pour chagus essai le résidu

expliquées par le facteur A.
3.2.3.1 Variance globale

La variance globale =st la
essais.Elle se calcule par l2 formule ¢ lissique de ia variance :
__.Z,Jizlz.:j:],(.yij o .)i/) ‘QT

Ve === =T

i N—1 Ur

Le nombre de dagrés Je liberté étant ¢ al :

Cette variance globale se décormpose e deux variances :

T = ¥y Y, qui représente les variations non

~anece ohoe de e considérant ’ensemble des N
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Chapitre 3 Analyse de la variance dans les plans d’expérience

e La variance résiduelle a I'intérieur des échartillons (V)

e La variance entre les échantilic as (V)
3.2.3.2 Variance résiduelle

La variance a I'intérieur des échantilions (a 'intéiicur des lignes dans notre exemple), est

I’effet des facteurs non contrdlés. On i= notera Variznce résidueliie V.

ke Tn — 7y Y 552

. iz1ig=2Vi = V00 Qp LT

R = 1 PN = e e
AT ,_) Vg YR

Le rombre de degrée de liberté par ligne étant ac n — 1, le nombre de ligne étant k, le

nombre de degrés de liberté est donc ic k. (n — 1).

3.2.3.3 La variance entre échantillons

La variance entre échantiilons “=tre les lizin:3) provieni du facteur contrélé. En effet,
si le facteur A n’est pas influent, lz: oyonnes de toutse les lignes seront tres proches, la
variance entre échantillons sera du r::me ordre de grandeur que la variance résiduelle. En
fait, on pourrait montrer que dans ce ~as, V, est une estimation de V. Dans le cas contraire,
la variance V, deviendra importante, elle sera sigrificativement différente de la variance

résiduelle.

G

Vy=
v,

Le nombre de deoré d= I'hert? v, est égal au nombre de lignes moins une (nombre de

niveaux moins un).
3.2.3.4 Equation fondzmentale ¢’ 2lyse de la variance

On peut monter que la somme des carrés de l2 *talité des écarts 4 la moyenne peut se

décomposer de la scrte

De méme on peut noter que :

VUyp = Uy + Vg = W—1

(&)}
e
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Pour vérifier si Iz factzur 4 r'a pas .oflusnce sig ficative (hypothése nulle), nous allons

comparer les deux estimations de venances V, et Vp. Pour cela, il faut tester si V, est du
méme ordre de grandeur que Vp ou s’i! est significativement différent. Nous réaliserons cette

comparaison en utilisant le test de Snedecor.
3.2.3.5 Test de Snedecor

Le test de Snedecor est un tes: gui permet (e comparer deux variances. Il est donc

parfaitement adapté a notre probléme uisque nous cherchons a corparer les variances V, et
Va . . .
Vg. Le rapport ;ﬁ suit une loi de Fisher (loi de Snedecor Figure 3.5) a v, et vpdegrés de
R

liberté.

Cette courbe donne la répartition du rapport entre les variances de deux échantillons issus de

populations a variances ideniigues.

i ;*{31&.
- Effet pou sigh) nificatif Effet significatif
' !"3 — : . St
| ‘ if»""zcme a
! 4 » }ﬁ ,
A Sn— SR e s _' ﬂ%ﬁ!ﬂl{ﬁmmmm> !
¢ Fthéi_;riquar ValVi
Fienre35:lcide T

En fait dans cette courbe, seule la nartie supérier-2 nous intéreses, car nous cherchons a
montrer que V, est trés supérieure & V. Le rapport - era donc toujours supérieur a 1 si effet

de A est significatif.

La courbe nous montre que dans le ~odre de ’hypothése nuile, le rapport peut étre égale a
Iinfini. Cependant, la probabiiité esi wrés faible. Pour conclure sur un effet, il faut donc
prendre le risque de conclure que cer etiet soit sigruficatit' alors que nous sommes dans le

cadre de I’hypothése nuile. Nous le noereons risque . I est gérirloment fixg 2 5%

S gulin d J70.
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En fonction du risque choisi,

Analyse de [a variance dam les plans d’ e\pel ience

Tl 7 S AU 7. L SRR SN

ISR R T i O MR A 1 T VA 1. 1 L 1 A S N M e

fa loi d= F déterminera un s=uil de refus de ["hypothése nulle

que I’on appellera Fipgpigue-

Le test consiste donc a comparer le ranport ‘——— aves
"R

la valeur Fipeprigue que nous trouvons

dans le tableau de la loi de F en fonctinn :

(¢]

De vy et vy dc’;g__;'é ae oerle uu laceur Slud: -

L g«
ol de = 1dsducile

¢ Durisque cheisit

La valeur Fypgorigue S¢ lit dans le tabicau de la

choisissons

a

1

1ol de Snedecor {ournie en annexe. Nous

colonne correspondant =it nombre de degré de liberté de la variance V), (v,) et

la ligne correspondant 2 v Les deux 1ableaux correspondant au risque de 5% .

3.2.2.6 Tableau d’analvse de la var-iance

Afin de simpiifier les ealculs

dans un tableau (tablean 3.5) qu’on &

> ta présentation des résultats, on regroupe les calculs

velle « tableau d’analyse de la variance »

Tahlenu 3.5 3 Tablean Caralyvae de la variance

variation | somme des carrés Q | I =gré de Variance | Fepp | Signification
!
| |
Entre | Wy = | Pour Si
échantillon| n¥i (7 -7 | k-1 A | va=k —1 |Fpp > Fengo
| !
| | Va lvg=N—k
1 Y7
1 | | /R
Interl.eur ¥ ‘—'7_..)/1] = ) | o | f a
échantillon N—=Fk
/_lL] ]
I 2 T — 1
Totale |y, Y1 Vi =) d-1
| . i
Avec n : nombre de fois ou le facteur 4 est répété =1:r un niveau.

3.3 Cas des plans d’experiences saus

Un plan sans répétition est un

La réponse, correspondant a uii €Ssad,

répétition

d’expériences ¢ n’est réalisé qu'une seule fois.

.5t dene obteiae & partir 'une seule expérience.




Acatvse de la variance dans les plans d’expérience

Pour chaque effct de facteur e pour chague interaction, nous pouvons calculer la

= ¢ces varlances a la variance

9]

variance de ceux-ci. L.’ analyse de la v.uiance consis.e & compar

résiduelle grace au test de Snedecor.
3.3.1.1 Décomposition de la variance totale
3.3.1.1.1 Dispersion taiale

Les réponses ob.oauas au cours feg W esszis <Tun plos d'expériences présentent une

dispersion autour de leur i crale ¥ caras drisée [ir le sormme des carrés totaux

-

— it e SN2 s NV 2 L RKla2
= Died Vi — V) = s yi — Ny2.

Cette dispersion a deux causes principales :

e Les changements de niveaux des facteurs du plan.

®  LE&S Erredrs aicatolres.

Nous pouvons donc calculer ia variance totale par la formule suivante :

Ou vy représente le degré de liberté 107ale. on le caionle en 2ppliquant la relation suivante :
UT = ]s'] -]

3.3.1.1.2 Dispersion expligquée par vi facteur

Considérons un factevr A 2 v aiveauv. Le dispersion expliquée par A est appelée
somme des carrés de A et désignée rar Q4. Elle est égale & la dispersion des k moyennes 4;
de A autour de la movenne pénérale ' multiplids aor effectil ny, de ces moyenne (ny est

supposé constant et vaut N /k)

k
L 5
, - y ==
Go=ms Y (4 ~F)
Ll
i=1

Ou

A; c’est la moyenne des résuliats obt=r us pour les eusais réalisés avec A au niveau i.
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PETEN

CHAPITRE 4
PLANS DE MELANGES

4.1 Introduction

Dans les plans d’expérience classiques, les facteurs doivent étre indépendants cela
signifie que 1’on peut choisir en toute liberté Iz niveau d’un facteur quelque soient les

niveaux déja attribués aux autres facteurs.

Les plans de mélanges sont ¢galement souvent caractérisés par de nombreuses contraintes

qui peuvent peser sur le choix des proportions des constituants.

Les plans de mélanges ont d’abord €té étudiés par des anglo-saxon (Claringbold, Cornell,
Crozier, Marquardt, Quenuille, Scheffé, Snee, etc..) Ce sont eux qui ont introduit la
terminologie propre a cette science des plans de mélanges. Nous nous inspirerons de leurs
travaux et nous adopterons une terminologie proche de la leur a chaque fois que cela sera
possible. Afin de ne pas compliquer la tidche des expérimentateurs francais qui seront
appelés a lire ou & écrire sur se sujet, nous évitons, chaque fois que cela sera possible, les
transpositions terminologiques inutiles. Le vocabulaire non spécifique aux mélanges est le
méme que celui des plans d’expériences classiques. La méthodologie de mise en forme de
I’étude et la conduite des essais sont également tout a fait comparables a celle des plans

d’expériences classiques.

Il faut bien se rendrs compte qu’il v a plan de mélanges lorsque 12 réponse étudiée dépend

des proportions des constituants du mélange et non pas des quantités de mélange utilisé.

=

Nous commencerons par examiner le probléme de la non-indépendance des facteurs qui est
a la base de la distinction entre les plans de mélanges et les plans d’expériences classiques.
La non-indépendance des facteurs est exprimée par la contrainte fondamentale des mélanges

[16].
4.2 La contrainte fondamentale des mélanges

Soit un mélange avant n constituant. Le premier constituant représente un certain
ourcentage de raélangz. Ainsi, chague constituent participe pour une certaine part au
p o gt

mélange total. Mais I’ensemble des consiituants du mélange forme un tout et la somme de
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leur de leurs teneurs est égale a 100%. Lorsque "on a défini les proportions des n — 1
premiers constituanis, la proportion du dernier ne peut plus étre choisie, elle est déja
déterminée. Si I’on note par x; la teneur en constituant i, la somme des teneurs de tous les

constituants du mélange satisfait a la relation :

/j:

:'L o

o~ BN
i

La teneur de chague constituant reste comprise entre 0 et 100%. Lorsqu’on augmente la
teneur de I’un des constituants, la teneur des autres est automatiquement diminuée pour que
la somme de toutes les teneurs reste €gale a 100%. Si au lieu d’utiliser les pourcentages, on

rameéne la somme des teneurs des différents constituants a 1’unité on écrira :

Cette relation s’appelle la contrainte fondamentale des mélanges. C’est a cause de cette
contrainte que les mélanges doivent étre étudiés a part. Les représentations géométriques des
plans de mélanges sont différentes des représentations utilisées pour les plans d’expériences

classiques et les modeles mathématiques sont, eux profondément modifiés.
4.3 Représentation géoméirique des mélanges

Comme pour les plans d’expériences, on pourrait utiliser les axes cartésiens. Le
premier axe serait attribué au premier constituant ou premier facteur pour reprendre la
terminologie des plans d’expériences. Le second axe, orthogonal au premier, serait attribué
au second constituant ou second facteur, et ainsi de suite. Mais, la contrainte des mélanges
va modifier cette représentation. En effet, les teneurs x; ne sont plus indépendantes et il faut

en tenir comptz. Voyons d abord un mélange 2 deux constituarts.

4.3.1 Mélange a deux constituants

1Y
L

Représentation cartésienne, I'axe O, ¢tant orthogonal a Paxe Oy,. Les axes sont
gradués en proportions variant de 0 & 1. Un mélange quelconque contenant x, de A4 et x;, de
B est représenté par un point situé a I’intersection des coordonnées x, et x;, (figure 4.1). Ce
point qui représente un mélange est appelé soit point de compositiom, soit point de

mélange, ou tout simplement point [13].
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La contrainte des mélanges introduit une relation entre x, et x; :

Xg+xp,=1
Que I’on peut écrire :
Xp = 1 Xg
A

0.50

Figure 4.1 : Représentation d’un mélange dans un systeme d’axes cartésiens

Cette derniere relation n’exprime que les points de coordonnées x, et x; sont sur une
droite de pente -1, coupant I’axe du produit 4 au point d’abscisse 1(point 4 sur la figure 4.2)
et I’axe du produit B au point d’ordonnée 1 (point B sur la figure 4.2). Les compositions
coordonnées x, et x, variant entre O et 1, il n’y a que le segment AB qui soit utile. Toutes
les compositions possibles des mélanges des deux produits A et B sont représentées par les

points de ce segment de droite,

Froduit 3

£

|

| o

100 1
iy,

Y Méaange 1
! Ry

N

0,75 \
| .
0,24 ) Meange 2
£
A

%
A}

; b By Produt

l T i » by Prodwt A

0,00 0,25 C,50 0,75 1.00

Figure 4.2 : Les compositions des mélaiges a deux constituants peuvent €tre représentées

par les points du segment de droite AB
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On peut donc ne conserver que ce segment de droite et abandonner les axes Oy, et Oy, .
Le produit pur A est représenté par I'une des extrémités du segment AB. Le produit B est
représenté par I’autre extrémité. Ce segment porte une double graduation (figure 4.3), celle
des teneurs du premier produit et celle du second produit. La lecture de la composition des

mélanges sur ce segment demande un certain apprentissage. Elle ce lit a la fois de droite a

gauche et de gauche a droite.
4.3.2 Lecture du diagramme des mélanges
D

Le segment de la figure 4.3 représente les mélanges des deux constituants A et B. Le
produit A est a droite et le produit B est & gauche. La graduation inférieure est celle du
produit A. Elle varie de 0 & gauche a 1 a droite. La graduation supérieur est celle du produit

B. Elle varie de 0 a droite a 1 a gauche.

Eche'tz du produit 8

1.00 0,75 0,50 0,25 0,00 !
| —— T — e e == - PSR R T TSV IR SO TS, |
? 1 i
B B { & i A
0,60 0.25 0.5 0,75 1,00

fenells du produit A

Figure 4.3 : Représentation des mélanges a deux constituants sur un segment de droite

Les échelles se lisent, I'une dans un sens, !'autre dans [’autre sens. La somme des teneurs, en
4

un point de I’échelle, est égale a I'unité (figure 4.4)

&

M A

[j‘i

%1 X2
Figure 4.4 : Représentation de mélange M sur un segment de droite.
Tout point M du segment A5 est représeniutif 3 un mélange binaire :
-en A le constituant A est seu! dans le mélange.
-en B le constituant B est seul dans le mélange.

-en M, x4, la proportion de A, et x,, la proportion de B, sont telles que :
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4.3.3 Mélange a trois constitnants

Trois axes orthogonaux entre eux représentent chacun les teneurs d’un produit dans le
5 |

mélange (figure 3.5). le poini ayant pour coordonnée x,,x;, et x. représente le mélange

ayant une teneur x, du procuit 4, une ieneur x,, du produit sec une teneur x,. du produit C.

Frodurc C

1.00 ﬂx

e & <z gm Métange
)
)

1 . - ‘,' : . T P> Produit8

' Lo

A L &
., / - r?:,zs 0,50 0,75 1,00

Produit A

Figure 4.5 : Représentation dans un systéme d’axes cartésiens d’un mélange de trois

produits
La contrainte des mélanges inntroduit la relation :
Xg+Xp +x,=1

Qui exprime que les points de coordonnées x,, x; et x. sont sur un plan passant par les trois
points d’abscisse 1 sur les axes de coordonnée. Les teneurs x,,x, et x. varient entre 0 et 1,
par conséquent le domaine des mélanges se limite & un triangle équilatéral ayant pour
sommets les trois points d’abscisses 1 (figure 4.6). C’est ce triangle que 1’on utilise pour
représenter les mélanges a trois composants. La aussi, il faut s’habituer a lire la composition

des mélanges ternaires sur ce diagramme triangulaire.
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Produit C

F

FaN | 2
: m Mélange \

P

! 1

'

" 1

' 1

' 1 \\

4 i

. . > B> Produit B

i i i ansmed
) e 0'5’0’// 1,00
0,75

Produit A

Figure 4.6 : Représentation de I’ensemble des mélanges a trois constituants dans I’espace

cartésiea des trois produits 4, B et C
4.3.4 Lecture du diagramme des mélanges ternaires

Les produits purs sont aux sommets du triangle équilatéral. Les mélanges binaires sont
représentés par les cotés du triangle. Par exemple le c6té gauche AB du triangle (figure 3.7)
représente les compositions ces mélanges des sevls produits A et B, et ces mélanges ne

contiennent pas de produit C.

Chaque cote du triangle équilatéral est graduée de 0 & 1. On n’a laissé que I’échelle

d’un seul produit sur chaque coté. L échelle de I’autre produit se déduit par complément a 1.
Le coté AB est gradué pour le produit A : 1 est au point A ¢t 0 au point B. C’est I’échelle de
produit A. Le c6ité BC est gradué pour le produit B : 1 est au point B et 0 est au point C. Le

coté AC est gradué pour le produit € : [ est au point € et O est au pomnt A.
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0,00
1,00~

0,75
Echelie d
produit A

Echelle
0 produit C

/\\ 0.25
\\
\ 0,5

0,50 _

< X

Lo 4 Riélange .
" m 0.75
0,25 % o v

Y B
0,00 -~ | S Y
8 " . X &
1,00 0,75 0,50 0,25 0.00
fchelle
wroduit B

Figure 4.7 : Représentation des mélanges a trois constituants a laide d’un triangle

équilatéral

Un point de la surface intérieurs du triangle équilatéral représente un mélange ternaire.
Les teneurs de chaque produit se lisent sur les c6tés du triangle. La teneur en produit A se lit
sur le coté AB qui est I’écheile du produit A. On projette le point M sur AB parallélement a
BC (coté opposé a A). De méme la teneur en B se lit sur ’échelle de B (coté BC) en
projetant le point M sur BC parallelement & AC(cété opposé 2 B). Enfin la teneur en C se lit
sur I’échelle de C (coté AC) en projetant le point M sur AC parallelement a AB (c6té opposé

ac).

Les teneurs respectives de wrois produiis dans le méiange sont données par les relations :
bM = Ba =teneur en 4 dans le mélange M
clM = Cbh ==teneur 2un B dans le mélange M
aM = Ac =teneur en C dans le mélange M

Les propriétés géométriques du triangle équilatéral assurent le respect de la contrainte

fondamentale des mélanges :
Ac+ Ba+ Cb=AB =AC =BC =
Remarque :

Trois points définissent une figure géométrique a deux dimensions, qui est appelée

«simplex » par les Anglo-Saxons. Yci, le triangle ABC (deux dimensions) peut étre

o

considéré comme un simplex (trois dimensions). De méme, une figure géométrique a trois
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dimensions définir par quatre points, non dans un méme plan, est appelée un simplex. D une
maniére générale, la figure géométrique a k dimensions définie par k + 1 points sera
appelée un simplex dans la suite de I’ouvrage. Quand les points du simplex sont équidistants
les uns des autres, le simplex est dit régulier. Far exemple, les sommets d’un triangle

équilatéral forment un simplex régulier.
4.3.5 Mélanges a quatre constituants

Les quatre produits purs sont aux sommets d’un tétraeédre régulier (figure 4.8). Le
tétraédre est un simplex puisqu’il est défini par quatre points dans un espace a trois

dimensions.

r

Les mélanges binaires sorit représentds par les coiés du tétraedre. Les mélanges ternaires
sont représentés par les faces du tétracdre qui sont des triangles équilatéraux. Les mélanges
quaternaires sont représentés par les points du volume intérieur du tétracdre. On obtient les
compositions d’un melange e projetant le point représentatif du mélange sur les faces et sur

les cotés du tétraedre.

Figure 4.8 : Représentation des mélanges a quatre constituants par un tétraédre régulier

Afin de ne pas commettre d’erreur dans ia lecture des compositions, on fera attention aux
conventions qui ont été adoptées pour graduer les cotés du tétraédre.

4.3.6 Meélange a cing constituants

La représentation géométrique n’est plus possible car il faudrait dessiner un volume

régulier a quatre dimensions. Nous allons donc recourir a4 une autre représentation pour

illustrer tous les mélanges quel que z0it le norabre ds constitu - les tableaux.
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4.4 Représentation des mélanges par des tableawx

Comme pour les plans d’expériences, on associe & la représentation géométrique une
représentation en tableau. Cette représentation permet de représenter tous les mélanges quel
que soit le nombre de constituants. Contrairement 2 la représentation géométrique, il n’y a
pas de limite et I’on peut représenter un mélange & m constituants, m étant aussi grand que

I’on désir.
4.4.1 Mélange & deux comstituants

Un mélange a deux constituants est représenté par un tableau (tableau 4.1) qui

comprend trois colonnes :

e la premiere colonne contient le nom: des différents mélanges. Nous avons adopté une
numérotation selon I’ordre des nombres entiers. On pourrait également prendre des
lettres ou des noms gu:lcongues.

e La second colonne contient les proportions du produit A.

e La troisiéme colonne contient les proportions cu produit B.

Le tableau comprend autant de lignes qu’il v a de mélanges a étudier. Ici nous avons
indiqué trois mélanges. La somme des proportions d'une ligne gueleonque est toujours égale
a 'unité puisqu’il s’agit d’ua mélange donné. Cette propriéié est la conséquence de la

contrainte fondamentale des m:élanges.

Tableau 4.1 : Représentation en tableau d’un mélange & deux constituants

N° du mélange Produit A Produit B
1 X a,1 X b1
2 Xaz Xp1
3 X a,3 X b,1

4.4.2 Mélanges a trois constituants

Le tableau (4.2) représente un méiange ternaire. 1l posseéde une colonne de plus que le
tableau (4.1) puisqu’il y a un constituant supplémentaire. La aussi, la somme des proportions

de chaque ligne est égale a | pour toutes les lignes.
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Tableau 4.2 : Représentation en tableau d’un mélange a trois constituants

N° du radlange Procuit A Produit B Produit C
1 Xoq e Xea
2 X a,? :{h,z X c,2
3 X 3 Xe3
I )

4.4.3 Mélange a m constituants

Un tableau représentant une série de mélanges & mt constituants posséde m + 1
colonnes et autant de lignes que nécessaire. La somme des proportions des constituants d’un
mélange est toujours égale ¢ 1. Dés que n = 5, la représentation en tableau est la seul

possible.
4.5 Modele mathématique pour I’interprétation des mélanges
4.5.1 Modéle du premier degré

Parmi les mocizles mathématiquss possibles, un des plus siiaples est celui du premier
degré. On suppose cue les variations de la répounse soat proportionnzlles aus: teneurs des

constituants du mélange. On pourrait adopter, en premier lieu, ie méme modele que celui des

plans factoriels classiques dont les facteurs sont indépendants.

Dans le cas particulier des mélanges, nous avons touiours la relatior [16] :

kR |
\” v, o— 7
G Loy == L

nard

Qui traduit que la semme des compasitions de tous 23 constituants du mélange représente la

totalité de ce mélange. De ce fait, le modele du 197 Jegré s*éerit :
AT P i ol ¢ PO ol R o7 P o

Un modele de mélange du 1¢"degré r’a pas de constante. Vérifions le modele linéaire avec

constante :
o= by oL xg & o &g b By F Bars A e 4 By
Qui est bien de la forme annoncée vn peu nlus haut avec :

&1
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Il est plus courant d’utiliser le modéle simplifié qui ne comprend que les termes du
premier degré, les termes rectangles et le produit des trois constituants. Le modéle simplifié,

appelé modele cubique restreint, est le suivant :

< N
y= g axt Z Qijxi%x; 4 Z_‘ Qi XiXj Xk
i i<j i<j<k
P S L. S A : ; k(k?+5)
Et le nombre de coefficients du modele & déterminer est égal : e

4.6 Différent types de plans de mélanges

Les plans de mélanges permettent de choisir [=s mélanges a tester de fagon a avoir les
meilleures estimations des ccefficients a;,4;;, ..., ce sont des plans optimaux. Nous
distinguons différents types de plans selon les contraintes aux quelles sont soumises lese

compositions x; [15]

4.6.1 Plan de type I

Les plans de mélanges de type I supposent que les produits purs ont la propriété
d’usage recherchée et qu’il 11’y a aucune contrainte qui pése sur eux. L usage est de classer
les principaux types de plans de mélange suivant I’emplacement des points représentatifs
des compositions. Ces points sont repartis dans le domaine d’étude selon des dispositions

particuliéres dont nous allons passer en revue les principales :

o Les plans en réseaux.
e Les plans de mélanges centrés.

® [es plans de mélanges centrés augmenieés.
4.6.1.1 Plans en réseaux

Les plans en réseaux (simplex lattice design caiis la littérature anglo-saxonne) sont les
premiers plans dz mélanges qui ont été introduits par Schéffe dans les années 1958-1965.
Les points de composition sont régulierement répartis dans 1’espace d’étude. Pour les
mélanges 2 trois constituants, le plus simple des plans de mélanges en réseaux ne contient
que les trois produits purs. Les points représentatifs de ces produits sont aux sommets du

triangle équilatéral (figure 4.9). Les coordonnées de ces points sont 0 et 1.
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Figure 4.9 : plan de mélanges ne comportant que les trois produits purs

Les plans qui ne font intervenir que les produits purs peuvent titrer enrichi par les
points de composition moyenne, c¢’est-a-dire par les mélanges contenant 50% de chacun des
produits. Ces points de composition moyenne sont situés au milieu des cétes du triangle.
Leurs coordonnées sont 0 et 1/2. On remarquera sur la figure 4.9 que ces points de
composition moyenne se répartissent de maniére syméirique par rapport aux coOtés du

triangle. Ils forment un résean régulier, d’ou le nom de ces plans.

Ce réseau est caractérise par la répartition des points dans I'espace expérimental, c’est-a-
dire par leurs coordonnées. La longueur unité da cdté a éi¢ divisée par deux, le réseau a un
pas de 1/2. Si I’on veut meitre un réseau de points plus serré. I faut diviser la longueur
unité des cétes par trois afin d’obtenir des points réguliérement répartis. Le pas de ce
nouveau réseau est 1/3. Les coordonnées des points sont G, 1/3, et 2/3. On peut continuer
a construire airsi des részaux de plus en plus serres en divisant 'unité par m. le pas du

réseau est 1/m et les coordonnées des points expérimentaux sont 0, 1/m, 2/m, 3/m

jusqu’a m/m = 1. Si k est un nombre de la suite des entiers : 1, 2, 3,...etc. les coordonnées

- . . k
des points des plans en réseaux s’écrivent : —

[~
(B

Figure 4.10 : plan de mélznges en réseaux (simplex laitice disign) comportant les trois

produits purs et lss mélanges moitié-nioitié. Ce plan est noté {3,2}
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Pour nommer ces plans, on adopte la convention suivante : on utilise deux chiftres, le
premier correspond au diviseur utilise pour établir le pas du réseau. Ces deus chiffres sont
séparés par une virgule et mis entre deux accolades. Ici le plan de la figure 4.9 est un plan
{3,2}, soit 3 constituants et un pas de 1/2. Le plan de la figure 3.10 est un plan {3,3}, soit 3

constituants et un pas de 1/3. Si un plan de mélanges fait intervenir 5 constituants et que

3 S to p Lry TR 1/4 ‘oot A% {0 42
I’expérimentateur décide un vas de 1 /4 il e’agit dun {§ 42

Cette notation permet de calculer trés rapidement le normibre de mélanges & préparer et a
préparer et & étudier connaissant le nombre de constituants du mélange et le nombre m. Pour

un plan {q, m}. Le nombre total de mélange différents est égal & :

Figure 4.11 : Plan de mélanges en réseavc comportant les trois produits purs et les

nélanges 1/3-2/3 et 1/3-1/3-1/3. Ce plan est noté {3,3}.

Le plan de mélange en réseaux {3,3} de la figure 4.11 possede 10 mélanges différents a

étudier, pourm = 3,g = 3ona:

L (g+m-1I (3+3-1)!

= = — =10
M=t ()i (g - D) (3)1(3— 1)

4.6.1.2 Plan de mélanges centrés

\

Les plans de mélanges centrés (simplex-cesitroid design dans la littérature anglo-
saxone) se distinguent des plans en réseaux par la présence systématique d’un point central,
c’est-a-dire d’une composition contenant autant de chacun des constituants du mélange. Le

plan centre permettant d’étudier trois constituants ccmprend :

00
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o Les produits purs.
e Les mélanges moitié-moitié€ de produits purs.

e Le mélange contenant un tiers de chaque produit pur (point central).

A
i
74
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Figure 4.12 : Plan de mélanges certre corportant les trois produits purs, les mélanges

moitié-moiti¢ et le mélange équipropoition des trois produits purs

Le nombre N de mélanges a étudier pour des plans de mélanges centré a g constituants est

donné par la formule :

N=29—-1=8-

-1

[N
I

4.6.1.3 Plans de mélanges contrés sagmentds

Les plans de mélanges centrés augmentés sont des plans de mélanges centrés auxquels
on ajoute les cenires de gravité des simpley unitairzs. Pour le plan de mélanges centré a trois
composants comprend quatre simplex unitaires (figure 4.13). Le centre de gravité de 1'un
des simplex unitaires est déja occupé (point noir, numéro 7). Il reste donc a ajouter trois

points (points blancs numéro 8, 9 et 10) au centre des trois autres simplex unitaires.

o2
2]
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Figure 4.13 : plan de mélanges centré augmenté comportant les trois produits purs, les
mélanges moitié-moiti€, le nmi2lange équiproportion. des trois produits et les mélanges situés

aux centre de gravité des simplex unitaires.

4.6.2 Plan de type [T

Les plans de mélanges de type II sont tel gue: x; = [; c'est-a-dire les teneurs des
constituants ne peuvent pas descendre au-dessous d'une certaine limite [;. Donc le domaine
des compositions est alors divisé en deux zoncs : {a zone interdite au-dessous de la limite [;
et la zone autorisée au-dessus de cette lirnite. Ceite derni¢re conserve la forme du domaine
initiale, un triangle équilatéral s’il y a trois constituarnts, un tétraedre régulier s’il y a quatre
constituants et un hyner polyadre régulier s’il v a plus de quatre constituants. Le domaine

des mélanges possibles (figure 4.14) découle des relations suivantes :
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. Zone autorisée

_. Zone interdite

Figure 4.14 : les limites basses de tous t=s produits définissent deux zones :

La zone interdite (zone ombrée) et ia zone aviorisé cui a la méme forme géométrique que le

domaine initiale,

4.6.2.1 L’existence du domuine expérimenial
On considére un mélange ne comportant que ceux constituants A et B. On suppose que

la limite basse du produit A est égale a [, et que celle du produit B est égale a Lg. On

envisage les différents cas suivants [12].

1. Les limites basses L, et Ly sont chacune égale 2 0. Toutes les propositions de A et de

B sont alors possibles dans le mélange de ces deux produits (figure 4.15). Dans ce

cas,ona: Ly+Lg=V

Ly

Figure 4.15 : La somme des i'mites tasses «e tous les constituants égale a 0.

2. La limite basse Lyest plus grand qus 0. Les teneurs en A variant alors de Ly a 1 et

celles de B de zéro a 1 - L, (figure 4.16). Dans ce cas, on a :

s tLp<1

[~

A

Figure 4.16 : La somme des limiies basses de tous les constituants.
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3. Les deux limites basses L, et L sont plus grandes que 0. Les propositions de A
varientde L, & 1- Ly et cellesde B de Ly 2 1-L, (figure 4.17). Dans ce cas, on a :

Ly+Lp<1

Figure 4.17 : La somme des limites basses de tous les constituants.

4. Les deux limites basses vérifient la relation  Ly+Lg= 1. Dans ce cas, il n’y a plus
qu’ un seul mélange possible. La concentration en A est L, et celle de B est Lp

(figure 4.18)

P~

Figure 4.18 : La somme des limites basses de tous les constituants.

5. Les deux limites basses vérifient la relation  Ly+7Lp> 1, il n’y a plus de mélanges
possible. Cette analyse permet de conclure que, dans le cas d’'un mélange binaire, les

mélanges sont possibles si les limites basses respectent la relation : Ly+Lg < 1

Dans le cas d’un mélange ternaiic (procuits A,B et C), si les limites basses des deux

constituant vérifient L,+Lp < 1 , les mélanges de A et B sont possibles.
A B o)

Les propositions du troisiéme constituant sont alors corapris entre zéro et 1-(Ly+Lpg). Si
la limite basse de C atteint la valeur de 1-L,+1p, il n’y a plus de mélange possible. Il

faut donc que :

D’une manidre générale, pour que des mélanges solen: po3ssibles entre k constituants, les
limites basses doivent respecter la relation suivaate :

)

IA

} -
F x’Jl
e

e
4.6.2.2 Calcul de la composition des mélanges expérimentaux

Soit un premier constituant A du mélenge dont la teneur varie de 1 (produit pur) a

L,(limite inferieure), un deuxiéme constituant B dont la teneur varie de 1 a L, et un

troisiéme constituant ¢ dent la teneur varie de 1 & L. Les points A,B et C représente les

25
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corps purs (s’il y a plus de trois constituants, il faut étendre les raisonnements au tétracdre
puis aux hyperpolyédres). Dans le cas de trois constituants, le domaine d’étude est ramené
au triangle PQR (figure4.19). Les peints P, Q et 2 représentent des mélanges particuliers

que I’on appelle pseudo corps purs.

. !
;S \
/ 7/ A Y,
' "l, '\_\
o / ok *\‘ . Y
N ARVA RN

’F‘ “ % :-\& )
B = s ¢

Figure 4.19 : Le triangle POR représente le domaine d’étude restreint. Le point E est un
mélange dont la composition peut étre exprirnée avec les corps purs A, B et C ou avec

pseudo corps purs P, Q et R
La composition d’un mélange E du doraine nent s’exprime par rapport aux :
-vrais corps purs A, B, C... désignons par X4, X,, X3, ..., X, les valeurs correspondantes.
Les x; représentent la compozition réelle du mélage
-pseudo corps purs A'B'C’, ... soient x1, x5, X%, ... X4 les valeurs correspondantes.

La relation qui lie les x; aux x; est :

4.6.3 Plan de type LI

Les plans de type III sont tel quels proportions du produit A varient entre une valeur
limite basse L; et une valeur limite haute U;. Le domaine des compositions est divisé en
trois zones : une premiére zone interdite L, (zone ombrée inférieure sur la figure 4.20), une
zone autorisée (zone claire sur la figure 4.20) =t une deuxiéme zone interdite par la limite Uy

(zone ombrée supérieure sur la figure 4.20). ces deux limites ne conservent pas la forme du

cp
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domaine initial. Le produit B peut, lui aussi, avoir unz limite haute U, et une limite basse L.
Les autres produits peuvent avoir, de méme, des limites hautes et des limites basses.
L’ensemble de ces contraintes va fortement modifier la maniére d’aborder la construction

des plans de mélanges.

Zote intertlite

\

Figure 4.20 : la teneur en produit A ne rewt pes vdire supérieure & la limite haute Uy et
inferieur a la limite basse L;. Les pre-ordons de ce »reduit dans les mélanges varient done
entre Lyet U;. Le domaine d’étude ==t divisé en trois zones : deux zones interdites (zones

ombrées) et zone autorisés (zone claire).
4.6.3.1 L’existence du doemaine expirimenti

Nous avons vu conséquences d’une iiraite bosse imposée (type II) & un ou plusieurs
constituants d’un mélange. Mous allons examinzc maintenant les conséquences d’une

limitation des proportions de I'un ou ce plusieurs conctituants vers les hautes valeurs.

On considére un mélange ne comportant que ¢ ~ix constituants, A et B. on suppose que

Bt

la limite haute du produit A est égal= & 7/, <* quo celle 2u produit B est égale a Ug. On

Fad

envisage les différents cas suivants :

» Les limites hautes U, et Up sont cancine cpnlz a 1. Toutes les proportions de A et de
B sont alors possibles dans le mélange de «23 deux produits (figure 4.21). dans ce

cas,ona:
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Figure 4.21 : La somme des limites bautes de tous les constituants égale a 2.

o La limite haute est plus petite que 1. Les tencurs en A varient alors de 0 & U, et celles
de Bae 1 — Uy al (nigure 4.22). cans ce ¢as, ona: Uy + Ug = 1.

U Uy

A

Figure 4.22 : La somme des limites hautes de tous les constituants supérieure a 1.

e Les deux limites heutes U, et U; sont olus petites que 1. Les proportions de A
varient de 1 —Up a Uy etcellzsce B de 1 - U, & Uy (figure 4.23). dans ce cas, on

a.:

»

Figure 4.23 : La somme des limites hautes de tous les constituants supérieure a 1.

e Les deux limites hautes vérifient la relation {7, + U; = 1. Dans ce cas, il n’y a plus
qu’un seul mélange nossible. La concentration en A est 77, et celle de B est Ug
(figure 4.24).

Ya

A ISESERTRRTTECIRE A G GRRA RRRE B

Figure 4.24 : la somme des limites hautes de tous les constituants égale a 1.

e lLes deux limites havtes vérifient 1= relatior T, 417y, < 1, il n’y a plus de mélange
possible. Cztte analyse permet de conclure gue, dans le cas d’un mélange binaire, les

mélanges sont possibles si les limites hautes respectent la relation :

Vi T~ A
G4 g 24

Remarque

Dans le cas d'vn mélange tertiaive (produits A, B ot C}, s limites hautes des deux
premier constituants vérifient J, + Uy > 1. les mélanges de A et B sont possibles
les proportions du troisiéme constituant sont alors comprises entre 1 — (U, + Up) et

1. si la limite haute de atteint la valeur de 1 — (U, + Ug) il n’y a plus qu’un seul

s
o
i~
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mélange possible. Si la limite haute cde C est infericure a cette valeur, il n’y a plus de

mélange possible. II faut donc que :

D’une maniere générale, pour que des mélanges soient possibles entre k constituants

, les limites hautes respecter la relation suivante :
A

b Ul' - L
F 3
]

Conclusion
On conclure que 'existence du domaine d’£tuce il doit véritier les relations suivantes :

o Lasomme des limites basses inférieures aun , L; < 1

e La somme des limites hautes supérieure aun ), U; > 1
4.6.3.2 Principe de la démarche
4.6.3.2.1 Compatibilité des limites
Définition :

On appelle étendre relative du produit I la différence entre la limite haute U; et la limite

basse L;. Sil’on note I’étendue A;, ciia:

Contraintes sur les limites hautes

Soient trois produits A, B et C dont on impose les litnites basses Ly, L, et Lg. Ces limites
forment vn trizngle A'B'C" (figure 4.25) dont 'iniéilcur et l2 pourtour représentent le

domaine d’étude restreint.
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Figure 4.25 : Les limites basses forment un triangle A'B’C’qui doit étre coupé par toutes les

limites hautes pour que l¢s limites soient compatibles.
Ici Ly i est pas cornpativie avec les auires limiies

On sait que ce domaine est toujours a 'intérieur du domaine initial et qu’il lui est
semblable. Introduisons des limites hautes U;, U, et Uz pour chacun des produits. Si ces
limites hautes coupent le triangle A’'B'C’, on dira que les limites sont compatibles. Par
contre, si I'une au moins de ces limites hautes ne coupe pas le triangle A'B’C’, on dira que
les limites sont compatibles. On cherche la condition pour que, les limites basses étant

données, les limites hautes soient compatibies avec ies limites basses.

On considére maintenant la limite basse L; est pa-faiternent difinie. Pour que les limites

soient compatibles, il faut que la limite hauie U; coupe le triangle A'B'C’. 1! faut donc la

w1

limite de haute U; ne peut dépasser la quantité 1 - ;4 L;.

En retranchant L; aux deux membres de I'inégalité :

Nous obtenons :

U—L<1— 5 L

Donc la limite haute U; est compatible avec ia limite basse L; si:

o
e
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Contraintes sur les limites basses :

On définit les limites hautes U;., U, et U; et on désire que les limites basses Lq, L, et
L3 soient compatibles avec les limites hautes. 1.es limites basses doivent couper le domaine

défini par les limites hautes.

Figure 4.26 : Les limites hautes forment un triangle A'B'C" qui doit étre coupé par toutes les

limites basses pour que les limites soiert compatibles.
Ici Lyn’est pas compatibie avec les autres limites

La limite inférieure d’un constituant i ne peut étre inférieure & 1 - },;.; U;. En retranchant

U; aux deux membres de I’in¢galité :

L I

ey -2 i _ '/f j
Il vient :

‘i;"—‘l

- “;,

Li=U;=1—- > U

J-.{d

J

Donc la limite basss L; est compatible avec la Lirnite haute U;.

Si:

85
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4.6.3.2.2 Calcul du nombre de sommets, arétes ei faces

Théoréme 1 :

Le nombre de sommet du domaine d’étude d’un mélange ayant k constituants est

donné par la formule suivante :

k

<
Il

]

[(k = 27")1—‘@) = (7" = 1)A(r)]

Nsommets = k +

S

I
-

Formuie dans laquelle :

7 est un nombre entier variant de 1 a «.

[y est la somme des k termes Iy, Iy, I(3)....... [y, que 'on calcule de la
maniére suivante.

Iy est le nombre étendues gui sont inférieures a la plus petite des deux
expressions, ), U; —1 ou 1 — 3 L;. Cette plus petite expression sera conservée
pour la suite des calculs.

U(2) est calculé de la maniére suivanfe : on fait la somme de deux étendues. Si
cette somme est inférieure a , U; — 1 (ou 1 — 3, L; suivant les cas), on la prend
en compte. Si cetie somme est égale ou supérieur, on ne la prend pas en compte.
On examine aingi toutes les combinaisons possibles de sommes de deux
étendues. [y est €gal au nombre des sommes prises en compte.

I'3) est calculé de 12 méme maniére que Iy, mais en considérant des sommes de
trois étendues. Toutes les combinaisons ae trois étendues sont examinées.

[yet les suivants jusqu’a I soni calculés de la méme maniére que
précédemment en examinant les sommes de 4, 5, ... k étendues.

Ay est calculé de la méme maniére que Iy, mais en ne retenant que les

4 1

tendues ou la somme des est ézale exactement & :

D

o =1

danmnt

(oul — ) L; suivant les cas)



Chapitre 4 plans de mélanges

S B ST S A R S R G T P B B L R L S R B L S P R A E e SN Ss

Théoréeme 2 :

Le nombre d’arétes du domaine d’étude d’un mélange ayant k constituants est donné

par la formule :

r=k-2 r=i
Narates = ler{_z + E‘/'~ L(T) C!f'.c—_;:_z - yi_r(r) + A(T)]CTT_Z
r=1 =2

Formule dans laquelle :

- C,’; est le nombre de combinaisons de k objets p a p.

- Les autres termes ont la méme signification que précédemment.
Théoréme 3 :

Lorsque le nombre de constituants dépasse ‘rois, on peut utiliser une formule pour
calculer le nombre de faces de I"hyper polyedre. Cette formule est semblable a celles qui on

¢té indiquées pour les sommets et les arétes. Le nombre de faces est donné par :

r=k-3 r=k

B \i“\ o & 3 _

Nfaces = I{c{ &3 ‘,’.L L(r)CI{t{—: S = .[T(r) + A(T)]C;' 3
r=1 r=3

Pour mener & bien I’expérimentation, il ne suffit pas de connaitre e nombre de sommets,
d’arétes et de faces du domaine d’étude. IT faut encore positionner ces points d’expériences
dans I’espace ou I’hyperesoace expérimental. Jusqu’a treis constituants, ce probléme est
facilement résolu par un graphique. Pour quatre constituants, on peut encor essayer de
débrouiller avec des schémas. Auv-dela, cela devient pratiquement impossible et des
algorithmes spécifiques ont été déveivppés pour effectuer ces calculs. Parmi ceux-ci on peut

citer I’algorithme XVERT de Snee et Marquardt.
4.6.3.2.3 Algorithme XVERT de SneedtMargus rdt [18
Détermination des sommets o partir des fimites :

o Classer les constitizeants en ordre croissant de doraaine (4;).
!

o Construire avec les k — 1 premiers constitvants un plan facteriel complet a 2

niveaux (L; et U;) et compister le dernier constituant pour que ), x; = 1.
L 14 3 ; s [ L
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e Ramener si nécessaire la x; du dernier constituant a sa U; et augmenter de la
diftérence la valeur du niveau d’un des autres constituants chaque fois que cela

est possible (nouveaux sommets).

Détermination des arétes et de leur centre

o Recherche lec sommete ayant a méme frantidre n
- p=k—r—1(dimensionr = 1 pour les arétes, r = 2 pour les faces,...)
- Combinaisons de p = 2 caractéristiques communes.

e Ne retenir que les combinaisons de sommets avec les niveaux avec composition ¢gal
a Li ou Ui'

o Calculer a comiposition du centre ae 'aréte en faisant la moyenne de compositions

des sommets correspondants.
Détermination des faces ex de leur cenire

e Recherche les faces ayant la méme frontiere p.
- p=k—r—1(dimension r = 1 pour les faces...).
- Combinaisons de p = 1 caractéristique commune.

e Ne retenir que les cormbinaisons de sommets avec .=s niveaux avec composition égal
a Li oul i

o (Calculer la composition du cenre de la face en faisant la moyenne des compositions

des sommets correspendants.
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CHAPITRE 5

PLANS D-OPTIMAUX ET LES ALGORITHMES D’ECHANGES

Les plans D-optimaux sont souvent utilisés lorsone le domaine expérimental n’est pas
entierement accessible. Il existe des contraintes qui interdisent I’accés a certaines régions du
domaine d’étude. Ces plans permettent d’explorer la plus grande partie possible du domaine

expérimental malgré les restrictions dves aux contraintes.

Les plans D-optimaux sont aussi souvent utilisés lorsque ’on veut diminuer le nombre des
essais d’un plan classique. On impose un nombre d’essais et I’algorithme de calcule des plans

D-optimaux conserve, pour un modéal= donné, les meilleurs points d expériences,

La recherche de ces meilleurs points e:pfrierces n'est possible que si I’on posséde un logiciel
dans lequel est intégré un algorithme spécifique de calcul des plans D-optimaux. Les deux
algorithmes les plus connus sont celui de Mitchell et celui de Feaorov. 11 s’agit d’algorithmes

1

basés sur une procédure d’échznge.

Les résultats de I’algorithme représentent une bonne solution au probleme posé, mais on n’est
jamais str qu’il s’agisse de la meilleure solution. En eifet, le logiciel caleule le déterminant de
la matrice *XX pour des ensernbles de oirts expirmentaux et cherche la valeur plus élevée

[11].

Dans ce chapitre, nous présenterons les critéres d’optimalités, ensuite, nous discuterons des

plans D-optimaux.
5.1 Transmission des erreurs

Les réponses mesurées par expéricentatewr sint entzchées I'une erreur expérimentale,
ce sont donc des grandeurs aléatoires. Cette erreur peut étre estimée par ’écart-type de la
population et détermines sur un échantillon. Lee nivesux des facteurs et le modele
mathématique choisi a priori sont supposés w'iniroduire aucune erreur et ne sont pas

considérés comme des variables aléaioires. La matrice X n’est donc pas une grandeur

]

aléatoire =t 'le n’inirody:” aucune errevr. Seule 1a mat-ce Y o2st Lne matrice dont les éléments
sont des variables aléateire. Les varizuions des éléments de cette matrice entrainent donc des

variations sur les coefficients du modele mathématique puis qu’il existe la relation :
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Les réponses prédites comme des granc~urs aléatoi~e- nuis cu’il =iste la relation :

Il résulte de cette courte analyse cuve les erreurs sur les coefficients du modéle et sur les
réponses prédites ne seront pas les mémes selon la valeur des erreurs sur les réponses
mesurées, le modele choisi a priori et eraplacement des points expérimentaux dans le
domaine d’étude. Nous allons examirer en détail les liens qui existent entre ces différentes

erreurs.
5.1.1 Précision sur les coefficients

Lorsque les hiyputheses de la régizssion iinceirs sont 1=spec £es <t lorsgue les variances
des réponses mesurées sont issues d’vnz méme pepilation pour tout le domaine d’étude, les

statisticiens sont démontré la relation s ivante :

o , N—L
var(4) = o *XX) " (5.1)

Ou ¢? est la variance aes résidus. Cette variance regroupe celle des réponses mesurées et celle

du manque d’ajustement du modele. Nens annelierny = cette varience olobale soit variance des

résidus. soit variance de régression. Dans la reiation (5.1\,1“«;'1”(14) est la matrice des

variances-covariances des coefficiente. [.a formule pricédente, pour I'usage que nous voulons

en faire, devient alors

Diag 1&\_?) = g’ Dig ’( tXX)

<

1 p

C’est la relation des variances dez coefficients. Cette relation 2st tinds importante. En effet,
elle montre qu’il ya trois composantes qui induisent des erreurs sur les cosfficients. Ces

composantes sort :

e [’erreur commise sur les répuases 4 cause o terme o7, les erreurs comimises sur les
réponses mesurées se transmettent done aux coefficients du modele mathématique.

o L’emplacement des poinis expérimentau. La position des points expérimentaux,
dans le domaine d'étude cindre des orvreurs plus oo moins €levées sur les
coefficients du modéle mathémarique. C'est 12 matrice X qui est responsable de ce

transfert. Cela signifie quun expérimentateur qui conduit des expériences avec
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beaucoup de soin et obtient <=5 résultats d'essai trés précis peut quand méme avoir
des modéles mathématicues médiocres 57l = mal disposé les points expérimentaux
dans le domaire expérimenial
o Le modéle mathdmatique choi:i a prioti. L choix initiel <2 modéle rnathématique
engendre des écarts d’ajustement plus on moins élevés sur les coefficients du
mod2le. Tes resnoneahlec de ~a trancfert ennt g2 ot 1o mairice X, cele signifie que
I’on doit s’attendre a de grosses erreurs sur certains coefficients lorsque le modéle
mathématique choisi a priori et trés éloigne du modele réel.
5.1.2 Précision sur les réponses prédites
La méthode des moindres carrés permet, grice au jeu des coefficients qui a été calculé,
d’obtenir les réponses dans tout le domaine d’étude. c¢’est-a-dire que "on peut calculer les
réponses pour tous les points du domaine d’étuce méme si aucune expérience n’y a été

réalisée. Soit un point p du domaine d :tude, défin ses coordonnees, la réponse prédite en

ce point est donnée par :

+

Yp == Apth
Si p est un des poinis expérimenaux du plan d expérisnces, 2 matrice-vecteur xp est
une ligne de la matrice de calcul X. La iatrice-vectizur x, sera apnelee le vecteur modélisé du
point p, 4 est la matrice das coefficients calculés aver la méthode des moindres carrés.
L’incertitude sur les coefficients se tracsmet & la réponse caleulde
var, .j_.f?'p) = vdi! ",::pA)

Dans cette relaiion ia matrice tign: 5, déperd des cooidonnées d’un point du domaine

d’étude et il a été 2. car hpothés: ue les cocrcunnées des poirts expérimentaux étaient

parfaitement connues ¢ wintreduisaiznt pas ocuisurs. On peai done sortw le vecteur

1

modélisé du point p des parenthéses :

vor .0 = fxyea(A)x

Dans cette expression la variance 7= 4 est connue et 'or sait qu’elle est égale a :

v O = 0 Syl
La variance dz {2 réuonse calen’ = an woint 2 done :
/ . I
ar g e

Cette relefion permizi de cawuler !'incertitude sur la 1éponss calculée au point p. On
constate que cette erreui sur la réue se calcuids ‘ou réuonse prédite) dépend de quatre
grandeurs :

o Derreur expérimentale sur les venonses rassnrdes
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e la position du point p dans lg dumaine d’ctuce

e I’ensemble des points qui ¢ ¢té utilisés nour éaolis les coefficients du modéle,
c’est-a-dire Ie plan d’expériencss lui-méme

o le modeéle postuié choisi peir interpréter lo: résultats (par la matrice de calcul des

coefficients et la variance des “#sidus)
5.1.3 La fonction de variance de prédiction

L’erreur commise sur les réponses mesurées dépend de la nature de I’expérimentation, du
degré de précision de la technologie e ployge, du snin, de I"hahilité de ’expérimentateur, et

de bien d’autres facteurs dont I’expé«inentatevr =st responsable. Ces facteurs ne dépendent

)

pas de la théorie des plans d’expériencss mais de a2 pratique expérimentale [9]. Pour séparer
cette partie expérimentale de celle gui dépend de la théorie, on introduit la fonction de
variance de pradicticn d-(¥,)

A0, = Fx (X0,

On peut tracer les courbes d’égaie erreur de mi<diction dans le domaine d’étude. Il est
intéressant de constater que la fonctior d’erreur de prédiction ne dépend pas des résultats des
expériences ¢’est-a-dire des valeurs d=3 réponses reesurées. Elie dépend essentiellement de
I’emplacement des points expérimentziiz dans lz domaine d’étude et du modéle postulé. On

peut donc savoir, avant d= comamencer |'expérimentation, comment la précision des réponses

prédites sera affectée par le choix de | emplacerasst 12s points expérimentaux et par celui du
modele. En faisant apparaifre les éca--iynes ¢t '2 fonction de lu variance de prédiction, la

relation peut s’écrire
170.‘17"(9}«, \; = g L.“{.:,_,)( C_;;{_‘E.r" T Ip = i.T'JGY‘jfff;:";L,\,

Si la fonction d’errzur de prédict a1 est plus petite que 1, on a une meilleure précision
sur les réponses prédites que sur les v ponses mesurdss. Si la fonction d’erreur de prédiction
est plus grande que 1. ¢’est inverse. '« général. on <arrange poir que Ierreur de prédiction
ne soit pas plus élevée ¢ue Perreur e vimentale. O évite done de faire des prévisions dans

les régions ou la fonciion d’erreur de pi ciction st supdrieure & [Miniié,
5.2 Critéres d’optimaliic

5

Les erreurs sur i&s séponses préc.ies sont hées 4 la mei-ice I, Comme ceite matrice est
connue, il est possible d’évaluer = qualité de 'expérimentation avant le début des

expériences. La matrice X dépend au niodéis madsr.atique postulé et de emplacement des

10z
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points expérimentaux. Un bon olan < «périences ra un nian rermettant d obtenir la plus

faible erreur sur les réponses orédites. 2 régle aus Uon peut suivre est d’obtenir une erreur
sur les réponses prédites de "ordre = orandeur de Parreur sur les réponses mesurées. Selon
les criteres choisis, I’emplacement des roinis experi-nentauy povrra varier d’un plan a 1’autre.
Il y a plusieurs critéres d optimalité. {1 = a ceux gui = ntéressent 3 ja répartition de la variance
dans le domaine d°é&tde (Veqt NAT oY ‘?*f-z“:r la rrittre d%1en verance par rotation, Tl y a les

crittres d’optimalité gui ont pour o cotif d’ob-erir un wodéle mathématiqgue de bonne

qualité. Ces derniers critéres s’intéress :ivr & la précisioa des coefticients du modéle [11].

1

5.2.1 Qualité de Ia veprésentation des coefficienis

Plusieurs auteurs ont montré gue '» limite du domaine de confiance des coefficients est

donnée par la relation:

" T twie s a R e
;A e 3§ G (O e - _"}‘U,‘ 25 W5 Geo ey
3 SR o\ > S ] B !

Ou
s est une estimafion de la variance expérim2niaie

F est la statistique correspond au .3t de ficher
p

v est le niveau de connance chois:
X estla matrice " expérience
A estlevectevr calonulé

q estlenom

Ce domaine est ur hyper ellinseic = dans esrace des ceefiicients, centré sur le vecteur
calculé 4. Avec un risqgiie o, on peut o = one lag valours visies des coefficients sont dans cet

x coeflicients. Phyper elliproide est recrésenté graphiguement par :
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s
of tywn=1)"/<
= 4 AN ] *

Ou (d4, d,) sont les deux coefficients
valeurs propres de ellipsoide. -

I’ensemble des observations pour un -
A. Volume

Le volume de I’ellinsoide est €cx

de dispers

déterminant de la matrice

ellipsoide tend vers un point &t nlus =
B. Forme

Lorsque la forme est trés allongée

coefficients. Si 4; = A, 'ellipscide =

sont déterminés avec la méme précic o

C. Orientatinn

1

Si lss axes principaux de 'hyps
alors, la valevr calcuiée d'un cozffic

coefficients.

D’aprés la formule {5.2), "hypas

critéres sont fondée sur '=5 matricas ¢

4’1-",,./'[1»/).':\: S

2)fvar(B )

7.1 ¢ Ellivsoice de confiance

oJuvés par 12 cégression multilinéaire, (14, 4,) les deux

hWyper cliipsoide représente les performances de

rdsle donns 11 neut ére déorit par 3 caractérisations :

y =1

1
ni{det! "% )z Ce volume est 1ié au

w (XEX) L Plns le volims sera petit, plus I’hyper

rapprochoe de la solution vraie A.

aiors il exisis

une grande disparité sur la précision des
iient une hyner sphére, =f donc tous les coefficients

== avnx axes des coefficients

elbipsoide sout para

Csera ind Jpendante des valeurs calculées des autres

cilivsoide dérend de la matrice de ( “XX), donc les

Tormation

b . _ -1
("XX)etde c"-i’._teveron( Xx) .
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5.2.2 Critére d’ise variance par ror i on

Le critere d’isovariance par rofeiior

pour des points situés & égale distance 7
i ritére de A-optimalicé
5.2.3 Critére de A-gy i

Le critere de A-opt:malité vise 4

modeéle. Les éléments disgonaux e natrice da ¢

aux variances des coeffiziants, ¢ ™o izera donn

A-optimal est numériquerasnt coutens

3 gle D01

Visz a minimiser 12 variance gl cule de

est preportionnelle au détermirant - la matrice
détermi tyy) Tt dries 1o déterd
éterminant de XX . on maximics le détern

lourde d’inversion de mairice. C’est ©: critdre qui ©

implémenté dans les logiciels spécialiuc -
5.2.5 Critére de E-optimalité

Une matrice d’expériences est d*+ J-optimal. &

de ( tXX) la plus faible possible

5.2.6 Critere de G-aptimaliié

Le critére-G prand :n compte la pi

la fonction de variance 7+ §7, ) engends - sar

La meilleure matrice d’expériences is-

valeur.
Efficacité-G

L’efficacité-G d’une matrice d’e~ ~“riences eat

est resnedis

cenire du aomaine &’

apersion |
: \

ous fes

15 grande valou

a-vis de ce

connée nar

D-opti; nf/! comnme 1n algorithme informatique
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["erreus de orédiction est la méme

si

étude,

‘nndrniser i somme ges variances des coefficients du

Ty -1, .
¢X! ~ étant proportionnels

b=l
Yace Io , {X) 7. Le caleul d’un plan

coettivients du modéle. Cette variance
lieu de minimiser le

Ly, évitant ainsi I’opération

us fréquemment utilisé et qui est

lle condnii 4 1z valeur propre maximale

¢ comaine expérimental, de

>u))

critére étant celle qui a la plus petite

12 formule suivante :
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Une matrice d’expériznc:s est proche = la matrice d'expérienc=s optimal G, si la valeur de

Pefficacité-G avoisine 100 %.
5.2.7 Critere de M-ontimalité

Le crittre M permret de terir compte de 'n qualté <’information apportée par

I’expérience. Ce critere est indépendznt du nomore d#s essais du plan d’expériences.

On a appelle matrice dex momerita M 1: matrice d“finie par .

Grace a ce critére on peut comparer J=ux mairices 1’expériences. r’ayant pas forcément le
méme nombre d’expériences. Soient I/, et M, deux matrices des moments associées a deux

matrices d’expériences constituées resectivement ce Niet N, expériences.

( W 3
- \ Lrq4dL g
g, SoH e A
{
Iy = -

Nous dirons que I= premier ple~ 2st plus effizace que le devxiéme plan vis-a-vis du

critere I si ;

5.2.8 Critere ¢’ oriliogonalité

Une matrice d’expériences est oi:ogonale ©f ¢'e permet o obtenir des estimations des

coefficients indépendan’s. Cela se ¢z idrise nar Je. axes de ellipsoide paralléles aux axes
des coetficients. Cette propriété esi « ~vue quar’ /XX ) “ (o XX ) est diagonale, done

quand Ies covariances des coefficients @ 2t nulies
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5.2.9 Critére de presgue erthegon:'

Avec les modéles du second degi, il est iz osble d obtenir uie matrice de dispersion
tyy) t ~ gy . T ;
( XX ) parfaitement diagonale. Il re=fe toujours un élémeni gut associe le terme constant du
modele aux termes du sccond degré ’est pour guni on a irroduit le critére de presque
. =1 n

orthogonalité. Si on exelut la nramis~ lione et Iy recmigre colorve de  IXX) 7 | on obtient
une sous-matrice ne contenant plus les termes constants. Si cette sous-matrice est diagonale,
on dit qu’il y a presque orthogonalité.

5.3 Plans D-optimaux

L’inconvénient majeur des plans « sommets exi-3mes of des nlans dérives est leur grand

nombre d’essais. Les méthodes des 113 D-optin2u:t sont rouvent vtilisées lorsque "on veut

diminuer le nombre des essais d’urn ~lan. On dés’ . en gon v modéle mathématique
fournissant des 3porces caloulfes g0 préeises cus possibie. L obisctif est donc de trouver
le meilleur compromis : établir un rdeéle maihé natique cansble de fournir de bonnes

prévisions et effectuer |2 minimum d’essais [22].
5.3.1 Principe des pfans D-ontimany,

Un plan Pest dit Dunptimeal neor ocondee ue pecBigme donns 97 minimise le critére

Ce qui équivant & minimiser le déterminant de ia matrice ce variance-covariance des

paramet:2s & mnodels

Le critére-I est une wnegure ofobs de Iy ot Ton des vovsesMyrag do omodéle et sa

minimisation est plue soécielement uiile quand le bt de Uerpérimentation est d’analyser les

+ o

IO ;.

%

1)

effets des facteurs sur le yéponse (rmoadlis:

Si les domainzs individuels des factcons sont limiids & Pintervalle [-1,1], le critére D est

toujours plus grand ou ¢zl a 11].

5.3.2 Algorithme ¢’ ici:

Précédemrieni on a décrit les v moipaux el eriicres fondaneastaux pour la construction
des plans D-optimaux, mals 1l meisugus pas & processus de sélection. Basée sur la
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complexité des conceptions D-optimi= v et le grand nombre de combinaisons possibles des
expériences, des algorithmes sont utilicis pour le processus de sélection. Le présent chapitre

traite les algorithmes d’change.

Un algorithme d'échange consiste 2 sélecticnner les matrices /"optimales par échange
d'un ou plusieurs poinis du plan de “épart généic =t 4 répdter cetie procédure d’échanges
jusqu'a trouver la meilleure matrice s-'on les criter:s D-optimals. Les algorithmes peuvent
étre divisés en deux gioupes : groupe- | aigorithimc sere & ajouter et supprimer les points d’une
maniére séquentielle, £t un algorithme de groupe-2 consiste a réaiiser un échange par un ajout
et une suppression simultand de pointe (Meyer & MNechtsheim 1995). Nous allons maintenant

.

expliquer et d'évaluer les cing difféi-«is algorithrrza qui sonl universellement applicable,

mais différent dans le teraps de calcul - +lisé, la quali 2 et 'efficacité des modéles générés.

3.3.2. rocédure é¢'échange géndr:

5.3.2.1 Procédure 1ge &

£ € COMmInencer e essits de sewcelion, nous devons cieer un plan de démarrage av
Afin de comir processis de bon, nous m plan de démarrage avec n
expériences A,. Le put ue algorithin: d'echange ev: de suppricier ou ajoucer des points a
cette matrice et de déterminer Ueffet de cette modification. Soit d(i,), la fonction de la
variance de prédiction av point x.

Aoy ) == 0 ow (XA
L’ajout d’une nouveide cxpérience x; o la matice . ,, va creer une nouvelle matrice X414,
selon Aguitar et al (1993), la relation enire X, et X, est donmee par.

st e (VY O
'.1\,;,_!_1;)\/73'__ = N\ Ay Xy /

En owre, l'infiuence de !échange peuor 8tre utilisd: pour mettre 2 iour le déterminant de la
nouvelle matrice sans 12 recelcufer. Lonz ce cas, 1o déterminant engmente proportionnel a la

variance de prédiction () du point = uté x;.
Tyl A I I 7.2 AV 4 FURLY W
X5 1 X = | XEX = (1 + d(x;)) (3.5)

La suppression d une expérience x; Jo 12 matrice de départ X, repose sur le méme principe on

obtient ainsi:

i v YA S ol 2
\)(.,7_1/\77__1 =5 (A A V5 R X ) o.0)

’)(71—H)\/n-:—‘mi o I}/f”‘}; ¥ (1 — d(x\l) -‘/f‘—‘.7)
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5.3.2.2 Algorithme DE FMAX

L'algorithme DETMAX a été pu1ié par Mitwchell (1974) =t est un exemple typique de
I’algorithme de catégorie groupe-1. “vec une mriice de derart aléatoire de n points,
l'algorithme cherche & améliorer le ¢ minant d= 1= matrice d'information en ajoutant ou en
supprimant un point. L’expérience < ~iouter x: <" celui avec la plus grande variance de
prédiction d (x;). Comme I'équation (%) montre, coite expérience conduit a 1'augmentation
du déterminant. Le 1é€suliat a'un tel procsdé d'échange est un déterminant qui est supérieure ou

égale an précédent.

Jusqu'a présent, cel algorithme serait i'algon ime az VWinn-Michelle de 1972, mais
Mitchell (1974) a mociiié cetle apuroche pour oulzair wee plus grande flexibilité et des

excursions ont permis au design. Ld:ns ce cas, ine EXCuLIs

jin signifie gue le plan de

(n +1- point) ne doit pas tre réduit invnddiatement 4 un plun Q& n-polnts, mais peut devenir

un modele a w + 2 points. Par conségreni, le remnplasement de plog d'un point dans le plan de

Michell (1974) pour étre k = 6. En ¢

départ peut étre possible au cours <'ine itération. La lircite A'excursions est définie par

m rlan avec les n meilleurs points actuels,
l'algorithime ajoute o sunprime jusa:'s k points iurow'a ce que 'a limite de dénlacement est
atteints. La taille du plan erée vavie 1 n — &k & = + k. 5i aucune amélioration dans le
déterminant n’est trouvee au COUrs 0o CELle exCursio, ous 1es vlans crées sont enregistrés
dans une liste F qui contient les plai: d'échec. Cet znsemble F est utilisé pour la prochaine
excursion ou l'on considére deux reoies différenics définies par Michell (1974, p.204):
D le plan actuelle, & tout moment 21 cours d'une excursion. les régles a utiliser sont les
suivantes:

(1) Si le nombre de points dans O est supérieur 2 2, +i faut soustiaire un point si D n'est pas
dans F et ajouter un poir: amrainent.

(ii) Si le nombre de points aans U esi niérieur & . ziouter un point si D n'est pas dans F et
soustraire une autre pouni.

L’algoritame suivant (5.1) montre 1! sation de ces tégles d'zxe nsions et la visualisation de

flux de 'algorithme avec vine notation oo programaa i simple < abstraite.
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5.3.2.3 Algorithne d: Fedoroy
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jombre de souhaité alors

‘A)L-J iLS
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VIAK
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81 une excursion
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’
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11 plan
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\...n,_
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Contrairement a 1'écharge général
l'interaction entre la fonctien de v
icuter et de s

1 définit une

déterminant. A lien 'z
'équation (5.5} et (5.7

manieére suivante:

'

¥,
IXnou'/ecz u

-'{nouveaul =

Le calcul de la valeur 4 pour un coupie

points et une fonction de variance corb

/}(x:u ¥} = ff!‘x.»\) R

N ~ g

d(; o)

= xf 4

L'idée de base de l'aigoriime de Fe

possibles (x;, x;) et sélectionnez f'vee svee

de sélectionné, et x; peut lre soii prio

tous les candidats. {oraideram e

épuisante qui évite les points double

sélection d'une expérience deux fois «
avec la plus haute £-valeur augmenter

avec la méme A-valeu esi trouve, 'alen

Tandis que si un couvple avee un e

points et mettre 4 joir in mairice d'

trouve devant un couple qui augment

valen

me

ELW)

Pour cela, Fedorov a défini v
Efeq alors on arréte |'2change. En gér:

all). Le schéma génsral de 'algoriths

T AR ORES a1 A

iarice des denx

v o e s
1iCTIO1

“ancien

de x; et 5

e (00

v est de calo

dans le plar.

ormation

ie détermat

st donné dans

L-optimal

e un algorithme mfo; matIque

la section (5.3.2.1), Fedorov (1972) a examiné

candidate movs le caleu! du nouveau

simer la varionce de prédiction des deux points selon

qui modifie le déterminant de la matrice de la

A (L A0,x)) (5.9)

sce de la prédiction des deux

Ay ULLsT

née appelés

VA ) = fo e, a0 = ) (5.10)
Loy =g« (XpXp) Tt s (5.11)

ler la valevr de A pour tous les couples

la plus wiande vaicur. Le point x; est pris a partir

parliz das poans restanis ou a partir de t'ensemble de
wnble des novore restants oo om appeils une recherche

Avec une r=cherche non épuisante, la

possicle. Comme 'équetion (5.9) montre, les points

la valevr du déterminart De plus si plus un couple

ithine cnoisy « "une manidre au hasard.

Uun parnn o

g':{ﬂ est froryiy

5 ["algorithme échange les

+ s

et 12 matrice de

fianersion. Parfois, on se

i mais pas « une maniere significative.

il Eenp. 3 Lo maximan A-valeur est plus petite que

la veleur 10~%(Aguitar et

=
Ll e

comme €., 4,

aie, on prend

Ia liste (5.7
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Générer un plan aléatoire sver un nombre de
tant que des couples avec /A positive sont e
pour i =1 an fair:

calculer la varience de la prédiction

pourj =1aMN faire

-1 | PR

calculer le fonciion delta A
[ vérifier si le delta est le maxin

si plus qu'un couric = vec le méme <

change le point séizctionné x; aves .

{ réinitialiser deita maximal :

sorithie 5.

5.3.2.4 Algarithaue de badoroy madc

Cook & Nachishizin (1980) font

construire des pians D-ouiimal exacis «

l'algorithme de Fedorov 1972, L'aigort:

couples d'échange possibles pendant o

1 1

effectuer un €change. (< calc estond

par Cook& Nachtsheim {1 980), chaa::

en [n] étapes, une pour chaque Point 4
matrice de conceptior ' i

d'appui x; et caleule Ies

avoir trouvé le meiileur echange de ¢ ~oint

est proposé pour un échange. En d'av

modifi€e pour échangs

& Nachtshzim 1580, »SokinsondDongy 1. 5)

La différence cotre log

Considévant un plan cophatrde avas
n* N = 100 couples

l'algorithme de Fedoro

SRR T LT T T T T R

calculer la variance de prédicrtic

(GO B0 Lo R S SRR VY R e S P

si le maximum des deltas est positif alo:s

i X B ; n
| mettre a jour la matrics d’information

nordre aléais ce. |

Levzleur nove !

jusqu'a des points

uibles peuver

¢ un algorithme informatique
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v x;) pour le point x;de plan:

d{x;) pour = roint d'appui
Uhalp) Péul s dduple %y

pour le cou

et enregisirar

maximal alar

sélectionner aléatcirement un cotisle ;

et la matrice ce dispersiva ;

v 1w ~ - Al {
wguorithrae Fedorov (1972)
ot

e comparaizon de ditférents algorithmes pour

ven s un algovicime propre en fonction de

e de Fedorov déterrnine le valeur de A pour tous les

o
neration insg

v seule valeur pour

]

i lors de on, Avv=s la version modifiée

tération de I gorithime ae Fedorov est décomposes

vpui dans fe plan au début de Pitération. Avec une
@ commence avec le premier point

=2 0881 22 oves ce point d'appui. Apres

© sl mis £ jour 2t Ie point d'appui prochain

Uération de V2lgorithme de Fedorov est

- st le déterminent augmenterait (Cook

inortement est visualisé dans la liste (5.3).

Stre wmentde par Pexemple suivant :

nidat N == 20 expériences,

1@ prog L pour un £ hange, Chaque itérations de
00 valeur £ polr wous fse couples possibles et on
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utilise une seule d'entre eux pour v#:iser 'échang=. En ravanche, la version modifiée de
l'algorithme commence var le premiz ot de plan ot ne calovle que les 20 A-valeur pour les

couples possibles, y corapris ce poini. Aprés cela, i ge est effectué et la matrice de

dispersion doit étre mise & jour. U'alg vithme se poussuit avec = point de design sulvant et

calcule a nouveau 20 vaieurs du A. k1. coéral, a 1a fos algorithme calcule les 100 valeurs au
cours dhme itérgtinn 1o usrainn A bonas pairn inenv'd < mointe an eonre de cette

procédure.

Une étude réalisée 2o Cook & Nackh "eim(198)) ntre 7oz approche modifide est peut
] _ P

étre deux fois plus vite duz Palgorithrz de Fedorer

Générer un plan aléatoire 2ve~ un nombre de 1o ints désiréd o :

tant que des couples de poinic avec un A posit. w2 DEUVENT 21re TTOUVES alors
pouri = Laniaiy

I calculer la variance de prédiction = v, pour le poi>

pourj = 1a/ fare

calcuier w Valauce e piéud ou ag) port ko point x;,
calealer la fonction de vararce J(, ) pour lo couple {x,%;);
calculer ia fonction delta 20>, +; ) pour e cuuis

sélectionner e coupsle avec zita maxirnal

si le maxin

| si il y2 nla méme valevr de delta maximal alors

{ sél=ctionnar aldatoireo 1 un counle ;
l chengne 12 voint sélection L AVRE Ky

mettr2 3 iyur la matrice d'nfrrmatione et la matrice ds dispersion |

réinitialissr delta maxims’

Algorithme 5.7: Algorit wdorov meo 1S par Cosk & Moacktsheim(1980)

5.3.2.5 Algorithme i-échange

Au cours dun¢ romparaisen v de Fedorov (1972) et l'algorithme de

Mitchell (1974) DETHAK, Johnsor % Natchtshe

957y les points sélectionnés par

l'algorithme de suppreszion de Fedor. o sont noeseoaisment pzs les mms avec la plus faible

L

variance de prédichien mais «la £ enes des conos de moiwte cupprimés pourrait €tre

caractérisée coinme bigis? en faveur o o lengs de o ovariance mitdeures. Simplement dit, au

lieu de considérer tous lee candidats su senlemers lun avee la plus petite variance de
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prédiction, un ensembie de k pointe

Similaire a I’algorithme de Fedorov :
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| mettre 2 jour la mairice d

,
| réiniciaiiser delta maxime.
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AT ARG E ST VAT )
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Avez k = 113

TOTINIMES e8 g
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I | sélectionmer aléatoireme:

]cha‘wgsr le point sélecticrn’ 5

n algorithme informatique
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vant la phie “mble variance devrait Etre sélectionné.
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k étapes 12z valeurs A-valeurs sont calculées et le
¢ 5 le ddterriinzut cugmenter  (Johnson&

P
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- r
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w
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Johnson &
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2
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ia plus faible variance de
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15 de plan
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CHAPITRE 6

COMPARAISON DES MATRICES D’EXPERIENCES

Le but de ce chapitre est de comparer les performances des matrices d’expériences pour

tirer des indications qui puissent guider I’expérimentateur dans son choix.
Comparaison des qualités des matrices d’expériences

Dans les différents tableaux qui regroupent les caractéristiques des matrices
d’expériences, nous avons reporté, pour chaque matrice d’expérience: le nombre
d’expériences (‘nb. exp’), le nombre de niveaux pris par chaque variable (‘nb. niveaux’), le
déterminant de la matrice de dispersion |( tXX)“I! (critére optimal-D), la trace de ‘XX
(critere A), le déterminant de la matrice des moments noté |M| (crittre M), la valeur

maximale de la fonction de variance ce prédiction d,,,, et I'efficacité-G (critere G).
6.1 Modéle polynomial du premier degré

Un modele polynomial du premier & deux variables comporte quatre coefficients a estimer
(p=4). Les valeurs des critéres de qualité calculées pour chacune des matrices d’expériences

sont regroupées dans le tableau (6.1).

Tableau 6.1 : Caractéristiques des metrices d’expériences du premier degré.
q p Y g

Plan Platkett et Plan Plackett et | Plackett et
factoriel Burman factoriel Burman Burman
Nom 24 (N=4) 23 (N=8) (N=12)
Nb. exp 4 4 8 8 12
Nb. niveax 2:2 2 2:2 2 2
|( tXX)‘1| 3.9%¥1072 |15.6%1073 | 5.96%1078 | 4.77%1077 | 1.35%1071?
Trace
| B~ i i 0.5 1 0.58 0.92
|M| 1 1 1 1 1
A max 1 C.75 1 . 0.88 0.92
Eff-G(%) 100 100 100 | 99 99

Ay
=
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6.2 Modéle polynomial du second degré
6.2.1 Matrices d’expérience 2 deux variables

Un modele polynomial du second degré a deux variables comporte six coefficients a

estimer (p=6). Les valeurs des critéres de qualité, calculées pour chacune des matrices

d’expériences, sont regroupées dans le fableau 6.2

Tableau 6.2 : Caractéristizues des matrices d’expériences du second degré a deux variables.

Composite
Plan (o=
Nom factorie] 32 | 1.414) Dochlert
Nb. exp L, 1 7
Nb.
niveaux 3.3 5:5 5:3
|20~ | 1.92%107* [1.02#1075 | 3.2%1072
Trace
|(XX)7|| 2.1389 1.19 6.0001
|M] 9.754%1073| 5.5%1072 12.52*10~*
2 — 0.81 0.63 1
Efi-G(%) 32.30 86,58 | 85.71
D’aprés le tableau 6.2, si on coinpare les propriétés dez trois plans : plan factoriel

complet a trois niveaux, plan composite et plan de Doehlert.

- Pour le plan composite le déterminant de { “XX)™! est petit par rapport aux autres
plans. Suivant le critére de D-ovtimalité le plan composite est meilleur. II en est de
méme pour la trace de { “XX)™* et donc le critére A est mieux respecté.

- On voit que le déterminant de la matrice des moments pour le plan composite est plus
grand que celui des deux autres plans. Suivant ie criiére M le plan composite est plus
efficace.

- De méme les valeurs de d,, g €t Eff — G{%) montreat que le plan composite est

toujours meilleur.
6.2.2 Matrices d’expérience a trois variables

Le nombre de coefficients a estimer est de dix (p=10), les caractéristiques des matrices

d’expérience a trois variables sont rassemblées dans le tableau 6.3.
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Tableau 6.3 : Caractéristiques des matrices d’expériences du second degré a trois variables.

Plan Plan Plan
Plan Plan Box- | composite | Requemore | Requemore
Nom factoriel 3° | Behnken | (a = 0.9) 311A 311B
Nb. exp 27 15 5 11 11
Nb.
niveaux 3:3:3 F:3:3 5595 Kihs4 5:5:5
|( tXX)—ll 1.702*¥107** | 3.97*107% | 7.44*1071%|2.01*107 %1 | 2.16*10~1¢
Trace
|(*Xx)~ 1.18 237 2.08 12 11.8
|M| 2.85%107% |4.364*1075] 2.33%1072 | 1.4*10~%* | 1.75%10~*
21— 0.51 0.73 0.99 | 1.16 1
Eff-G(%) V13 91.52 6754 | 78.62 90.90
- Les deux matrices suivantes, oo matrices Roguemore 311A ¢t Requemore 311B, la

seconde est meilleure a tous points de vue, et les caractéristiques de cette matrice est
excellentes (d;q,=1 ; Eff-G=90%).

- Pour le plan factoriel complet & trois riveaux le déterminant de ( “XX) test le plus
petit par rapport les zuires plan: (le critére-D est satisfait). T's méme pour la trace de
( *XX) ! est plus petite et donc le critére A est mieux respecté.

- On voit que la valeur de d,,,. est 1a meilleus pour les plan factoriel complet a trois
niveaux aussi.

- Drapres le critére M on voit gue la matrice d'expérience du plan composite pour trois
facteurs est plus efficace que les autres plans.

- Etpour Eff — G{%} le nlan Bex-Behnken es: meilleur.
6.2.3 Matrices d’expérience & guatre variabies

Les matrices d’expérience & quatre variables regroupées dans le tableau 6.4 permettent

I’estimation des quinze coefficients du modele polynomiai du second degré correspondant

(p=15).

[PRY
-
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Tableau 6.4: Caractéristiques des matrices d’expériences du second degré a quatre variables.

Composite | Composite
Roquemore | Requemore | orthc zonale |  retatable Box-
Nom 416B 416C (¢ = 1.21) | (o« = 1.414) | Behnken
Nb. exp 16 16 25 25 25
Nb.niveaux | 5:;5:5:;4(15:;5:5;4(5:5:;5:;5| 5:;5:5:;51|3:3:3:3
Trace
|("xx)7Y 18.80 12.49 15.02 13. 33 13.33
| M| 7.74107%2 §¥10°8 1541078 | 93*1) 0.3%10°8
s — 1.27 1.21 1.78 1 1
Eff-G(%) | 74.03 7749 | 3374 €0 60

Les matrices 416B et 416C ont des caractéristiques ties proches, sont satisfaisantes, avec une

légere préférence pour la 416C.

Parmi les matrices d’expériences a vingt-cing poini:. les matrices composite retatable et de
Box-Behnken, bien que différentes, ont les mémes caractéristiques. Ces deux matrices ont un
déterminant de matrice M et fonction de variance maximale sont trés satisfaisantes (
IM|=9.3*1078; d,,,,=1). Ici encore, le choix de la matrice dépend des contraintes sur le
nombre de niveaux des variables. En vevanche, la matrice d’expérience composite
orthogonale est de qualitt médiocre (Trace |( *XX)71=15.22; [M|=1.5%1078;
Amax=1.78 ; Eff-G(%)=33.74}.
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Conclusion générale

CONCLUSION GENERALE

La méthodologie de la Recherche Expérimentale, propose une démarche 4 1’expérimentateur
prét a prendre le temps de la réflexion pour engager une stratégie optimale qui doit lui donner

avec la plus grande précision possible les réponses aux questions posées.

Aussi, la planification expérimentale devient une méthode, voire une philosophie, pour
aborder un probleme. La méthodologie intervient pour formaliser les limites déterminées par
I’expérimentateur (qui doit rester le seul maitre des décisions), et pour vérifier si la décision

finale est bien en accord avec les objectifs fixés.

Ce travail est le résultat d’une synthése ou de nombreux outils existants interviennent dans le
but d’aider I’expérimentateur a diriger lui-méme et méthodiquement sa recherche. Pour cela,
nous avons voulu tenir compte du choix de la démarche a I’interprétation des résultats, des
critetres mathématiques et des idées subjectives des expérimentateurs. Nous avons préféré
volontairement modérer « légérement » I’importance de critere mathématiques stricts qui
permettent d’obtenir des résultats rigoureux, pour introduire les objectifs personnels de
I’expérimentateur et ainsi proposer des solutions correspondant un peu plus a la réalité des
objectifs qui parfois restent difficilement modélisable pour étre introduits dans les algorithmes

de recherche.
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APPENDICE A
LISTE DES SYMBOLES ET ABREVIATION

Constant d’un modeéle
Coefficients des termes de premier degré
Coefficients des termes carrés

Coefficients des termes rectangles

Coefficients de la variables x; dans un modele déterminé pa la méthode des

moindres carrés
Vecteur des coefficients du modéle

Vecteur des coefficients déterminés par la méthode des moindres carrés

Distance au centre des points en étoile dans un plan composite, niveau attribué

Distance au centre des points expérimentaux pour le 2%™€ plan proposé
Contraste du facteur i

Fonction d’erreur de prédiction

Fonction de la variance de prédiction

Degré de liberté

L’écart d’ajustement

Ecart résiduel

Valeur vraie de I’écart e;

Vecteur des écarts

Esperance mathématique

Efficacité vis-a-vis du critere G

Fonction

F de Fisher-Snedecor

Le nombre de composantes a retenir dans la régression PLS

Le i®™¢ ¢lément diagonal de la matrice X( “XX)~* 'X

Matrice unité, générateur d’aliases, moyenne dans un tableau des effets
Nombre de facteurs

Nombre d’essais au centre du domaine d’étude

Nombre d’essais du plan factoriel

Nombre d’essais du plan étoile

Nombre d’essais d’un plan d’expériences
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Coefficient de la prédiction

Estimation de variance
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