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Introduction générale

Thermodynamique et transfert thermique

Nous savons ce qui se passe quand nous mettons une boisson en boite froide dans
une chambre réchauffée, et une boisson en boite chaude dans un réfrigérateur
refroidit. Ceci est accompli par le transfert de /'énergie & partir du milieu chaud au
froid.

Le transfert d'énergie commence toujours du milieu de température le plus élevé vers
le milieu de température inférieur, et quand les deux milieux atteignent la méme
température, le transfert d’énergie s’arréte.

La thermodynamique nous montre que l'énergie existe dans diverses formes. Dans
ce travail, nous sommes principalement intéressés par la chaleur; qui est la forme
d'énergie, cela peut éire transféré a partir d'un systéme & l'autre en raison de la
différence de la température. La science qui traite la détermination des faux d'une
telle énergie est le transfert thermique.

Vous pouvez vous demandez pourquoi nous devons entreprendre une étude détaillée
sur le transfert de la chaleur. Aprés tout, nous pouvons déterminer la quantité du
transfert thermique pour n'importe quel systéme subissant tout processus en utilisant
une seule analyse thermodynamique. La raison est que la thermodynamique est
concernée par la quantit¢ du transfert thermique comme le systéme subit un
processus d'un état d'équilibre vers l'autre, et cette analyse thermodynamique ne
donne aucune indication concernant le temps que le processus prendra. L’analyse
thermodynamique nous démontre simplement combien de chaleur doit étre transféree
pour réaliser le changement de 1'état afin de satisfaire la conservation du principe
d'énergie.

Dans la pratique, nous sommes davantage préoccupés par le taux de transfert
thermique (transfert thermique par le temps d'unité). Par exemple, nous pouvons
déterminer la quantité¢ de la chaleur transférée a partir de l'isolant des thermos en
mettant un café chaud a l'intérieur du thermo pour y refroidir de 90°C a 80°C par
une seule analyse thermodynamique. Mais combien du temps elle prendra avant que

le café chaud se refroidisse a 80°C, et une analyse thermodynamique ne peut pas



répondre a cette question. Aussi bien que la variation de la température est le sujet
du transfert thermique.

La thermodynamique traite des états d'équilibre et change un équilibre d’état a
l'autre. Le transfert thermique, d' autre part, traite des systeémes de cet équilibre
thermique de manque, et c'est ainsi un phénoméne de non-équilibre.

Par conséquent, 1'étude du transfert thermique ne peut pas étre basée sur les
principes de la thermodynamique seulement. Cependant, les lois de Ia
thermodynamique étendent le cadre pour la science du transfert thermique. La
premiére loi exige que le taux du transfert d'énergie dans un systeme soit égal au
taux d'augmentation de 1'énergie de ce systéme. La deuxiéme loi exige que la chaleur
soit transférée dans la direction de la température décroissante. C'est comme une
voiture garée sur un incliné de route qui doit aller en descendant dans la direction de
l'altitude décroissante quand ses freins sont libérés. Elle est également analogue a
l'entrée courante électrique dans la direction de tension décroissante.

La condition de base pour le transfert thermique est la présence d'une différence de
la température.

Il ne peut y avoir aucun transfert thermique net entre deux médias qui sont a la
méme température. La différence de la température est la force d'entrainement pour
le transfert de la chaleur, juste comme la différence de tension est la force
d'entrainement pour 1’écoulement du courant électrique, et aussi la différence de
pression est la force d'entrainement pour le flux de fluide. Le taux du transfert de la
chaleur dans une certaine direction dépend de l'importance du gradient de la
température (la différence de la température par unité de longueur ou le taux de
changement de la température) dans cette direction. Plus le gradient de la
température est grand, plus le taux du transfert thermique est plus haut [1].
Domaines d'application du transfert thermique

Le transfert thermique est généralement produit dans des systémes de technologie et
d'autres aspects de la vie, et on n'a pas besoin d'aller trés loin pour voir quelques
domaines d'application du transfert thermique. En fait, on n'a pas besoin daller
n'importe ou, le corps humain rejette constamment la chaleur & son environnement,

et le confort humain est étroitement attaché au taux de ce rejet de la chaleur. Nous
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Généralités sur les transferts de chaleurs

1) Conduction

La conduction est le transfert de I'énergie a partir des particules plus énergiques a
une substance moins €nergique en raison des interactions entre les particules. La
conduction peut avoir lieu en solides, liquides, ou gaz. Dans les gaz et les liquides,
la conduction est due aux collisions et a la diffusion des molécules pendant leur
mouvement aléatoire. En solides, il est dii a la combinaison des vibrations des
molécules dans un treillis et le transport d'énergie par /ibre électrons. Une boisson
en boite froide dans une salle chaude, par exemple, se réchauffe par la suite a la
température ambiante en raison du transfert thermique a partir de la salle a la

boisson par le bidon d'aluminium, par la conduction [1].

2) Conductivité Thermique et la chaleur massique
On sait que les différents matériaux stockent la chaleur différemment, et on définit
la chaleur spécifique de propriété C p comme mesure de la capacité d'un matériau de

conserver 1’énergie thermique. Par exemple,C, = 4,184 [kgCpour leau et
C,=045k /kg.°C pour le fer a la température ambiante, qui indique que l'eau peut

conserver presque 10 fois 1'énergie qu’un bidon de fer par masse d'unité. De méme,
la conductivité & est une mesure de la capacité d'un matériau de conduire la chaleur.
Par exemple : k =0,608 W/m.°C pour I'eau et k =80,2 W/m.’C pour le fer, qui indique
que le fer conduit la chaleur plus de 100 fois plus rapidement que l'eau. Ainsi nous
disons que la conduction de la chaleur dans 1’eau est faible, bien que l'eau soit un
excellent milieu pour conserver 1'énergie thermique.

Ainsi la conductivité thermique d'un matériau peut étre définie comme faux de
transfert thermique par une épaisseur d'unité du matériau, par unité de superficie,

par unité de différence de la température [1].



3) Définitions
3.1) Champ de température

Les transferts d’énergie sont déterminés a partir de 1’évolution dans ’espace et dans
le temps de la température : T=f(x,y,z.t). La valeur instantanée de la température en
tout point de I’espace est un scalaire appelé champ de température. Nous

distinguerons deux cas :

-champ de température indépendant de temps: le régime est dit permanent ou

stationnaire.

-Evolution du champ de température avec le temps : le régime est dit variable ou non

stationnaire [2].
3.2) Gradient de température

Si I’on réunit tous les points de I’espace qui ont la méme température, on obtient une
surface dite surface isotherme. La variation de température par unité de longueur est
maximale le long de la normale a la surface isotherme. Cette variation est

caractérisée par le gradient de température :

Isotherme T,

P iy e
on

(L)

N
Avec : n vecteur unitaire de la

oT normale

on Dérivée de la température le long de la

normale [2].



3.3) Flux de chaleur

La chaleur s’écoule sous I’influence d’un gradient de température par conduction des
hautes vers les basses températures. La quantité de chaleur transmise par unité de
temps et par unité d’aire de la surface isotherme est appelée densité de flux de

chaleur :

149 )
=—— Wi 1.2
¢ S (Wm™) (1.2)
ou S est Iaire de la surface (m?) [2].

On appelle flux de chaleur la quantité de chaleur transmise sur la surface S par unité

de temps : i = %% (W) (1.3)

4) Formulation d’un probléme de transfert de chaleur
4.1) Bilan d’énergie

Il faut tout d’abord définir un systéme (S) par ses limites dans I’espace et il faut
ensuite établir I’inventaire des différents flux de chaleur qui influent sur 1’état du

systeme et qui peuvent étre [2]:

/ ’ @,, Flux de chaleur stocké

LL/‘-} ﬁ—-» ¢, Flux de chaleur généré | dans le
@, Flux de chaleur entrant | systeme(S)

@, Flux de chaleur sortant

On applique alors le 1%principe de la thermodynamique pour établir le bilan

d’énergie du systeme (S) :

P+ P, =0, + Qg (W) (L.4)



4.2) Expression des flux d’énergie

Il faut maintenant établir les expressions des différents flux d’énergie. En reportant
ces expressions dans le bilan d’énergie, nous obtiendrons 1’équation différentielle
dont la résolution permettra de connaitre 1’évolution de la température en chaque

point de systeme [2].
4.2.1) Conduction

C’est le transfert de chaleur au sein d’un milieu opaque, sans déplacement de
matiere, sous I’influence d’une différence de température. La propagation de la
chaleur par conduction a I’intérieur d’un corps s’effectue selon deux mécanismes
distincts : une transmission par les vibrations des atomes ou molécules et une

transmission par les électrons libres.

La théorie de la conduction repose sur I’hypothese de Fourier : la densité de flux est

proportionnelle au gradient de température :

o = —k grad(T) (1.5)

Ou sous forme algebrique :

@ =—kS Z—i (W) (1.6)

Avec: ¢  Flux de chaleur transmis par conduction (W)
k  Conductivité thermique du milieu (Wm™°C™)

X  variable d’espace dans la direction du flux (m)

S Aire de la section de passage du flux de chaleur (m®)

/ Ty

T; > T; T; / '.'. Ox




On trouvera dans le tableau ci_ apres les valeurs de la conductivité thermique k de

certains matériaux parmi les plus courants [2] :

Matériau k(Wm™°C™") | Matériau k(Wm™°C™)
Argent 419 Platre 0,48

Cuivre 386 Amiante 0,16
Aluminium 204 Coton 0,059

Acier doux 45 Liege 0,044-0,049
Acier inox 14,9 Laine de roche 0,038-0,041
Glace 1,88 Laine de verre 0,035-0,051
Béton 1.4 Polystyréne expansé 0,036-0,047
Bois (feuillu- 0,12-0,23 Polyuréthane 0,030-0,045
résineux) (mousse)

Brique terre cuite | 1,1 Polystyréne extrudé 0,027

Verre 0,78 Aire 0,026

Tableau des conductivités thermiques
4.2.2) Convection

C’est le transfert de chaleur entre un solide et un fluide, I’énergie étant transmise par

déplacement du fluide. Ce mécanisme de transfert est régi par la loi de Newton [2] :

Fluide a T

0=hS(T,-T,) (W) (1.7)



Avec : ¢ Flux de chaleur transmis par convection (W)

h Coefficient de transfert de chaleur par convection  (Wm™=2°C™)
T, Température de surface du solide (°C)

T, Température du fluide loin de la surface du solide ~ (°C)
S Aire de la surface de contacte solide-fluide (m?)

Remarque : La valeur du coefficient du transfert de chaleur par convection h est en
fonction de la nature du fluide, de sa température, de sa vitesse et des caractéristiques

géométriques de la surface de contact solide-fluide.

4.2.3) Rayonnement

C’est un transfert d’énergie électromagnétique entre deux surfaces (méme dans le
vide). Dans les problemes de conduction, on prend en compte le rayonnement entre

un solide et le milieu environnant et dans ce cas nous avons la relation [2] :
p=0¢,S(T, -T)) (W) (1.8)

Milieu environnant

@ a e
v
Avec: ¢  Flux de chaleur transmis par rayonnement (W)
o  Constante de Stéphane (5,67.10°Wm>K™)

£ Facteur d’émission de la surface
T Température de la surface (K)

Température du milieu environnant la surface (X)



S Aire de la surface (m?)
4.2.4) Stockage d’énergie

Le stockage d’énergie dans un corps correspond 4 une augmentation de son énergie

interne au cours du temps d’ou (a pression constante) :
Oy =PV (W) (1.9)

Avec: ¢, Flux de chaleur stocké (W)

p  Masse volumique (Kgm™)

V  Volume (m’)

C  Chaleur massique (J Kg™'°c™)
T  Température (°C)H
t Temps (s)

P, V et ¢ sont supposés constants, le produit pVc est appelé la capacitance

thermique du corps [2].
4.2.5) Génération d’énergie

Elle intervient lorsqu’une autre forme d’énergie (chimique, électrique, mécanique,

nucléaire) est convertie en énergie thermique. Nous pouvons 1’écrire sous la forme :

P, =qV (W) (1.10)
Avec: ¢, Flux d’énergie thermique générée (W)
Z1 Densité volumique d’énergie générée (Wm™)
V  Volume (m)

10



5) TRASFERT DE CHALEUR PAR CONDUCTION
5.1) L’équation de la chaleur

Dans sa forme monodimensionnelle, elle d’écrit le transfert de chaleur

unidirectionnel au travers d’un mur plan :

Considérons un systeme d’épaisseur dx dans la direction x et de section d’aire S

normalement a la direction Ox. Le bilan d’énergie sur ce systeme s’écrit :

gox + (pg = ¢x+dx + ¢St

Avec: @, = —(kS g)

ox
P, = g Sdx
05, = poSi

En reportant dans le bilan d’énergie et en divisant par dx nous obtenons :

(L) -(sZ)
X ) xvar : x+qS=pcS_

dx ot

11



Soit :

ar
o

0 or) -
—| kS— |+ ¢S = pcS
8x( 8xj * £5

Et dans le cas tridimensionnel, nous obtenons 1’équation de la chaleur dans le cas le

plus général [2] :

0 ory o or) o ory - or
—| by —[t—| &, — |+ =| k,— |+ ¢=pc—
ox ox ) Oy oy ) 0z\ ~ oz ot 2.1

Avec k la conductivité thermique (c¢’est une fonction de T positive et bornée).

q
la source interne de chaleur (c¢’est une fonction bornée de T, x, y et z )
0
C’est la masse volumique (c’est un constant positif pour les solides)
c

C’est la chaleur massique (c’est un constant positif pour les solides)
Cette équation peut simplifier dans un certain nombre de cas :
a) Sile milieu estisotrope : k, =k, =k,

b) S’il n’y a pas de génération d’énergie a I’intérieur du systeme : g =0

c) Sile milieu est homogéne, A n’est fonction que de T.

Les hypotheses a)+ b) +c) permettent d’écrire :
o’ o*T T\ dk|(orY (orY (erY or
B = = e e | s | ] o] ol | = s
ox*  oy* oz dr |\ ox oy 0z ot

d) Side plus i est constant (écart modére de température), nous obtenons

’équation de Poisson : aV*T = %—? (2.2)

Le rapport a= k. est appelée la diffusivité thermique.
c

12



e) Enrégime permanent, nous obtenons 1’équation de Laplace :

VT =0 (2.3)
5.2) Conditions aux limites spatiotemporelles

L’équation générale de la chaleur est une équation aux dérivées partielles du
deuxiéme ordre en espace et du premier ordre en temps. Elle admet en principe une
infinité de solutions. Pour que le probléme ait une solution unique, il est nécessaire
de connaitre la répartition des températures en tout point de I’espace & un temps pris
pour origine et les lois de variations de T (ou de ses dérivées)sur les fronti¢res du
domaine étudié [3].

5.2.1) Condition initiale

C’est la distribution des températures at =0 :

T(x,y,2z 0)=T0(x,y, z)

5.2.2) Conditions aux limites
Nous ne signalerons que les plus fréquentes, elles traduisent le lien entre le milieu
étudié et le milieu extérieur.

a) Température imposée (probleme de Dirichlet) :

Ts = f (Ms, t) avec Ms un point de la surface du systeme.

Cas particulier : surface isotherme (Ts = Cte).

b) Densité de flux imposée (probléme de Neumann) :

—A(ﬂj = f(M,.0)
on ),

Cas particulier : surface adiabatique ou systéme 1sol€ :

_ ﬂ(ﬂj ~0
on ),
¢) Transfert linéaire (probleme de Fourier) :
AL -uz.-1.
on ),

Avec h coefficient d’échange thermique superficiel (en W - m-2 - K-1),

T, température de référence du milieu extérieur.

13



De fagon plus générale, on pourrait écrire :

Ts+i(£j = F(M,.0)
h\on),

d) Transfert a ’interface de deux solides

Si le contact est parfait, nous pouvons écrire :

- conservation du flux : 4, o _ A, o
on on

-égalité des températures : T; = T».

On peut linéariser cette expression dans deux cas.
1) Tsprochede T;:
®= h, {Ls— Tp)

Avec h; coefficient d’échange par rayonnement.

Dans le cas de surfaces grises :
h, =4AcT ;

Avec o constante de Stefan-Boltzmann.
2) T; est tres supérieur a T

p = Cte
Dans le cas de surfaces grises :

p=-AoT,

14
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Généralités sur la méthode des différences finies
1) Méthode des différences finies :
1.1) Introduction :

La méthode des différences finies est une méthode d’approximation des dérivées.
Selon cette méthode, on cherche une solution approchée des équations différentielles,

ou aux dérivées partielles.
1.2) Principe :

Le domaine de calcul est discrétisé en un nombre fini de points sur lesquels on
approche les opérateurs de dérivations des équations modeles par des

développements en série de Taylor tronquées a 1’ordre de précision choisie [4].
1.3) Discrétisation du domaine :

Soit Q un domaine borné de /R?, de frontiere I"

YA

i
i
!
1
1
!
|
|
1
14

m o = = ww

£ - X
Posons [a,b]=P,(Q) et [e.d]=P,(Q)
Ou P, et P,sont les opérateurs de projection respectivement sur la 1%° et sur la 2°™

composante.

Considérons alors un pavé [4, Bl[C, D] tel que

15



[a,6]c[4,B] et [c,d]c[C,D]

Soient deux entiers M; et M, nous obtenons deux paramétres de discrétisation

B-4 i k:D_C
M, M,

h=
Nous définissons ainsi un réseau de points de /R>

th={M,.je]R2 My =( A+ CxjH) 5 1=0.M, ; j=0...M2}

P

Gy

s
B e
o
L& -

Y By

b = -
J
b

En général, on essaye que le réseau s’adapte au domaine Q2. Plus précisément, si le

domaine Q est un pavé|a,blx[c,d], onprendrad=a , B=b , C=c , D=d.

On note I',, =1’ensemble des points d’intersection de la frontiere I'et des droites du

maillage [5]

Q,, =QnN R, L’ensemble des points M € R,, qui appartiennent & €2

Qu=Q, vl

16



0
Q,, =L’ensemble des points M tels que les 4 points de R, qui I’entourent

appartiennent aQ2

)
N

1

A j\*\(\b
EeeHs

1.4) Approximation des dérivées par des différences finies :

Soit u(x,y) une fonction de deux variables indépendantes, que nous supposerons
suffisamment différentiable. Si nous écrivons son développement de Taylor en un

point (x+h,y+k), nous avons

ou , ou h* 8%u
u(x+h,y+k)=u(x,y)+h5;(x,y)+k5(x,y)+7!5;2—(x,y)

8%u k2 0%u 1 2 b
o0y (x,y) +—2—-——(x,y)+.... +(—nj)!(h—+ k——) u(x,y)+ R,

+ hk 5
oy ox Oy

(n)
avec R,,=—i—,(h%+k%) u(x+hy+k) s £Pil, nelil

1

Aux points M, = (i, j) de R, , nous noterons

Ou encore R, = o[ﬂh‘ + |k

17



u; =u(A+ih,C + jk)

u, =§£(A+ih,C+jk)
ox

2
", =a—Z(A+ih,C+jk)
ox
etc.....
Nous avons donc [4]
U, . =u, . —hu +—2 —E +h4 +R 2.1.1
i-1,j = %i,j X 2| uxx 3' uxxx 4' um\c 5 ( s )
h’ n? h’ ,
Ui = U +hux +-2—!un+?!um+T!uW+R5 (212)

1.4.1) Dérivée premiére :(g_u)
x

*En retenant les deux premiers termes du développement de la relation (2.1.1), on

obtient :

U.. —U. .
u ="T'_1’+o(h) (2.1.3)

X

Ceci signifie que la dérivée d’ordre 1, au point x;, est approchée par différences

finies régressives d’ordre 1.

=En retenant les deux premiers termes du développement de la relation (2.1.2) on

obtient :

x

U..,.—U..
u =—’+—“—h—”+o(h) (2.1.4)

Ce qui signifie que la dérivée d’ordre 1, au point x;, est approchée par différences

finies progressives d’ordre 1[4].
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=En soustrayant la relation (1) de la relation (2) on obtient I’approximation par

différences finies centrales d’ordre 2 :

Uy =Uy; —hu, + R, (1)
Upy; =t ; +hu, + R, (2)
_ Uiy ULy 2
2D)-O=>2hu, =uy; —u,,, >u, = o +o(h”) (2.1.5)

A o0%u
1.4.2) Dérivée seconde :(—6 )
X

On additionnant les relations (3) et (4) on obtient 1I’approximation de la dérivée de

deuxie¢me ordre par différence finies centrées d’ordre 2 [5] :

h? n
Uy, =u,; —hu, +7!uxx —?!um + 2, 3)
n’ ? ;
Uy s =u,.’j+hux+7!u_t,t+—3—!um+R4 4)
Uy, —2u, +U,,,
B+ @A) > P u, =u_, +u,, —2u, Su, =—" hz’f "+ o(h?) (2.1.6)

2
1.4.3) Dérivée croisées :(
ox

Le principe est toujours basé sur le développement de Taylor [4].

En additionnant les relations (5) et (6) et en soustrayant la relation (7) et la relation

(8) on obtient I’approximation par différences finies croisée :

2 2

U g = Uy +hu, +ku, +hku,, +%u” +7uyy + R, (5)
h? 2 .

Uy =Y, —hu, —ku, +hku, + 71,1“ + Tuw + R, (6)
n* 2 ;

Uy jo = Uy, +hu, —ku, — hku,, +7uwr +—2—uyy +R, (7)
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2 2

ui—],j+1 = i,f

G+ -(NH-0®= 4hk”gy SUj g TU g U ~ Ui

Ui, T Ui, ja — U, j+ tu

4hk

=u, = I 4 o(h?k?)

1.4.4) Dérivée non linéaire :(i k(u)% )
ox ox

Par la notion de dérivée de deux fonctions composées on a :

0 ou . ou 0%u
—k(u)— |=k (1))—+—k
ax( ) ax) ) ox  ox® ®)
. - Ou ok
On sait que : k(u)=——
. a @) Ox Ou
On remplace & (u) par sa formule on obtient :
ﬁ(k(u) @j s a—k(@)z 2w (2.1.8)
ox Ox) Oul0Ox ox® o
Soit : 0%u =uj+1_2uj+uj—l (_@Ejz | =(uj+l—uj)2
' ot h? “\ax) h*
k(u = Joliz,
I IR

Ou u est la valeur de la fonction u au point x; .

ePar la définition de la dérivée on a :

ok _ . k(utAu)—k(u)

2.1.9
Ou AT-0 Au ( )

*Par les formules de la dérivée premiére, on a :

ou U, —U. U, —U,
~_Jt J o~ _J J-1 _ - _
= = DUy U EU; U

o T p h

u, , —hu, +ku,—hku_, +%uxx +7uw +R, )]

(2.1.7)
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u; —u,, ’
Donc lim| ——| =1 (2.1.10)
h—0 u. uj

*Si le pas de discrétisation est suffisamment petit (c-a-d /2 — 0) et par définition de la

continuité ona ;

hm u(x) = hm u(x)=u(x, ) =u(x;) > u,, —u; = 0 (2.1.11
D’une fagon analogue on peut écrire : U~y —¥0

h—0

A partirde (1), (2)et(3)ona:

e K M) — () _ ! [k(uﬁl)—k(uj) . k(u,)—k(uj_l)(u,- ~ 4y, ”
u]

AT—0 Au Uy — U U, —u;,

J Yy

Done: | _ 1| Rp) =Ry G~ k) (- )
' oul,, 3 Upy — U U, —u;_ uj+1—uj
2

On remplace% , —a—zéﬁ et (%) par leurs approximations dans la formule (2.1.8), on

Ou  Ox ox
obtient :
El (k(u) a_uj = P ) k) bl ) k) (-, )
ox ox )|, 2h° Uy — U U, -, uj+l —u,
" Ujn Zhuz tu;, k(u,)

1
=52 [k(“j+1 Xuj+1 - ”j)_ k(uj X“j+1 - uj)+ k(uj X“j - uj—l)
- k(uj——l X”j —uj—l)_*- Zk(uj X”j+1 ="y )_ 2k(uj Xuj ~ U )]
“on2 [k( Uy Xum j)_ k(”jX“j+1 _uj)+ k(ujxuj _uj—l)_k(uj—l X”j =y )]
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Finalement on trouve 1’approximation suivante [6] :

-gc{k(u)%]m =—2;1l-2-[[lc(u].+l)+1c(uj.)Iuj+1 )~ )+, oy, o) 2112

1.5) Notion de consistance, stabilité et convergence :

1.5.1) Introduction : les équations aux dérivées partielles sont écrites d’une

fagon générale comme suit :
=¥f (2.2.1)
Sur un domaine D de fronticre" oy :

L : est une matrice des coefficients de la fonction u et leurs dérivées (u est la

fonction a déterminer).
U : est un vecteur de la fonction u et leurs dérivées
f : est un vecteur des fonctions indépendantes de u.

1.5.2) convergence :

On cherche a calculer approximativement la solution u(x,t) du probléme

LU = f sur un domaine D de fronticreI .

On choisit un ensemble discret de point D, (réseau)e D +1I" et on pose le

probleme discret :

LhUh = f;x (222)
sur D, permettant de calculer les approximations u, de u(x,f)sur D,.

On introduit I’espace vectoriel normé U, des fonctions u, définie surD,,,

Notons [u],, : la solution exacte de u surD,,.
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On dira que u, converge vers usurD, si :

”[u]h - ”h“uh —0 ;quand 2 —0

Si on a Iinégalité : |[u], —u, ly, <ch” e 6 un constant

On dit que la convergence est d’ordre p en h.

1.5.3) consistance :

On introduit la norme | | sur ’espace vectoriel F; des fonctions /.
h

On dira que le probléme (2.2.2) consiste & approcher le probléme (2.2.1) si :

Ll = 7

5 = lor® |F —>0 Quand 27— 0

Si on a I’inégalité ||ey (”)”F < ch?, on dit que la consistance est d’ordre p en h.
h

1.5.4) stabilité :

Soit : L .Z, =f®4+§® (2.2.3
R

Le probléme (2.2.2) est dit stable s’il existe 2 nombre & >0 et 7, >0 tel que :

Vh<hy et P e F, vérifiant “c"f &

<0
F

le probléme (2.2.3) admet une solution unique, et :

|12, — ), <o

F,
avec 7 un nombre indépendant de h.
*Si L, est linéaire, alors :

le probléme (2.2.2) est stable si: 3 7, >0 / h<hy, et f® eF, telque:
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2

"uh“U,, = ’uf (h) lp,

avec 7 un nombre indépendant de h.
Théoréme : si le schéma (2.2.2) est consistant et stable, alors il est convergent.

Si en plus la consistance est d’ordre p en h, alors la convergence est d’ordre p en

h [5].
1.6) Avantages de la méthode :
esimplicité¢ de mise en ceuvre ;

sencombrement mémoire raisonnable (matrice de type bande) et temps de calcule

raisonnable.

1.7) Inconvénients de la méthode :

eI’apparition d’instabilités numériques ;

«difficulté pour traiter les géométries plus complexes.

2) Méthodes itératives de résolution des systémes d’équations linéaires :

Soit le systéme de n équations linéaires & n inconnues sous la forme matricielle

Ax=b
A I’aide de la matrice
ay 4y a,
= as, azz,z a,
an__l an_.2 an,n

du vecteur des inconnues

X = (xl’x2 “'7xn)T

et du vecteur des termes constants
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b = (bl>b2 ”‘>bn)T

Pour résoudre ce systéme nous décrirons les deux algorithmes suivants :

2.1) Algorithme de JACOBI :

0) : X©quelconque

n
B (k)
b, Za,.,jxj
j=1

(1) . x-(k-i-l) - J#i
(2) : Arréter si

[xi(k+l) _xi(k)’ <g, (i=Ln), k=0,12,......

ou ¢ est un parametre de précision.

Remarque : dans certains cas il se peut que le processus diverge. Nous citerons
ci aprés quelques conditions suffisantes mais pas nécessaires, pour lesquelles le

processus converge si I’une d’elles est vérifice.

ai’j

D) Yle,|<1 (<i<n) aveca,, =
Jj=1

ii

2) i]a,.,jl <1 (1<j=<n)
fel

3)

a; >i‘aul (I1<i=<n) et (j#i)
j=1

Cette derniére condition suggére que les termes diagonaux de la matrice A sont

fortement dominants. Il serait donc plus judicieux de procéder a des permutations

sur les lignes et les colonnes afin de maximiser les éléments de la diagonale [7].
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2.2) Algorithme de GAUSS SEIDEL :

(0) : XPquelconque

(M x4 =

(2) : Arréter si

—xP|<e, (i=Ln),k=0,12,.......

Remarque : La méthode de GAUSS SEIDEL converge si la condition

n

a2,

J=l

(I1<i=<n) et (j#i)

l_l’

est vérifiée [7].
2) Méthode de Newton pour les Systémes d’équations non linéaires :

Pour comprendre la méthodologie utilisée, considérons le systeme de deux

équations a deux inconnues :

{f (x,y)=0
g(x,»)=0

supposons que le point (x,y) est une approximation de la solution du systeme

d’équations. Comment déterminer la correction (Ax, Ay)qui améliorerait cette

approximation ? Procédons comme dans le cas d’une équation a une variable. Dans

les séries de Taylor associés a f et g, conservons les parties linéaires, puis annulons-

les pour obtenir (Ax,Ay). Les séries de Taylor sont

S bny+ &)= F D+ T LN+ T L)+
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Axdg

g(x+Ax,y+Ay)= g(x,y)+T 3 Y+

Les ...dénotent des termes au moins quadratiques. Donc,

o

Jx+Axy+Ay) = f(x, y)+———( L ==

Ax O
g(x+Ax,y+Ay>zg<x,y>+Ta—§(

y og

x,y)+

—(x,¥)+

I oy
Ay of
6y( x,Y)

Ay g
6y( x,y)

Annulons les deuxiémes membres et cherchons la solution (Ax, Ay)du systeme

d’équations linéaires

f+Ax f+Ayaf 0
Ox

0y
g+Axa—g+Aya~g:0
Oox oy

dans lequel chaque fonction et chaque dérivée partielle est évaluée au point (X,y).

Dong, le vecteur (Ax, Ay)est solution du systeme :

g o
ox oy (ij__(.
og g ) g
ox Oy

(%)

La nouvelle approximation de la solution est(x + Ax, y + Ay). On obtient :

%4

('xnﬂ J (‘xn J (Axn J (xn J ox
y n+l y n Ay n y n _g

Ox

D’une maniére générale, cherchons les racines d’une fonction 7" : I

(X:Y)

"1

méthode de Newton s’écrit sous la forme [voir la page suivante]

n La
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-1
Xn+l = X_(E] F
oX

X,

Ou

F | oF (X e . . .
il = —’(——) est la matrice jacobienne de la fonction vectorielle F avec :
oX ox,

X = (2, %50%,) s F(X)=(F(X), F(X),.. F,,(X))".

ey

En pratique, il n’est ni nécessaire ni utile de calculer I’inverse de la matrice

jacobienne. Cherchons plutdt la solution AX, du systéme lin€aire :

FX) gy, = -F(X,)
oX

Alors Iitération est : X, =X, +AX,

C’est la méthode de Newton pour les systémes d’équations non linéaires. Elle
consiste a substituer un systéme d’équations linéaires a un systéme d’équations non

linéaires [7].
Théoréme de convergence :

Soit un sous-ensemble ouvertC € IR", un ensemble convexe C, dont la fermeture
est incluse dans C, et F : C — IR” différentiable pour tout X e C, et continue pour

toutX e C.

Pour X, € C,, soit des nombres réels positifs 7,a, B,y et htels que

B,(X) = /X - X,| < r}c Gy, h=a—’§1<1 et r=

—h
et supposons que la fonction vectorielle F vérifies les hypothése ci-dessous.

OF(X) oF(Y)|
ox ox |

<y|x -Y| pourtout X,Y €C,

H
1.
H
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; -1
2. (g;(X—X)j existe et est tel que < B pour tout X € C,

(aF(X))‘l
oxX

3. Lo

j_ F(Xy)

(5F(Xo)
oX

Alors,

1. Pour la méthode de Newton appliquée a partir du point Xo, chaque

approximation

n+l n

-1
X, =X —(M F(X,), n=0,12,...
ox

est bien définie et satisfait a

X,ecl B(X,)= {X/”X—XOHS r}, pour k=0,1,2,...

limX, =R
L T avec Recl B.(X,), F(R)=0

3. la convergence de la méthode de Newton est au moins quadratique [7].

3.1) Algorithme de Newton pour les systémes d’équations :

(0) initiation :n=0.

(1) Calcul de vecteur (X, )et de la matrice ~ 0F(X,,) /0X
. X
(2) Résolution du systéme lin€aire a—];a(—X;')AX . ==F(X,)

X +AX

n+l T “tn n

(3) Calculde X, : X

n+l
(4) Mise a jour de n : n=n+1.

(5) Faire 1 2 4 jusqu'a...
Convergence
Au moins quadratique sous les hypothéses du théoréme de convergence.
Nombre d’opération : & chaque itération on fait :

2n° /3 opérations arithmétiques, n® +n évaluations de fonctions.
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3.2) Avantages
» Extension naturelle de la méthode de Newton pour une équation non linéaire.
3.3) Inconvénients :

o’approximation initiale X, doit étre choisie avec précision pour qu’il ait

convergence.

*le travail de détermination des n’ dérivées partielles de oF / 0X est généralement

énorme.

sle nombre d’opération par itération est proportionnel & une puissance €levée de n

[7].
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Introduction :

Beaucoup de problémes du transfert thermique rencontrés dans la pratique sont
considérés comme étant unidimensionnelle, mais ce n’est pas toujours le cas. Parfois
nous devons tenir compte du transfert thermique dans d’autres directions quand la

variation de la température dans ces autres directions est significative.
1) Conduction unidimensionnelle non stationnaire :

Le probléme en général s’écrit comme suit :

( o oT oT
N KT)= |+q(T,x,0) = s,
6x( ( )6x) q(_x )=pec, Py
avec x € [a,,b, | et te[O,T]
1T(x,0) = f(x) x€a,b ]
T(a,0)=g, () te p,T

_1rconditions aux limites
TG0 =g,() re p.T]

ou:T est la fonction de température
k  estla fonction de la conductivité thermique
q estune fonction produite par la source interne de la chaleur.

Notre objectif, c’est de chercher a calculer approximativement la solution T(x,t) du

probléme sur le domaine D ou :
D= {(x,t) avec x €la,,b |t e [Oj]}

Pour cela, nous tenons a diviser I’intervalle [al,bl] en (M, +1) nceuds de

coordonnées x; = a, +ih (pouri=0..M,)

b, - .. o s .
avec M, = 17‘11 ou h est le pas de discrétisation ou du maillage, le temps est

discrétisé en intervalles de pas constant ©

S | N

t,=nt (pourn=0..N) avec N =
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Au lieu de chercher la solution T(x,t) sur le domaine D, on la cherche sur le domaine

discrétisé Dy, ou :

D, = {x,,t,)/ %, = a, +ih (i=0..M,),t, = nt (n=0..N)}

>"n

On note par f; la valeur de la fonction f au point x,

8, lavaleur de la fonction g, au point 7,
8, » la valeur de la fonction g, au point 7,
La notation 7," est la température au point (x;,,?, )

On cherche a calculer la température 7" = 7'(x,,t,) pour i =1..M, —1, et tout cela

i>"n

pour n=1...N.

Par la suite, nous allons voir deux schémas concernant la résolution du probléme, le
schéma explicite qui nous permet de calculer directement les valeurs de la
température de différents niveaux, et le schéma implicite qui nous permet de calculer
les valeurs de la température en passant par la résolution d’un systeme d’équations

linéaires ou non linéaires [8].
1.1)  Schéma explicite :

On €crit I’équation aux dérivées partielles aux points (x,,£,):

0
Ox

aT(xl > n )

= (1.1)

[k(T)ﬂ;'l)}q(T, t)=pec,

Et par la méthode des différences finies on approche la dérivée seconde

L] ET)y———> OT(x,,t) et la dérivée premiere Or(x,,1,) par les quotients

ox ox ot

différentiels :

6T 5T n n n n n
—-(k(T)——j (o) + RN — 1) (@) + RENTT T2 )+ o)
ox ox il 2h

qui est une approximation d’ordre 2 en h,
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aT Tn+l _ T” . . .
- =~1——1 4 o(r) : une approximation d’ordre 1 en t
(xl Jn ) T

Dans ce qui suit ; nous allons remplacer les quotients différentiels par leurs

approximations dans 1’équation (1.1) :

Tn+l _ Tn

@)+ k@ NEn -2 )= (e + KN -2 )+ q @) = p o, T

Le pas suivant consiste a multiplier I’équation par pour obtenir la nouvelle

p

€quation qui serai ainsi :

et CHNRVICE) G R CCRED) (i)
p

+_q1 (T ) Tn+1 _];n

p

Posons rzi2 et R=
h 2 pc

p

Nous devons transférer7;”, cela nous meéne vers le schéma final suivant :

1 = el + k@ - 1)~ @) + k@ -1
s g B o T i=1.M,-1n=0.N-1
pe,
10 = £, i=0.M,
1= Zo }n =1..N
=g,

n

A partir de ce schéma, on peut calculer directement toutes les valeurs de ~' pour :

i=0... M, et tout cela pour n=1...N.



1.1.1) Consistance :

Grace au développement de Taylor, on a pu obtenir les formules suivantes

or , : : oYy 20T,
- ("(T)EJ » = Sl + ) =17 )= )+ RN -T2 T
dT(x,, n) Tn+l 7’;H+1 +162T(xi,;)
dt T 2 o

A partir de ces formules ci-dessus, nous allons pouvoir écrire ’erreur de consistance
comme suit :

1 0'T(x,1,) 78T (x,0)|

”5f(") 4 ' 2 o

=

Comme T =r h% on peut réécrire ’erreur de consistance ainsi :

h o'T(x,t,) TH O*T(x,,1)|

A P R

En utilisant I’équation précédente et les propri€tés de la norme, on obtient
I’inégalité suivante :

1,

o'TG,)|, 7 0°T(x,.1)|
;pl o |2 Sl;1p| o |

On met h* comme facteur commun, ce qui nous a donné la nouvelle inéquation

suivante :
(n) 1.2
o , Sah
_ T(x, .t
o Y PTG ), g JoT D
avec : 41 = ox 2 ; ot
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D’apres la derniére inégalité, on aura, par conséquent la consistance d’ordre 2 en h.

1.1.2) Stabilité :

Soit la norme ” ”U,, définie sur ’espace vectoriel U, des fonctions 7),(ou 7, est la
fonction de la température sur le domaine discret D, ), et la norme “ ” . définie sur
h

I’espace vectoriel F, des fonctions ™.

Soit a la borne supérieure de la fonction k (T) (k(T) < o, avec k(T) > 0), et B la borne

supérieure de la fonction q(T)

gD < B

|7, = max(maxz;")

|70 . =max|f]|+maxlg, |+ max[g,,h,,[ B
n i n N D Cp

D’apres le schéma explicite, on écrit la formule suivante aprés ’avoir simplifié :

T = rR(k(T) + k(T + RO + (T,

P

+ (1 20RR(T) = RO ) + R +

En passant a la valeur absolue de chaque terme de 1’équation et si on choisit r qui
vérifie

(- 2rRE(T") = PR{CT ) + (T O |
, on aura I’inégalité suivante :

n+l
T,

i+l

< rR(U(T) + KT

+ 7R + k(Ti”))ﬂfl
C

P

+ (1= 2rR(T) ~ RO ) + KT T |+
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Comme k(7)< «, alors on peut majorer k(T) par a dans chaque terme de

I’inéquation et si

1—4rRa>O:>r<L,
4R

donc on écrit :

(]
pe,

n+l n
7| < 2rReT,

+2rRaT} |+ (- 4rRar) 1|+

Par la suite, en passant au maximum sur i de chaque terme, on obtient :

rp
pe,

T n

n+l
T;' i+l +

max
I

<2rRamax(T}|+2rRa maxl]}flf +(1- 4rRa)maxlTi"

Comme :

7‘;}1

max|l ;| = max,TifII = max
i i i

(car ils sont au méme niveau n)

on aura 1’inégalité suivante :

B
pec,

-+

m axl T; n+l
i

= max‘T,.”
i

Si a chaque fois on fixe n (n=0,1,..., N-1), on obtient le syst¢eme d’inéquations

suivant :
n n—1 4 ﬁ
max|T"| <max|T,"" | +——
i i p Cp
%

T p

max|Til’ 2 max’T,."’ e

i i pec,
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A partir de ce systeme d’inéquations, on déduit :

)S miax‘Z.O’ +(n+1)z pﬁc

max(m ax) ]’; n+l
n i

p

On peut écrire :

2
pe,

max(maxle+1 )S max‘T,.°| +Nt
n i i

r=f ,Ne=T

Grace a , hous avons I’inéquation suivante :
max(maxlT,."+1 )S max|f;|+T i
n i i p C
p
Lorsque :
B
madf| <Vl 2 <l
i X‘f; ﬁl:) F, P Cp f(h) F,
ona:
[Fosl, <@+ Dl
r<—

Et donc, le schéma explicite est stable pour 4Ra

1.2) Schéma implicite :

On écrit I’équation aux dérivées partielles aux points (x,,7,,;):

0 T (x,,1,.,)
| k(I)—= | (T, %, ,t,,,) =
ax( (1) ™ q(T,x,.t,,)=pc,

aT(‘xi > Z‘n+1)

= (1.2)
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Et par la méthode des différences finies, on approche la dérivée seconde

o (x,,1 : . OT( X1 .
8 k(T )——M ,Et la dérivée premiére O (%151 ) par les quotients
ox ox ot
différentiels :
aT aT 1 n+l n+l ntl gl ) n+l n+l ntl _ gntl 2
THO%] gt )by ka1 oo

qui est une approximation d’ordre 2 en h,

ar
o

n+l n
o

L +0o(7) : une approximation d’ordre 1 en t
z

(X:tyi1)

Dans ce qui suit, nous allons remplacer les quotients différentiels par leurs
approximations dans 1’équation (1.2) :

1
2h®

n+l

(") RN =T )~ () R W =T g ()= p e, T

i

Le pas suivant consiste a multiplier I’équation par

pour obtenir la nouvelle
P

€quation qui serai ainsi :

e 1
2z, 2h

ety + k@ ot =1 )= ey + et N - 130 )

T
+ ; qin+l (Tin+l) = T,'"+1 _ T,'n

p

1
2 pc

Posons r:i2 et R=
h

P

Nous devons transférer7,"*", cela nous méne vers le schéma final suivant :

(Rl + Yo -1 )~ (e + Yo - 1)
- Tin+1 n T q;zﬂ (Ti"+1) _ _Ti" fum 1M1 _ 1}77 —0.N-1
pe,
170 = £, i=0..M,
Tn —
On gal’n n=1.N
&TM, =&Eun
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Pour n donné et si a chaque fois on fixe i(i=1...M;-1), on obtient un systéme

d’équations non linéaires, et pour calculer toutes les valeurs de la température T sur

le domaine discret Dy, , nous devons résoudre N fois ce systéme d’équations non

linéaires.

1.2.1) Consistance : I’étude de la consistance pour le schéma implicite est faite

d’une fagon analogue que le schéma explicite.
1.2.2) Stabilité :
On utilise les mémes normes que le schéma explicite.

D’apres le schéma implicite, on €crit la formule suivante apreés 1’avoir simplifié :

(L+ 2rRET) + rRUE(T) + KT = p’ PN

P

+ PR + @) + iR + k(T +T)

En passant a la valeur absolue de chaque terme de 1’équation et comme k(T) <,

alors on peut écrire :

T p
(L+4rRa )T | < \——|+ 2rRaT}' |+ 2rRa|T | +|T}"
pec,
En passant au maximum sur i de chaque terme, on obtient :
T B
1+ 4rRoz)maxlT,."+l <2rRamax7;"'|+ 2rRa max|T}7 |+ max(T;"| +|——
7 17 i 7 p cp
Comme :
miaxl_frilﬁl — mlaX 7’1:;-1 max ]‘;Z-]‘l-l

(car ils sont au méme niveau n+1)
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on aura I’inégalité suivante :

B
pe,

n+l
T;

max = max]T,."] +7
i i

Si a chaque fois on fixe n (n=0,1,2,..., N-1), on obtient le systeme d’inéquations
suivant :

-

T p
pe,

+

n-1
T,

max|7,"| < max
i i

T p
pe,

max'T,." < max’Ti"’ -
i i

\

A partir de ce systéme d’inéquations, on déduit :

max(max‘ T; n+l ﬂ ’
n i '

)s m?;ch,.°‘+(n+1)r po

On peut écrire :

max(rn..axlT,.""1 )S maxlT,.o‘ +No P
n 1 1 p cp
0 = = 7 - . .
Grace a I'=f; Nr=T , hous avons 1’inéquation suivante :
max(max.T,."“ )S max|f;|+7 p
n i i p Cp
Lorsque :

mi%‘ﬁ’ = “fw)”F,.

Fy

B
<l
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ool <+ Dol

Et donc, le schéma implicite est stable et ceci quelque soit .
Cas particulier(conductivité constante) :
Ce qui caractérise ce cas est :

-La conductivité thermique est une constante k.

-La source interne de chaleur donne une valeur constante de la chaleur q°.

Le probléme s’écrit :

” o°T or
k{y]ﬂ]" =PC, 4

avec x € [al,bllet te [O,T]

17(x0) = f(x) xela.b]

T(a,0)=g, () te p.T |
g _1tconditions aux limites
7(5,.0)= g, (1) te p.T]

Dans ce cas nous obtenons les schémas suivants:
Schéma explicite :

Dans ce cas I’approximation de la dérivée seconde s’écrit :

o*T T -2T" +T7,
2

i+l
2
0x | 0

+o(h*)

Cette approximation nous permet d’écrire le schéma final suivant :

-

0

T
7" = pRT?”, +rRT)", +(1- 2rR)T}" pote  F= 1.M,-1jn=0..N-1
pec,
Ir° = 1, i =0..M,
Ty = 8am
On " in=1..N
&TMl = gb,,n
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Schéma implicite :
On considere 1’approximation de la dérivée seconde a I’instant t,4; :

aTZ 7;:“ _ 2]';n+1 + ]’;f+l ‘
ox’ = h? )

(xl’ln+l)

Cette approximation nous permet d’écrire le schéma final suivant :

,

0
T
LRI RT + A 2R =T+l = 1M, -1p=0..N -1
pcy

Jil“,.":fi i=0..M,

Tn = ga n
X v }n =1.N

Pour n donné et si a chaque fois on fixe i(i=1...M;-1), on obtient un systeme

d’équations linéaires d’ordre M;-1, qu’on peut écrire sous la forme matricielle

suivante :
OX=d
ou: Q est une matrice de dimension M;-1 :
(1+2rR —-rR

—rR 1+27R —rR

—rR

—rR 1+2rR



et d un vecteur de dimension M;-1 :

q 2

0 0 0 0 z

T T T T

d=| L iprimgm Ly TL +TA’4’1_2,—q + T o +eRey
p c/’ p cp p Cp p cp

X est le vecteur des inconnus de dimension M;-1 :
_ n+l n+l n+l n+l
X‘(TI =T2 r---anf,—z:];wl-x)T

Pour calculer toutes les valeurs de la température T sur le domaine discret Dy, , nous

devons résoudre N fois ce systeme d’équations linéaires.
2) Conduction unidimensionnelle stationnaire :
C’est le cas ot la fonction de la température ne dépend pas du temps.

Le probléme en général s’écrit comme suit :

0 oT
a(k(T)a]+ q(T,x)=0

) avec x € [a;, b, |

I'(a)=c¢
I(b)=c,

}cona’itions aux limites

ou:T est la fonction de température
k  estla fonction de la conductivité thermique
q estune fonction produite par la source interne de la chaleur.

Notre objectif, c’est de chercher a calculer approximativement la solution T(x) du

probléme sur le domaine D ou :

D= {x avec x € [apb1]}

Pour cela, nous tenons a diviser I’intervalle [al,b,] en (M, +1) nceuds de

coordonnées x; = a, +ih (pouri=0..M))
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b —a, e .
avec M, = —171—] ou h est le pas de discrétisation ou du maillage.
Au lieu de chercher la solution T(x) sur le domaine D, on la cherche sur le domaine
discrétisé Dy, ou :

D, =5, /x, = a, +ih (i=0.M,)}

La notation 7, est la température au point x,

1

On cherche a calculer la température 7, =7'(x,) pour i=1..M, -1
On écrit I’équation aux dérivées partielles aux points x,:

0

+q(T,x,)=0 @)
ox

210 72)

Et par la méthode des différences finies on approche la dérivée seconde

:(k(T ) T, )j par le quotient différentiel :

X

or(, ... oT 3 o B g
Gk I AN R AN R i

qui est une approximation d’ordre 2 en h.

Dans ce qui suit : nous allons remplacer le quotient différentiel par son

approximation dans 1’équation (2) :

22[(( DRI ~T, ) -6+ KTHNT, T 1 +4, (T, )=0

Le pas suivant consiste 2 multiplier ’équation par2A4” pour obtenir le schéma final

(ot + 5t Wy -1 )~y + k@ ), -1, )+ 202, @ ) =0
i=1.M, -1

I, =c¢

T, =2

suivant :
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Pour calculer toutes les valeurs de la température T sur le domaine discret Dy, , nous

devons résoudre ce systeme d’équations non linéaires.
2.1) Consistance :

Gréce au développement de Taylor, on a pu obtenir la formule suivante :

or(, ary _ 1 .y ~ h 8*T(x)
a (k(T)axj@,-) e (COMEOR) e R CUNENTGP) G s

A partir de cette formule ci-dessus, nous allons pouvoir écrire I’erreur de consistance

comme suit :

n 3'T(x)
4 oxt

g

‘ By

En utilisant I’équation précédente et les propriétés de la norme on obtient I’inégalité

suivante :

8'T(x)
ox*

2
g

'Fh 4!

e

On met h* comme facteur commun, ce qui nous a donné la nouvelle inéquation

suivante :

< ch?
F‘h

o

e i
T4 ;p

D’apres la derniere inégalité, on aura, par conséquent la consistance d’ordre 2 en h.

avee !

0T (x)
ox

Cas particulier (conductivité constante) :
Ce qui caractérise ce cas est :

-La conductivité thermique est une constante k.
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-La source interne de chaleur donne une valeur constante de la chaleur q’.

Le probléme s’écrit :

' &°T
k +q°=0
O(@f] :
J avec x €[a,,b,]

I'(a)=¢
LT(b1)=CZ

}conditions aux limites

Dans ce cas, ’approximation de la dérivée seconde s’écrit :

O’T|  _ 1,27, +T,,
2| T 2 o
Ox h

o(h*)

()

Cette approximation nous permet d’écrire le schéma final suivant :

P

2.0

T +T, 21, =—"4 i=1.M, -1
kO

1T, =¢

TM, =G

\

Si & chaque fois on fixe i(i=1...M;-1), on obtient un systéme d’équations linéaires

d’ordre M;-1, qu’on peut écrire sous la forme matricielle suivante :
OX=d
ou : Q est une matrice de dimension M;-1 :

(2 -1

-1 2 -1
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h2q0 thO h2q0 h2q0
et d un vecteur de dimension M;-1: 9= 2 +¢, PR P
0 0 0 0

+C,

(M, -3) fois

X est le vecteur des inconnus de dimension M;-1 : X= (711 > ‘aTM,-j

Pour calculer toutes les valeurs de la température T sur le domaine discret Dy, , nous

devons résoudre ce systéme d’équations linéaires.
3) Conduction bidimensionnelle non stationnaire :

Le probléme en général s’écrit comme suit :

%(k(T)%gj+—§y—(k(T)% +q(T,x,y,t)=p ¢, aa—];
avec x e la,,b ] yela,,b,let te|0,T

T(xy0) = f(xy) xela.b]yela,b]
17(@.y.0=g,(n0) yela,b,)te bf
I,y t)= g, (0.1) ye [a2,b2],t € }),f
T(x,a,,t)=g, (x,t) x€ [aprJ € b,i

T(x,b,,t) =g, (x,t) xe [al,bllt € hﬂ )

vconditions aux limites

ou:T est la fonction de température
k  estla fonction de la conductivité thermique
q estune fonction produite par la source interne de la chaleur.

Notre objectif, c’est de chercher a calculer approximativement la solution T(x,y,t) du

probléme sur le domaine D ou :
D= {(x,y,t) avec x€la,,b | yela,,b,]te I_O,TJ}

Pour cela, nous tenons a diviser le domaine [a,,5,|x[a,,5,] en (M, +1)x (M, +1)

nceuds de coordonnées x, = a, +ih,y, = a, + jh, (pouri=0..M,,j=0..M,)
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b —a

b,—a, s e .
avec M, = et M, = —lh—2 ou h est le pas de discrétisation ou du maillage,
le temps est discrétisé en intervalles de pas constant T

t
t,=nt (pourn=0..N) avec N =-2
T

Au lieu de chercher la solution T(x,y,t) sur le domaine D, on la cherche sur le

domaine discrétisé Dy, ou ;

5 (x,y;t,) x, =ay +ih (i=0..M,),
" =a ik (j=0.M,),.t, =nt (n=0..N)

On note par f; ; 1a valeur de la fonction f au point (x,, ;)
g;fl ,» lavaleur de la fonction g, aupoint(y,,?,)

g,{; ,» la valeur de la fonction g, aupoint (y,.z,)

gf,2 ,» la valeur de la fonction g, au point (x,,z,)

g,’;z,,, la valeur de la fonction g, au point (x;,Z,)

La notation 7", est la température au point : (x,,,,Z,)

On cherche a calculer la température 7, =T'(x,,y,,t,) pour i =1..M, -1,

J
j=1..M, -1 et tout celapour n=1..N.

Par la suite, nous allons voir deux schémas concernant la résolution du probléme, le
schéma explicite qui nous permet de calculer directement les valeurs de la
température de différents niveaux, et le schéma implicite qui nous permet de calculer

les valeurs de la température en passant par la résolution d’un systeme d’équations

linéaires ou non linéaires.
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3.1) Schéma explicite :

On é€crit I’équation aux dérivées partielles aux points (x;,¥,,7,):

g(km 6T(xi,yj,tn))+%[km6T(x,-,y,«,f,,)J

ox Ox oy (1.1)

aT(xiayj>tn)

+q(T2xi)yj2tn):pcp af

Et par la méthode des différences finies on approche les dérivées secondes

o oT(x;,y;.t, oT(x;,y;,t, i .

—| k(T )M i k(T )(—y’—) et la dérivée premiére

Ox ox oy oy

oT(x;,y,,t, ) . .

——(—'—a—ty—’—) par les quotients différentiels :

or or 1

= K= = n n n

ax[ ( )axj() S ) RN, T )=, )+ kN -7, M+ o)
or oT 1

— | k(T— =—[lk(T" k 7" )= n n no_mqn 2
ay( ( )ayj(w) Sy ) RN =T )= T ) + RN T )+ 0r7)

qui sont des approximations d’ordre 2 en h,

or
o

n+l n
Ti, J Tx 7 y ; .
=———=+0(7) :une approximation d’ordre 1 en t
z

(Xi’y_, o)

Dans ce qui suit ; nous allons remplacer les quotients différentiels par leurs

approximations dans 1’équation (1.1) :

)+ RN~ T - e+ RN = 7, )

2;2 (e ) + R @NE =T )- () + RN ~ T )
n+l n
i

+q.,T)=pec,

pour obtenir la nouvelle

Le pas suivant consiste a multiplier I’équation par
p

€quation qui serai ainsi [voir la page suivante] :
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2112
(T ) + RN =T )~ k(T ) + RN -T2 )
g (T =T - T,

P

p’ ez, )+ k@, -1 Y- (k@ ) k@) 1)

1
2 pe

Posons r=i2 et R=
h

p

Nous devons transférer 7}, , cela nous mene vers le schéma final suivant :

T = R, ) + RN, =10 (e, )+ k@ONT - 11 )
N RN Te) A M TP

., . i=1.M, -1
<+—q,J(T D+ T _ n=0.N-1
pe, ' j=1L.M,-1
Ty = fis i=0.M,,j=0..M,
T =B Jj=0..M, |
=g i=0..M
B S R I
Tyt = 8hn j=0..M,
\Tijvll Zgzz,n leMl J

n

A partir de ce schéma, on peut calculer directement toutes les valeurs de %/ pour :
i=0...M,, j=0... M, et tout cela pour n=1...N.

3.1.1) Consistance :
Gréace au développement de Taylor, on a pu obtenir les formules suivantes :
2o =l RN, <) RN <15 )

TGy,
4! ox*
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=2;l [( L)+ KT )X,,+1 T )—(k(I;,”j_l)Jrk( )X ”_1)]

(xl:yj’tn)
o', p.1,)
4

or
k(T —
33)

i.Jj

dt T 2 or?

dr,y,t,) T =T 7 0T (9,0

A partir de ces formules ci-dessus, nous allons pouvoir écrire I’erreur de consistance

comme suit :

12 8'T(x,y,.1,) hzaT(x,,y,rn) zazT(A,,yj,r)“
W A o 2 o U

1, -

F;l

Comme t =r h% on peut réécrire I’erreur de consistance ainsi :

=i ﬁm_!_ﬁa‘l]q(xi’;>tn) _ r h2 azT(xiryja;),

Jor” 4 ot 4 @t 2 ot |

FII

En utilisant I’équation précédente et les propriétés de la norme on obtient I’inégalité

suivante :

2
< h—s]}p

0, < LT
h 4

ox*

2 4 -
2 TG )

ri?  0%T(x,y,.0)
2 e |2

ot )

On met h? comme facteur commun, ce qui nous a donné la nouvelle inéquation
suivante :

< ch?

” éf(n) .

avee !

8T (x,,¥,,1)
ot

aT(x,y,.t, .t
( yj )+S aT('xnya n)
X

+Zsu
2 ;p
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D’apres la derniere inégalité, on aura, par conséquent la consistance d’ordre 2 en h.
3.1.2) Stabilité :

Soit la norme ” ”U;. définie sur ’espace vectoriel U, des fonctions 7),(ou 7}, est la
fonction de la température sur le domaine discret D, ), et la norme ” H 5 définie sur

I’espace vectoriel F, des fonctions .

Soit a la borne supérieure de la fonction k (T) (k(T) < a avec k(T) > 0), et B 1a borne

supérieure de la fonction q(T).

gD < B
HT(,,)” mflx(max "D
7ol &2)) + max(maxg;, ,[)
- m)?x(mjax‘ g1 I) + m'?x(max‘ o)+ [i
' ! p

D’apres le schéma explicite, on écrit la formule suivante aprés ’avoir simplifié :

T = PR ) + K@), + R ) + KT
1 ROCT )+ KT + R ) + KT
(1= 4R ) PR + (T )+ () + KT O,
L 7 4i,(@5)
pc,

En passant a la valeur absolue de chaque terme de ’équation et si on choisit r qui

vérifie

(- 4rRR(T;) - rR(KCE: )HET )+ ET)) -0

—lj

Y (T

i+l,j
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on aura I’inégalité suivante :

<rR(k(T?

i+l,j

+rR(k(T”

i,j+1

+ (1 4rRA(T?)) - rR{K(T

—1_]

n+l
I

i+l,j

)+ kI,

i,j+1

_1_]

+ PR, + KT T

111’

Y+ k(T )+ KT+ KON

)+ )T |+ R ) + K@)

T i il
+
pc,

Comme £(T) < ¢, alors on peut majorer k(T) par a dans chaque terme de

I’'inéquation et sil—87Ra > 0 = r < é , donc on écrit :
o

T p
17| < 2rRalT) |+ 2rRalT}, |+ 2rRalT), | + 2rRalTy, |+ (1- 8rRa )T | +
pc,
Par la suite, en passant au maximum sur i, j de chaque terme, on obtient :
max T\ < 2rRa max Lo g l +2rRa max'T,.f1 j‘ +2rRa max,’]’,’;+1 +2rRa max i 1’
iy U i.j
T p
+(1- 8rRa)max T
o,
Comme :
n n _ n n n
max{T}} | = max(7}’, | = max{7y’, | = max[7;, ,|= max7;
(car ils sont au méme niveau n).
on aura 1’inégalité suivante :
T p
max|7,""| < max(T,", | +
P w Vo e

Si a chaque fois on fixe n (n=0,1,..., N-1), on obtient le systéme d’inéquations

suivant [voir la page suivante] :
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maxlTﬂ' < max‘Ti".‘“ +
ij B ij

pec,

T
maxlT,.‘j’ < max'Ti"j ‘ +
i,j i i,j 2 p cp

A partir de ce systeme d’inéquations, on déduit :

n+l
T

n i,j %

) < maX|T,°j‘ +(n+Dr
,J yo

On peut écrire :

£
pe,

Tn+1

1,7

max| max < max‘T,.".‘ +Nt
n ij iy 1

Ty =f,; Ne=T

Gracea " * , hous avons 1’inéquation suivante :

B
pe,

n+l
T,

max(max )Smax’f,.j’+T
n ij i

i

Lorsque :

<ol

F}l

masl, | <o,

P
pe,
ona:

7], <@+ Dl

Et donc, le schéma explicite est stable pour 8Ra
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3.2) Schéma implicite :

On écrit I’équation aux dérivées partielles aux points (x,,y A

OT(x,,y,t,, OT (x5 V0L,
* * ¥ % (1.2)
aT(xi’y'>t71+ )
+q(T9xi)yj:tn+l): P Cp oo
ot
Et par la méthode des différences finies on approche les dérivées secondes
O (% Vit oT(x,,y;,t,, . .
O gy 2V rtd ) 0 (4 7 TGV iotua) ) oo premiére
Ox Ox ay oy
aT X; s Vi tn+ . p— "
(' a);" ) par les quotients différentiels :
aT (k(T)—‘ _ 1 ( Tn+1 )+k(Tn+] )X n+l Tn+l) ( Tn+l )+k(Tn+1 )X n+1 Tm—l )]
- 2 i+, i+l i =1, i1,
ox [CBJE Y] 2h
+ o(hz)
oT oT n+ n+ n n+ n+l n+ nt n+
= k)= ey + RN 1) (e + ks -1 )
ay ay [CB R 2h
+o(h?)

qui sont des approximations d’ordre 2 en h,

6T ntl _ mn
i =—1— " 4 o(r) : une approximation d’ordre 1 en t

ot

(xl :y_/ﬂtnﬂ )

Dans ce qui suit : nous allons remplacer les quotients différentiels par leurs
approximations dans 1’équation (1.2) :

1

= [(k(Tn+1 )_‘_k(]vi,nﬂ XTn+1 Tn+l) (k(TnH )+k(]~;,n+l XTn+1 Tn+1)]

i+l j i+l,j i,j i-1,j i-1,j

@+ RN T - (e + RN -1 )

T n+l T n

212

1 1
+q.; T )=pec,

55



3.2.2) Stabilité :
On utilise les mémes normes que le schéma explicite.

D’apres le schéma implicite, on écrit la formule suivante aprés I’avoir simplifié :

(U rRC™) + (T )+ R )+ R + RO = =T g 2
P
PR ) + R(TEO + rRUCTL ) + KT
+ PRI + RTINS + PR + k@) + 17

En passant a la valeur absolue de chaque terme de I’équation et comme k(T) <o,
alors on peut écrire :

(1+8rRa )T < a +2rRo|T,

pe,

T n+l

+2rRo|T}

T n+l

+2rRoT;

" 2rRa{T"+1

i,j+1

n
2y

Par la suite, en passant au maximum sur i, j de chaque terme, on obtient :

1+ SrRa)n’;’e}xlTA”;l

T n+l

+2rRa max oy

T p
B,

T n+l

+2rRa max pl

<2rRa max‘T:fl]
”-

T n+l

+2rRa max i+l

+ +max‘T” | +—
ij

Comme :

max' T n+l

T n+l

maX i+, j

maxl Tn+1

=m ax‘ T n+l
i,j

i,j-1

n+l
n}aX,‘TI J+l

(Car ils sont au méme niveau n+1).

on aura I’inégalité suivante :

B
pe,

mwc‘T nl
i

<max[T"|+r
i.Jj

Si a chaque fois on fixe n (n=0,1,2,..., N-1), on obtient le systéme d’inéquations

suivant [voir la page suivante] :
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T p
pe,

max’Ti".' < maxlTi”.'l‘ +
i, >J ij J

r p
pe,

max‘Til | £ maxlTﬂ ‘ +
L | B g 1

A partir de ce systéeme d’inéquations, on déduit :

max| max|7,""| | < maxlT.°‘| +(n+Dr
n iy I h iy |

B
CP

On peut écrire :

B
pe,

Tl ) < rrll?x]ﬂ"j! +Nt

LJ

max(max

n i,j

T =f,; Nt=T

Gracea "/ , hous avons 1’inéquation suivante :
maX(max g ) <maxf, |+T1-2
n i,j i p cp
Lorsque :

|

< “f(”) ”F,,

.

£ |
pe,
ona:

7], < @+D|fw ),

Et donc, le schéma implicite est stable et ceci quelque soit r.
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Cas particulier (conductivité constante) :

Ce qui caractérise ce cas est :

-La conductivité thermique est une constante k.

-La source interne de chaleur donne une valeur constante de la chaleur q’.

Le probleme s’écrit :
k| =—+—|+q =pcpa—T
“ oy ot

avec x € [al,bI],y € [az,bzlet te [O,f]
T(x,y.0)=f(x.y) xela.b]yela,.b,]
7@, 2.0= 2, (00) yelab,)ee b7
T(b, y.0)= g, (0.1) ye [az,bzl,t € }),T]
T(x,a,,t) =g, (x,1) xe [al,bl],z‘e })j]
\T(x,bz,t) =g, (%,1) x€ [al,bllt € }),T]

rconditions aux limites

Dans ce cas nous obtenons les schémas suivants:

Schéma explicite :

Dans ce cas, les approximations des dérivées secondes s’écrivent :

T _Th AN,
a 9 - h2 +0( )
= (x,,y_,_.f,,)
62T — ‘7—;',,3'+1 —2]-‘1,”] +T‘1,nj—1 +0(h2)
6}}2 h2
(xi:yj)’n)
k
Posons r=12— et R=—2
h pc,

Ces approximations nous permettent d’écrire le schéma final suivant [voir la page

suivante] :



Schéma implicite :
On considere les approximations des dérivées secondes a I’instant t,4;

T~niH~ —2T.nj+1 +T~fr1-
= h’;_’ =L +o(h*)

o1
ox?

(x,'J’j,InH)

n+l n+l n+l
9T IR O O
e _ . +o(h*)
y (.35 5thi1)
T
Posons 7=— et R=—
h P,

Ces approximations nous permettent d’écrire le schéma final suivant :

( 0
T
PRI = PRI = PRI + (U ArRYT = PRI =T+ Z
P
i=1.M, -1
n=0.N-1
j=1.M,-1
Toef, i=0.M,,j=0.M,
TO'jj :g(f,,n .]=O M2
Tin = ziin i=0..M
0 B ' olp=1N
i = gg,,n J=0.M,
LTz'j\lz =g£2,n I=OM1 )

- 0
T
T/ = rRT?, , + PRI}, , + rRT}, | + (1= ArR)T, + rRT} | +—1—
pPcy
i=1.M, -1
n=0.N-1
j=1.M, -1
<7“]?] =-f;,_] 1=O...M1,j=0...M2
Ty, = g({]’" j=0.M,
TI’Z) = g;’n i=0..M,
i} ; ' n=1..N
TMl,j = gb],n J= 0M2
\Tij\lz = gll;z,n I OMI )
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Pour n donné et si a chaque fois on fixe i(i=1...M;-1),j(j=1...M,-1), on obtient un

systéme d’équations linéaires d’ordre (M, ~1)x (M, - 1), qu’on peut écrire sous la

forme matricielle suivante :
OX=d

2) La forme de la matrice principale Q :

On peut écrire Q de la fagon suivante :

g
Al,l A, Al,Ml—l
Az,1 Az,z ot Az,Ml -1

AMl -11 AM, -1,2 AM, ~LM,-1

avec A;;j sont des matrices carrées (M-1)x(M,-1).

a.l) Laforme des matrices 4, (i=1..M;-1):

4,0, 1=1+4R  (j=1.M,-1)
4,07,j-1=-rR  (j=2..M,-1)
A7, j+1]=-rR  (j=1..M,-2)
A,1700=0  (pourl#jl#j-1etl#j+1)

a.2) La forme des matrices 4,,, (i=2..M;-1) :

Al J1=-1R (j=1.M,-1)
Ai,i—l[jal] =0 (pour 1 # j)

a.3) La forme des matrices 4,,,, (i=1..M:-2):

Ainl, j1=-1R (j=1.M,-1)
A;al71]1=0 (pour I # j)
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a4) Laforme des matrices 4, (pour jzi, jzi-1 et jzi+l) : sont des

matrices nulles.
b) La forme du vecteur d :

La forme générale du vecteur d est :
de (dla“'>di='"7dM,—l)T

b.1) la forme du vecteur d;:

0 T qo T
1 1 n 2 ;
+ ngal a4l + ngaz,;H.] + ]—Ll s + ngal ,”+1 + 7‘1,2 gt P
d=|” pe,
1= g .
Tq Bhond Tq y )
Py + ngalel 1,1\1 I e —+ I’Rga 3" a1 ngb aa TIM .
F P

b.2) la forme du vecteur d;:

7q° 7 q° v q° 7 4q° ]
i n n n i n
d, = +7Rg,, +Txl> +T 55 +T 0,25 c +PREy, w1 + 1asy
pPC, P, P Cy P Cy

b.3) la forme du vecteur dmi-1:

0 7 0 7
29 R Rg* - + T 9 LR F T e
+r gb arl TIRE, iy Ly 115 r gb el Ml—12=
pe, pe,
dMl =1 = 0 0
z-q R 1\42 Tn Tq — R M-; -1 5 R M, -1 +Tn
+ P0Gy a1 T Lag —100, 25 PRy 1 T TEp, i T g 100,11
pe, pe,

¢) La forme du vecteur X :

La forme générale du vecteur des inconnus X est :

Xz(Tl’"'>Ti"”’TMl—l)T

n n
I = ( i1’ >T;',MZ—1Y
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Pour calculer toutes les valeurs de la température T sur le domaine discret Dy, , nous

devons résoudre N fois ce systéme d’équations linéaires.
4) Conduction bidimensionnelle stationnaire :
C’est le cas ou la fonction de la température ne dépend pas du temps.

Le probleme en général s’écrit comme suit :

0 oT 0 oT
a(k(T)B;)+5(k(T)5)+ q(T,x,y,t)=0

avec x € [al,bll,y € [az,bz]
7@, )= 2, () yela,.b,]
T(b,y) =g, (») yela,.b,]
T(x,a,)= &a, (x) xe [abbl]
T(x,0,) = g, (x) xela,b])

rconditions aux limites

ou:T est la fonction de température
k  estla fonction de la conductivité thermique
q estune fonction produite par la source interne de la chaleur.

Notre objectif, ¢’est de chercher a calculer approximativement la solution T(x,y) du

probléme sur le domaine D ou :
D= {(x,y) avec x € [al,bl],y € [az,bz]}

Pour cela, nous tenons a diviser le domaine [a,,5, | [az,bZ] en (M, +1)x (M, +1)

nceuds de coordonnées x, = a, +ih,y; = a, + jh (pouri=0..M,, j=0..M,)

b —a, b; —a;

ou h est le pas de discrétisation ou du maillage.

avec M, = M, =

Au lieu de chercher la solution T(x,y) sur le domaine D, on la cherche sur le domaine

discrétisé Dy, ou

D, ={x,y )% =a, +ih (i=0..M,),y, = a, + jh (j =0..M,),}
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g{,'l La valeur de la fonction g, au point y,
g7 La valeur de la fonction g, aupoint y;
g, La valeur de la fonction g, au point x,
gf,2 La valeur de la fonction g, au point x,
La notation 7, ; est la température au point (x,, ;)

On cherche a calculer la température 7, , =7(x,,y;) pour i =1..M; ~1,

j=1.M,-1

On écrit ’équation aux dérivées partielles aux points (x;,y;):

0 oI (x;,y;)) o oT(x;,y,)
2] BT | P — L T . 3 ) =10 2
ax(u | KT Ty @
Et par la méthode des différences finies on approche les dérivées secondes
oT (x,, oT(x,,y,;
@ k(T )M ,i k(T )M par les quotients différentiels :
ox ox oy oy
oT 1 2
e e I COARETIC ) R Sl TR e W
ox (i) 2h?
oT oT)
8y(k(7)5)7 J T (T 0) + KT N~ T, )~ (T, )+ K@ N, — T, 1+ 0(R)

qui sont des approximations d’ordre 2 en h.

Dans ce qui suit : nous allons remplacer les quotients différentiels par leurs

approximations dans 1’équation (2) :

2;2 [( 1+1])+k( )X 1+1_] ,j) ( ,11)+k( )X '—IJ)]

b T o) + BT Ny =T ) (T )+ BTN =T, I 0, ) =0
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Le pas suivant consiste & multiplier ’équation par2/2 pour obtenir le schéma final
p p q p p

(CT,0)+ 5T Wi = T, )~ (T ) + 1T, DT, - T,)
(6T, + A, )X,,ﬂ 1)~ (e, KT, -T,,0)
+2h%q, (T,,)=0 i=1.M -1,j=1.M,-1
suivant : 7, . = g7 Jj=0..M,
Tio = e, i=0..M,
Ty, = &1 Jj=0..M,
Tirs, = 85, i=0..M,

Pour calculer toutes les valeurs de la température T sur le domaine discret Dy, , nous

devons résoudre ce systéme d’équations non linéaires.
4.1) Consistance :

Gréce au développement de Taylor, on a pu obtenir les formules suivantes :

aT 1
&@mELMEM(WHmeML)Wumﬂa%fmﬂ
W 0'T(x,y,)
+_—.—.
4 ot
aT(k(T)—J - (KT, ) + KT NT, o~ T, )~ (T, ) + KT DNT, -7, )
@/ @} (Xny_/) 2h2 ]+ 1 ]+ ', ] I,J ,’J

LT (,.y)
a4 o

A partir de ces formules ci-dessus, nous allons pouvoir écrire I’erreur de consistance

comme suit :

h 0'T(x, V) B0 T(x,,y)”
ax' A gt |

oI, -

En utilisant I’équation précédente et les propriétés de la norme on obtient 1’inégalité

suivante [voir la page suivante] :
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0'T(x,y,)

ox*

10T y)
oy*

2
'  * h—sup
E, 3 4 3

41

o

2 ' " e
On met h” comme facteur commun, ce qui nous a donné la nouvelle inéquation

suivante :

7

< ch?
F}'

avee !

X

= oT(x,y, Ly
e

D’apres la dernicre inégalité, on aura, par conséquent la consistance d’ordre 2 en h.
Cas particulier (conductivité constante) :

Ce qui caractérise ce cas est :

-La conductivité thermique est une constante k.

-La source interne de chaleur donne une valeur constante de la chaleur q’.

Le probleme s’écrit :

( 2 2
ko[%”‘?yf]"'qo =10
avec x € [al,bI],y € [a2,b2]
IT(@,y) =g, () yela,b,)
T(b,y)=8,(») yela,b,]
T(x,a,) =g, (x) xela,5]
\T(x:bz) =g,,(x) xe [a1>b1] J

fconditions aux limites

Dans ce cas, les approximations des dérivées secondes s’écrivent :

2 T.,.-2T . +T., .
0 721 _ i+l,j 12,1 i-1,f +O(h2)
ox h

(x:,3;)
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azT _ Ti,j+1 "2Ti,j +Ti,j—1 2
— = h2 + 0(]’1 )
ay (x:3)

Ces approximations nous permettent d’écrire le schéma final suivant :

( —h2q°
Laa+dpiyt Ly~ + Ty = T i=1l.M -Lj=1.M,~-1
0
T,, = &2 Jj=0..M,
1150 = g;z i=0..M,
Ty = &3, j=0..M,
T, = in:2 i=0..M,

Si a chaque fois on fixe i(i=1...M;-1),j(j=1...M>-1), on obtient un systéme

(M, =1)x (M, -1)

d’équations linéaires d’ordre , qu’on peut écrire sous la forme

matricielle suivante ;

OX =d

a) La forme de la matrice principale Q :

On peut écrire Q de la fagon suivante :

Al,l AI,Z e Al,M, -1
AZ,I Az,z et Az,Ml -1
AM,-1,1 AMl -2 T AM,—I,M, -1)

avec A;; sont des matrices carrées (Mp-1)x(Mp-1).
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a.l) Laforme des matrices 4,,(i=1..Ms-1):

4,0, 1=-4  (j=1.M,-1)
4,07,7-11=1 (j=2..M,-1)
A4,l57+11=1  (=1.M,-2)
A,;17,11=0 (pourl# j,l#j—1etl#j+1)

a.2) Laforme des matrices 4, (i=2..M;-1):

Al gl1=1  (j=1.M,-1)
4,407,11=0 (pour [ # j)

a.3) Laforme des matrices 4,,,, (i=1..M;-2) :

4,4,07,71=1  (j=1L.M,-1)
Ai,i+1[j>l]: 0 (pour [ # j)

a.4) La forme des matrices 4, (pour jzi, jzi-1 et jzi+l) : sont des
matrices nulles.
b) La forme du vecteur d :

La forme générale du vecteur d est :
4 = (d1>”'?di=”"dM’l—1)T

b.1) la forme du vecteur di:

_h*q° _ha° _h2a° L —h2g" ) T
a’1=( 1 _g—g,— 4 g2 .. 720 g2 724 ool
Ky ko

b.2) la forme du vecteur d;:

_thO . _h2q0 _thO ’
- — 8y,

d’ = 2 >
1 ko g¢12 ko ko

W—.—J
(M, -3) fois
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b.3) la forme du vecteur dy;.1:

T
- —g,f,,-",————— &y > — 8 &b, )

o o —hZ‘IO 1 M,-1 _hzqo _hzqo Ma=2 —h2q° M-l M1
-1 = 8y — &, > - -
k, ks k, k,

¢) La forme du vecteur X :

La forme générale du vecteur des inconnus X est :

X =(Tl,'“,T,~;‘“aT1v1,—1)T

ou:
]1’, = (ﬂ,lﬂ'..’ﬂ,ji...7]—;,M2—l)T

Pour calculer toutes les valeurs de la température T sur le domaine discret Dy, , nous

devons résoudre ce systéme d’équations lin€aires.
5) Conduction tridimensionnelle non stationnaire :

Le probléeme en général s’écrit comme suit :

0 oT o, ..oI) © oT : or
'a—x(k(T)aj+-a—y—(k(T)5)+‘a;(k(T)gj+Q(T,x,y,2,f) =pc, —67

avec x€a;,b ]y ela,.b,]z € [a,,b,] et t e O,T]
T(x,y,2,0)= f(x,y,z) x€ [al,blly ela,.b,]z ¢ [a,,5,]
T(a,y,z,t)=g,(¥.2,t) y€ [az,bzlz € [03,b3],t € })j’T
) 7(,,y,2,t) = s, (y,z,t) ye [az,bZ],z € [a3,b3],t IS })j]
T(x,a,,2,t) =g, (x,2,t) xe [al,bllz ela,.b,]te })j]
T(x,by,2,0) = g, (x,2,t) x€ [al,bllz S [a3,b3],t € hﬂ
T(x,y,a5,t) = g, (x,1,t) x€ la,.6,] v e la,.0,]t € }),T]
LT(x,y,b3,t) =g, (x,3,1) xe [al,blly € [az,bzl,t € })j]

\conditions aux limites

ou:T est la fonction de température

k est la fonction de la conductivité thermique

69



q est une fonction produite par la source interne de la chaleur.

Notre objectif, c’est de chercher a calculer approximativement la solution T(x,y,z,t)

du probléme sur le domaine D ou :

D= {(x,y,z,t) avec x € [al,bl],y € [az,bzlz € [a3,b3],t € leJ}

Pour cela, nous tenons a diviser le domaine [a,,5, |x[a,,5,]x[a;,5,] en
(M, +D)x (M, +1)x (M, +1) nceuds de coordonnées
X, =a,+ih,y; =a,+ jh,z; =as +Ih, (pouri=0.M,,j=0..M,,[=0..M;)

b —a
h

b, —a,

avec M| = P

by—ay T
M, = et M, = % ou h est le pas de discrétisation

ou du maillage, le temps est discrétisé en intervalles de pas constant t

t,=nt (pourn=0..N) Avec N =

S | N

Au lieu de chercher la solution T(x,y,z,t) sur le domaine D, on la cherche sur le

domaine discrétisé Dy, ou :

# (x,Y,2t,) %, =a +ih (i=0..M,),y, =a, + jh (j=0..M,),
)z =a,+1h (1=0..M)),t, =nt (n=0..N)

On note par f; ;,la valeur de la fonction f au point (x;,;,2,)
g{,']’,’n la valeur de la fonction g, aupoint(y,,z,,t,)
g,{;”’n la valeur de la fonction g, aupoint(y;,z,.t,)
g,";:’,, la valeur de la fonction g, au point (x;,z,,7,)
g,’;’z’,n la valeur de la fonction g, au point (x;,z,,7,)

g.!, la valeur de la fonction g, au point (x;,y;,7,)

g, la valeur de la fonction g, au point (x;,y,,t,)
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La notation 7;";, est la température au point (x,,;,2;,?,)

On cherche a calculer la température 7},

=T(x,,y;,2:,t,) pour i=1.M, -1,
j=1.M,-1,et/=1.M;-1et tout celapour n=1.N.

Par la suite, nous allons voir deux schémas concernant la résolution du probleme, le
schéma explicite qui nous permet de calculer directement les valeurs de la
température de différents niveaux, et le schéma implicite qui nous permet de calculer
les valeurs de la température en passant par la résolution d’un systeme d’équations

linéaires ou non linéaires.
5.1) Schéma explicite :

On écrit I’équation aux dérivées partielles aux points (x,,y,,z,,
i Jj>“l n

AT (x,,¥,,2,,t, oT(x,,y,,2,,L,
ai(k(f) Slii; )J i(k(f) ST )]
X

Ox oy oy

(1.1)
a aT(x‘ay'azlat )

+—| k(T e — |+q(T,x,,y,,2;,t,)=p ¢
62(() . q(T.%;,¥ 5218, )= p €,

aT(xwyjaZI’tn)
ot

Et par la méthode des différences finies on approche les dérivées secondes

aT : i ,t,1 aT “Vis ><[>%n aT i” '7Z ’tn
2 gy Cunontiad ) 0 f gy Pind e Piled ) o Oy T Yoo i)
ox oy 0z

ox oy oz

aT(‘xi’y]”‘I’ n)

et la dérivée premicre par les quotients différentiels :

ot
oT
k(T k(T )+ k@I =T
ax( ( )axj(xl,y-,z“’) 2]2 (( +1jl) ( [)XIIJI _]1)
(e, )+ R DN T N+ olh?)
aT 1 n n n
[kma—} = — (kT )+ KT N s~ T
ay Y (xX5.3221:1)

(@ )+ RN =T N+ o)
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1
TR

(kT D+ kT N, T8 N+ o(h?)

oT (k(T)—)

o 0z [( (T]’; 1+I) * k(T" ’)X i,7,0+1 Ttnjl)

(x,-,y_,,z,,t )

qui sont des approximations d’ordre 2 en h,

n+l n
ij.l o= i 7.l . .
=—2 > 4 o(7) : une approximation d’ordre 1 en t

(x V2 o)

or
o

Dans ce qui suit ; nous allons remplacer les quotients différentiels par leurs

approximations dans I’équation (1.1) :

S T )+ N = 12, )= () + R N =T )

—1—2 (kT )+ R(T, ,))( o =T )= (6@ )+ KT N, - T )

+
2h
2hz[(/c(T",+1)+k<T",))(,,m =135 )= U )+ T NE =T )
ntl "
+q.., L) =pc, S
T

Le pas suivant consiste a multiplier I’équation par pour obtenir la nouvelle

p

€quation qui serai ainsi :

T

k(T )+ KT N =T )~ (T ) + RN, - T )
+(k(T"+11)+k(T"1)X L] Tznjl) (k(T'n'—u)“"k(T"I)XuI Tx';—u)
(@ )+ KT N =T )~ (T2 ) + R DD =T )

n+l n
qx_jl( Ijl) szl_Tle

P

2h2

1
2 pc

Posons r=i2 et R=
h
p

Nous devons transférer7,”,,, cela nous méne vers le schéma final suivant [voir la

i,j >

page suivante] :
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(174 = rRICT )+ RN~ T8 )~ (e D+ R DT - T )
T )+ R N =T )= G )+ R DN =T )
6T )+ BT O NT 0 =T )~ T ) + T DN =T )

i=1.M -1
TC g5 AT j=1.M,-1n=0.N -1
g I=1.M,-1
VATEY Y i=0.M,,j=0.M,]Il=0.M,
Tos = B j=0.M,,1=0.M,
T =8 i=0..M,l=0.M,
Tl = gj,;{.,, i=0.M,,j=0.M, 1
Tot 10 = &i Jj=0.M,,1=0.M,
T =Bt i=0..M,,/l=0.M,
Topas, = Eion i=0.M,j=0.M,

n

A partir de ce schéma, on peut calculer directement toutes les valeurs de T pour :
i=0...My, j=0... M, 1=0... M, et tout cela pour n=1...N.
5.1.1) Consistance :
Grace au développement de Taylor, on a pu obtenir les formules suivantes :
oT 1
(T)—
ox ( @) ox ]

2h2 ( k(T )+ k(T I)X i+1,7.0 Tz”ﬂ)

(x3,¥5:21:4,)

n n n hz a T('x y >Z )tn)
(k@ )+ k@ N, - T 0+ 22

6T[
k(T)—] (k)4 R T = T1)
ay ay (%i235:218n) 2h
\ . h2 O'T(x,,,2,,t,
(k(lel)+k(T:JI)Xle x]—ll)] ( y : )
o'
aT 1 n n
aZ(k(T)EJ =2h2[( 711_11+])-*_k( jl)le[—l 1]1)

(x1,35:215t0)

h2 64T(xi’yj> <> n)
4 oz

(T )+ RN =T I
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ijJl ijl

dt T 2 o’

dr(x,3,.21.t) _ Ti57 =T z<3~2T(x,.,yj,z,,2)

A partir de ces formules ci-dessus, nous allons pouvoir écrire ’erreur de consistance
comme suit :

| 81Gyzt) B 0TGLy 2t B 8T Gy, ) 2 0T (5,0
41 ox* 4 o' a oz 2 or’ |'

e

By

Comme 7 =r h?%, on peut réécrire I’erreur de consistance ainsi :

B O T(x,y,,2,t,) W 0'T(x,y.z,,t,) h* O*T(x,y,,2,1,) rh* 8°T(x,y,,2,1)
= ||— + — +— =S
41 ax? 41 o' 41 o’ 2 or’ |

Jor

Fy

En utilisant I’équation précédente et les propriétés de la norme on obtient 1’inégalité

suivante :

[6 T(x yj,a,,t,,)l h p|a4T(xi’;’Z”t")‘

”5f () " <IS; , o | 4, ; I 6y4 ‘
N 6'T(x,.3,.2, ,,)] w 0°T(x,,9,.2,.1)|
i oz | 2 ;pl o

On met h* comme facteur commun, ce qui nous a donné la nouvelle inéquation

suivante :
| [F < ch?
avec :
-_ 4' ;laT(x g;,é,,r,,)l ;p}af(x,,a;;,,,, "| : =aT(x,,;:,, z,t,)
+£Sup|aT(x,.,yj,z,,2)|

ot ‘

D’aprés la derniére inégalité, on aura, par conséquent la consistance d’ordre 2 en h.
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5.1.2) Stabilité :

Soit la norme ” ”Uh définie sur I’espace vectoriel U, des fonctions 7),(ou 7, est la
fonction de la température sur le domaine discret D, ), et la norme " ” - définie sur

I’espace vectoriel F, des fonctions .

Soit o la borne supérieure de la fonction k (T) (k(T) < a avec k(T) > 0), et p la borne

supérieure de la fonction q(T).

la(D) < B
7], = max(max(7?,
p, = M|+ max(marig:r, ) + max(maxie, nl>+max<max g

% mle(II}E}X‘ i)+ max(maxlg 5 ,,‘) + max(max[ g,, . i) +

D’apres le schéma explicite, on écrit la formule suivante apres 1’avoir simplifié :

T;n;Il = "R(k(Tnl ) k(T ",1))T1+1]1 +rR(k(T"1 ) k(T n;l)ﬁ: Lid
1 RUCT )+ T I s+ P REECT) ) + R (T D
+ rRCTY, o) + KT DIy + PREECTY ) + R (T D
k(T )+ kT )+ KT )
1—6rRk( "’l)—r ( 1,111) l'jtl i,j ,ll Tn].’]
( J+1[)+k( i, .- I)+k( _11+1)
+ T q;jj (7 :1)
pPcC,

En passant a la valeur absolue de chaque terme de I’équation et si on choisit r qui

vérifie

(1= 67RI(T, )~ PRUCTT, )+ (T ) + R (T )+ (T )+ (T )+ (T ) 0
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on aura I’inégalité suivante :

T n+l

i,j.l

< PR, ) + R DT+ RO, )+ R DT
PR 0 )+ KT DN i+ rREET L )+ KT D).

2J oJs ij-Ll |
+ PR 1) + R DN |+ iR ) + R D)
)

i,j,I—l'
+|1-6rRE(T, ) — TR
\
7 4y (L)
pe,

k(T2 )+ (T )+ (T ,)
+k (Ti,nj+1,1) +k (T;Z',I—l )+ R )

»J s

n
il

Comme k(T') < &, alors on peut majorer k(T) par a dans chaque terme de

1’inéquation et si

1—12rRa>—O:>r<——1—,
12Rex

donc on écrit :

Tn+1

n
" < 2R,

i+l, 4.l

T n

i,j+L1

T p
pe,

Tn

i,j,0+1

|+2rRalT}, |+ 2rRex

% 2rRa|T"

i.j-11

|+ 2rRa

+2rRo

I |+ A~ 12rRa)T}"

i,j,ll +

Par la suite, en passant au maximum sur i, j et 1 de chaque terme, on obtient :

n+l n n n n
max I £ 2rRe max y b j,,l +2rRo max T,A_Lj,,’ +2rRa rglfl.l)(’ﬂ’.}.TLl,, +2rRa max Ts j—l,l'
n n n T
+2rRamax|T" .|+ 2rRamax(T;", |+ (1-12rRa)max|T}" ,| +
L L Jol+l g i,j,1-1 e i,j.1
i g i.j.Jd ij.d Cp
Comme :
n _ n - n - n = n
max |7, j,li = max7}/, j,I‘ =max(T;,,|= maX|Tz j~1,1’ =max|T; .,
i,jil i,j.l iyl il il
—_ n e n
= max{T}) .,|= max{T},

(car ils sont au méme niveau n).
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on aura I’inégalité suivante :

rp
pe,

max|7;""}
fg,0 1 o

-+

.J,J

Si a chaque fois on fixe n (n=0,1,..., N-1), on obtient le systéme d’inéquations

suivant :
( Tp
max{T}’, | < max|7,"|+——
dyifs p Cp
1.
r B
maxT [ < 111;1[)(‘1",.’0]. ll +
| ijl i, pc,
A partir de ce systeme d’inéquations, on déduit :
max(maxT”“)_ J,|+(n+1)r £
n sl S 5 p Cp
On peut écrire :
max(malx]’,“f,‘ ) < male,J ,‘ +Ng L
n i, i pcC 7
0 = f = 7 ¢ 7 . .
Grace a Liji=tig N7 , hous avons 1’inéquation suivante :

7+l
T

Ij,

n

)s Tf?"ﬂ:f"hf B

max(max

Lorsque :

¥ ma|f,.| < ;[_i: <[/

‘F/.
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ona:

ool <@+,

r<

Et donc, le schéma explicite est stable pour 12Ra

5.2) Schéma implicite :

On écrit I’équation aux dérivées partielles aux points (x,,¥;,2,,1,.,,):

oT(x,,y,,z sl or 1> Vi3 Z15bny
ai(k(r) Vindps 5 ‘)]+i(k(r> SR I)J
X Ox ay ay (1 2)
aT -x': isZ ,tn+ aT 'xi’ isZ 9tll+ -
+£(k(T) (lyaj'_ - 1)J+q(Taxi,yj>Zlvtn+l)=pCP ( yaj[ 1 1)

Et par la méthode des différences finies on approche les dérivées secondes

_6_ k(T)aT(‘xi’yj’Zl’th) _6_ k(T)aT(xnyjathuH)
ox ox " oy oy ’ . .
o ) et la dérivée premiére
X,V iZ1 .
et 2| iy e Zo
0z Oz
SR - i ) .
* yajz‘ 12l par les quotients différentiels :
aT ( aT 1 n+l n+l n+l n+l
= k(T)—j = — (k@ )+ ke, - 1)
ox ox i) 2h
= (e + RN =Tt N+ 0(h?)
aT ( aT 1 n+l n+l n+l n+l
—| k(T )———J == (k(Ti, ) H R )XTi,j-HJ - Ti,j,l)
ay ay (X353 5:21:t001) 2h
(k@ D+ RN =1 N+ o(h®)
aT aT 1 n+ n+! n+ n+
= 4 (X0:¥j3210041) !

(k@) + RENT T N+ o(h?)

78



qui sont des approximations d’ordre 2 en h,

ar ntl _ mn
o i o
= =———"" 4 0(z) : une approximation d’ordre 1 en .

(xl’yj 2Z5tna )

Dans ce qui suit, nous allons remplacer les quotients différentiels par leurs

approximations dans 1’équation (1.2) :

# (et D+ RN = T )= (e + e o 1t )
el ) e, -1 - () + Ko -7 )
- 2% (e + RN, T )~ Ry + kT Nrs -1 )
LT =pe, T ;Tif},/

Le pas suivant consiste a multiplier I’équation par pour obtenir la nouvelle

P

€quation qui serai ainsi :

Lk ko, - 1) (e ) + kN )

2 i+, /.1 i,j,! i+l j,l i.j.l
pc,2h

@+ k@D, - 1)~ e + kbl -1s,)
) + RN =T )~ @) + RO =T, )

LJ. A+l ij.l i, j 0+ i,j.l i,j - ij,/

i,jl\"i,jl i,j.l ij,l

+ T qn+l (Tn+l) == Tn+l ~ Tn
pc

P

1
2 pc

Posons r=L2 et R=
h b

Nous devons transférer7}";, cela nous méne vers le schéma final suivant

[Voir la page suivante] :
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(RUCT )+ RDNE = T )= e )+ k@D NE - 725)
@) + k@ DN 1) = (@ ) + @D - T25,)
@)+ RN =T = k@) + R @NTm -1 )

i=1.M,-1

Tt =l My == 0N -1

! [=1.M,-1

1T = fi i=0.M,j=0.M,]=0.M,

Ty = &hn j=0..M,,I=0.M,

T'os =2, i=0..M,l=0..M,

Tin =gZ;j,.,, i=0..M,,j=0..M, S

Tt 50 = i j=0..M,,1=0.M,

T 5= 8y i=0..M,l=0..M,

\Ti,’fi,M3 = gll;;{n i=0..M,,j=0.M,|

Pour n donné et si a chaque fois on fixe i(i=1...M;-1),j(G=1...M,-1)
et1(1=1...M;31), on obtient un systeme d’équations non linéaires.

Pour calculer toutes les valeurs de la température T sur le domaine discret Dy, , nous

devons résoudre N fois ce systéme d’équations non linéaires.

5.2.1) Consistance : 1’étude de la consistance pour le schéma implicite est faite

d’une fagon analogue que le schéma explicite.
5.2.2) Stabilité :
On utilise les mémes normes que le schéma explicite.

D’apreés le schéma implicite, on écrit la formule suivante apres I’avoir simplifi€ :

(l CSrRKT rR["’m”f e DT,-,";} - g
+ k(Tzn;u) +k (Tz"7+1-1) + k(T,"fM) pCy
+ rRUECTS )+ RTINS + rRUCT )+ k@D
+ rR(ECTE ) + KT  + PR ) + KT,
R + K@D+ rRUCT ) + R + T
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En passant a la valeur absolue de chaque terme de 1’équation et comme k(T) < a,

alors on peut écrire :

(1+12rRa)1| <

T |+ 2rRalT,

n+l n+1
|+ 2rRe|T |

TM\+quﬂ'|+mR4TM

J+LI 11+1

n
i,j.l

Par la suite, en passant au maximum sur i, j et | de chaque terme, on obtient :

n+l n n+1 n
(1+12rRa)max Iy <2rRamaxT 1},’+2rRamax gl T _1,‘
n+l n+l n+1 ¥ '8
Tj+l,i+2rRamax‘ j,l‘+2rRamax) 4 +maxl il Yl
P Cp
Comme :
n+l n _ n+1 n+l n+l
rgal L= max|T ”,' maxl ,+11,|-maxl i 1,’—maxlT’ﬁ”|

_ n+l | _ n+l
max‘T ,1-1’ maxl 4

(car ils sont au méme niveau n+1).

on aura I’inégalité suivante :

B
are

71| < max(T;"
i,j.1

riax 1.l
ijl

Si a chaque fois on fixe n (n=0,1,2,..., N-1), on obtient le systtme d’inéquations

-

T f
maij,|<maxT"‘1 —
XLy,

i, P Cp

].

suivant : )
T

max\Tili,| < max'Tl.(’A ,‘ -

7.0 =t i,j.0 L p Cp

\
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A partir de ce systeme d’inéquations, on déduit :

max(max
170

n

n+l
oy

)SmaxlT,.Oj,]+(n+l)t P
il U e pc

p

On peut écrire :

max max}T,.".’r,l < max’T,.". ,‘ + N7
n \ il dupd 150 pc
P

Tu=fy Nr=

L = T ., . )
Grace a ~ , nous avons 1’inéquation suivante :

maX(maf{T,”f} ) < malxlfi,j,z| ¥4
n i, [ Yo Cp
Lorsque :
mad i <Vl |5Vl
s : pe, h
ona:

[Pl <@+ Dlfal,,

Et donc, le schéma implicite est stable et ceci quelque soit r.
Cas particulier (conductivité constante) :
Ce qui caractérise ce cas est :

-La conductivité thermique est une constante ko.

-La source interne de chaleur donne une valeur constante de la chaleur q°.
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Le probléme s’écrit :

-

o0’T &°T o°T
+

k +
\ax?  o? &

Dans ce cas nous obtenons les schémas suivants :

Schéma explicite :

.o
’0”61

avec x€la,,b ] yela,,b,lz€|a,,b,] et t e [Oj]
T(x,y,2,0)= f(x,y,z) x€ [al,bl],ye [a2,b2],z = [a3,b3]
I(a,y,z,0)= g, (¥,2,t) ye [az,bzlz € [a3,b3],t € }),TI
< T(by,y,z,t) =g, (¥,2,t) y € [az,b2],z € [a3,b3],t € }),T]
T(x,ay,2,t)=g, (x,2,t) x€ [al,bllz € [a3,b3],t € }),f]
T(x,by,2,t) = g, (x,2,t) x€ [al,bllz € [a3,b3],t € })j]
T(x,y,a;,t)=g, (x,y,t) xe [al,bll,y € [az,bzl,r € bj]
\T(x,y,b_,,,t) =g, (x,y,t) xe [al,bl],ye [az,bzlt € })j]

vconditions aux limites

Les approximations des dérivées secondes s’écrivent :

T
Posons r=— et R
h

2 n = n n
o°’T 205, + T 2
e e

(%1 ¥521:00)

2 n . n n
o°T Loy =205 + 15 2
— = 5 +o(h”)
oy h

(xpy_,,zl,f,,)
2 n - n n
a T Ti,j,l+1 2Ti,j,l +Ti,j,l—1 )

5 = 2 +o(h*)

0z h
(x[,ngzl 71" )

0

pC,
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Ces approximations nous permettent d’écrire le schéma final suivant :

T,"IJ’} rRT"U, + 1R +rRT"_” +(1-6rR)I i TIRTY + 1R ,"J, { ¥R ,,,H
o i=1.M -1
Tq
+ Jj=1L.M,-1n=0..N-1
e
il I=1.M,-1
Toa = Fiia i=0..M,,j=0.M,1=0.M,
< 0]1 gzlln .].=O"'M2:l=0---M3
10[ gaZ n i:O--~Ml,l=O.._M3
To =84 i=0.M,,j=0.M
njo y . 1 ? fnle
TM,,j,I = gbl’,n J= 0M2>Z = 0M3
Ty = gi;’,,, i=0.M,,l=0.M,
LT"?J':Ma = gl‘;;{n i=0..M,j= 0---M2,

Schéma implicite :

On considere les approximations des dérivées secondes a I’instant ty+; :

B, ntl n+l n+l
o°T T;+1 20+ T +o(h?)
ox® 122
(xiwyj’zl shas1 )
2 ntl n+1 n+l
a T ‘T;_]-Fl, 2T ]’11]11 0(/’12)
oy’ h2
(xi’y_/’zl :rn+l)
&, ntl n+1 n+l
a T T;_]l+l 2T ]-;j]l 0(h2)
oz> } h2
(X:Y7210n41)
T k,
Posons r=— et R=—"
h pc,

Ces approximations nous permettent d’écrire le schéma final suivant [voir la page

suivante] :
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< Tg,lj,l = g({;_.ln
711,’:)1 = g:;:,n
T;',nj,O = gj;in
TJ\'J'I,j,I = gl{;’,ln

i,';\lz,l = gll;;l,n

n . ]
\Zwi,j,M?, - gbs,n

(PRI, — RIS, — rRIZS, + (L+ 6rRYT — PRIV~ PR — PRI,
. i=1.M, -1
Tqg .
+ j=1.M,-1n=0.N-1
c
P [=1..M, -1
Txoj/ = fo i=0..M,j=0.M,,1=0.M,

J=0..M,,l=0.M, ]

i=0..M,,1=0..M,

i=0.M,j=0.M,
j=0.M,,l=0.M,
i=0..M,,l=0..M,
i=0..M,,j=0.M,|

m=1.N

Pour n donné et si a chaque fois on fixe i(i=1...M;-1),j(G=1...M,-1) et

1(1=1...M31), on obtient un systeme d’€quations linéaires d’ordre

(M, -1)x (M, -1)x (M, -1)

OX=d

c) La forme de la matrice principale Q :

On peut écrire Q de la fagon suivante :

A1,1 Al,z
A2,l Az,z
AMl—l,l AM, 1,2

Al,M[—l

Az,Ml -1

AMl—l,M, -1

ou les éléments de la matrice Q sont également des matrices de la forme :

Bl,l Bl,2
BZ,I B2,2
4,; =
\BMZ a1 Buyaz

BI,MZ -1

B:z,M2 -1

BM, -LM,-1 )

= T}I

il

, qu’on peut écrire sous la forme matricielle suivante :
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avec B, sont des matrices carrées (Ms-1)x(M3-1).

a.l) Laforme des matrices 4,,(i=1..Ms-1) :

a.1.1) La forme des matrices B, (k=1...M.-1):

B, [m,m]=1+6rR (m=1..M,-1)
By [m,m—1]=-rR (m=2.M,-1)
B, [m,m+1]=-rR (m=1..M,-2)
By [m,n]=0 (pour n=mn#m-1 et n#=m+1)

a.1.2) Laforme des matrices B, (k=2...M.-1) :

B,uilmm]l=—R  (m=1.M,-1)

B, [m,n]=0 (pour n+ m)
a.1.3) Laforme des matrices B, ,,, (k=1..Mz-2):

By pulm,m]=-rR (m=1.M,-1)
Byulmml=0  (pour n+m)

a.1.4) Laforme des matrices B,, (pour Ik, 1#k-1 et 1#k+1) : sont des

matrices nulles.
a.2) La forme des matrices 4,,, (i=2..My-1) :
a.2.1) La forme des matrices B,, (k=1..M.-1):

By [m,m]=—-rR (m=1.M,-1)
B, ,[m,n]=0 (pour n# m)

a.2.2) Laforme des matrices B,, (pour 1#k) : sont des matrices nulles.



a.3) La forme des matrices 4,,,, (i=1..M;-2):

a.3.1) Laforme des matrices B, , (k=1...M.-1):

B, ,[m,m]=—-rR (m=1..M,-1)
B, [m,n]=0 (pour n# m)

a.3.2) Laforme des matrices B, : sont des matrices nulles pour l#k.
a.4) La forme des matrices 4, ; (pour j#, j#i-1 et j#+1) : B, sont des
matrices nulles pour k=1...M,-1 et I=1... M,-1

d) La forme du vecteur d :

La forme générale du vecteur d est :
d= (dl,...’di,...,dMl_l)T
b.1) la forme du vecteur di:

La forme générale du vecteur d; est :
dl = (du>"‘:d1,ja"'ad1,A42—1)T

ou d; ; s écrit comme suit :

0 0
Tq
11 11 L1 . 1,2 12 n
+nga,,n+1 +rRg il +rRg +1 s +nga,,n+1 + ngaz,rHl +12s >

a az,n+l

pe, pe,

1,1 — 0 0
T4
LM;-2 LM;—2 n 1 ; n
 rrRe S +Tl,1,M3—2> +nga,,n+1 +nga2,n+l +ngb3,n+1 +Tl,l,M3-1

T4q

T4
1,M 53— 1L,M;-1 1,1
+ ngal Jn+l a,,n+l

pe, pe,

etdy; s’écrit:

0 T qO
7.l Lj n J:2 W e
+ nga, n+l + nga3,n+l + Tl,j,l > c + ngal,rHl + Tl,j,2 > >
pe, pe,
ol 0 r qo
JMz-2 n JM4-1 1,j n
———trlg, i T JMy=2> FPRE, e FERGL v ¥ Ly 1
pec, pc,
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aussi :

4 rq
-L1 41 2
—+rRg . +rRE R 2 T 1y

-12 2
——ArREE AR AT s
Pc, C
Apga = ’
x
¢ rq
-2 L
— R RE AT, oy 0 PR RES RPN T,
C W4 C 4 )
'0 P p P
b.2) la forme du vecteur d; :
La forme générale du vecteur d; est :
d, :(di,l7”"di,j’“'7di,M2—l)T
ou d;; s écrit comme suit :
r
i R R +T" ‘ qo R "
+r ga i+l = ga A+ il,1> m——th ga n+l i1,2> >
P pc, pc,
il ™ qo - qo
iMy-2 n iM. n
+rRg, el Ts,2.—— +TRE, ,13+1 +r Rgb3 et T L1,
pc, pc,
et d;; s’écrit
T
0
0 R T" T q T" .
gt ga3n+l+ INAC N i,7,22 e
J PC, Pc,
Ly ==
T4 o T4
+T, My T g b, n+1 i,j.M3-1
pPC, pPc,
aussi :
0 0
T q i,My-1 n T q i,2 n
+rRg; b TTRE G + Ly, + 1Ry + Ly
Pc, pPC,
di,A{2—1 = qo ; qo
iMy-2 n i,M. i,M. n
i +rREy i T Lisy-iuty-25 p +rRg, 713+l +rRg;, nil iMy-1M;-1
p p
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b.3) la forme du vecteur dpi.; :

La forme générale du vecteur dyy.; est :

dMl—l = (dM,—l,l"“’dM,-l_,ja'"’dMl—l,Mz—l)r

ou dy1,1 S €crit comme suit :

0 0

Tq _ Tq
—-—+I‘Rg;I +7‘R ]’1 +rR '1‘ oy +T" s — +rR? +rR 41 2 +T”_ ......
ntl M-111 pe M-112>

pe, 3
dM,—l,l 0 x
-T—q—+rR’~Mﬂ R T Tq+~RW3 R A5 +rRG AT
pe, M-11M;-2> 7 tr +r a1
p
et dvi-1; s’écrit :
T
0 0
+rRg}t | +rRgMY T T9 R y
P E TRy st TR 4 it T Lag1j, l’p p +r gb n+l M-1,7,25" "
r P
e 5=
M\ -L.j 0 0
T4q +7R J.My=2 n Tq + R J.M3— l+ R ]\11—11
pe, &by ntl Ml—l,j,M3—2’p o TREy n1 THREp, nn Ml—l,j,J\rl3—1
p
aussi :
T
g qu
11 -1 1M1 —1,2 12
—c+rR ARG AR AT e PR AT a1t
d = p P p g
W11 =
rq g
6obi4-2 (12 141 141 3
p—c+r i e +IRGEMT LR e S
7 P

e) La forme du vecteur X :

La forme générale du vecteur des inconnus X est :

X=(Tl:"': M,—I)T
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ou:

=0T T

avee .

_ n+l ntl n+l
Ti,j - (T ’T ’T;J,MrI)T

ij.l> ijid 2

Pour calculer toutes les valeurs de la température T sur le domaine discret Dy, , nous

devons résoudre N fois ce systéme d’équations linéaires.
6) Conduction tridimensionnelle stationnaire :
C’est le cas ou la fonction de la température ne dépend pas du temps,

Le probleme en général s’écrit comme suit :

o oT @ or) @ oT
a(k(T)5j+§(k(T)§]+—a;(k(T) ~

avec x € [al,bl],y € [az,b2] et ze [a3,b3]

T(a,y,2)=g,(¥.2) y€ [az,b,_],z € [a3,b3]
IT(b,,y,2) =g, (3.2) yela,.b,]zela.b;]
T(x,a,,2)=g, (x,2) x€ [al’bllz € [asnba]
T(x,b,,2) =g, (x,2) x€la;, b}z ela;.5]
T(x,y,a5) =8, (x,y) x€ [alabllye [azabz]
\T(x,y,b3) =g, (x,y) x¢€ la,.5, ]y [azabz]J

)+q(T,x,y,z)=0

N

~conditions aux limites

Oou:T est la fonction de température
k estla fonction de la conductivité thermique
q estune fonction produite par la source interne de la chaleur.

Notre objectif, ¢c’est de chercher a calculer approximativement la solution T(x,y,z) du

probléme sur le domaine D ou D = {(x, y,z) avec x€la,,b |y €la,,b,]z €a,,b, ]}
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Pour cela, nous tenons & diviser le domaine [a,, 5, |x [a,,5, |x[a, ,by] en
(M, +1)x (M, +1)x (M, +1) nceuds de coordonnées

x,=a,+ih,y;, =a, + jh,z, = a, +Ih, (pouri=0..M,,j=0..M,,[=0.M,)

b —-aq b, —a,

h

b, —a s gy s
avec M, = My = et My == : 2 ou h est le pas de discrétisation

ou du maillage.

Au lieu de chercher la solution T(x,y,z) sur le domaine D, on la cherche sur le

domaine discrétisé Dy, ou

5 (x,¥;2))/ %, =a,+ih (i=0..M)),y, =a, + jh (j=0..M,),
"z, =ay+1h (1=0..M,)

g,{l” La valeur de la fonction g, aupoint(y,,z,)

gi' La valeur de la fonction g, au point (y;,z,)

gf;; La valeur de la fonction g, au point (x;,z;)

g,’;;’ La valeur de la fonction g, au point (x,,z;)

g.’ La valeur de la fonction g, au point (x,,y,)

g,’ La valeur de la fonction g, au point (x,,y;)

La notation 7} ;, est la température au point (x;,y;,z;)

On cherche a calculer la température 7, ;, =7(x,,¥,,z,) pour i =1..M, -1,

Jj=1L.M,-1,etl=1.M,-1.
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On écrit I’équation aux dérivées partielles aux points (x,, y o2

i(k(]—,) aT(‘xiayjazl))_’_i[k(T)aT(xiryj’ZI)J
Ox Ox oy oy

2)
b eT(x.9,.2
+——-—[k(T)'_(—'aJ}J*I)-J+q(T,xI,yJ,Z])= O

oz

'

et par la méthode des différences finies on approche les dérivées secondes

6 aT( XisY; ""I) aT(‘x y':zl ) 6 aT()C YisZ )
—| k()——27L71 (T)y—"2202707 | o O gy 222221/
Gx( LR~ ay D= po5|fD—% e

quotients différentiels :

or

ax(kmgjww el SR ETIC) R
(kT )+ R DT, - 1,]-,,)1+o<h2>

oT 1

ay["”)aj(w) T, )+ T N, s~ T 1)
(BT, )+ KT ONT, Ly =Ty 1+ 00

or

w(k(T)Eij) 1)+ KT Ny, 1)

(k( 1/1—)+k( ]I)lel 1j,l—-1)]+0(h2)
qui sont des approximations d’ordre 2 en h.

Dans ce qui suit : nous allons remplacer les quotients différentiels par leurs
approximations dans I’équation (2) :

1
2h2 ( +1]I)+k( ,I)X l+1[l i_. ) (k(T—Ijl)+k( jI)XIjI l—l,j,l)]
T,y + KT,y Wy =T )= (T, ) + T N =T )

4 T, o)+ KT DT, =T ) T, )+ KT DTy =T M g () = O
2h
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Le pas suivant consiste 2 multiplier I’équation par24> pour obtenir le schéma final

[(( T )+ E(T, JI)XTMJ/ :,1) (k(T—]jl)+k( j[)lel -1,1)
(k( T, ) +E(T, jl)x,,n/ zjl) (k( T, ;0) + k(T JI)X,J/ ;,-1/)
6T, 1) + 5T, DN = Ty )= T, ) KT, DN =T, )

+2h2q,J,( ) =0 1=1..M1—1,]=1..M2—1,l=1...M3—1

—— Ty, = g.,,l J=0 M =0.M,

Foor =B i=0..M,,I=0.M,

Tio = 827 i=0..M,,j=0.M,

Ty s = 82" j=0..M,,l =0..M,

Tyae,s = 81 i=0..M,,]=0.M,

Tijos, = 857 i=0.M,,j=0.M,

Pour calculer toutes les valeurs de la température T sur le domaine discret Dy, , nous

devons résoudre ce systeme d’équations non linéaires.
6.1) Consistance :
Gréce au développement de Taylor, on a pu obtenir les formules suivantes :

aT(k(T)_) [(( UNIDRY D) MRS )

Ox ox Gioy,2) 2h2
() BT N = T I hZM
‘Zi (k(T)5j<xi,yj,z,> 2]112 (k(T, o)+ BT, T s~ T )
SUCHRYUI) A et T
aaf(k(T)Ej(xﬂyN) T CIERCI) CHR )

# 8*T(x,,,,2)
l]I 1)] - ~ 4

(T )+ RNy = T N 55
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A partir de ces formules ci-dessus, nous allons pouvoir écrire ’erreur de consistance

comme suit :

ﬁa4T(J_c,yj,z,)+_}zi a“T(x,,,},z,)+_1£64T(xi,yj,5)|l
4 ot 4 9 4 ot H

'F'I

e

En utilisant I’équation précédente et les propriétés de la norme on obtient 1’inégalité
suivante :

h2

o'T }, . Z
<—Sl}p ( y_] I)

ox?

a4T(xi>;:ZI)

2
2 + h—SU.p
%

4

0'T(x,,¥,,2)

hZ
+—Sup 624

4 3

7], <5

On met h? comme facteur commun, ce qui nous a donné la nouvelle inéquation

suivante :
o], <an
avec :
o % Sgp[aT(x;’pz;)# N Sgp{aT(xi,y, z;)l . Sgp}GT(x;Zyj,z)'J

D’apres la derniére inégalité, on aura, par conséquent la consistance d’ordre 2 en h.
Cas particulier (conductivité constante) :

Ce qui caractérise ce cas est :

-La conductivité thermique est une constante k.

-La source interne de chaleur donne une valeur constante de la chaleur q’.
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Le probléme s’écrit :

( 2 2 5
ko(a T, o°T aT)+q0:O

ox® oy =
avec x € [al,blly € [a2,b2] et ze [a3,b3]

N

I(a,y,z2)=8,(».2) ye [az,b2],ze [asabsl
T(b,y,2)=g;(y,2) ye [az,bzlz € [a3,b3]
T(x,a,,2)= g, (%,2) xe [al,bl],z € [a3,b3]
T(x,by,2) =g, (x,2) x€ [alabllz € [a3,b3]
T(x,7,3)= g, (x,y) xela.b]yela,b,]
\T(anGbs) =8, (x,y) x€ la,.6,1y e [a2=b2]J

A

(conditions aux limites

Dans ce cas, les approximations des dérivées secondes s’écrivent :

62T Ti+1,j,1 - 2Ti,j,l + Ti—l,j,l 2
e = - +o(h%)
ox h
(x.¥5.21)
o°T T, JHL 2T+ Ti,j—l,l 2
= = T +o(h”)
y (xl’yj szl)
0T T, IR 27, a T T, -1 2
. = 5 +o(h”)
Oz h
(xi’y_/’zl)

Ces approximations nous permettent d’écrire le schéma final suivant :

; g
Ty 4T+ Loy =60+ Ty Ty + 1 = _ko_
i=1.M -1j=1..M,-1]=1.M,-1

=g Jj=0.M,,1=0.M,

s =2 i=0..M,l=0.M,
T 0 =827 i=0.M,,j=0..M,
Tt s =81 j=0.M,,1=0..M,

Tae, = 81 i=0..M,l=0.M,

Tjas, = 857 i =0 M, §=0..M,
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Si a chaque fois on fixe i(i=1...M;-1),jG=1...M,-1) et I(I=1...Mj3 -1), on obtient un

systeme d’équations linéaires d’ordre

écrire sous la forime matricielle suivante :

OX =d

) La forme de la matrice principale Q :

On peut écrire Q de la fagon suivante :

(M, -1)x (M, —=1)x (M, _1)’ qu’on peut

Al,l A1,2 ot Al,Ml—l
A2,1 Az,z A2,Ml -1
AM,—I,I AM, -1,2 AM, -LM,-1 )

ou les éléments de la matrice Q sont également des matrices de la forme :

Bl,l Bl,2 Bl,Mz-l
BZ,I Bz,z B2,Mz -1
4,= :
\BMZ—I,I BM2 -2 Tt BM, ~1,M,-1 )

avec B, sont des matrices carrées (Ms-1)x(Ms-1).

a.l) Laforme des matrices 4,,(i=1..Ms-1):

a.1.1) La forme des matrices B,, (k=1..Mz-1):

B, [m,m]=-6 (m=1..M,-1)
By [mm-1]=1 (m=2..M,-1)
B, [mm+1]=1 (m=1..M,-2)

By [m,n]=0 (pour n#m,n#m-1 et n#m+1)
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a.1.2) Laforme des matrices B, (k=2..M»-1) :

By [mm]=1 (m=1..M;-1)
B,y [m,n]=0 (pour n# m)

a.1.3) Laforme des matrices B, ,,, (k=1..M»-2) :

By pulmm]=1 (m=1..M,-1)

Byyulm,n)=0  (pour n#m)

a.1.4) Laforme des matrices B,, (pour 1Kk, 1#k-1 et l#k+1) : sont des

matrices nulles.
a.2) La forme des matrices 4, (i=2..Ms-1):
a.2.1) Laforme des matrices B, , (k=1...M.-1):

B, [m,m]=1 (m=1..M,-1)
B, ,[m,n]=0 (pour n # m)

a.2.2) Laforme des matrices B,, (pour 1#Kk) : sont des matrices nulles.
a.3) La forme des matrices 4,,,, (i=1..M-2):

a.3.1) Laforme des matrices B, , (k=1...Mz-1) :

By [m,m]=1 (m=1.M,-1)
B, [m,n]=0 (pour n# m)

a.3.2) Laforme des matrices B, : sont des matrices nulles pour 1#k.

a.4) La forme des matrices 4, (pour j#i, j#i-1 et j#i+1) : B,, sont des

matrices nulles pour k=1...M-1 et I=1... M,-1.
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b) La forme du vecteur d :

La forme générale du vecteur d est : d= (dI L -,d,.,---,dM]_l)T

b.1) la forme du vecteur d;:

La forme générale du vecteur d; est :

d, :(dl,ls"’:dl,p'”dn,Mz-l)r

ou d; ; s écrit comme suit :

2.0 2.0
—h’q [ S K R K | —h’q _ol2 12 .
& a 84 ~8ay> % 8a &4 >
0 0
d., =
L1 2.0 2.0
—h'q o LM3=2 _LM;-2 —-h'g LMl LMs-l
k gal a, > k gal g¢12
0 0
etdy; s’écrit:
2.0 2.0
L P TSREN el X SPU LI
ga, ga; 2 gal >
k ’ k
d 0 0
LJj 2 0 2.0
—h'q M52 -h'q __iMil L
k q 2 k g{l, gb3
0 0
aussi :
2.0 2.0
-hq M,-11 L1 1M, —hgq __My-12
—ga _gb ga 2 gal
k 1 2 3 k
0 0
d =
LM, -1 2.0 2 0
=H g My-LM3-2 _ _LM3-2 -h'q _ My-LM;-l
k _ga‘ gbz > k [
0 0

11
— &,

1,2
s gb2 SRR

-8

LMa-1 _
bZ

.

LM,-1

&b,
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b.2) la forme vecteur d;:
La forme générale du vecteur d; est :
d = (d;,p'“,d,»,,,“

1

ou d;; s écrit comme suit :

) di,Mz—l )T

T
2.0 2 0
—hgq il i —hq i,2
— gaz — g”3 ’—-——— gaz S TR
d k() kO
il = ha° h2a®
g M2 ~N G i i
ko ga2 > k ga2 gb3
0
etd;; s’écrit:
T
2 0 2 0 2 0
d __hq_i,j_hq “hQ_i,j
T ga3 > > by
ky k, k,
&w_J
(M3-3) fois
aussi :
T
2 0 2 0
“hq  a_ _ugpa —hg 2
2 gb1 ga3 > k gbz PR
0 0
M-l 2.0 2 0
—h'q g M -hq ~ gl _ gty
b > b by
k, ? k, ?
b.3) la forme du vecteur dyi; :
La forme générale du vecteur dy-; est :
dM, 4 T (dM, L1 dM, “Lj> " dM, —LM,-1 )T
ou dy.1,1 § écrit comme suit :
2 0 2.0
—h'q L oM M —hg L2 _  M-l2
— 8y 84 —&a > —gbl —g02 >
k 1 2 3 k
d = 0 0
M,-1,1 2.0 2.0
~H"g 1,M;-2 M;-1,M;-2 -h'g LMl M -LM;-1
X — 8 — &, Tk 8 ga,
0 0

My-L1
— 8,
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Chapitre IV

Organigrammes et applications numériques



Organigrammes et applications numériques
Nous allons étudier un probleme de diffusion de la chaleur en dimension 1, 2 et 3
en utilisant I'approximation par différences finies. Pour chacun des cas nous

donnerons un organigramme et des résultats numériques.

1) Approximation numérique de la solution de I'équation de la chaleur en

dimension 1 par un schéma explicite :

On considere le probleme suivant :

(T orT
y(xa t) = _a—t (x: t)
(pl) Javec x e [0,1],7€ [O,T]
T'(x,0)=f(x) xe [O,l]

70.)=T(LN=0te ]o, T]

Cest-a-dire pc, =1k, =1 et q° =0, en utilisant ces données et suivant ce qui a été

fait dans la résolution du probléme générale (conduction unidimensionnelle) on

obtient le schéma final suivant :

T =T +rT +(1-20T"  i=1.M,-1}n=0..N-1

<T,.°:f,. i=0.M,
T =0
n=1..N
Ty, =0
_ T
avec r—ﬁ .

Ce qui peut se traduire par 1’organigramme suivant [voir la page suivante]
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Lire (tau,h, T ,bk)

!

m1=0.4/h;
N=T [tau;
r=tau/h’;
Appel de la fonction FO
Non Oui
r>1/2
y
Tio = FO0(x;)
Ecrire(le choix
Iy=0;T,=0 de h et tau est
incorrecte)
FIN
v
n=0...N-1 -
i=1..m1-1 o T =r(Th+ )+ (20T
Ecrire (7;")
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Ou : tau

est le pas de discrétisation du temps

désigne la longueur de I’intervalle du temps

désigne le nombre de subdivisions du réseau on a h=1/m1

est un parametre de stabilité

est une fonction pour calculer les valeurs f; ;1=0..m1

est la température au point x; a I’instant t=n.

Résultats numériques : voici un exemple de résultat sur [0,1] pour f (x)=sin(zx),

7=0.05, h=1/7 et T =04

oint X;

Temps i =2 =3 i=4 i=5 1=6

0.05 0.260429 | 0.469278 | 0.585180 | 0.585180 | 0.469278 | 0.260429
0.1 0.156317 | 0.281674 | 0.351242 | 0.351242 | 0.281674 | 0.156317
0.15 0.093826 | 0.169069 |0.210826 |0.210826 |0.169069 | 0.093826
0.2 0.056317 | 0.101480 | 0.126544 | 0.126544 | 0.101480 | 0.056317
0.25 0.033803 | 0.060911 | 0.075955 | 0.075955 | 0.060911 | 0.033803
0.3 0.020289 | 0.036560 | 0.045590 | 0.045590 | 0.036560 | 0.020289
0.35 0.012178 | 0.021944 | 0.027364 | 0.027364 | 0.021944 |0.012178
0.4 0.007309 | 0.013171 | 0.016425 | 0.0164250 | 0.013171 | 0.007309

Tableau-1

la solution exacte de (pl) est 7'(x,7)= sin(ﬂx)e"”l’ , donc les résultats peuvent étre

représentes par les courbes suivantes[voir la page suivante] :
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Solution Approché Solution Approché

Solution Exacte Solution Fxacte
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2) Approximation numérique de la solution de I'équation de la chaleur en

dimension 2 par un schéma explicite :

On considere le probleme suivant :
a%((ﬂ+5)2-§)+%((3T+5)%j+(x2 +ye'") = ‘Z—f
avec x€[0,0.5],y€[0,0.5],et 1 € I:O,f]

P2 7(,3,0)= £(x,y) x<[0,0.5],y<[0,0.5]
7(0,,6)=T(0.5,,6)=1 ye[0,05],1 ]oj']

7(x,0,£)=T(x,0.5,1)=1 xe[0,0.5],¢ ]o, T]

Cest-a-dire pc, = Lk(T) =37 +5 et q(x,y,t,T) = x*+ye'’, en utilisant ces données

et suivant ce qui a été fait dans la résolution du probléme générale (conduction
bidimensionnelle) on obtient le schéma final suivant :

( n r n
Pl E[(3(T

i+l,j

+I7)+10) (T, 1) - (3, + 1) +10) (77, - 72 )

+ (3@ + TN H10)(L =T )~ (3T + T2 +10) (T ~ T )l
2 "t n i=1"'Ml_1
1 gyt )+ . n=0.N-1
’ Jj=1.M,~1
7:,0] :fil,j l'=0...M1,j:O___M2

I =Ty=Th =Th, =1  i=0.M,j=0_M,}n=1N

T
avec r = —-
h

Ce qui peut se traduire par I’organigramme suivant [voir la page suivante] :
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Non

Début

Lire (tay,h, f,bk)
m1=0.5/h; m2=0.5/h;

N=7/tau ; X=ih

r=tau/h’ ; y;=jh

Appel de la fonction FO

Oui

Ecrire(le choix
de h et tau est
incorrecte)

r >1/4 bk
' .
T =FO(x.y,)
Iy,=1;Th=1
n,tll,j =1 ;
im2 =1
>V
n=0..N-1
- 1 = 2135, + 75 +10)(z5,-77)
i=1..m1-1 -3, + 1) +10)(T7 -1 )
+ (30 + 1) +10)(T7, - T73)
j=1..m2-1 J o CEL T+ 07 -1, )]
+r(x+y,e )+ T

FIN

Ecrire ( TI"J )
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Ou: bk est la borne superieur de la fonction k(T)
iy est la température au point x;, y; & 1’instant t=n.

Résultats numériques : voici un exemple de résultat pour f(x, y) = sin(zxy),

=005, h=01etT =05
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Temps 0.05 0.1 0.15 02 0.25 03 035 0.4 0.45 05
ij
=1 1.00022 | 1.00023 | 1.00024 | 1.00025 | 1.00026 | 1.00027 | 1.00028 | 1.00030 | 1.00031 | 1.00032
= 1.00039 | 1.00041 | 1.00043 | 1.00045 | 1.00047 | 1.00049 | 1.00051 | 1.00054 | 1.00056 | 1.00059
i=1
=3 1.00048 | 1.00050 | 1.00052 | 1.00055 | 1.00057 | 1.00060 | 1.00063 | 1.00065 | 1.00069 | 1.00072
=4 1.00039 | 1.00041 | 1.00043 | 1.00045 | 1.00047 | 1.00050 | 1.00052 | 1.00055 | 1.00057 | 1.00060
i=1 1.00035 | 1.00036 | 1.00038 | 1.00039 | 1.00041 | 1.00042 | 1.00044 | 1.00046 | 1.00048 | 1.00050
= 1.00061 | 1.00063 | 1.00066 | 1.00069 |1.00072 | 1.00075 |1.00078 |1.00081 | 1.00085 | 1.00089
i=2
= 1.00072 | 1.00075 | 1.00078 | 1.00082 | 1.00085 | 1.00089 | 1.00093 | 1.00097 | 1.00101 | 1.00106
= 1.00057 | 1.00060 |1.00063 |1.00065 | 1.00068 |1.00072 | 1.00075 |1.00078 | 1.00082 | 1.00086
=1 1.00039 [ 1.00040 | 1.00042 | 1.00043 | 1.00045 | 1.00046 | 1.00048 | 1.00050 | 1.00052 | 1.00054
i= 1.00066 | 1.00069 | 1.00071 | 1.00074 | 1.00077 | 1.00080 | 1.00083 | 1.00087 | 1.00090 | 1.00094
1=
= 1.00077 | 1.00080 | 1.00083 | 1.00087 | 1.00090 | 1.00094 |1.00098 |1.00102 | 1.00107 | 1.00111
i= 1.00061 | 1.00064 | 1.00067 | 1.00069 | 1.00072 | 1.00076 | 1.00079 | 1.00082 | 1.00086 | 1.00090
=1 1.00030 | 1.00031 |1.00032 |1.00033 |1.00034 |1.00036 |1.00037 |1.00038 | 1.00039 | 1.00041
= 1.00050 | 1.00052 | 1.00054 | 1.00057 | 1.00058 | 1.00060 | 1.00062 | 1.00064 | 1.00067 | 1.00070
i=4
=3 1.00058 | 1.00061 | 1.00063 | 1.00065 | 1.00068 | 1.00071 | 1.00073 | 1.00076 | 1.00079 | 1.00083
=4 1.00048 | 1.00050 | 1.00052 | 1.00054 | 1.00056 | 1.00058 | 1.00061 | 1.00063 | 1.00066 | 1.00068
Tableau-2
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3) Approximation numérique de la solution de I’équation de la chaleur en

dimension 3 :

On considere le probleme suivant :

o " o " oz’
avec x € [0,0.S],y € [0,0.5],2 € [0,0.5]
70,y,z)=T(x,0,z)
=7(x,,0)=T7(0.5,y,2) Xe [0,0.S],y € [0,0.5],.7 € [0,0.5]
=7(x,0.5,2)=T(x,»,0.5)=2

2 2 2
3[67’ o*T aT]+20=O

(p3)1

C’est-a-dire k, =3 et ¢° = 20, en utilisant ces données et suivant ce qui & été fait

dans la résolution du probléme générale (conduction tridimensionnelle) on obtient le

schéma final suivant :

—20K*
-67, ., +T el +T,.,j’,_l +7.

i,j,1+1 =_3_
J i=1.M,-1,j=1.M,-11=1.M,-1
Toss=Ti0s=Tis0 =T s =Toats =Tpa, =2 i=0..M,,j=0..M,,/=0..M,

Tivgut Ty + 1y =671 5, + T,

1

qu’on peut €crire comme un systéme lincaire.

La résolution de ce probléme peut se traduire par 1’organigramme suivant [voir la

page suivante] :
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Début

Lire (h)

¢

m1=0.5/h; m2=0.5/h;
m3=0.5/h; x;=ih;
z=lh; y=ih;

Toju=2;T0,=2

m 1

L,0=2;T

i,j,m3

Vi Lid = 2; T’,m2,1 =2

2

»

Appel de F1, F2 et Gausse

y

Sol=gausse (A,b)

/Ecrire (sol) /

v
FIN
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Ou: Flet F2

Gausse

T

i,j,1

Résultats numériques : voici un exemple de résultat pour 42 =0.1

sont des fonctions pour calculer la matrice A et le vecteur b

designe une fonction de résolution des systémes linéaires

est la température au point x;, y; et z; & ’instant t=n.

3 =1 =2 i=3 i=4
1]
I=1 2.03274 2.04327 2.04327 2.03274
j=1 I= 2.04327 2.05847 2.05847 2.04327
I= 2.04327 2.05847 2.05847 2.04327
I= 2.03247 2.04327 2.04327 2.03274
=] 2.04327 2.05847 2.05847 2.04327
= =D 2.05847 2.08070 2.08070 2.05847
1= 2.05847 2.08070 2.08070 2.05847
I= 2.04327 2.05847 2.05847 2.04327
1=1 2.04327 2.05847 2.05847 2.04327
= = 2.05847 2.08070 2.08070 2.05847
= 2.05847 2.08070 2.08070 2.05847
| 2.04327 2.05847 2.05847 2.04327
= 2.03274 2.04327 2.04327 2.03274
1=2 2.04327 2.05847 2.05847 2.04327
I= 2.04327 2.05847 2.05847 2.04327
= 2.03274 2.04327 2.04327 2.03274
Tableau-3

Remarque : pour le programme, on a utilisé le langage DELPHI et pour plus de

détaille, je vous invite a voir le CD.
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program transfert_thermique; writeln('donner les parametres des conditions
aux limites c1 et ¢2');readln(c1);readIn(c2);

uses
mml:=(bl-al)/h; ml:=round(mml);

SysUtils; setlength(x,m1-1);

type setlength(data,(m1-1),(m1-1));

mat=array of array of real; for i1:=0 to m1-2 do

tvect=array of real, data[il,i1]:=2;

tvv=array of tvect; for i1:=0 to m1-3 do

ttvv=array of tvv, data[il,il+1]:=-1;

tttvv=array of ttvv; for i1:=1 to m1-2 do

tvectint=array of integer; data[il,il-1]=-1;

tmat=array of array of mat; setlength(b,(m1-1));

ttmat=array of array of tmat; b[0]:=(h*h*q0)/k0+c1;

var for i1:=1 to m1-3 do

tpb:integer; b[i1]:=(h*h*q0)/kO0;

procedure unidimensionnelle; b[m1-2]:=(h*h*q0)/k0+c2;

var sol:=Gausse (data,b);affiche_vect2 uni(sol);

h,al,bl,t1 tau,rho,cp,a,b,k0,q0:real, end;

pb:integer; procedure explicite2;

procedure implicitel; var

var mml,mm4,pr,grireal;

mml,cl,c2:real; ml,m4,il,i2:integer;

ml,il,i2:integer; x,t:tvect;

data:mat; temp:tvv;

x,b,sol:tvect; function f (r1:real):real,

begin var r2:real;

writeln('donner 1"intervalle de variation des x begin

(al et bl));readln(al);readIn(bl);

12:={r1}sin(3.141592654*r1);
writeln(‘donner le pas de discrétisation sur les
axes x (h)");readln(h); f=r2;

writeln('donner les paramertres kO et q0 end;

");readIn(k0);readln(q0);
function gal(rl:real):real;
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var r2:real;
begin
12:=0;
gal:=r2;
end;
function gb1(rl:real):real;
var r2:real;
begin
12:=0;
gbl:=r2;
end;

begin

writeln('donner 1"intervalle de variation des x
(al et bl)");readln(al);readln(bl);

writeln('donner "intervalle de variation de
temps (t1));readln(tl);

writeln('donner le pas de discrétisation sur les
axes x (h)");readln(h);

writeln(‘'donner le pas de discrétisation du
temps (tau)');readln(tau);

writeln(‘donner les parametres rho et
cp');readln(rho);readln(cp);

writeln(‘'donner les paramertres kO et qO
");readln(k0);readln(q0);

mm1:=(bl-al)/h;
gr:=k0/(rho*cp);

mm4:=t1/tau;
m1:=round(mm1);

m4:=round(mm4);  pr:=tau/(h*h);
setlength(x,m1+1); setlength(t,m4+1);
for i1:=0 to m1 do

x[i1]:=al+il*h;

for i2:=0 to m4 do

t[i2]:=i2*tau;

setlength (temp,m4+1);

for 11:=0 to m4 do

setlength (temp[il],m1+1);
for i1:=0 to m1 do
(temp[O])[i1]:=f(x[i1]);

for i1:=1 to m4 do
(temp[i1])[0]:=gal(t[il]);
for i1:=1 to m4 do
(templ[i1])[m1]:=gb1(t[il]);
if (pr>1/(2*gr))then

begin

writeln('la condition de stabilite n est pas
verifier 'pr,”" ,1/(2*gr),

' essayer pour un autre valeur de tau et
h');readln;

end;

if (pr <1/(2*gr) )then
begin

for i2:=0 to m4-1 do
begin

for i1:=1 to m1-1 do

(templ[i2+1])[i1]:=gr*pr*(temp[i2])[il-
1]+gr*pr*(temp[i2])[i1+1]

+(1-
2*gr¥*pr)*(temp[i2])[i1]+(q0*tau)/(rho*cp);

end;

for i2:=1 to m4 do

begin

writeln('la val au niveau n=',i2,'est:");readln;
affiche vect uni(temp[i2]);

end;

end;

end,;

procedure exemple_generale_explicite;

var
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mm]1,mm4,gr,pr,max,borne:real;

ml,m4,il,i2:integer;
x,t:itvect;

temp:tvv;

function k (r1:real):real;
var r2:real;

begin

r2:=a*rl+b;

k:=r2;

end;

function q (r1,r2,r3:real):real;
var r4:real,

begin
rd:=r1+r2*r2+exp(r3);
q:=r4,

end,

function f (rl:real):real,
var r2:real;

begin

r2:=rl;

fi=r2;

end;

function gal(rl:real):real,
var r2:real;

begin

gal:=r2;

end,;

function gb1(rl:real):real;
var r2:real,;

begin

12:=1;
gbl:=r12;
end;
begin

writeln('donner 1"intervalle de variation des x
(al et bl)");readln(al);readln(bl);,

writeln('donner 1"intervalle de variation de
temps (t1));readin(tl);

writeln('donner le pas de discrétisation sur les
axes x et y (h)");readln(h);

writeln('donner le pas de discrétisation du
temps (tau)');readIn(tau);

writeln('donner les parametres rho et
cp');readin(rho);readin(cp);

writeln('donner les coefficients de la fonction
k (a et b)');readln(a);readln(b);

mm1l:=(bl-al)/h; mm4:=t1/tau;
gri=1/(2*rho*cp);

m1:=round(mml);
m4:=round(mm4); pr:=tau/(h*h);

setlength(x,m1+1); setlength(t,m4+1);
for i1:=0 to m1 do
x[i1]:=al+il*h;

for i2:=0 to m4 do
t[i2]:=i2*tau;

setlength (temp,m4+1);
for i1:=0 to m4 do
setlength (temp[il],m1+1);
for i1:=0 to m1 do
(temp[O][i1]-=f(x[i1]);
max:=-500;

for i1:=0 to m1 do

begin
if((temp[0])[i1]>max)then

max:=(temp[0])[il];
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Conclusion

Au cours de cette présente étude nous avons surtout tenté de résoudre 1’équation
générale de la conduction thermique avec des conditions aux limites imposées par
I’approximation des différences finies.
Dans le premier chapitre, nous avons explicité certaines conceptions du transfert
thermiques et la modélisation du probléme de la conduction thermique.
Dans le deuxiéme chapitre, nous avons abordé des :
1- Meéthode des différences finies
2- Meéthodes itératives pour résoudre un systéme d’équations linéaires
3- Laméthode de Newton pour résoudre un systéme d’équations non linéaires.
Dans le troisieme chapitre, nous avons traité de la résolution de 1’équation de la
chaleur en dimentionl, en dimension 2 et en dimension 3.
Dans cette partie, nous avons distingué deus cas :
I-  Cas non stationnaire : dans lequel nous avons deux schémas :
L.1.-le schéma explicite dont nous avons étudié€ la consistance et la stabilité,
permet de calculer directement les valeurs de températures des différents
niveaux.
I.2 -le schéma implicite dont nous avons étudié la consistance et la stabilité,
nous permet de calculer les valeurs de températures des différents niveaux, en
traitant la résolution des systémes d’équations linéaires ou non linéaires.
II cas stationnaire : dans la résolution du probléme, on se retrouve devant un
systétme d’équations linéaires ou non linéaires qu’il faut résoudre aussi. Dans
cette partie également, nous avons étudié la consistance.
Dans le dernier chapitre, nous avons élaboré des organigrammes et des applications
numeériques, tout comme nous avons construit un programme en Delphi.
On a constaté que la résolution des systémes linéaires dans le programme est limité &
I’ordre 8000*8000 ceci est du principalement a la capacité de I’ordinateur.
Toutes fois ce mémoire ouvre la voie a d’autre travaux scientifiques tels que :
- Larésolution de I’équation de la chaleur pour un milieu non isotrope :
ky #ky #k;.
- Larésolution de I’équation de la chaleur pour d’autres conditions aux limites
(convection et rayonnement).
- La résolution de I’équation de la chaleur en coordonnées cylindriques et en

coordonnées sphériques.
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