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RESUME

Soit G = (V, E) un graphe simple d’ordre n ott V est 'ensemble des sommets et E
I'ensemble des arétes. Parmi les nombreux paramétres de coloration existants, on s'intéresse
a I'étude d'un nouveau concept de coloration des sommets, appelé coloration dominante ou
b-coloration. La coloration dominante est une coloration propre telle que toute classe de
couleur contient un sommet adjacent & au moins un sommet de chaque classe de couleur
autre que la sienne. Le nombre b-chromatique, noté b(G), est le nombre maximum de classes

de couleurs dans une coloration dominante.

Dans ce mémoire, on détermine le nombre b-chromatique du graphe milieu de certains
graphes, on donne le nombre b-chromatique du graphe de Halin en utilisant 1'algorithme de
Irving et Manlove pour la coloration des arbres ensuite on adapte les résultats trouvés par
Silva et Maffray [9] pour les graphes cactus au graphe milieu du 1’arbre binaire. Enfin, on

donne le nombre b-chromatique du graphe milieu de la somme cartésienne de deux chaines.
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Introduction

L’histoire de la théorie des graphes débute peut-étre avec les travaux d 'Euler au X VIII¢¢
Siécle, et trouve sont origine dans 'étude de certains problémes, tels que celui des ponts de
Konigsberg. Les habitants de I{onigsberg se demandaient s'il était possible, en partant d’un
quartier quelconque de la ville de traverser touts les ponts sans passer deux fois par le méme
pont, et de revenir & leur point de départ, ou celui de la marche du cavalier sur I'échiquier
pour former un circuit hamiltonien ou le probléme de coloration d’une carte géographique
de telle maniére que deux pays voisins, ne soit pas colorés avec la méme couleur. La théorie
des graphe s’est alors développée dans diverses disciplines telles que la chimie, la biologie
les sciences sociales. Depuis le début de XX®™¢ sciecle, elle constitue une branche a part

entiere des mathématiques, graces aux travaux de Kénig Menger, Cayley, Berge et Erdos.

De maniere générale, un graphe permet de représenter la structure, les connections d'un
ensemble complexe en exprimant les relations entre ses éléments, par exemple, les réseaux
de communication, réseaux routiers, internet, interaction entre divers espéces d’animaux ou
les réseaux des circuits électriques. Ces graphes constituent donc une méthode de pensée
qui permet de modéliser une grande variété de problémes, en se ramenant a I’étude de ces

graphes représentés simplement par des sommets et des arcs.

Les derniers travaux en théorie des graphes ont été souvent effectués par des informati-

ciens, du fait de 'importance de ’aspect algorithmique.

Les problémes de coloration sont au coeur de la théorie des graphes et font I'objet, a
ce titre, de nombreuses recherches. Ils apparaissent dans de nombreux problémes pratiques
ou théoriques. En effet, de nombreux problémes pratiques peuvent étre modélisés comme
des problémes de colorations de graphes. Nous pouvons citer par exemple les problémes
d’ordonnancement, d’allocation des de fréquences, d’allocation des registres, de reconnais-
sance des formes. Il existe aussi plusieurs types de colorations, comme la coloration des
sommets et la coloration des arétes. Dans ce mémoire, nous nous sommes intéréssés a la

coloration des sommets. Dans ce domaine, un grand nombre de paramétres ont étés définis,

12



parmi les parametres fondamentaux nous trouvons le nombre chromatique. Le probléme de

décision lié a ce parametre est NP-complet.

De nombreux parameétres de coloration ont été dérivés du nombre chromatique, la plu-
part de ces paramétres minimisent le nombre des couleurs nécessaires a la coloration d'un
graphe. Il existe d’autre paramétres qui cherchent 8 maximiser ce nombre. Irving et Manlove
ont inroduit un nouveau paramétre et une nouvelle coloration que ils ont appelé le nombre

b-chromatique ou la b-coloration

Une b-coloration d'un graphe GG est une coloration propre de G telle que pour chaque
couleur c, il existe au moins un sommet v, ayant toutes les couleurs dans son voisinage, un

tel sommet v., sera appelé sommet b-dominant.

Dans ce mémoire, nous nous intéressons principalement a la notion de la b-coloration.
Cing chapitres sont développés comme suit:

Le premier chapitre portera sur les généralités, ot nous introduisons les définitions de
base, ainsi que les notations usuelles de la théorie des graphes. Ensuite, nous donnons un

apercu sur la compléxité algorithmicue en citant quelques définitions de base.

Dans le deuxiéme chapitre, aprés l'introduction de certains types de coloration, nous

citons les principaux résultats concernant le nombre b-chromatique.

Le troisiéme chapitre portera sur 1'étude du nombre b-chromatique du graphes milieux
de certains graphes particuliers.

Dans le quatriéeme chapitre, nous adaptons l'algorithme de la b-coloration des cactus
etablis par Malffray et Silva aux graphe milieu des arbres binaires pour des cas particuliers.

Dans le cinquiéme chapitre, nous donnons la b-coloration du graphe de Halin en utilisant

I'algorithme de Irving et Manlove pour la coloration des arbres.

13



CHAPITRE I

NOTIONS FONDAMENTALES SUR LA THEORIE DES
GRAPHES

1.1 Définitions et notations

Nous introduisons dans ce chapitre les notions usuelles dans le domaine de la théorie des
graphes, ainsi que les définitions de base utilisées tout au long de ce mémoire, ensuite
nous fairons une bréve présentation sur l'efficacité des algorithmes et de la complexité des

problémes.
Pour plus de détails, nous invitons le lecteur & se référer a I'ouvrage de BERGE [1]
1.1.1 Graphe

Un graphe G est la donnée d’un couple (V, E) o V est un ensemble fini non vide dit ensemble
des sommets et E est I'ensemble des paires de sommets appelées arétes. Le cardinal de V,
appelé ordre de G' est noté n. Les sommets sont notés de maniére usuelle par des lettres
minuscules: w,v,z,y,a,b etc. Deux sommets u et v sont adjacents ou voisins, s'ils sont reliés
par une aréte. Un non voisin « d'un sommet v d'un graphe G est un sommet non adjacent
a v. Deux arétes distinctes sont dites adjacentes, si elles ont une extrémité commune. Une
aréte e sera dite incidente & un sommet v si v est une de ses extrémités. Dans ce cas v sera
dit incident a e.

Un graphe simple est un graphe, dont tout couple de sommets est reli¢ par au plus une
aréte et toute aréte de G' a ses extrémités distinctes. Dans ce mémoire, tous les graphes
considérés sont simples et finis.

Au vu de cette définition, il est naturel de représenter un graphe ot les points du
graphique représentent les sommets du graphe et les segments entre deux points représentent
les arétes. Par exemple la figure 1.1 montre un graphe G = (V, E) avec V(G) = {1,2,3,4,5}

et E(G) ={e1,e2,€3,€4.€5}.

14



Figure 1.1. Un graphe G

1.1.2 Sous-graphe

Soit G = (V, E) un graphe simple avec V' ensemble des sommets et £ ensemble des arétes,
pour un sous-ensemble A C V, on désigne par G[A] le sous graphe de G engendré par
A. Donc, le sous graphe G[A] est le graphe ayant A pour ensemble de sommets et dont
les arétes sont celles de E ayant leurs deux extrémités dans A. Dans ce cas,,‘on dira que
I'ensemble des sommets A engendre ou induit le sous-graphe G[A]. Voir le sous-graphe

induit par A = {1, 3,4, 5}

e2 e
< 4
4 €o
es
5
5
UngrapheG Unsous-graphedeG

Figure 1.2. Un sous-graphe d'un graphe G
1.1.3 Voisinages

Pour un sommet v de G, le voisinage ouvert est définit par 1'ensemble suivant Ng(v) =
{u € V(G) : wv € E} et le voisinage fermé est définit par Ng[v] = Ng(v) U {v} . L’ensemble

Ng(S) = UyesNa(v) (resp Ne[S] = Ne(S) U S) est le voisinage ouvert (resp fermé) du
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sous-ensemble S C V. Parfois pour alléger les notations et lorsqu’il n'y a aucune confusion
sur le graphe G, les voisinages ouvert et férmé d'un sommet v seront notés simplement par
N(v) et N[v] au lieu de Ng(v) et Ng[v] respectivement. De méme, nous utiliserons les

notations N(S) et N[S] au lieu de N¢(S) et N¢[S] respectivement.
1.1.4 Degré d’un sommet

Le degré d'un sommet v d'un graphe G, noté degg(v) ou d(v), est le nombre de voisins de
ce sommet. Un sommet de degré 0 est dit sommet isolé et un sommet de degré 1 est dit
sommet pendant. On définit par A(G) = maz {dg(v)/v € V} et §(G) = min{de(v)/v € V}
le degré maximum et minimum dans G respectivement. S’il n’y a aucun risque de confusion,

on écrira deg(v) ou d(v), A et § pour désigner respectivement dega(v), A(G) et §(G).
1.1.5 Chaines et cycles

Une chaine P, d'un graphe G = (V, E) de longueur k — 1 est une suite [v,v2,...,v;] de
sommets distincts tels que pour chaque 7 € {1,.....k — 1}, v;v;41 soit une aréte de G. Les
sommets v et vy, sont appelés les extrémités de la chaine, une chaine qui n'utilise pas deux
fois la méme aréte, est dite simple. Une chaine qui ne passe pas deux fois par le méme
sommet est dite élémentaire. On appelle cycle C}, dans un graphe G, une chaine simple de

longueur & dont les extrémités initiale et finale sont confondues.
1.1.6 Graphe connexe

Considérons 'ensemble des sommets d'un graphe G = (V, E), la relation binaire C appelée
relation de connexité, défini par *Cy <= il existe une chaine de x a y est une relation

d’équivalence.

e Dans un graphe G, on appelle classe connexe tout sous ensemble de sommets qui
forment une classe d’équivalence de la relation de connexité, une composante connexe

est un sous graphe maximal qui engendre une classe connexe.

e Un graphe est connexe, s’il ne posséde qu’une seule composante connexe.

16



1.1.7 Distance et diamétre

Soient u et v deux sommets d'un graphe G. On appelle distance entre u et v, notée d(u, v), la
longueur d'une plus courte chaine entre u et v. Cette chaine est appellée chaine géodésique.

Le diamétre du graphe G, noté Diam(G), est défini comme suit:

Diam(G) = maa{d(u,v) : u,v € V}
1.2 Graphes particuliers
1.2.1 Graphe complet

Le graphe complet d’ordre n, noté K, est le graphe simple dans lequel tous les sommets
sont de degré n — 1. Ainsi, deux sommets quelconques de K,, sont adjacents. La figure 1.3

donne quelques exemples de graphes complets.

K, K, K, K, Ks

Figure 1.3. Exemple des graphes complets

1.2.2 Graphe complémentaire

Le graphe complémentaire de G = (V. E), noté G = (V, E), est le graphe dont 1'ensemble
des sommets est exactement V' et 'ensemble des arétes est I’ensemble complémentaire de

E par rapport aux arétes de la clique a |V'| sommets, c’est & dire pour toute aréte e

e€E < ec E(K,)\E.

17



1.2.3 Graphe régulier

Un graphe est dit d-régulier si tous ses sommets sont de degré d. Un graphe 3-régulier est
aussi appelé cubique. Par exemple, les cycles sont des graphes 2-réguliers, les couplages

sont des graphes 1-réguliers, les stables sont des graphes 0-réguliers.
1.2.4 Graphe k-parti

Un graphe G = (V, E) est dit k-parti s'il existe une partition de V en k sous ensembles
V1, Va, ...V}, telle que chacun des V; soit un stable. On appelle graphe biparti si k¥ = 2. Un
graphe biparti complet est un graphe biparti ayant la propriété suplémentaire que pour tout
sommet v € V] et u € V3, uv € E. si |Vi| = p et |Va| = ¢ alors le graphe biparti complet est

noté K 4. Quelque exemples du graphe biparti sont montré dans la figure 1.4

N\

Figure 1.4. Exemple de graphes bipartis complets
1.2.5 Joint de deux graphes

Définition 1 Le joint de deux graphes K = (V(K),E(K)) et H = (V(H), E(H)), noté
KV H est le graphe G défini par: V(G) = V(K)UV(H) et E(G) = E(K) U E(H) U

{(w,v), ve V(K) etve V(H)}
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> BB

Les graphes G et H Le jointde G et H

Figure 1.5. Le joint de deux graphes

1.2.6 Arbre et forét

e On appelle arbre, et on note par 7', un graphe connexe et sans cycle. Un arbre

comporte exactement (n — 1) arétes. On appelle feuille d'un arbre, un sommet de

AT

Figure 1.6. Un arbre T'

degré 1.

e Un graphe sans cycle qui n'est pas connexe est appelé forét (chaque composante

connexe est un arbre).

A {\

Figure 1.7. Une forét
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e On apelle étoile, et on note par K1 ,, I'arbre & n + 1 sommets ayant n feuilles. Un

exemple d'une étoile est montré dans la figure.1.8

\

AN

n sommets

Figure 1.8. L’étoile K1,

e On appelle double étoile, et on note par S, 4, I'arbre a p + g + 2 sommets ayant p + ¢
feuilles, un sommet de degré p > 2 et un autre de degré ¢ > 2. Un exemple d'une

double étoile est montré dans la figure 1.9

Figure 1.9. La double étoile S3 4

1.3 Quelques paramétres structureles d’un graphe

e On dit qu'un sous ensemble A de V' est minimal (resp. maximal) par rapport & une

propriété P, si‘il n'existe pas d’ensemble B C A (resp B D A) tel que G [B] vérifie P.

e On dit qu'un sous ensemble A C V' est minimum ou de taille minimale (resp maximum
ou de taille minimale) par rapport & une propriété P s’il n’existe pas d’ensemble B C V/
tel que G [B] vérifie P et |B| < |A|(resp|A| < |B|) ou |A] est le cardinal de ’ensemble

A, c’est a dire le nombre de ses éléments.



Soit G = (V, E) un graphe et A un sous ensemble de sommets de V', I'ensemble A est
appelé une clique si pour chaque paire de sommets distincts a,b € A on a a est adjacent a

b.

e La taille d'une clique est le nombre de sommets de la clique. Une clique de taille n

est noté K,.

e Le cardinal maximum d'une clique maximale de G est noté par w(G), le cardinal
maximum d'une partition minimale de ’ensemble des sommets de G en cliques est

noté par 6(G).

e Un stable d’ordre n dans un graphe G, appelé aussi ensemble indépendant est un
ensemble S,, de n sommets deux & deux non adjacents. Le cardinal minimum (resp.
maximum) d'un stable maximal de G noté i{(G) (resp. a(G)) est appelé nombre de
domination stable (resp, nombre de stabilité) de G. Notons que pour tout graphe G,

on a a(G) = w(G) et w(G) = a(G).
1.4 Complexité algorithmique

La notion de la complexité des problémes d’optimisation combinatoire est un domaine im-
portant, car si un probléme est identifié comme complexe il sera difficile d’en spécifier un
modeéle qui donnera la solution optimale en un temps acceptable. On pourra méme perdre

espoir de trouver un algorithme efficace pour le résoudre.

Définition 2 La complexité d'un algorithme A est une fonction C4(N) donnant le nombre
d’instruction & evécuter par A dans le pire des cas pour une donnée de taille N fixée, c’est

a dire sur la donnée qui va demander le plus de travail a l'algorithme.

e Un algorithme de résolution d'un probléme P donné, est une procédure décomposable

en opérations élémentaires, qui transforme les données en résultats.

e La performance d’'un algorithme, est géneralement mesurée selon la relation existante

entre la taille de I'ensemble traité (exprimé en terme du nombre n de caractéres



nécessaires pour le codage des données), et le temps d’éxécution exprimé en terme du

nombre f(n) d’opérations élémentaires.

Un probléme d’optimisation combinatoire consiste & chercher I'optimum d'une appli-
cation f donnée. A chaque probléme d’optimisation combinatoire, on peut associer le
probléme de reconnaissance ou de décision qui est une classe d’énoncés auxquelles on

doit répondre par oui ou non.

Un probléme est dit polynomial, ou appartient a la classe P, s'il existe un algorithme

polynomial pour le résoudre. Les problémes de la classe P sont dit “faciles”.

Un probléme de décision est dit NP (problémes non déterministes polynomiaux)
(resp. CO-NP), si dans le cas ou la réponse est affirmative (resp. négative), on peut

produire un certificat qui permet de vérifier en temps polynomial la réponse donnée.

Etant donné que les algorithmes efficaces sont des algorithmes non déterministes. Il
est claire que P C NP mais la classe NP contient des problémes pour lesquels, on ne

connait pas d’algorithme polynomial de résolution.

SoitP), P> deux problémes de reconnaissance. On dit que P; se réduit (en temps
polynomial ) & P, s'il existe un algorithme pour P; qui fait appel (comme un sous
programme) a un algorithme de résolution du probléme P» et si cet algorithme de
résolution de P; est polynomial lorsque la résolution de P est comptée comme une

opération élémentaire.

Un probleme de reconnaissance est dit IV P-complet, si tout probléme de la classe NP

peut se réduire polynomialement & lui.

Un probléme P est dit NP-dur, s’il existe une résolution polynomial du probléme de

satisfaisabilité au probléme de reconnaissance associé a P.

(8]
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CHAPITRE II

COLORATION ET B-COLORATION, QUELQUES
RESULTATS EXISTANS

Dans la premiere partie de ce chapitre, on donne un bref apercu sur quelques types de
coloration et leurs parameétres. Un certain nombre de résultats théoriques liés & ces défini-
tions sont également introduits. Dans la deuxiéme partie, nous présentons les principaux

résultats de la littérature liés a la b-coloration et au nombre b-chromatique.

2.1 Quelques colorations particuliéres de graphes

En 1852, le jeune Anglais Francis Guthrie s’est demandé s’il est possible de colorer toute
carte de géographie avec quatre couleurs en respectant la condition que deux pays voisins
ne soient pas recouverts par la méme couleur. Ce n’est qu'en 1976 que deux chercheurs
ameéricains ont pu répondre affirmativement & la conjecture des quatre couleurs. En effet, a
tout pays d'une carte de géographie, on associe un sommet du graphe. A deux sommets de
graphe, on associe une aréte si et seulement si les deux pays correspondants ont une frontiére
commune. Une coloration des sommets du graphe est alors équivalente & une coloration des
régions. Cette technique de coloration est devenue donc un outil trés puissant dans la
résolution des problémes de la théorie des graphes.

Généralement, il s’agit de trouver une coloration des sommets d'un graphe qui satisfasse
certaines conditions d'optimalité. Une condition naturelle est que le nombre de couleurs

utilisées soit minimal.
2.1.1 Coloration propre et nombre chromatique

Définition 3 Une coloration propre est une application ¢ de V dans N telle que si deux
sommets x et y sont adjacents, alors leurs couleurs correspondantes sont différentes c(x) #

c(y). Une classe de couleur i est un ensemble stable de sommets de V coloré avec la méme



couleur i . Le nombre minimum de classes de couleur qui partitionnent l’ensemble V' est le

nombre chromatigue, noté x(G).

Le probleme de décision lié & ce parametre est N P-complet dans le cas général. De
nombreux travaux ont été menés pour définir des bornes pour le nombre chromatique en
fonction d’autres parametres. Un des résultats classiques en termes de borne du nombre

chromatique est donné par brooks|2]

Théoréme 4 Pour tout graphe G de degré mazimum A(G)
x(G) < A(G) +1

Et avec égalité si et seulement si on est dans un des deux cas suivants:

e Soit A(G) # 2 et G admet un sous-graphe KA(G)+1 comme composante conneze, ol

Ka(g)+1 est le graphe complet d’ordre A(G) + 1.
e Soit A(G) =2 et G admet un cycle d’ordre impair comme composante conneze.

Dans [1] Berge a montré que tout graphe G d'ordre n, satisfait x(G)a(G) > n et
X(G) + (@) < n+ 1. On rappelle aussi l'inégalité de Gaddum et Nordhaus [3], si G est le

complémentaire du graphe G, on a x(G) + x(G) <n+1

On peut avoir le résultat classique suivant:

Proposition 5 pour tout graphe G on a: x(G) > w(G), ot w(G) est la taille d'une clique

maxtmum de G.

En effet, la coloration de G doit résever au moins w(G) couleurs différentes pour la clique
maximum du graphe.

De nombreux parameétres de coloration propre ont été dérivés du nombre chromatique
x(@), la plupart de ces paramétres minimisent le nombre de couleurs nécessaires a la col-
oration d'un graphe. Il existe d’autres paramétres qui cherchent & maximiser le nombre
de couleur. Parmi ces derniéres, on cite le nombre a-chromatique ¥(G) et le nombre b-
chromatique b(G&). Une maniére de réduire le nombre de couleurs est d’essayer & partir d'une

coloration propre donnée du graphe de réduire le nombre de classes de couleurs en unifiant
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ou en jumelant des classes de couleurs différentes, d’oui I'introduction de la a-coloration et

de nombre a-chromatique par Harary, Hedetniemi et Prins [4].
2.1.2 La a-coloration et le nombre a-chromatique

Définition 6 Une a-coloration est une coloration propre telle que pour toute paire de
couleurs différentes i et j, le sous graphe engendré par les deux classes de couleurs i et
J. contient au moins une aréte. Le nombre a-chromatique, noté U(G), est le nombre mawi-

mum de classe de couleurs dans une a-coloration.

2.1.3 La b-coloration et le nombre b-chromatique

~

La définition de la a-coloration présentée précédemment a inspiré Irving et Manlove [5, 7] &
introduire un autre procédé de coloration. En effet, une autre maniére de réduire le nombre
de couleurs est d’essayer & partir d'une coloration propre donnée du graphe de réduire le
nombre de classes de couleurs, en transférant les sommets d’une méme classe de couleur
dans les autres classes de couleurs. D’ou la définition de la coloration dominante.

Une coloration dominante est une coloration propre telle que, toute classe de couleur ¢
contient un sommet adjacent & au moins un sommet de chaque classe de couleur j # .
Ce sommet est dit b-dominant pour la couleur i (ou sommet de couleur dominante i ). Le
nombre b-chromatique est le nombre maximum de classes de couleurs dans une coloration

dominante. Une coloration dominante avec b(G) couleurs est dite b-coloration.

Définition 7 Une (k) b-coloration de G est une coloration dominante de G avec k couleurs.

Définition 8 On appelle systéme b-dominant S d'un graphe G, l'ensemble des sommets

b-dominants de couleurs distinctes dans une coloration dominante tel que |S| = b(G).

Trving et Manlove ont montré dans [5, 7] que le probléme de décision associé au nombre
b-chromatique est N P-complet en général, méme si en se restreint aux graphes bipartis et
que le probléme est polynomial pour les arbres.

L’absence d’algorithme polynomial pour la détermination d'un paramétre donné dans un

graphe ne cesse d’inciter les chercheurs a établir des bornes qui encadrent le plus possible



le parameétre en question. Ces bornes n'ont un intérét que si on arrive & les déterminer en
temps polynomial.

Pour qu'un graphe G' admette une coloration dominante avec k couleurs, il doit avoir au
moins k sommets de degré supérieur & k — 1, de cette observation, Irving et Manlove ont

défini le m-degré qui donne une borne supérieure du nombre b-chromatique.

Définition 9 Soit les sommets vy, va,...v, d'un graphe G donnés tels que: d(vy) > d(ve) >

w2 d(vn), 0 d(v;) est le degré de v;. Le m-degré de G, noté m(Q) est défini par:

m(G) = max {i : d(v;) >i—1}

Un sommet v vérifiant d(v) > m(G) — 1 est dit sommet dense.
Dans la section suivante, nous rappelons les principaux résultats classiques de la litéra-

ture liés a la b-coloration.

2.2 Quelques résultats classiques

Certaines études ont été réalisées pour borner ou donner la valeur exacte du nombre b-
chromatique pour des classes particuliéres de graphes. Kouider et Mahéo [6] ont donné les
valeur exactes du nombre b-chromatique pour des graphes particuliers:pour le graphe stable
b(S,) =1, pour la chaine et le cycle b(P,) = b(C,,) = 3 pour tout n > 5. D’autre résultats

sont donnés dans ce qui suit.

2.2.1 Bornes supérieures de 5(G) dans un graphe quelconque

Dans [5] et [6] les auteurs ont montré que le m-degré est une borne supérieure du nombre

b-chromatique.

Proposition 10 [6],[5]Soit {1, 22, ...,xx} un ensemble de sommets d'un graphe G ordon-

nés dans l'ordre décroissant de leur degrés. Alors b(G) < m(Q)

Preuve. On sait que, dans une coloration dominante de G avec b(G)-couleurs, il existe
au moins b(G) sommets de degré au moins b(G) — 1. Si b(G) > m(Q) + 1, alors il existe

au moins b(G) sommets de degré supérieur ou égal & m(G). Autrement dit, il y a au moins
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m(G) + 1 sommets de degré supérieur ou égal & m(G), contradiction avec la définition de
m(G). m
La différence entre le m-degré et le nombre b-chromatique d’un graphe G peut étre trés

large.

Exemple 11 Pour K, on @ m(K,) = b(K,) = n. Par contre, pour K, , on a (i) =

n et b(Knn) =2, d'ot la différence entre m(G) et b(G) peut étre trés grande.

Dans [5] Irving et D.F. Monlove ont remarqué que, le nombre chromatique est une borne

inférieure du nombre b-chromatique.
Proposition 12 Toute x(G)—coloration est une coloration dominante.

Preuve. Soient ¢ une coloration minimale de G et S = {51, 55, ..., S, } une partition
minimale en x(G)—classes de couleurs. Sila coloration ¢ n’est pas dominante alors, il existe
au moins une classe S; de couleur ¢ qui ne contient aucun sommet b-dominant. Dans ce cas,
les sommets de S; peuvent étre transtérés dans les autres classes S;, j # i, contradiction
avec le fait que c est une coloration minimale. m

Le corollaire suivant s’en déduit:
Corollaire 13 Pour tout graphe G, on a b(G) > x(G).

Toute b(G) coloration vérifie la définition de la a-coloration. Alors, on peut déduire le

corollaire suivant:
Corollaire 14 Pour tout graphe G on a x(G) < b(G) < ¥(Q).

la proposition suivante est dtie & R.W. Irving et D.F. Manlove [5]. Ils montrent que

A(G) + 1 est une borne supérieure pour le nombre b-chromatique d’un graphe G.

Proposition 15 [5/Tout graphe G satisfait b(G) < A(G)+1, ot A(G)est le degré mazimum

de G.



Preuve. Si x; est un sommet b-dominant de couleur ¢ alors d(z;) > b(G)—1. Et comme
A(G) est le degré maximum de G, alors A(G) > b(G)—1. m

Dans [6] M.Kouider et M.Mahéo fournissent d’autre bornes supérieures.

1 /1
Proposition 16 [6/Pour tout graphe G de taille m, on a: b(G) < 3 -+ 1 +2m

Preuve. Soit donnée une partition des sommets deG dans une b-coloration de G avec

b(G)-couleurs. Alors, il existe au moins une aréte entre deux classes de couleur quelconques.
b(b—1)
—

4

Donc, m > C’f = La résolution de cette inéquation donne la formule de la

proposition. H

Proposition 17 [6/S: G = (V, E) est un graphe d'ordre n, alors b(G) >
le nombre de stabilité.

Preuve. Soit § = {Sl,Sg_....,Sb} une partition de G avec b(G) couleurs. Comme

G
151 < a(G), 1 < i B(G), alors =" |51 < B(G)a(C) m

Proposition 18 [6/Soit G = (V. E) un graphe d’ordre n et G son complémentaire alors,

b(@).b(G) > n.

Preuve. Soit S = {51, Sa, ..., Sp} une partition en b-coloration de G avec b(G) couleurs.
Donc il est clair que les stables S; sont des cliques dans G. Dot |S;| < x(G),1 < i < b(G).

b(G — _
Ceci implique que n = E ,( 1) [Si] < b(G)x(G) < b(G)b(G) m
=
Proposition 19 [6/Pour tout n, p € N*, b(K,, ) = 2, 0t K,, , est un graphe biparti complet.

Preuve. Soit V (K, ,) = AUB avec A = {a;,az,...,a,} et B = {by,b3,...,b,}. Comme
X(Enp) < b(Knp). posons b(IKnp) = h > 2. Suposons que a; est un sommet b-dominant
de couleur 1 dans uneb-coloration de I, avec h couleurs. Donc, les couleurs 2.3,...,h
apparaissent dans B et tout sommet a;, 2 < 7 < n a la couleurl. En conséquence, un

sommet bj, 1 < j < p, ne peut pas dominer une couleur autre que 1, donc h =2. m

Proposition 20 [6/Si G est un graphe non connexe avec des composantes connexes C1, Ca, ..., Cp,

p > 2 alors b(G) > maz {b(C;) ,1 < i< p}.



Preuve. Comme b(G) > b(C;), 1 <4 < p, alors b(G) > maz {b(C;), 1 <i<p}. ®
Dans le paragraphe suivant, nous présentons une borne supérieur de b(G) dans le cas d'un
graphe sans griffes généralisés (K1) ensuite nous donnons une deuxiéme borne supérieure

dans le cas d’un graphe biparti. Ces deux bornes ont fait I'objet d'un article co-signé par

M.Kouider et M.Zaker[8]
2.2.2 Bornes supérieures de b(G) dans un graphe sans K

Théoréme 21 Si G est un graphe sans K1+ avec t > 3, alors b(G) < (t—1)(x(G)—1)+1.

Preuve. Soit C' une classe de couleur dans une b-coloration de G avec b(G)-couleurs,
et soit  un sommet b-dominant quelconque représentant la couleur c. Notons S 'ensemble
des sommets voisins & et de couleurs distinctes. Il est clair que |S| = b—1. Si H représente
le sous graphe induit par S alors o(H) < t — 1, car sinon S U {«} contient un K ;. Comme
|S| = |V(H)| < a(H)x(H) et x(H) < x(G)—1 alors, on trouve b(G) < (t—1)(x(G)—1)+1.

2.2.3 Quelques bornes supérieures de b(G) dans un graphe biparti

Théoréme 22 [10] Pour tout graphe G d’ordre n différent d'une clique, on a b(G) <

L%J ot w(@G) est la taille mazimum d’une clique.

Preuve. Posons w(G) = t, il est claire que G ne contient pas de clique de taille
supérieure ou égale a (¢ + 1), alors toute b-coloration contient au plus (t — 1) classes de
couleurs de taille 1. Soient 5. ..., S les classes d'une b-coloration de G avec n; le nombre

de classes de couleurs de taille 1, on a n1 < (t — 1) et comme |V(G)| =n=nl+>[S] >
i=nl+1
n+ny n+t-1 nt+w(G)-1
2 2z 2

4

ny+2(b—ny) = 2b—my, alors b(G) = b <

. b(@) étant
entier on a l'inégalité du théoreme. ®

n+1
2

Corollaire 23 [10] Si G est un graphe sans triangle (K3), alors b(G) <

11 suffit de poser w(G) = 2 dans l'inégalité du Théoréme 22.

9

4

’ ) 1
Proposition 24 [10] Tout graphe biparti d’ordre n > 3, vérifie :b(G) < [72—; J = I-E-I
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Preuve. D’aprés le Corollaire 23 on a I'inégalité. |

Et puisque dans un graphe biparti on a a(G) > I—’—l—ztl—-l , alors on peut déduire:

Corollaire 25 Tout graphe biparti d'ordre n > 3, on a b(G) < a(G)
2.2.4 Le nombre b-chromatique du joint de deux graphes

Théoréme 26 Soient H et G deux graphes simples. Alors, le nombre b-chromatique du

joint de H et G noté GV H, est (G V H) = b(G) + b(H):
2.2.5 Notion de la b-continuité

Définition 27 Un graphe est dit b-continu, si por tout entier k positif x(G) < k < b(G),

le graphe G admet une b-coloration avec k couleurs.

Certains graphes admettent une b-coloration avec p couleurs et une b-coloration avec
g couleurs telle que p < ¢, mais n’admettent pas de b-coloration avec r couleurs telle que

p < 1 < gq; ol p,q; 7 sont des entiers positifs. Par exemple,

i) Le graphe biparti complet d’ordre n moins un couplage parfait admet une b-coloration

n . ;.
avec 2 et - couleurs et aucune b-coloration avec k couleurs ot 2 < k < n

&

ii) Le cube admet une b-coloration avec 2 et 4 couleurs, mais n'admet pas une b-coloration

avec 3 couleurs (voir figure 2.1).

Figure 2.1. Graphe non b-continu
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CHAPITRE III

LE NOMBRE B-CHROMATIQUE DE CERTAINS
GRAPHES

Dans ce chapitre, nous étudions la b-coloration du graphe milieu de quelques graphes par-
ticuliers, nous donnons aussi le nombre b-chromatique de la somme cartésienne de deux

chaines.

3.1 La b-coloration dans les arbres

Dans la premiére partie de cette section, nous donnons d’abord les définitions nécessaires
concernants les arbres pivotés. Un certain nombre de résultats théoriques liés a ces défini-
tions sont également introduits. Ensuite nous donnons les différentes étapes de la (m — 1)
b-coloration d'un arbre pivoté.

Dans [5] Irving et Manlove ont montré que le probléme de décision associé a la recherche
du nombre b-chromatique est N P-complet en général, méme si on se restreint aux graphes
bipartis et que ce probléme est polynomial pour les cas des arbres.

Nous rappelons une deuxiéme fois la définition de m-degré.

Définition 28 Soit les sommets v1.v2, .... Vn dun graphe G ordonnés tels que:
d(vy) > d(vg)... > d(vy), ou d(v;) est le degré de v;. Le m-degré de G, noté m(G) est
défint par
m(G) = max {i : d(v;) >i—1}.

Un sommet v vérifiant d(v) > m(G) — 1 est dit sommet dense.
Pour trouver le nombre b-chromatique dans un arbre, Irving et Manlove ont montré
qu'on peut trouver une b-coloration de I'arbre T' en utilisant 7 couleurs sauf dans un seul

cas.
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3.1.1 La b-coloration dans les arbres pivotés

Définition 29 Un arbre T = (V, E) est dit pivoté, s'il a exactement m sommets denses et

T contient un sommet spécial v verifiant les propriétés suivantes:

e v n'est pas dense.

e Tout sommet denses ou bien il est adjacent & v ou hien il est adjacent a un sommet

dense adjacent & v.

e Tout sommet dense adjacent a v et & un autre sommet dense a son degré égale & m—1.
Dans ce cas le sommet v est appelé pivot de T
Proposition 30 Soit T = (V, E) un arbre pivoté et v un pivot de T', alors :

7) Il existe au moins deux sommets denses adjacents a v.

1) 1l existe au moins un sommet dense adjacent a v et a un autre sommet dense de 7.
Théoréme 31 Si T est un arbre pivoté, alors b(G) = m(G) — 1.

Preuve. On désigne par v le pivot de 7. Soit {v1,v2,...,v,} 'ensemble des sommets
ordonnés dans 'ordre décroissant de leurs degrés et V' = {v1, v, .sUm} l'ensemble des
sommets denses de T'. Soit vy, v2,...,Vp, p < m l'ensemble des sommets denses adjacents a
v et v1,v2,....vg, ¢ < p, I'ensemble des sommets denses adjacents & v ayant au moins un
sommet dense dans leurs voisinages. D’aprés la Proposition 30, p > 2 et ¢ > 1.

D’abord, nous montrons que b(T) < m — 1. Supposons que b(T) = m, c’est & dire il ex-
iste une (m) b-coloration c de T'. Sans perte de généralité, on peut suposer que c(v;) = i
pour tout 4, 1 < ¢ < m. Comme d(v;) = m—1, 1 < j < g, alors aucun sommet de
V1,02, ..., Ug Ne peut étre adjacent a deux sommets de méme couleurs, donc tous les voisins
de v;, 1< j < ¢ sont de couleurs distinctes. De ce fait le sommet v ne peut pas étre coloré
par j, p+1 < j < m. D’autre part, le sommet v ne peut pas avoir la couleur ¢, 1 < i < p car

sinon on aura une coloration non propre. En coséquence, aucune couleur n'est disponible



pour v, contradiction.

Maintenant, nous montrons que b(T) > m—1. A cet effet, il suffit de construire une (m—1)
b-coloration de T. Comme p > 2 et ¢ > 1, alors les deux sommets denses v et va sont
adjacents & v et pour un certain 7, p + 1 < r < m, il existe un sommet dense v, adjacent a

v1. Nous donnons maintenant une b-coloration des sommets de I'arbre 7'.

Etape 1: Coloration des sommets denses et le pivot v
On colore tout sommetv;, i = 2...m par la couleur ;. Puis on affecte les deux couleurs r et

2 aux sommets v et v; respectivement.

Etape 2: Coloration des sommets non denses adjacents aux sommets denses.

Considérons les ensembles suivants:

R; = {2,.m}\ {i} I'ensemble des couleurs nécessaires pour la sommet v;.

C; = {c(vj), 1 < j <n,vj € N(v;), vj coloré}, 2 < i < m, I'ensemble des couleurs exis-
tantes dans le voisinage de v;.

U; = {vj, m+1<j <n,vj € N(v;), vj non coloré}, 2 < i < m, 'ensemble des sommets
non colorés dans le voisinage de v;

Par construction v; ne peut étre adjacent & deux sommets de méme couleur. Ceci implique

que:

U] +|Ci| =d(v;) >m—1>m—-2=R;

Puisque C; C R;, alors |U;| > |R;\C;| . Soit |[R;\C;| = {721 72, .71} et pour {u}, u?, ...u'-“}

(3

sommets choisis dans U; ott n; > 0, on pose c(u!) =77, 1 < j < n;.

Etape 3: Coloration des sommets non coloré¢ a 1'étape 2.

On suppose que v; n'est pas coloré. Comme d(v;) < m—1, pour m+1 < i < n, alors

notons par C; = {'r}.r?, ...r?"} I’ensemble des couleurs existantes dans le voisinage de v;.

Déterminons j € ({2, ...,m}\C;) et posons c(v;) =j. ®
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3.1.2 La b-coloration dans les arbres non pivotés

Définition 32 Soit T = (V, E) un arbre, V' l'ensemble des sommets denses de T et V" est
un sous-ensemble V' de cardinalité m

On dit que V" encercle un sommet v € VNV si :

o Vu; € V", v; € N(v), ouv; € N(N(v)nV").

o Vo, € V', siv; € N(w)NN(V") alors d(v;) = m — 1.

On remarque que st V' "=V" et v non dense, on se trouve dans le cas ou T est pivoté.

Définition 33 Soit T = (V, E) un arbre. V' U'ensemble des sommets denses de T. V' est

X ... " ; : . .
un sous-ensemble de cardinalité m, V' est dit un bon ensemble relativement a T si:

"o, i
e V' n'encercle aucun sommet de V\V .

o Yu € VNV tel que d(u) > m. u est adjacent & un sommet v de V' tel que d(v) =

m— 1.

Lemme 34 5iT = (V, E) est un arbre non pivoté, alors on peut construire un bon ensem-

ble.

. ! 5 -
Preuve. Soit V' I'ensemble des sommets denses de T, en ordonnant les sommets denses
. , 2 . s . A . OV o
suivant leurs degré décroissant, on peut choisir un ensemble V' de cardinalité m, de maniére
> " . 5 .
que tout sommet de VNV ait un degré plus petit que m. Notons V = {v1,va,...,v,} et

V' = {v1,v2,.... v,y }. On suppose que:
1. V" encercle un sommet v € NV " sinon V" serait un bon ensemble.
2. eV NN@),1<i<p(p<m)
3. u eV NN@) etv; e V' NN(va),vac V"', 1<i<q(g<p).
Observons que:

e p > 2 sinon p =1 et v sera de degré m, alors qu’il est de degré m — 1.
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e g > 1 sinon ¢ =0, donc p = m ce qui entraine v sommet dense, contradiction.

e Comme g> 1,3r € {p+1,..., m} tel que v, € V" et est adjacent & v.

Deux cas s’imposent:

Cas 1. Si v est un sommet dense alors d(v) = m — 1 (puisque v est dense et v ¢ V"

donc d(v) < m), soit TV = (V"\ {ve} U{v} et V"| = m, le sommet vg existe puisque p > 2

et par le choix de V ", vy est le seul sommet qui n’est pas dans 17 pouvant avoir un degré
m puisque vo est adjacent & v € TV et d(v) = m — 1 et TV satisfait la condition 2 de la
définition. On montre que IV n’encercle aucun sommet de V' \V". Si un sommet ¢ & TV et

si:
e t est adjacent & un sommet v;, p+ 1 < ¢ < m, alors ¢ est & distance 3 de v € W

e t est adjacent & un sommet v;, 1 < ¢ < p, alors ¢t est a distance 3 de tout sommet

v €W

e ¢ est adjacent au sommet v € 1V, alors ¢ est a distance 3 de v, et donc vo ¢,

3 vp41 € N(v1) tel que ve soit a distance 3 de vp41

Cas 2. Si v est un sommet non dense:

V’l # m, sinon T est pivoté au sommet v,
contradiction. Donc ‘VI| >m, Ju e V\V" et onpose IV = (V' {v1})U{u} et supposons
que TV encercle un sommet @ de V\\IV, alors x serait le seul sommet de V" \\T" se trouvant
sur une chaine reliant toute paire de sommets non adjacents de 1V. Mais les sommet viet v
n’appartiennent pas a 1V, et se trouvent sur une chaine reliant les sommets vg et v, de TV
ceci contredit le fait que 17 encercle un sommet x de V\I1". Donc 11" est un bon ensemble,
car il verifie la deuxiiéme propriété de la définition, puisque d(v) < m—1et d(vi) =m—1
et tout sommet en dehors de 117 est de degré plus petit que m.

On construit par I'algorithme suivant un bon ensemble, pour cela, soit T' un arbre avec

I'ensemble des sommets V = {v1,v2, ..., 05 } €t V' est I'ensemble des sommets denses de 7.

Igorithme 1:
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I'ensemble @) des sommets vpy1,...,Vg ont un seul sommet intérieur voisin et I'ensemble
des sommets Vg41,2, ..., Uy, N'ont aucun sommet interieur voisin, remarquer que les sous
ensembles P et () ne peuvent pas étre vides (17 étant construit ainsi). On commence par
colorer les sommets de P et @), colorons d’abord ceux de P. Si 7 < p, les sommets interieurs
qui sont voisins des sommets vy, va, ..., V;—1, sont colorés comme suite:

a) Si un sommet interieur u, prend la couleur & au moment ou on colore les sommets
interieurs voisins du sommet v;, forcément il existe une chaine (de longueur au plus 3) du
sommet u vers v, passant par v;.

b) Deux sommets voisins de v; ne doivent pas avoir la méme couleur (sinon Jv;, et
v dans TV qui ont la méme couleur).

c) Deux sommets adjacents n'ont pas la méme couleur.

Procédons alors a la coloration des sommets interieurs voisins de v; (1 < ¢ < p) non colorés,
pour celd appelons 1, ..., s les sommets interieurs voisins de v;, le sommet x; (1 < j <)
étant un sommet voisin interieur de v;, il existe v, € 1V, ¢; # 1, ve; & distance au plus deux
de zj, et z; se trouve sur la chaine de v; & v¢;. Les sommets ve,, ..., v, sont distincts sinon
on peut créer un cycle de longueur > 4.
Si s > 1, on pose c(x;) = ¢;, puis on faisant une translation sur les couleurs on prendra
c(zj) = c¢j + 1 et e(z5) = c1 et ceci ne contredit pas a), b) et c)
Si s = 1, comme v; a au moins deux sommets interieurs voisins, il existe au moins x;,
sommet non coloré voisin interieur de v;, on pose c(z;) = c(z1) et e(z;) = c(ve;) tel que v,
et v; sont dans 1V et x; et @1 se trouvent sur une chaine d’extrémité v; et v.;. On colore a
présent les sommets interieurs restants incolorés, voisins de v; (p + 1 < i < g), pour cela,
soient z1,.., 2 les sommets en question et chaque v; a exactement un seul sommet interieur
voisin parmi les z;. z;(1 < j < k) sont colorés de maniére que:

i)- Cette coloration partielle soit propre.

17)- Aucun sommet v; de degré m — 1 n’a deux couleurs identiques dans son voisinage.

Posons

c€C < (v. € N(3;))Y (Fd,ve € N(vq) A vg € N(zj) Ad(vg) =m—1,0ul <c,d<m
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Une coloration qui ne se trouve pas dans C vérifie a) et b), de plus C' # {1,...,m} sinon TV

encercle z; et donc il ne serait pas bon. Donc Il existra toujours une couleur possible pour

2j.

Les sommets extérieurs peuvent étre colorés indépendemment puisqu’ils ne peuvent étre
adjacent entre eux, ni & un sommet coloré excepte v;. Pour colorer tels sommets on con-
sideére N (v;), enfin de rendre les sommets v; b-dominants, soient U; I'ensemble des sommets
voisins de v; non colorés, C; I’'ensemble des sommets existantes dans N(v;), R; I'ensemble
des couleurs qui doivent aparaitre dans N(v;), R; = {1,....m}\ {¢}. Donner les couleurs
manquantes B;\C; = {r},r?, ...7‘?"} aux sommets {u},u?, uf‘} C U;. Nous pouvons a
présent étendre cette coloration & tout le graphe, on rappelle que tout sommet v restant
incoloré est tel que d(v) < m—1, sinon d(v) > m et par la deuxiéme propriété d'un ensemble

bon, v est adjacent & un sommet w o d(w) = m — 1, mais un tel sommet v est déja colore,

par conséquent, le sommet v peut toujours recevoir une couleur. m

Détermination d’une m-b-coloration dans un arbre non pivoté
Etape 1:
Choisir TV = {v1,v2, ..., v} un bon ensemble de T' qui existe car T est non pivoté. Poser

e(y;) =14,¥i,1 €4 < m.

Etape 2:

Considérer U = N(WNJIW = U; UUp. Ou U; sont les sommets de U se trouvant sur
une chaine de longueur au plus trois reliant deux sommets de 11" (sommets intérieurs ).
Up = U\U; est I'ensemble des sommets extérieurs.

Ordonner les sommets de 17V = {vl, Y sy vm} comme suite:

i< jsi|N(w)NU) > |N(v;) N

Poser W = {v1,v9, ..., Up} U {vpt11, -y vg} U {vg41,s .o Um} ol

INw;)NU;| >2,si1<i<p

IN(w))nU;]=1,sip+1<i<g

IN(v;)NU;| =0,sig+1<i<m.
Etape 3:
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N(vi)NU; = {i, 1 <1i < s} est 'ensemble des sommets intérieurs non colorés voisins de v;
(1<i<p).

Tester si s > 1

Siouie(v;)=cj#c#c(v)ete(zj) =cj+1lete(z;)=cponl<j<s—1.

Si s = 1, zjest le seul sommet intérieur voisin de v; qui soit non coloré c(z1) = c(x;), 3

et x; € .N('Ui) N U;.

Etape 4:
z; sommet intérieur voisin unique de v;, p+1<i<gq
c€C < (v. € N(z;)) Y (3d,v. € N(va) Avg € N(3j) Ad(vg) =m—1,001<c,d<m.

¢(z;) = ¢j ¢ C et qui ne soit pas dans le voisinage de v;

Etape 5:

Colorer les sommets extérieurs Uy voisins de v; et on pose:

U; ensemble des sommets voisins de v; non colorés

C; l'ensemble des couleurs existantes dans N (v;)

R; l'ensemble des couleurs qui doivent apparaitre dans N(v;), ces ensembles sont défini
comme suite:

R; ={1,...m}\ {3}

U; ={vj, m+1<j<netvj € Nv;) et vj non coloré}

C; = {c(vj):1 < j < n et v; € N(v;) et v; coloré}

9 . -
Donner les couleurs manquantes B;\C; = {ril,r;, ...r?‘} aux sommets {uil._ u?, ...u?‘} (@

Etape 6:
Tout sommet v; restant incoloré est tel que d(v;) < m — 1.
C; = {ril, rz?._ ...r:-_“} les couleurs existants dans le voisinage de v;.

Pour j € {1,....m} \C; . poser c(v;i) = j, couleur qui n’existe pas dans le voisinage de v;.
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3.2 Le nombre b-chromatique du graphe milieu de certains-
graphes particuliers

Définition 36 Le graphe milieu d'un graphe G = (V, E) est le graphe M(G) = (VUE, E')
dans lequel deux sommets w et v sont adjacents si v est une aréte de E incidente au sommet
u de V ouu et v sont deux arétes de I ayant un sommet commun. Autrement-dit, le graphe
miliev du graphe G = (V, E) est le graphe M(G) obtenu en subdivisant une fois les arétes

de G créant des nouveaux sommets, puis en reliant chaque deuzr nouveaux sommets s'ils ont

un voisin commun dans G.

Définition 37 On appelle graphe de Ligne d'un graphe G = (V,E) le graphe L(G) =
(E, E’) ot les sommets corrependent aux arétes de G, et deux sommets sont adjacents dans

L(G) si les arétes correspendants dans G ont un sommet commun.

g M(6) L(G)

Figure 3.1. Exemple d’'un graphe milieu

Remarque 38 On peut définir le graphe miliew d’'un graphe G comme la superposition de
graphe de ligne de G avec le graphe subdivisé de G, ou le graphe subdivisé de G est le graphe

G en subdivisant les arétes une fois.

Proposition 39 Pour tout graphe G de degré mazimum A(G) on a:

b(M(G)) > A(G) +1
Preuve. Soit z un sommet de G tel que dg(z) = A(G), alors le graphe M (G) contient

une clique d’ordre A(G) + 1. D'ou (M (G)) > w(M(G)) > A(G) + 1.
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Corollaire 40 Soit G un graphe de degré mazimum A(G). St m(M(G)) = A(G)+1, alors

b(M(G)) = A(G) + 1.
Preuve. Puisque b(M(G)) < m(M(G)) = A(G) + 1, alors d’aprés le Corollaire 39, on
a l'égalité. ®m

Définition 41 Soit G = (V, E) un graphe, V' Uensemble des sommets denses de G et V" un

sous-ensemble de V' de cardinalité m: On dit que V" encercle un sommet v € WAV si:
o Vv, € V', v; € N(v), ouv; € N(N(v)n VA,
o Vu; € V", siv; € N(w)NN(V") alors d(v;) =m — 1.
Dans ce cas, le graphe G est dit pivoté et le sommet v est dit pivot de G .

Proposition 42 Soit un graphe G = (V. E), V' Uensemble des sommets denses de G et
V" est un sous-ensemble de V' de cardinalité m, si V" encercle un sommetv € V V", alors

o . .
G ne peut pas étre coloré avec m couleurs ot V' est l'ensemble des sommets b-dominant.

Preuve. Soit un graphe G = (1, E), V' I'ensemble des sommets denses de G et V" est
un sous-ensemble V' de cardinalité m, et soit v € V' V" un sommet encerclé par V", alors
d’aprés la Définition 41, les sommets de V" = {vy,...,v,,,} sont & distance 1 ou 2 de v,
et ceux qui ont un sommet dense voisin autre que v sont de degré m — 1. Soient vy, ..., v
(p < m) l'ensemble des sommets denses adjacents a v, et V1,7 (¢ < p) Pensemble

des sommets denses qui ont d’autres voisins denses. Le sommet v ne peut pas prendre la
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couleur i (1 < ¢ < p) sinon la coloration sera impropre, et il ne peut pas prendre la couleur
J (@+1 < j < m) sinon on aura une couleur répétée dans le voisinage de v;, (1 < k < q).

Donc aucune couleur n’est disponible pour le sommet v. B

3.2.1 Le nombre b-chromatique du graphe milieu d’une chaine

Théoréme 43 Pour toute chaine P, d’ordre n > 2, on a:

{
2sin=2
3sin=3.,4
b(M(Py)) =
45in=25,6,7
| 5sin>38

Preuve. Il est facile de vérifier que les graphes milieux des chaines P,, 2 < n < 7, sont
les graphes donnés dans les figures 3.2 et 3.3. Ainsi, il est facile de déterminer le nombre

b-chromatique correspondant & ces graphes (voir figure 3.2 et 3.3).

Oo—e—0O e 0/ O O O
2 1 3 1 2 1 3 2 3

1 2 3

M (P») M (P3) M (Py)

Figure 3.2. La b-coloration de M (P2) M(P3)et M(Py)



2 4 2 1 4
I 4 3 4
f\
o <
2 4 3 2 1 2 3
M(Pg)
i 4 3 4 3
o— & 4 O
2 4 3 s 1 2 4 1
M{P;)

Figure 3.3. La b-coloration de M (Ps), M(P;) et M(P;).

Supposons que 7 > 9. Le graphe M (Pg) admet une b-coloration avec 5 couleurs (voir
figure 3.4). D’autre part, le m-degré de M (P;) est égal a 5. Ceci implique que b(M(Ps)) = 5.

Comme M (Pg) est un sous graphe de M (P,), alors la preuve se fait en deux étapes:
1. On donne une coloration partielle de M (P,) en colorant le sous-graphe M (Fg).

2. On étend la coloration de M (Pg) au reste des sommets non colorés de M(P,). Cette
extension est possible car b(M(FPs)) = A(M(P,)) + 1. Dans ce cas, on aura toujours
une couleur disponible pour un sommet non coloré de M(P,). Puisque b(M(Fg)) = 5,

alors b(M (P,)) = 5.

VAVAVAVAVAYA SNV

3 2 1 5 3

M [PBJ

Figure 3.4. La b-coloration partielle de deM (P,), n > 9.
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3.2.2 Le nombre b-chromatique du graphe milieu d’un cycle

Théoréme 44 Le nombre b-chromatique d'un cycle Cy,, est :

3sin=3
b(ﬂ/‘[(cn)) = 4dstn=4
S5stn>5

Preuve. Les graphes milieux des cycles C,, 3 < n < 7 sont les graphes représentés
dans les figures 3.5 et 3.6 et pour ces graphes on a b(M(C,,)) = m(M(Cy)) (voir figure 3.5
et 3.6).

M (Cs) M (Cq) M(C7)

Figure 3.6. La b-coloration de M(Cj5),M(C7) et M(Cr)

Pour n > 8, on remarque que M (Pg) est un sous-graphe de M(C,,), donc la preuve se

fait en deux étapes

1. On donne une coloration partielle de M (C,,) en colorant le sous-graphe M (Fg).
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2. On étend la coloration de M(Pg) au reste des sommets non colorés de M(P,), car
b(M(Pg)) = A(M(C,))+1, donc on a toujours une couleur disponible pour un sommet
non coloré de M(C,). Donc ce graphe sera A + 1 c-a-d, il admet une (5) b-coloration

(voir la figure 3.7)

Figure 3.7. La b-coloration partielle de M (C,,) pour n > 8

3.2.3 Le nombre b-chromatique du graphe milieu d’une roue

Définition 45 On appelle graphe roue, noté W,, un graphe d’ordre n > 4, obtenu en

ajoutant un sommet centre relié a tous les sommets du cycle Cy,_1.

Figure 3.8. Exemple d’une roue 17

Théoréme 46 le nombre b-chromatique de la roue 1V, est:

;

bsin=4
6sin=>5
b(]\'f(”’n)) = 9
78n=6
| nsin>T
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Preuve. L'ordre de M (117) est 10 et son m-degré est égal a 6. Suposons que b(M (113)) =
6. Soit c une b-coloration de M (V) avec 6 couleurs. Comme le graphe M (17) a exacte-
ment 6 sommets denses. Alors, tous les sommets denses de M (177;) sont b-dominants et de
couleurs distinctes. D’autre part, il existe une classe de couleur qui contient exactement
un seul sommet, disons xp, sinon n > 12. Ceci implique que tous les autres sommets b-
dominants (denses) autre que &g sont adjacents a xg, ce qui n’'est pas vrai pour le graphe
M (TVy) (voir figure 3.9). Comme M (TVy) admet une b-coloration avec 5 couleurs (voir figure

3.9), alors b(M(174)) = 5.

Figure 3.9. La b-coloration de M (1Vy)

L’ordre de M (1Ws) est 13. Le graphe M(175) a 4 sommets de degré 7, 4 sommets de
degré 6, un sommet de degré 4 et 4 sommets de degré 3, donc le m-degré de M (1V5) est égal
& 7. Suposons que b(M (175)) = 7. Soit ¢ une b-coloration de M (1Vs) avec 7 couleurs. Alors,
il existe une classe de couleur qui contient exactement un seul sommet, disons g, sinon
n > 14. Ceci implique que tous les autres sommets b-dominants (sommets denses) autre que
@0 sont adjacents & xg, ce qui n’est pas vrai pour le graphe M (1V5) (voir figure 3.10). Comme

M(1Vs) admet une b-coloration avec 6 couleurs (voir figure 3.10), alors b(M (1)) = 6.

Figure 3.10. La b-coloration de M (1V5)
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Le m-degré du graphe M (T1g) est égal & 7. Puisque M (11%) admet une b-coloration avec

7 couleurs (voir figure 3.11), alors b(M (17%)) = 7.

Figure 3.11. La b-coloration de M (1V3)

Pour n > 7, posons G = M (11,). Le m-degré de G est égal a n. Puisque A(11;,) = n—1,

alors d’apreés le Corollaire 40, b(G) =n. ®
3.2.4 Le nombre b-chromatique du graphe milieu d’un graphe de Friendship

Définition 47 Le graphe de Friendship, noté F,, est un graphe planaire avec 2n+ 1 som-

mets et 3n arétes. F,, =nPyV P,.

~ ¢ \ 4

T T i ¢ \. \\\ \ o P

R R il

ﬂ/’\\__ N /::’ K__

- i Iy fon e ".\ .

- % ) /N — / S
@ ! A e ! kY h

! ', b \

/ /

Figure 3.12. Exemple de graphes de Friendship Fs, F3, F}

Théoréme 48 Le nombre b-chromatique du graphe milieu de F,, est 2n + 1

Preuve. Posons G = M(F,). Alors m(G) = 2n+1. Comme A(F,) = 2n, alors d’aprés
le Corollaire 40, b(G) = 2n + 1.

La figure 3.13. donne le graphe Fy et son graphe milieu.
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Figure 3.13. Le graphe milieu de Fy

3.2.5 Le nombre b-chromatique du graphe milieu d’un graphe de Helm

Définition 49 On appelle graphe de Helm, noté H,, le graphe obtenu & partir d'une roue

d’ordre n, en joignant chaque sommet v; de cycle C,_1 de la roue & un nouveau sommet wu;.
s n—1 7

Figure 3.14. Exemple d'un graphe de Helm

Théoréme 50 Soit H,,n > 4 un graphe de Helm. alors:

6sin=4
Tsin=5
Tou8 sin==6
b(M(Hy,)) = 4

8ou9sin="7

9sin=8

(nsin=>9
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Preuve. Le m-degré du graphe M (Hy) est égal & 6, et comme ce graphe admet une (6)

b-coloration (voir figure 3.15), alors b(M(Hy)) = 6.

Figure 3.15. La b-coloration de M (Hy)

Soit Hs = (V(Hs), E(Hs)) le graphe de Helm d’ordre 9 avec
V(Hs) = {v,v1,v2,v3, v4, w1, wa, w3, wa} o dy, (v) =4, dazy(v;) = 4, dpg (w;) =1 (1< i <
4), v;v;_1 € E(Hs) et w; est adjacent & v;. Soit M (Hj) = (V(Hs), E(Hs)) le graphe milieu
du graphe de Helm Hj avec V(M (Hs)) = V(Hs)U{e1, e3, €3, e4. €5, €6, e7, e JU{a1, as, a3, as}
o dyrs)(e:) =8 (1 <4 < 8), dayqas)(aj) =4 (1< j < 4). Pour i =548, e; est adjacent
av. Pour ¢ =1 a4, e; n'est pas adjacent a v et 1'aréte correspondante & e; (i = 1 & 4) dans
Hj est incidente & v; et v;41. Soit ¢ une b-coloration de M (Hj)) avec 8 couleurs. Comme
M(Hs)) a exactement 8 sommets denses, alors ils vont tous étre b-dominants. Sans perte
de généralité, on peut supposer que c(e;) = 7,1 < e; < 8. 1l est facile de constater que
I'ensemble {35, €6, 7, eg, v} induit une clique d'ordre 5. Le sommet e5 est adjacent a e; et
€4, le sommet eg est adjacent a e4 et e3, le sommet e7 est adjacent a eg et ez, le sommet eg
est adjacent & e et ea. Sans perte de généralité, on peut affecter la couleur 1 au sommet v.
Comme d Hs))(ei) = 8, alors il y a au plus une couleur répétée dans le voisinage de e;. Le
sommet ez lui manque les couleurs 1,5, 8 dans son voisinage. Deux de ses vosins, disons ay
et v4 vont prendre la couleur, disons 1 (respct 5). Mais, dans ce cas, le sommet eg va avoir
deux couleurs répétées dans son voisinage, contradiction. Donc b(M(Hs)) < 8. La figure

3.16 donne une b-coloration M (Hs) avec 7 couleurs. Donc b(M (Hs)) = 7.
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Figure 3.16. La b-coloration de M (Hs)

Le m-degré du graphe G = M (Hg) est égal a 9. Supposons que b(G) = 9. Soit ¢
une b-coloration de G avec 9 couleurs et soit V' = {v1, v, ..,v9} l'ensemble des sommets

b-dominants de ¢. Posons ¢(v;) =4, pour 1 < ¢ < 9 Alors deux cas se présentent:
Cas 1: V' contient 5 sommets de degré 9 et 4 sommets de degré 8.

Sans perte de généralité, on peut supposer que les sommets de G sont colorés suivant la
figure 3.17. Les sommets de V'/ colorés avec 6,7,8,9 sont tous de degré 8: ceci implique
que ces sommets n'ont aucune couleur répétée dans leurs voisinages. Soient u,v & V’ (voir
les deux sommets sur le graphe de la figure 3.16). Alors, u et v ne peuvent prendre que
I'une des couleurs 4 ou 5 car sinon 1'un des sommets de V7 coloré avec 7 ou 8 aura une

couleur répétée dans son voisinage. Mais dans ce cas, le sommet b-dominant de couleur 2
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aura deux couleurs répétées dans son voisinage, alors que son degré est 9, contradiction.

D'ou b(G) < 9.

Figure 3.17.

Cas 2: V' contient 5 sommets de degré 8 et 4 sommets de degré 9

Dans la figure 3.18, le sommet v ne peut prendre que la couleur 3 car sinon 1'un des
sommets b-dominants colorés avec 1 ou 5 aura une couleur répétée dans son voisinage, alors
que ces sommets sont de degré 8. La couleur 6 est une couleur manquate dans le voisinage
du sommet b-dominant coloré 3. Mais ce sommet b-dominant ne peut pas avoir la couleur 6
dans son voisinage car sinon l'un des sommets b-dominants colorés 7 ou 8 aura une couleur
répétée dans son voisinage. En conséquence, b(G) < 9. La figure 3.19 donne une b-coloration

de G avec 7 couleurs. D'ou 7 < b(G) < 8.

Figure 3.18.
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Figure 3.19. Une (6) b-coloration de M (Hg)

Le m-degré du graphe G = M (Hry) est égal & 9 et ce graphe admet une (8) b-coloration
(voir figure 3.20 ). Donc 8 < b(G) <9

Figure 3.20. Une (7) b-coloration de Hr

Le m-degré du graphe G = M (Hg) est égal & 9, et ce graphe admet une (9) b-coloration.
Alors b(G) = 9. (voir figure 3.21). m



Figure 3.21. La b-coloration de M (Hjg)

Le m-degré du graphe G = M(H,) pour n > 9 est égal & n et A(G) = n — 1, donc

d’aprés la Proposition 40 b(G) = n.
3.2.6 Le nombre b-chromatique du graphe milieu d’un graphe de Windmill

Définition 51 Le graphe de Windmill, noté Wd(k,n), est un graphe simple qui posséde
(k—1)n+1 sommets et nk(k — 1)/2 arétes. Il est défini pour k > 2 et n > 2, il peut étre

construit en joignant n copies du graphe complet Kj._,1 & un nouveau sommet.

Figure.3.22.Exemple d'un graphe de Windmill 17 d(5, 4)
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Théoréme 52 pour tout graphe Wd(k,n) on a:
b(M(Wd(k,n))) = n(k — 1) + 1

Preuve. Powr G = M(Wd(k,n)), onam(G) =n(k—1)+1. Alors b(G) < n(k—1)+1.
Comme le degré maximum de G est égal & (k — 1), alors b(G) > n(k — 1) + 1. D'ou

b(G)=n(k—1)+1

Figure.3.23.Le graphe milieu de Windmill Wd(4, 3)

3.2.7 Le nombre b-chromatique du graphe milieu d’une couronne d’une chaine
et d’un cycle

Définition 53 La couronne d'un graphe G, notée Cr(QG), est le graphe obtenu a partir

d’une copie de G a laquelle on attache un sommet pendant & chaque sommet de G.

<y

Un graphe G Cr{G)

Figure 3.24. Exemple d’'une couronne
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Théoréme 54 Pour toute chaine P, d’ordren > 2, on a: b(M(Cr(P,))) =14 5 sin=4,5,6

6sin="17.89

| Tsin>10

Preuve. Le m-degré de M(Cr(P2)) et M(Cr(P3)) est égal a 3 et 4 respectivement.
Aussi, il est simple de vérifier que M (Cr(P;)) et M(Cr(P3)) admettent une (3) b-coloration
et (4) b-coloration respectivement. D’ou b(M(Cr(FPe))) = 3 et b(M(Cr(P3))) = 4 (Voir

figure 3.25).

Figure 3.25.La b-coloration de M (Cr(P)) et M(Cr(P3))

Les graphes M(Cr(Py)), M(Cr(Ps)) et M(Cr(Pg)) sont les graphes présentés dans la
figure 3.26. Comme le m-degré de ces trois graphes est égal a 5 et puisque ces trois graphes

admettent une (5) b-coloration, alors b(M (Cr(Fy))) = b(M(Cr(Ps))) = b(M(Cr(Py))) = 5.

M(Cr(Pg)))

Figure 3.26. La b-coloration de M (Cr(Py)), M(Cr(Ps)) et M(Cr(Fs))
La figure 3.27 présente les graphes M (Cr(P;)), M(Cr(Pg)) et M(Cr(Py)). 11 est facile
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de vérifier que, le m-degré de ces trois graphes est égal a 6, et que ces trois graphes sont (6)

b-colorables (voir figure 3.27). Donc b(Cr(P;) = 6 pour i = 7,8,9.

M(Cr(Py)))

Figure 3.27. La b-coloration de M (Cr(P;)), M(Cr(P;)) et M(Cr(Py))

Pour n > 10, le graphe AM(Cr(Pip)) admet une b-coloration avec 7 couleurs (voir
figure 3.28). D'autre part, le m-degré de M(Cr(Pjg)) est égal a 7. Ceci implique que
b( M(Cr(P1w))) = 7. Maintenant, on étendre cette coloration a tous les sommets de
M(Cr(P,)) car M(Cr(Pig)) est un sous graphe de M (Cr(P,)). L'extension se fait en deux

étapes:
1. On donne une coloration partielle de M (Cr(P,)) en colorant le sous-graphe M (Cr(Pyg)).

2. On étendre la coloration de M (C7(Pio)) au reste des sommets non colorés de M (Cr(PBy)).
Cette extension est possible car b(M(Cr(Py))) = A(M(Cr(P,))) + 1. Dans ce cas,
on aura toujours une couleur disponible pour un sommet non coloré de M (Cr(P,)).

Puisque b(M(Cr(Pi))) = 7, alors b(M(Cr(Py,))) =T.



Figure 3.28. La b-coloration partielle de deM (Cr(P,)), n > 11.

(]
5sin=234,5
Théoréme 55 Pour tout cycle Cy, on a: b(M(Cr(Cr))) ={ 6 sin—=6
Tsin>T

Preuve. Le m-degré de M(Cr(C3)), M(Cr(Cs)) et M(Cr(Cs)) est égal a 5, et on peut
voir que les graphes M(Cr(C3)), M(Cr(Cy)) et M(Cr(Cs)) admettent une (5) b-coloration
(Voir figure 3.29). Dot b(M(Cr(C3))) = b(M(Cr(Cy))) = b(M(Cr(Cs))) = 5.

Figure 3.29. La b-coloration de M(Cr(Cj3)), M(Cr(Cy)) et M(Cr(Cs))

La figure 3.30 présente les graphes M (C7(Cs)), M(Cr(Cr)), M(Cr(Cs)) et M(Cr(Cy)).
Le m-degré de M (C7(Cp)) est égal & 6, et le m-degré de M (Cr(C7)), M(Cr(Cs)), M(Cr(Cq))
est égal & 7, et ces quatres graphes sont (m) b-colorables (voir figure 3.30). Dot b(M(Cr(Cg))) =
6 et b(M(Cr(C;))) =7 pour i =17,8,9.
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M{Cri{Cs)))

M{Cr(Cs)))
Figure 3.30. La b-coloration de M (Cr(Cg)), M(Cr(C7)), M(Cr(Cg)) et M(Cr(Cy))

Pour n > 10. On a b( M(Cr(Py))) = 7. Comme M (Cr(Pyp)) est un sous graphe
de M(Cr(Cy)), alors on va étendre cette coloration a tous les sommets de M (Cr(Cr)).

L’extension de cette coloration passe par deux étapes:

1. On donne une coloration partielle de M/ (Cr(C,)) en colorant le sous-graphe M(Cr(Piq)).

2. On étend la coloration de M (Cr(Pjg)) au reste des sommets non colorés de M(Cr(C,,)).
Cette extension est possible car b(M(Cr(Py))) = A(M(Cr(Cy))) + 1. Dans ce cas,
on aura toujours une couleur disponible pour un sommet non coloré de M(Cr(PR,)).

Puisque b(M(Cr(Pyg))) = 7, alors b(M(Cr(P,))) =1T.
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Figure 3.31. Une b-coloration partielle de b(M (Cr(C,,))) pour n > 10

3.3 La b-coloration du graphe milieu de la somme cartési-
enne de deux chaines.

Dans ce chapitre, nous rappelons la définition de la somme cartésienne de deux graphes et

puis on va donner la b-coloration du graphe milieu de la somme cartésienne de deux chaines.

Définition 56 La somme cartésienne de deux graphes K = (V(K), E(K)) et H = (V(H),E(H))
noté KUH, est le graphe G défini par:
1. V(G) ={(u,v) :ue V(K),ve V(H)}.

2. E(G) = {[(u1,v1), (uz,v2)] : (w1 = ug et [v1,v2] € E(K)) ou (vi = v et [ug,us] €

E(H))}.

Figure 3.32. La somme cartésienne de P» et P3
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Proposition 57 Soient P, et P, deux chaines d’ordre respectif m > 2, n > 2. Soit

G = M(P,0OPR,). Alors

4
2si m=2etn=2

5si m=2etn=3
Baifm=2, n=4,56)ou(m=3, n=38)
Tsifm=2, n>Tou(m=38, n=4)

8si(m=3, n=5,.,11)ou(m=4, n=4,..,7) ou (m=>5, n=5)

| 9si(n2>5, m>6)ou(n=3, m>12)ou (n=4, m>38)

Preuve. Le m-degré de M(P,[IP;) est égal a 4 et puisque ce graphe est (4) b-coloriable,
alors b(M(Pp00P2)) = 4. Le m-degré de M (P,[IP3) est égal a 5 et puisque ce graphe est (5)
b-coloriable, alorsb(M (P,[0P3)) = 5. Le m-degré de M (Po[0P,) est égal & 6 et puisque ce
graphe est (6) b-coloriable, alors b(M(P0P;)) = 6. La figure 3.33 donne la coloration de
M(P,OPy), M(POIPs) et M(P0Py)

M(P,o P;)  M(P,o Py) M(P,o P,)

Figure 3.33. La b-coloration de M (P0P,), M(P0P;) et M(P(0Fy)

Le graphe G = M(P0Ps) a 7 sommets de degré 6, alors m(G) = 7, suposons que
ce graphe est (7) b-colorable, comme on a 7 sommets denses alors ils vont tous étre b-
dominants. Soient ¢ une coloration de G avec 7 couleurs, V= {’ul, ..., v7} l'ensemble des
sommets denses de G, on pose ¢(v;) = ¢ pour i = 1,..,7. On remarque que le sommet v;
& la couleur 6 comme couleur manquante et il a deux voisins non coloré mais on peut pas
affecté cette couleur a ces deux sommets, sinon cette couleur sera répété dans le voisinage
de I'un des sommets vy ou v3 et de cet effet 5(G) < 7. Comme G admet une b-coloration

avec 6 couleurs, alors b(G) = 6 (voir figure 3.34).
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Figure 3.34. La b-coloration de M (P,[0P5)

Le graphe G = M (P,[JFs) a plus que 7 sommets de degré 6, donc m(G) = 7. Supposons
que b(G) = 7, soit ¢ une b-coloration de G avec 7 couleurs. Soit V' = {mtay .50 v7} un systéme

. . ! .
b-dominant, on pose c¢(v;) = ¢, on constate que YV on a trois sommets v1,v2 et vg.

On donne les couleurs nécessaire au voisinage de vy, Ve(2), avec & voisin commun de v
et v , cette couleur sera répété dans le voisinage de I'un de vg et v3 qui sont de degré 6. A
cet effet I'un de ces deux sommets ne sera pas b-chromatique. Alors le graphe G ne peut
pas étre coloré avec 7 couleurs, donc b(G) < 7. Comme G admet une b-coloration avec 6

couleurs (voir figure 3.35), alors b(G) =6

Figure 3.35. LA b-coloration de M (Pl1F;)

Le graphe G = M (P;00P;) a plus que 7 sommets de degré 6, alors m(G) est égal a 7 et

comme G admet une b-coloration avec 7 couleurs (voir figure 3.36), alors b(G) =7
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Figure 3.36. L’extention de la b-coloration de M(P0OP;) au M (POPR,)

Le graphe G = M(R[P,), n > 8 a plus que 7 sommets de degré 6, alors le m-degré de

G est égal & 7. on remarque que M (POP;) est un sous-graphe de M (P00P,) pour n > 8.

alors la preuve se fait on deux étapes:

1. On donne une coloration partielle de 1/ (P0P,) en colorant le sous-graphe M (P,01P;).

2. On ¢étend la coloration de M (P;P;) au restes des sommets non colorés de M (P,00P;)

.

cette extention est possible car b(M (P, UPr)) = A(M(ROR,))+1, d'ou b(M(P0OPR,)

7 pour n > 8,

Le m-degré de M (P300P3) est égal & 6 et ce graphe admet une b-coloration avec 6

couleurs. D’out b(M (P300P3)) = 6 (voire figure 3.37).

Figure 3.37. La b-coloration de M (POR3)

Le graphe G = M (P30P;) a un sommet de degré 8, 6 sommets de degré 7 et 2 sommets de

degré 6, donc le m-degré de ce graphe est égal a 7 et ce graphe admet une b-coloration avec

7 couleurs (voir figure 3.38).



Figure 3.38. La b-coloration de M (P3[P,)

Le m-degré de graphe G = M (P3[0P5) est égal a 8 et ce graphe admet une b-coloration avec

8couleurs. D’ou b(G) = 8 (voire figure 3.39).

L)

%
&Y

Figure 3.39. La b-coloration de M (P;00P5)

Le m-degré du graphe G = M (P3[0F¢) est égal a 8, et comme M (P3[Ps) est un sous-
graphe G et il est (8) b-colorable, alors on peut étendre la coloration de M (P3[1Ps) au reste
de sommets non colorés de G, car les sommets non colorés de G sont de degré strictement
inférieur a 6 .On posséde de la méme maniére pour le graphe H = M (P3[0P;), onam(H) =
7, et comme M (P3[0Ps) est un sous-graphe de H, et il est (8) b-colorable alors on peut faire
une extention de la coloration de graphe M (P;[0Fs) au reste de sommets non colorés de
graphe H car ils sont de degré stictement inférieur a 7. On fait la méme chose pour les
graphes G = M (P300P,) avec n = 8§, ..,11, car m(G) = 8. Donc G sera (8) b-colorable.

Le m-degré du graphe G = M(P3P;) est égal a 8 et comme ce graphe admet une

b-coloration avec 8 couleurs, alors b(G) = 8 (voir figure 3.40).
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Figure 1: Figure 3.40. La b-coloration de M (FP,[1Py)

Le m-degré du graphe G = M (P400Ps) est égal a 8, et comme M (P4[JP;) est un sous
graphe de G et il est (8) b-colorable, alors on fait I'extention de la (8) b-coloration de sous
graphe M (Py00P;) au reste de sommets non colorés de graphe G, car ils sont de degré
strictement inférieur a 7, et dans ce cas G sera (8) b-colorable.

Le m-degré du graphe G = M(P400Fs) est égal & 9. Supposons que ce graphe est (9)
b-colorable. Soit ¢ une b-coloration de G avec 9 couleur ou V' = {v1,...,v9} est I'ensemble
b-dominant, on pose ¢(v;) = 4, pour 1 < i < 9. YV il existe quatre sommets b-dominant
v1,v2, U3 et vy, tel que v; est un voisin commun de vy, vz et v4 est un voisin commun de vs,

V3.

On remarque que la couleur 4 est une couleur manquante au voisinage de vy, mais on

peut pas I'affécter & son voisinage, sinon elle sera répété dans le voisinage de 1'un de va, v3.
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Donc ce graphe ne peut pas étre coloré avec 9 couleurs, alors b(G) < 9. Et comme G admet

une b-coloration avec 9 couleurs (voir figure 3.41) alors b(G) = 8.

NV
A

%%
.

ﬁ'i?\'!‘@"i |

Figure 3.41. La b-coloration de M (P,(0P;)

Le graphe G = M(P5[1Pr) a 13 sommets de degrés 8, donc m(G) est égal 2 9. Supposons
que ce graphe est (9) b-colorable, soit V' " = {v1, ...,V9} I'ensemble b-dominant pour une
coloration ¢ avec 9 couleurs, on pose ¢(v;) =i, pour 1 <7 < 9. VV " il existe trois sommets

b-dominant v, vy et v3, tel que v} est un voisin commun de vg et v3

On donne les couleurs nécessaires au voisinage de v1, Ve(z), avec x voisin commun de v2
et v3 , cette couleur sera répété dans le voisinage de 1'un de vg et v3. A cet effet I'un de ces
deux sommets ne sera pas b-chromatique car ces deux sommets sont de degré m — 1. Alors

G ne peut pas étre (9) b-colorable c-a-d b(G) < 9 et comme G admet une b-coloration avec

8 couleurs, (voir figure 3.42) alors b(G) =8 .
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Figure 3.42. La b-coloration de M (Py(0P;)

Le graphe G = M (P3[0P;2) a 9 sommets de degré 8, donc m(G)=A(G) +1 et ce graphe
est (9) b-colorable (voir figure 3.43). Comme G est un sous graphe de M (P30P,), n > 13 et
b(M(P3OPy2)) = A(M(P30P,)) + 1 pour n > 13, alors on fait I'extention de la coloration
de G au reste de sommets non colorés de M (P300P,) pour n > 13, d'ou b(M(Ps0PR,)) = 9.

\e/4

-
4

T
N\ N\

SRERERRNY

NZN//IN/] NN/ NN/ N/
KRN

Figure 3.43. La b-coloration de M (P30P;s)

Le graphe G = M (Py(0P3) a 16 sommets de degré 8, alors m(G) =9 = A(G) + 1 et ce
graphe est (9) b-colorable (voir figure 3.44). Et comme G est un sous graphe de M (PyIP,)
pour n > 9, et b(M(P300F;) ) = A(M(P,0P,)) + 1 pour n > 9, alors on fait I’extention
de la coloration de G au reste de sommets non colorés de M(Py0P,) pour n > 9, car ils
sont de degré inférieur ou égal & A(G), alors on a toujours une couleur disposible pour les

sommets non colorés de b(M (P400P,)). Donc b(M(P,00P,)) =9, Vn > 9.
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Figure 3.44. La b-colorat M (PO P3)

= M(Ps ) ommets de degré 8, (G) = (G)
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CHAPITRE IV

LE NOMBRE B-CHROMATIQUE DU GRAPHE MILIEU
D’UN ARBRE BINAIRE

Dans ce chapitre, on essaye de faire une adaptation des résultats trouvés par Silva et Maffray
dans [9] concernant la b-coloration dans les graphes cactus pour la détermination du nombre

b-chromatique dans le graphe milieu d'un arbre binaire particulier..

Définition 58 On appelle arbre binaire un arbre enraciné dont tous les sommets ont deux

fils au plus.

Un exemple d'un arbre binaire est donné par la figure 4.1.

I
A

®

Figure 4.1. Exemple d'un arbre binaire

Ici, on s’intéresse aux arbres binaires dont lesquels chaque sommet a 2 ou 0 fils.

Définition 59 (Arbre binaire particulier) On définit un arbre binaire spécial, noté, By,
l'arbre binaire d’ordre p > 2 qui vérifié les deux conditions suivantes:
i) B, an—1 sommets de degré 3, un seul sommet de degré 2 et p —n sommets pendants.

1) Tout sommet non pendant a exactelment deux fils.
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Figure 4.2. L’arbre binaire particulier By

Définition 60 Un bloc est un sous graphe induit 2-connexe maximal. Un graphe est un

bloc graphe. si les composantes 2-connexes mazimales de G sont des cliques.

Remarque 61 Le graphe milieu d'un arbre binaire B, est un graphe en bloc ou chaque

bloc est de taille au plus 4, le graphe milieu de Bg est présenté dans la figure 4.3.

ANAR

Figure 4.3. Le graphe milieu de B3

Définition 62 Soit G = M(B,) un graphe ou V est l’ensemble des sommets de G. Soient

Mg lensemble des sommets denses de G, V' un sous-ensemble de Mq de cardinalité m et
ve V\V/

On dit que V'encercle v (ou v est accessible & V') si :

o Yu € V', v est adjacent & u

ou

® u et v ont un voisin commun dans V', disans w, tel que dg(w) = m — 1.
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Dans ce cas v est dit pivot de G par rapport a V.
Par exemple, dans la figure 4.4, le sommet v est accessibles & tous les sommets denses de

"fl = {vlsUZs V3, V4, Vs, UG} de ‘7\{[(37)

Figure 4.4

Définition 63 Soient G = M(By) ou V est l'ensemble des sommets de G, Mc l'ensemble
des sommets denses de G et V' C Mg un sous-ensemble de cardinalité m. On dit que V'

encercle une paire de sommets x,y € V\V', si V' n'encercle ni x ni y, de plus on a:

e x est adjacent a y.

o Ilexiste V' CV ", tel que |V "l=m—1et chaque sommet de V" soit est adjacent a

x ou y, ou il est adjacent & un certain sommet w, telle que d(w) = m — 1, et w est

adjacent a = ou y.

Dans la figure 4.5. 2,y est une paire de sommets encerlée par V' = {vy, ..., vr}..
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Figure 4.5.

Définition 64 Soit G = M(B,,) le graphe miliev d’un arbre binaire. ot V est l'ensemble

des sommets de G, Mg l'ensemble des sommets denses de G. V' C Mg tel que V'|=m.

Le graphe G = M(B,) est dit pivoté si l'une des deux propriétés suivantes est vérifiée:
’
1. |[Mg|=m etV encercle un sommet ou une paire de sommets de V\V".

2. [Mg|=m+1 et 3u,v,w € Mg de degré m — 1 tel que tous les sommets de Mg sont
adjacent & u ou v ou w. De plus, il existe un sommet non dense x tel que x,u, v, w

forment une clique d’ordre 4 (voir figure 4.6).

Figure 4.6
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Théoréme 65 Si G = M(B,) avec 1 < n <6, alors b(G) = m(G).

Preuve. Les graphes M(B,) 1 < n < 6 sont les graphes présentés dans les figures

3.27 — 3.31. Ils sont non pivotés et (m) b-colorables.

Figure 4.9. La b-coloration de différentes structures de M (By)

12



73



Figure 4.11. La b-coloration de différentes structures de M (Bg)

]
Théoréme 66 Si G = M(B,,) est pivoté, alors, b(G) < m(G).

Preuve. Soient G = M(B,) un graphe milieu d'un arbre binaire pivoté, Mg I'ensemble

v’

des sommets denses et V' C Mg tel que = m. Comme G est pivoté, alors l'une des

deux propriétés de la Définition 64 est vérifié. La preuve se fait en deux étapes.

Etape 1: On suppose que la premiére propriété est vérifiée.

7
Soit ¢ une b-colioration de G' avec m couleurs. Supposons que |Mg| =m et V encercle un
sommet de V\V’. Alors, il existe un sommet v € V\V”’ tel que v est accessible & tous les

’
sommets de V' (voir 'exemple de la figure 3.34). Tous les sommets denses sont & distance
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au plus 2 de v. Le sommet v ne peut pas prendre la couleur d'un sommet dense qui se
trouve dans son voisinage sinon la coloration sera impropre. Soit y € V' tel que y est a
distance 2 de v. Dans ce cas, il existe un sommet = € V’ tel » € N(v) N N(y). Par définition
d(z) = m — 1. Le sommet v ne peut pas prendre la couleur de y car sinon z ne sera pas
b-dominant. Donc v n’a pas une couleur disponible. Donc on ne peut pas colorer G avec m
couleurs. D'ou b(G) < m.

Si V, encercle une paire de sommet x,y, alors il existe un sous ensemble V" tel que V/ =
V" U {w} et pour chaque sommet v; € V", v; € N(z) ou v; € N(y) ou bien il exite un
sommet v; € V"N N(z) ou v; € V' N N(y),j # i, tel que d(v;) = m — 1 et v; € N(vj).
Donc tous les sommets de V" sont & distance au plus 2 de 2 ou y. Si w est adjacent a x
ou y, alors x ou y est un pivot, contradiction. Donc w est a distance au moins 2 de x ou
y. Si w est a distance 2 de x ou y, alors il n'existe aucun sommet intermédiaire entre w et
x (ou y) de degré m — 1. De maniére similaire au premier cas, on peut montrer que z et y
ne peuvent pas prendre les couleurs de V”. Si ¢(z) = c(w), alors il n’existe aucune couleur

disponible pour y car y ne peut pas prendre les couleurs de V”. Donc b(G) < m.

Etape 2: On suppose que la deuxiéme propriété est vérifiée.

Soit Mg = {vl,vz, ...,vm_,_l}. Soit v; € Mg . Nous allons montrer que pour tout sommet
dense v; € Mg, V! = _Mc;\{vi} ne peut pas étre un systéme b-dominant pour une coloration
c avec m couleurs. Par définition, il existe trois sommets de Mg, disons u, v, w, de degré
m — 1 tels que tous les sommets de V' sont adjacents & u ou v ou bien w et un sommet
non dense x tels que u, v, w, x forment une clique d’ordre 4. Si v; # u, v, w, alors 'ensemble
MaN\{vi} ne peut pas étre un systéme b-dominant pour une b-coloration avec m couleur car
MaeN\{vi} encercle le sommet z. Si v; = u,v ou w, alors 'ensemble Me¢\ {vi} ne peut pas
étre un ensemble b-dominant pour une b-coloration avec m couleurs car M\ {v;} encercle
la paire de sommets x,v;. Donc Ma\{v;} ne peut pas étre un ensemble b-dominant pour

une b-coloration avec m couleurs pour tout sommet v; € Mg. Alors b(G) < m. B

Conjecture 67 Soit G = M(B,) le graphe miliew d'un arbre binaire particulier, si G est

non pwoté, alors b(G) = m(G).
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CHAPITRE V

LE NOMBRE B-CHROMATIQUE DU GRAPHE DE
HALIN.

Dans ce chapitre, on va donné le nombre b-chromatique du graphe de Halin.

Définition 68 On appelle graphe de Halin noté H le graphe obtenu a partir d'un arbre
T particulier qui ne contient pas des sommets de degré 2, en joignant tous les sommets

pendants en créant ainst un cycle C, et donc H =C UT.

T HITS
Figure 5.1. Exemple d'un graphe de Halin

Théoréme 69 Soit H un graphe de Halin avec m(H) > 5. Alors b(T') = b(H).

Preuve. Soit H un graphe de Halin avec m(H) > 5. Alors, la preuve de ce théoréme

se fait en deux étapes:
Etape 1: Montrons que b(T) > b(H).

Toute b-coloration de H reste une b-coloration dans 7" car les sommets denses de H sont les

mémes que de 7. Donc b(T") > b(H).
Etape 2: Montrons que b(7T") < b(H).

Il s’agit de montrer que toute b-coloration de T" est une b-coloration de H. Deux cas sont &

distinguer:
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Cas 1: T est pivoté.

Soit 11 I'ensemble des sommets denses de cardinalité m — 1. Par le Théoréme 31, b(T) =
m — 1. Alors, nous allons montrer que b(H) = m — 1. Soit ¢ une b-coloration partielle
du graphe H obtenue & partir de l'algorithme de Irving et Manlove pour la coloration des
arbres pivotés jusqu'a I'étape 2. Si cette coloration est propre, alors a la fin de la troisiéme
étape de l'algorithme de Irving et Manlove, alors H est (m —1) b-colorable. Sinon, on rend
la coloration propre en faisant quelques permutations de couleurs de la maniére suivante:

Comme la coloration n'est pas propre, alors il existe au moins deux sommets adjacents v,.,1;
de méme couleur (voir figure 5.2). Les sommets v, et v; sont des sommets pendants dans T
et ils se trouvent sur le cycle dans H . Le sommet v, (resp. v;) est adjacent & un sommet
dense v; (resp. vj). L'un des deux sommets v; et v; a au moins un voisin non dense qui est
déja coloré, disons Vi, - Supposons au contraire que v; et v ; n'ont aucun voisin non dense
coloré autre que v. Alors d(v;) = d(v;) =m—1et v; et v; sont forcément adjacent a v. De
plus, tous les voisins colorés (autre que v) de v; et v; sont des sommets denses. Dans ce cas,
v; (resp. v; ) a m — 3 voisins denses colorés. Ceci implique que T contient au moins 2m — 4
sommets denses colorés, contadiction avec le fait qu'on a m sommets denses colorés car

2m — 4 > m. Dans ce cas, on fait la permutation suivante: c(vy) = c(vy,) et c(v;y) = e(vy).

v

Figure 5.2.

Cas 2: T est non pivoteé.

Soit 11" I'ensemble des sommets denses de cardinalité m. D’apres le Théoréme 35, b(T) = m.
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Nous allons montrer que b(H) = b(T). Soit ¢ une b-coloration partielle du T obtenue & partir
de I'algorithme de Irving et Manlove pour la coloration des arbres non pivoté, jusqu’a avoir
un ensemble de m sommets b-dominants, c'est a dire jusqu’a I'obtention de m-sommets
denses de couleurs différentes et chaque sommet dense aura exactement m —1 voisins colorés
avec des couleurs différentes. Ensuite, on ajoute le cycle. Si cette b-coloration est propre,
a la fin de l'algorithme de Irving et Manlove, alors H est (m) b-colorable. Sinon, on rend
cette coloration propre en faisant quelques permutations de couleurs de la maniére suivante:
Comme la coloration ¢ n’est pas propre, alors il existe au moins deux sommets adjacents
Ur et v qui ont la méme couleur c(v,) = c(v) (voir figure 5.3). v, et vy sont deux sommets
pendants dans T, ils sont sur le cycle dans H et ils sont adjacents aux certains sommets
b-dominants v; respectivement v;. L'un des v; et V; a au moins un sommet coloré, privé a
Iui dans 1V, disans Vi, respectivement v;,. Supposons au contraire que v; et v; n'ont aucun
sommet privé coloré dans TV, Alors, les voisins colorés de v; et v; sont tous des sommets
denses ou des sommets interieurs voisins a d’ autres sommets denses colorés. Comme
d(vi) > m—1 et d(v;) > m — 1, alors i & au moins m — 2 voisins denses colorés a distance
au plus 2 et v; a au moins m — 2 voisins denses colorés & distance au plus 2 autres que de v;
sinon I'arbre T va contenir un cycle. Donc on a 2m —2 sommets denses colorés, contadiction
avec le fait qu'on a m sommets denses colorés car 2m — 2 > m. Dans ce cas, on permute la
couleur de v, avec celle de v;, et inversement. On peut étendre cette coloration & tous les
sommets de H car tous les sommets restants de H sont de degré inférieur & m. De cette
maniére, on va obtenir une nouvelle b-coloration propre de H avec b(T) couleurs. Donc
b(H) > b(T) = m(T). Comme m(H) =m(T), alors b(H) = m(T) = b(T).

[2F

[0
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Figure 5.3.
(-]

Théoréme 70 Soit H = T U C un graphe de Halin d'ordre n+ 1 et Spq la double étoile

d’ordre p+ g+ 2 avec m(H) = 4, Alors,

4

3sin=>5 et diam(T) =2
4 si(n=4oun>6) et diam(T) =2
b(H) =1 3 siT = Sosetdiam(T) =3

45T =8pq p>q>2etdiam(T) =3

| 4 st diam(T) > 4

Preuve. Soit H un graphe de halin avec m(H) = 4. Alors, on distingue trois cas selon

le diameétre de H.

1. Diam(T) =2.

Le graphe H est obtenu a partir de 1'étoile K ,, (n > 3) autrement dit H est le joint
d'un cycle Cy,_; et une clique d’ordre 1, et d’aprés le Théoréme 26 on a b(H) = b(Cp—1)+1

et comme b(C—1) = 2 si n = 5 ou 3 sinon, alors

3sin=>5
b(H) =
dsin=4oun>6

2. Diam(T) = 3.

Dans ce cas, H = Sp g U Cpyq 00l Sp 4 est la double étoile d’ordre p + g + 2 et Cpyq est

le cycle d’ordre p + g. Notons par « et y les centres de la double étoile de degré p+ 1 et

79



g+ 1 respectivement. La définition de H implique que p > 2 et ¢ > 2. Posons H = H(p, q).
Alors, nous réclamons que:

b(H(2,2)) = 3.

Supposons le contraire. Comme w(H(2,2)) = A(H(2,2)) = 3, alors b(H(2,2)) = 4.
Soient V' = {v1, v, v3,v4,v5, v} (voir figure 5.4) 'ensemble des sommets de H et V/ C V
I'ensemble des sommets denses. Il est facile de vérifier que tous les sommets de H sont
denses. donc V = V'. D'autre part, H(2,2) a au moins 4 sommets de degré 3 mais il ne
contient pas au moins 5 sommets de degré au moins 4. Donc m(H(2,2)) = 4. Soit V" =
{v1,v2,v3,v4, }. Puisque |V”| = m(H(2,2)) et V" encercle le sommet vs et vg, alors d’aprés
la Proposition 3.14. Alors H(2,2) ne peut pas étre coloré avec 4 couleurs, contradiction.
D'ou b(H(2,2)) = 3.

Le m-degré de H(2,3) est égal a 4. Comme H (2, 3) admet une b-coloration avec 4 couleurs,
alors b(H (2,3) = 4. Soit u € V(H(2,3)), (v # y) un voisinde z et v € V(H(2,3)), (v # &) un
voisin de y. Donc wv € E(H(2,3)). Alors le graphe H(p, q), p > 3 et ¢ > 3 est obtenu a partir
de H(2,3) en subdivison l'aréte uv, p + g — b5 fois ensuite on relie p — 2 nouveaux sommets
avec x et le reste des nouveaux sommets avec y, il est claire que m(H(p,q)) = m(H(2,3))
pour p > 3 et ¢ > 3. Comme H(2,3) admet une b-coloration avec 4 couleurs, alors H(p. q)
admet une (4) b-coloration, il suffit de garder le méme ensemble b-dominat de m(H(2,3)),
et on a toujours une couleur disponible pour les nouveaux sommets deH (p. g) (voir figure

5.4)
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3. Diam(T) >4

Soit H un graphe de Halin avec m(H) = 4,s0it V' = {@:i \ dr(zi) > 3}, deux cas sont
distingués
v’

Cas 1: =3

Dans ce cas, I'arbre T est celui donné par la figure. Le m-degré de H (T') est égal a 4. Donc

b(H(T)) < 4, alors on distingues deux cas:

L. T = Tp (voir figure 5.5). Comme H(Tp) admet une b-coloration avec 4 couleurs.(voir

figure 3.27). Alors b(H (Tp)) = 4.

2. T # Tp. Soient x1, 23 et a3 les trois sommets de V'. Nous attribuons la couleur i au
sommet z; (¢ = 1,2,3). Soit 24 un sommet de V' \ V'. Alors dr(w4) =1 et dg(zs) =3
car x4 € C(H), attribuons la couleur 4 au sommet x4 dans H. Ensuite, nous colorions
le reste des sommets de H avec les couleurs 1,2, 3,4 de telle facon que la coloration
reste propre et que les sommets @1, xg, x3 et x4 soient des sommets b-dominants. De
ce fait I sera b-colorable avec 4 couleurs. Cette coloration est possible car tous les

sommets restants sont de degré 3. D'ou b(H(T)) =4
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To H (Tﬂ )
Figure. 5.5. Une (4) b-coloration de H(Tp)
v’

Cas 2: >4

Dans ce cas on prend V' = {xl,x2,$3,x4} c V'. Soit Cp la chaine diamétrale de T.
Sans perte de généralité, on peut supposer qu'au moins trois sommets, disons 21, x9. 23,
appartiennent & C. On colore le graphe H de la maniére suivante: On affecte la couleur
¢ au sommet x; (7 = 1,2, 3,4) ensuite, on colore les voisins de z; de telle sorte que x; soit
b-dominant (voir I'exemple présenté dans la figure 3.28 ). Soit zj € V', (j > 5). Alors zj ne
peut pas étre adjacent & deux sommets de V" sinon on va creer un cycle. Dans ce cas, zj a
une couleur manquante dans son voisinage. D’ou, pour chaque sommet zj € v, j =5 on
peut lui affecter une couleur qui est manquante dans son voisinage. Enfin, tous les sommets
de V\(V 'uv ") sont de degré 3. Ceci implique qu'il existe toujours une couleurs manquante
dans le voisinage de ces sommets. En conséquence, on peut étendre cette coloration a tous

les sommets de H. D’ou b(H) = 4.

TATAL

Figure 5.6

Le théoréme suivant s’endéduit & partir des Théoremes 69, 70



b(H) st Diam(T) > 2
Théoréme 71 SiH est un graphe de Halin, alors o(T) = 3sin=>5 et diam(T) = 2

d st (n=4 oun>86) et diam(T) =2
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés a 'étude de la b-coloration dans les

graphes.

Dans le premier lieu, nous avons donné les valeurs exactes du nombre b-chromatique du
graphe milieu d’'une chaine, un cycle, une roue, graphe de Helm, graphe de Windmill et

graphe d’amité, la somme cartésienne de deux chaines.

Dans le deuxiéme lieu, nous avons adapté quelques résultats existants dans les cactus

au graphe milieu d'un arbre binaire

Enfin, , nous avons déterminer le nombre b-chromatique du graphe de Halin.
Beaucoup de problémes restent ouverts dans ce domaine et ils peuvent étre étudier
ultérieurement a savoir la détermination du nombre b-chromatique du graphe milieu d’un

k-arbre.
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